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Vorwort  zum  dritten  Bande. 


Der  vorliegende  dritte  Band  meiner  „Darstellenden  und 
projectiven  Geometrie",  welcher  so  wie  jeder  der  früheren  Bände 
ein  für  sich  abgeschlossenes  Ganzes  bildet,  ist  ansschlierslich  den 
Flächen  zweiten  Grades  gewidmet  und  wurde  bei  Bearbei- 
tung derselben  vorzugsweise  deren  graphische  Behandlung  in  Berück- 
sichtigung gezogen. 

Eine  Durchsicht  der  bisher  erschienenen  Werke  und  Lehrbücher 
über  „Darstellende  Geometrie"  —  mit  Ausnahme  des  rühmlichst  be- 
kannten Werkes  von  Prof.  Dr.  W.  Fiedler  —  wird  die  Überzeugung 
schaifen,  dass  die  Flächen  zweiten  Grades,  namentlich  aher  die  drei- 
achsigen ,  eine  nur  höchst  spärliche  Erwähnung  fanden  oder  auch 
gänzlich  unbeachtet  blieben.  Außer  den  Kegelflächen  zweiten  Grades 
wurden  im  allgemeinen  höchstens  nur  noch  das  windschiefe  Hyper- 
boloid und  das  hyperbolische  Paraboloid  eingehender  gewürdigt.  Die 
Rotationsflächen  zweiten  Grades  finden  gewöhnlich  in  dem  Capitel 
über  „Rotationsflächen  im  allgemeinen"  ihren  Platz  und  erfahren  daher 
keineswegs  jene  graphische  Durchbildung,  deren  sie  infolge  ihres  Er- 
zeugungsgesetzes fähig  sind. 

Ein  Grund  der  Vernachlässigung  der  vorerwähnten  Fläehen- 
gattungen  dürfte  einerseits  in  dem  Mangel  einer  zureichenden  geo- 
metrischen Theorie,  andererseits  aber  in  der  Kichtberücksiehtigung 
der  Methoden  der  projectivischen  Geometrie  zu  suchen  sein. 

Der  dritte  Band  meiner  „Darstellenden  und  projectivi- 
schen Geometrie"  entsprang  der  Absicht,  den  diesbezüglichen  Be- 
dürfnissen nach  Möglichkeit  Rechnung  zu  tragen.  Derselbe  umfasst 
die  graphische  Behandlung  der  windschiefen  Flächen,  der  Kugel, 
der  Rotationsflächen  zweiten  Grades  und  der  dreiachsigen 
Flächen  zweiten  Grades  in  wünschenswerter  Vollständigkeit. 
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Was  die  AnordDung  des  Stoffes  betrifft,  so  dürftea  hier  folgende 
Bemerkungen  am  Platze  sein.  Naclideni  die  windschiefen  Flächen 
zweiten  Grades,  infolge  ihrer  eigenthümlichen  Erzeugungsart  durch 
gerade  Liniea,  sowohl  in  Bezug  auf  die  Entwickelung  ihrer  besonderen 
Eigenschaften,  als  auch  bezüglich  der  construetiven  Behandlung  ver- 
hältnismäßig die  wenigsten  Schwierigkeiten  bieten,  wurden  diese  vor- 
angestellt und  an  diese  erst,  der  Keiheafolge  nach,  die  Kugel  und  die 
Kugelsysteme ,    die  Rotations-  und  die  dreiachsigen  Flächen  zweiten 


Den  betreffenden  Coastructionen  wurden  stets  die  erforderlichen 
theoretischen  Betrachtungen  vorausgeschickt,  um  fQr  die  constructive 
Dorehführung  der  nachfolgenden  Probleme  das  nothwendige  Materiale 
zur  Verfügung  zu  haben.  —  Hierbei  erhalten  gewisse,  im  zweiten 
Bande  unseres  Werkes,  und  zwar  die  in  der  „Theorie  der  Flächen 
zweiten  Grades"  allgemein  projectivisch  nachgewiesenen  Sätze,  jene 
besonderen  Formen,  welche  sie  für  graphische  Zwecke  geeignet,  wichtig 
und  bedeutungsvoll  machen.  Weiters  werden  die  für  durchzuführende 
Constructionen  wertvollen  metrischen  Eigenschaften  der  Flä- 
chen zweiten  Grades  eingehend  gewürdigt ,  besprochen  und  ent- 
wickelt. 

Die  Aufnahme  der  Kugelsysteme  in  das  vorliegende  Werk  er- 
seheint vollkommen  gerechtfertigt,  wenn  man  die  Verwendung  der 
hierbei  gewonnenen  Sätze  auf  die  nachfolgenden  Probleme  „berührende 
Kugel  betreffend"  beachtet,  und  überdies  berücksichtigt,  dass  die  bei 
den  diesbezüglichen  Untersuchungen  auftretende  „inverse  Trans- 
formation" sowohl  an  und  für  sich  als  Transformationsmethode,  als 
auch  in  ihrer  Anwendung  auf  die  stereographische  Projection  von 
Bedeutung  ist. 

Im  Anschlüsse  an  die  Kugelsysteme  ist  ein  Capitel  der  „Cyclide" 
gewidmet.  Obzwar  diese  Fläche,  streng  genommen,  in  eine  wissen- 
schaftliche Arbeit  über  Flächen  zweiten  Grades  nicht  gehört,  so  ist 
doch  andererseits  einleuchtend,  dass  sich  dieselbe  wohl  schwer  an 
einer  anderen  Stelle  des  Baches,  als  bei  der  Kugeltbeorie,  einreihen 
ließe. 

Was  die  construetiven  Aufgaben  selbst  betrifft,  so  war  ich,  wie 
schon  aus  der  Eiutheilung  und  Anordnung  des  Gebotenen  zu  ent- 
nehmen ist,  hauptsächlich  auch  bemüht,  mögliehst  systematisch  vor- 
zugehen und  dafür  Sorge  zu  tragen,  dass  iu  jedem  besonderen  Falle 
durch  zweckmäßige  Wahl  und  entsprechende  Verwertung  voraus- 
geschickter, resp.  abgeleiteter  Eigenschaften  die  möglichst  einfachste 
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und  eleganteste  Construction  und  Lösungsweise  eines  gestellten  Pro- 
blemes  zum  Ausdrucke  gelange. 

Eine  willkommene  Zugabe  dürfte  auch  die  Bestimmung,  resp. 
Darstellung  der  Flächen  zweiten  Grades  aus  gegebenen  Elementen  und 
die  Anwendung  der  besagten  Flächen  zur  Construction  einander  dop- 
pelt berQhrender  Kegelschnitte  bilden.  Der  Vollständigkeit  halber  sind 
am  Schlüsse  meiner  Arbeit  noch  die  wesentliehsten  Eigenschaften  der 
Büschel  und  Scharen  von  Flächen  zweiten  Grades  mit  Einscbluss  der 
eonfoealen  Dächen  abgeleitet  und  endlich  auch,  als  Anhang,  die  wich- 
tigsten Grundsätze  für  die  stereographisebe  Projection  und  deren  An- 
wendung als  Kartenprojectioa  entwickelt  worden. 

Der  vierte  Band  des  vorliegenden  Werkes,  welcher  die  wind- 
schiefen Flächen  höherer  Ordnung,  die  BötationsÜäehen,  die  TJmhüUungs- 
flächen,  die  Scbraubenfläehen  und  die  Sehattenconstrnctionen  nmfasst, 
befindet  sich  bereits  unter  der  Presse  und  wiird,  infolge  der  freund- 
lichen Zusicherung  des  hochachtbaren  Herrn  Verlegers,  baldigst  seiner 
Vollendung  zugeführt  werden. 

Auch  diesen  dritten  Band  meiner  „Darstellenden  und  projectiven 
Geometrie"  kann  ich  nicht  zum  Abschlüsse  bringen,  ohne  vorher 
meinen  Dank  zu  wiederholen,  welcher  der  rühmlichst  bekannten  Ver- 
lagsbuchhandlung des  P.  T,  Herru  Carl  Gerold's  Sohn  in  Wien  für 
die  Sorgfalt  sowohl,  welche  der  Ausstattung  des  Werkes  zugewendet 
wurde,  als  auch  für  das  jederzeit  freundliche  und  bereitwillige  Ent- 
gegenkommeu  im  vollsten  Sinne  des  Wortes  gehurt.  Ebenso  an- 
erkennend muss  der  Druckerei  des  Herrn  Verlegers  gedacht  werden, 
welche  mit  seltener  Umsicht  den  Druck  meines  Werkes  leitete  und  es 
ermöglichte,  dass  trotz  der  mannigfachen  und  bedeutenden  Schwierig- 
keiten, welche  der  Satz  eines  derartigen  Buches  bietet,  derselbe  nicht 
nur  mit  der  erwünschten  ßaschheit  vonstatten  gieng,  sondern  auch 
die  Zahl  der  unvermeidlichen  Druckfehler  und  folglich  auch  die  Menge 
der  hierdurch  bedingten  Correcturen  auf  ein  Minimum  zusammen- 
schmolz. Ich  sage  hiermit  der  Druckerei  des  Herrn  Carl  Gerold's  Sohn 
in  Wien,  sowie  der  lithographischen  AnstaU  des  Herrn  H.  Springer 
in  Leipzig,  welche  den  Druck  der  Figurentafeln  im  Auftrage  des  Herrn 
Verlegers  besorgte  und  die  schwierige  Aufgabe,  welche  mit  der  Her- 
stellung geometrischer  Zeichnungen  verbunden  ist,  in  anerkennens- 
werter Weise  iSste,  meinen  verbindlichsten  Dank.  Schließlich  drängt 
es  mich  noch  meines  gewesenen  Schülers  und  Assistenten,  des  Herrn 
Otto  Rupp  zu  gedenken,  welcher  infolge  der  vielen  Anknüpfungs- 
punkte, die  zwischen  Schüler  und  Professor  stattfindeu  und  des  uuunter- 
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brochenen  wissenschaftlichen  Verkehrs  mit  mir,  häufig  Gelegenheit 
fand,  meine  Arbeiten  durch  glückliche  Ideen  fördern  nnd  beschleunigen 
zu  helfen. 

Indem  ich  somit  den  dritten  Band  meiner  „Darstellenden  und 
projecti Tischen  Geometrie"  der  Öffentlichkeit  übergebe,  folge  ich  nur 
dem  Zuge  meines  Herzens,  wenn  ich  auf  diesem  Wege  all  den  hoch- 
verehrten Gönnern  und  Freunden  der  Wissenschaft  für  die  zahlreichea, 
aus  nah  und  fern  mir  zugekommenen  Beweise  der  Anerkennung, 
sowie  für  die  gütige  Aufnahme  und  aachsieh tsvolle  Beurtheilung  meines 
Werkes  den  tiefgefühlten  Dank  darbringe  und  daran  unmittelbar  die 
innige  Bitte  ansehließe:  es  möge  mir  dies^  unschätzbare  Wohlwollen 
auch  für  alle  Folge  erhalten  bleiben  —  es  ist  dies  ja  der  einzige 
Lohn  für  jahrelanges,  rast-  uad  ruheloses  Mühen  —  und  möge  nun 
auch,  meinem  Streben  entspreebeud,  dieser  dritte  Band  meiner  „Dar- 
stellenden und  projectiven  Geometrie"  mit  der  gleichen  wohlwollenden 
Nachsieht  und  beglückenden  Freundlichkeit  entgegengenommen  werden, 
deren  sich  meine  bisherigen  wissenschaftlichen  Arbeiten  erfreuten. 

Brunn,  im  Juli  1884. 


Prof.  Dr.  Gust.  Ad.  V.  Peachka. 
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Erster  Abschnitt. 
Windschiefe  Flächen. 

I.  Capitel. 

Erzeugung  und  Fundamentale! genschaften  windschiefer  Flächen 
Im  allgemeinen. 

Binleitung. 

Wenn  sieh  eine  Gerade  nach  irgend  einem  Gesetze  stetig 
fortbewegt,  so  ist  der  geometrische  Ort  alier  ihrer  Lagen  eine 
krumme  Fläche,  welche  allgemein  als  eine  „Eegelfläche"  oder 
„Lin  earfläche"  bezeichnet  wird. 

Die  Linearflächen  werden  durch  eine  wesentlich  unterscheidende 
Eigenschaft  in  zwei  Gruppen  getheilt, 

Ist  nämlich  das  Erzeugungsgesetz  so  beschaffen,  dass  je  zwei 
unmittelbar  aufeinander  folgende  Lagen  der  beweglichen 
Geraden  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  sich  also 
schneiden,  oder  was  gleichbedeutend  ist,  zu  einander  parallel  sind,  so 
wird  die  Linearfläche  eine  „developpable"  oder  „aufwickelbare 
Fläche"    genannt. 

Die  wichtigsten  Eigenschaften  der  developpablen  Flächen 
wurden  im  aligemeinen  sowohl  als  auch  im  besonderen,  bereits  im 
IL  Band  unserer  „Darstellenden  und  projeetiven  Geometrie"  entwickelt. 

Ist  jedoch  die  Natur  des  Erzeugungsgesetzes  eine  derartige,  dass 
irgend  eine  Lage  der  beweglichen  Geraden  von  der  un- 
mittelbar folgenden  nicht  geschnitten  wird,  so  heißt  die 
Linearfläche  eine  „windschiefe  Fläche"  oder  kurz  eine  „Regel- 
fläche". 
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§.2. 
Erz eugangsge setz  windschiefer  Flächen. 

Zunächst  wollen  wir  die  wichtigsten  Erzeuguugsart en  der 
windschiefen  Flächen  kennen  lernen. 

Da  die  Erzeugeflden  einer  windschiefen  Fläche  gerade 
Linien,  also  Linien  sind,  welche  ihre  Gestalt  während  der  Erzeugung 
der  Fläche  nicht  ändern,  so  ist  einleuchtend,  dass  es  hinreichen 
werde  dne  gewisse  Anzahl  von  Carven,  welche  auf  der  wind- 
schiefen Fläche  liegen,  als  „Leitlinien"  derselben  anzunehmen. 

Das  Erzeugungsgesetz  für  eine  windschiefe  Fläche  wird  sodann 
durch  die  Bedingung  festgestellt  sein,  dass  die  erzeugende  Gerade 
in  jeder  ihrer  Lage  alle  diese  Leitlinien  in  je  einem 
Punkte  schneide. 

Vor  allem  wird  es  darauf  ankommen  m  ermitteln,  wie  viele 
Curven  beliebig  im  Räume  und  unabhängig  von  einander  als 
„Leitcnrven"  für  eine  Regelfläcbe  angenommen  werden  dürfen,  um 
diese  ein-deutig  zu  bestimmen. 

Nachdem  eine  Fläche  d,  i.  ein  geometrisches  Gebilde 
erzeugt  werden  soll,  dessen  Punkte  nicht  den  ganzen  unend- 
lichen Raum  erfüllen,  so  ist  klar,  dass  behufs  Bestimmung  der  Fläche 
jedenfalls  mehr  als  zwei  Curven  als  „Leitlinien"  angenommen 
werden  müssen.  Bei  Nichteinhaltung  dieser  Bedingung  würde  durch 
jeden  Punkt  des  Raumes  eine  bestimmte  Anzahl  von  Erzeugenden 
gehen,  welches  die  gemeinschaftlichen  Erzeugenden  jener  bei- 
den Kegel  wären,  die  aus  dem  oberwähnten  Punkte  als  Scheitel  der- 
selben, über  den  beiden  Leitcnrven  besehrieben  werden  können. 

Andrerseits  ist  aber  wieder  leicht  einzusehen  und  ebenso  leicht 
nachzuweisen,  dass  die  Anzahl  der  beliebig  zn  wählenden  Leitcurvea 
kleiner  als  vier  sein  müsste. 

Setzen  wir  nämlich  den  möglichen  Fall  voraus,  dass  vier  be- 
liebige Eaumcurven  C„  C^,  C^  und  C,  existierten,  und  wählen  wir 
auf  einer  derselben,  etwa  auf  C^  irgend  einen  Punkt  x,  so  wird  es 
eine  bestimmte  Anzahl  von  Geraden  (die  gemeinschaftlichen  Erzeu- 
genden der  beiden  Kegel  {x,  CJ  und  {x,  G^)  geben,  welche  die  beiden 
Curven  Cj  und  Cg  schneiden.  Da  aber  die  vorerwähnten  Geraden  die 
vierte  beliebig  gewählte  Leitlinie  C^  im  allgemeinen  nicht  treffen 
werden,  so  geht  schon  aus  diesem  Umstände  unmittelbar  hervor,  dass 
nicht  durch  jeden  Punkt  x  der  Curve  Cj  eine  Erzeugende  geführt 
werden  könne,  welche  mit  jeder  der  noch  übrigen  drei  Curven  je  einen 
Punkt    gemein    hat.     Es    gibt    im    Gegentheil    nur    gewisse    Punkte 
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auf  C„  die  dieser  Bedingung  genügen  und  daher  auch  nur  eine  be- 
stimmte endliche  Anzahl  von  Geraden,  welche  alle  vier  Curven  gleich- 
zeitig schneiden.  Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  folgt  somit  unmit- 
telbar, dass  behufs  Erzeugung  einer  windschiefen  Fläche  drei 
beliebig  angenommene,  von  einander  unabhängige  Leit- 
curven  erforderlieh  seien.  Wir  gelangen  mithin  zu  dem  Satze: 

1.  „Eine  windschiefe  Fläche  ist  durch  drei  helieUg  angenom- 
mene Leiieurven  vollkommen  hesiimmt."' 

§.  3. 

Sind  nun  C^,  Cj  und  C^  drei  Leitcurvon  fQr  eine  wiudsehiefe 
Fläche,  so  können  einselne  Erzeugenden  derselben ,  d.  h.  Gerade, 
welche  jede  der  drei  Curven  in  je  einem  Punkte  schneiden,  folgender- 
maßen bestimmt  werden. 

Mau  betrachtet  irgend  einen  willkürlichen  Punkt  x  der  einen 
Leitcurve,  allenfalls  der  Curve  (7,,  als  Scheitel  zweier  Kegel,  deren 
Leitcurven  beziehungsweise  die  Curven  Cj  und  Q  sind.  Diese  beiden 
Kegel  {x,  G„)  und  (a;,  C^  begegnen  sich  in  einer  bestimmten  Anzahl 
von  Erzeugenden,  deren  jede  eine  Gerade  repräsentiert,  welche  die 
drei  gegebenen  Curven  C,,  Cg  und  C^  schneidet  und  daher  eine  Er- 
zeugende der  Kegelfläche  darstellt. 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  jede  der  drei  Leitlinien  eine  viel- 
fache Curve  der  Fläche  sei.  Der  Grad  ihrer  Vielfaehheit  ist 
stets  gleich  der  Anzahl  der  Erzeugenden,  welche  durch  einen  ihrer 
Punkte  gehen. 

Da  die  Erzeugenden  einer  windschiefen  Fläche  gerade  Linien  sind, 
jede  gerade  Linie  aber  einen  reellen  unendlich  fernen  Punkt 
besitzt,  so  folgt  nothwendig,  dass  jede  windschiefe  Fläche  sich  in  un- 
endliche Entfernung  erstrecke,  d.  h.  dass  der  Schnitt  einer  wind- 
schiefen Fläche  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  stets  eine 
reelle  Curve  sei. 

Es  ist  demgemäß  in  jedem  Falle  zulässig,  eine  der  Leiteurven 
in    unendlicher   Entfernung  zu  wählen. 

Nachdem  ein  Punkt  in  unendlicher  Entfernung  am  zweckmäßig- 
sten dadurch  festgestellt  wird,  dass  man  ihm  eine  Gerade  als  Träger 
gibt  (als  deren  unendlich  ferner  Punkt  derselbe  zu  gelten  hat),  so  wird 
eine  Curve  in  der  unendlich  fernen  Ebene  durch  eine  un- 
eudlicb  große  Schar  von  Geraden  gegeben  sein  müssen. 

Auch  diesfalls  wird  es  wieder  am  einfachsten  sein,  anzunehmen, 
dass  alle    diese    Geraden    durch    einen    im    Endlichen    gelegenen 
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Punkt  geben,  oder  mit  anderen  Worten,  es  wird  am  zweelimäßigsten 
sein,  eine  Curve  in  unendlicher  Entfernung  dadurch  als  gegeben  zu 
betrachten,  dass  man  sie  als  unendlich  ferne  Curve  eines 
Kegels  annimmt. 

Eine  windschiefe  Fläche  wird  daher  durch  zwei  Leitlinien 
0,  und  Cj  in  endlicher  Entferniing,  und  durch  die  unend- 
lich ferne  Curve  C„  eines  gegebenen  Kegels  B  als  dritte  Leit- 
linie, vollkommen  bestimmt  sein. 

Da  jede  Erzeugende  der  windschiefen  Fläche  die  unendlich 
ferne  Leitlinie  C„  in  einem  Punkte  u  sehneiden  muss,  durch  diesen 
Punkt  aber  auch  eiue  Eraeugende  des  Kegeis  B  geht,  so  folgt  weiter, 
dass  sämmtliehe  Erzeugenden  der  windschiefen  Fläche  zu 
den  Erzeugenden  des  Kegels  B  parallel  sind. 

Aus  diesem  Grunde  wird  der  gegebene  Kegel  der  „Eichtungs- 
kegel"   (cöne  directeur)  der  windschiefen  Fläche  genannt. 


Nach  der  Art  der  Leitlinien  unterscheidet  man  drei  Haupt- 
typen von  Regelflächen. 

a)  Windschiefe  Regelflächea  mit  drei  krummen  Leit- 

In  diese  Kategorie  gehöreu  auch  jene  Regelflachen,  die  durch 
zwei  krumme  Leitlinien  und  einen  Rieh  tun  gskegel  gegeben  sind. 

b)  Zwei  krumme  Leitlinien  und  eine  Leitgerade. 
Liegt  die  Leitgerade  in  unendhcher  Entfernung,  so  wird  dieselbe 

durch  eine  Ebene  „die  Richtehene"  als  Träger  gegeben  sein,  zu 
welcher  sodann  die  Erzeugenden  der  windschiefen  Fläche  parallel  sein 
werden. 

c)  Windschiefe  Flächen  mit  einer  krummeu  Leitlinie  und 
■zwei  Leitgeraden. 

Liegt  die  eine  der  beiden  Leitgeraden  speciell  in  unendlicher 
Entfernung,  d.  h.  ist  die  windschiefe  Fläche  durch  eine  Leiteurve, 
eine  Leitgerade  und  eine  Richtehene  gegeben,  so  wird  die- 
selbe ein  tiConoid"  genannt. 

Sind  die  drei  Leitlinien  einer  Regelfläche  sämmtlich  ge- 
rade Linien,  so  entsteht  das  sogenannte  nwindsehiefe  Hyper- 
boloid." 

Ist  insbesondere  die  eine  Leitgerade  unendlich  fern,  d.  h. 
sind  zwei  Leitgeraden  und  eine  Richtebene  gegeben,  so  heißt 
die  windschiefe  Fläche  ein  „hyperbolisches  Paraboloid." 
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§.6. 

Bevor  wir  diese  verschiedenen  Typen  von  ßegelflächen  einer  ein- 
gehenden Betrachtung  unterziehen,  mögen  zunächst  noch  einige  Defini- 
tionen und  JJigenschaften  für  die  windschiefe  Regelfläche  im  allgemei- 
nen   aufgestellt  beziehungsweise  entwickelt  werden. 

Die  Tangentialebene  einer  krummen  Fläche  in  einem 
ihrer  Punkte  x  enthält  bekanntlich  die  Tangenten  aller  durch  sc  gehen- 
den auf  der  Fläche  liegenden  Curven  in  diesem  Punkte. 

Nachdem  durch  jeden  Punkt  x  einer  Kegelfläche  eine 
gerade  Erzeugende  geht,  und  diese  als  eine  auf  der  Fläche 
liegende  Curvo,  welche  mit  allen  ihren  Tangenten  zusammenfällt,  be- 
trachtet werden  kann,  so  folgt  unmittelbar,  dass  die  Tangentialebene 
einer  windschiefen  Fläche  in  einem  ihrer  Punkte  x  die  durch  diesen 
Punkt  gehende  Erzeugende  enthalten  müsse. 

Um  zu  weiteren  Resultaten  betreffs  der  .,Tangeutialeben  o 
einer  windschiefen  Regelfläche«  zu  gelangen,  stellsn  wir  fol- 
gende Betrachtung  an. 

Es  sei  ff  (Taf.  1,  Fig.  1)  eine  Erzeugende  der  windschiefen  Fläche 
und  3,  die  unmittelbar  auf  g  folgende  Erzeugende  derselben  Regel- 
fläche. Ferner  stelle  B  eine  Ebene  dar,  welche  nur  Erzeugenden  g 
senkrecht  steht  und  dieselbe  in  einem  Punkt  y  schneide.  Weiters  re- 
präsentiere /  die  orthogonale  Projection  von  g,  auf  die  Ebene  B. 

Da  auf  Grand  der  gemachten  Voraussetzung  die  beiden  Erzeu- 
genden 1/  und  j/,  keinen  Punkt  gemein  haben,  so  folgt,  da.'^s  auch  j/' 
nicht  durch  den  Punkt  y  gehen  könne. 

Ist  X  ein  beliebiger  Punkt  der  Erzeugenden  g,  so  wird  ofi'enbar 
die  Berührungsebene  der  Regelfläche  in  diesem  Punkte  x  die  Erzeu- 
gende y  enthalten  müssen. 

Um  noch  ein  weiteres  Bestimmungsstück  für  diese  Tangential- 
ebene au  erhalten,  denken  wir  uns  durch  sc  eine  Ebene  7f,  parallel 
zur  Ebene  i>'  geführt.  Diese  Ebene  schneidet  die  Regelfläche  in  einer 
Curve,  welche  sich  als  Ort  der  Durchschnittspnnkte  aller  Erzeugenden 
mit  der  Ebene  erglijt.  Die  Punkte  x  und  «„  in  welchen  die  Ehene  B, 
die  Erzeugenden  g  und  //,  schneidet,  sind  selbstverständlich  zwei  Punkte 
der  Schnittcurve,  und  da  die  Erzeugenden  g  und  gy,  also  auch  die 
Punkte  a;  und  a;,  unendlich  nahe  aneinander  liegen,  so  ist  die 
Verbindungsgerade  (  von  x  undre^die  Tangente  der  Schnitt- 
curve im  Punkte  x. 

Die  Berührungsebene  der  Regelfläche  im  Punkte  ic  ist  somit, 
durch  die  Erzeugende  g  und  durch  die  Flächentangente  (  vollkommen 
bestimmt. 
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WftUQ  uuD  5'  die  Projeclion  des  Punktes  x^  auf  die  Ebene  B 
darstellt,  so  ist  y|'  =  t  die  Projeetion  der  Tangente  t  auf  B.  Gleich- 
üeitig  ist  aber  t  auch  die  Trace  der  Berühruugsebüiie  auf  der  EbeueB, 

g.  (i. 

Die  V.heaii  {<j,  i)  berührt,  wie  sicli  unscliwer  aacliweisen  lässfc,  die 
windscliiefe  Pläelie  nur  in  dem  einen  Punkte  x  der  Erzeu- 
genden </. 

Gesetzt,  die  Ebene  (/  0  berihr  die  iliche  noch  m  cintm  ander- 
weitigen Punkte  y  der  Erzeugen  len  g  Li^^tn  wii  um  zu  riclitiger 
Erkenntnis  zu  gelangen,  durch  y  eine  Fbent  h^  paiallet  zui  Ebene  £,, 
so  müsste  diese  die  BeruLiebene  (g  t)  in  einei  Tangente  y  y^  der 
Fläche  sehneiden,  und  diese  Tingente  mtsste  ob  nso  wie  d  e  vorige,  die 
Verbin dungsgerade  derjenig  n  Punkte  y  und  J^  ^em  ii  welchen  B„ 
die  beiden  unendlichen  nihen  lir/eugenden  g  und  g-^^  schneidet.  Es 
müsste  also,  mit  anderen  Weiten  die  BeruhiLbeue  {j  t)  lie  vier 
Punkte  X,  x^,  y,yi,  also  die  leid  n  Geraii^n  /  nd  _/j  enthilten,  was 
aber,  der  Voraussetzung  nach,  indem  sich  die  letzteren  nicht  schnei- 
den, ganz  unmöglich  ist. 

Daher  der  Satz: 

2.  TfHiß  Tangentialehcne  einer  windschiefen  Fläche  berührt  diese 
nur  in  einem  PunUe;  alle  anderen  der  Flache  und  der  Berufwungs- 
ebcne  angehörigcn  Funkte  sind  einfache  SchnittpunUe  und  bilden  eine 
Curve,  welche  (ms  der  Erzeugenden  des  Berührmtgspuiildes,  und  dem 
Orte  der  Schnittpunkte  aller  übrigen  Erzeugenden  mit  der  Berühr- 
ebene  besteht.'^ 

§-  7. 

Behufs  l'eststelluiig  einer  weiteren  l'^igensdiait,  stellen  wir  uns 
vor,  dass  der  angenommene  Berührungspunkt  x  (Taf.  I,  Fig.  1)  die  Er- 
zeugende g  durchlaufe.  Dies  vorausgesetzt  wird  sich  nothweiidig  auch 
der  Punlit  Xi  auf  g^  und  mithin  auch  seine  Projeetion  |'  auf  y'  fort- 
bewegen. Selbstverständlich  wird  sich  aber  dann  gleichzeitig  auch  die 
Gerade  t,  als  Verbindungslinie  der  Punkte  |'  und  y,  um  y  drehen  müssen. 

Nachdem  r  die  Trace  der  Berühr ung^ebeue  auf  der  Ebeae  B 
darstellt,  so  folgt,  dass  die  Gerührebenc  bicb  um  die  Erzeugende  g 
dreht,  wenn  der  Berührungspuukt  x  die  (Jerade  g  durchläuft. 

Es  wird  mithin  einer  jeden  Ebene,  welche  durch  g  gebt,  ein 
Berührungspunkt  x  auf  g  entsprechen;  d.  b. 

3.  „Jede  Ebene,  welche  durch  eine  Eräugende  einer  ivind- 
schiefen  Fläche  geht,  berührt  die  letztere  in  einein  Punhte  dieser  Er- 
sengenden."^ 
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Weudei!  wir  uns  nun  gewissen  speei  eilen  Lagen  der  Beriili- 
rungspunkte  und  beziehungsweise  der  Tangentialebenen  einer 
windschiefen  Fläche  längs  einer  Erzeugenden  zu. 

Setzen  wir  diesbezüglich  vor  allem  voraus,  der  Berührungspunkt  x, 
rücke  in  unendliche  Entfernung. 

Tritt  dieser  Fall  ein,  so  wird  offenbar  auch  der  mit  ihm  cor- 
respondierende  Punkt  sc,  im  Unendlichen  liegen  und  die  Projectioo  g' 
von  Xi  wird  durch  den  unendlich  ferEen  Punkt  von  y'  repräsen- 
tiert erscheinen,  während  die  Gerade  t  durch  die  zu  /  Parallele  r„ 
vertreten  wird. 

Da  T^  gleichzeitig  die  Traee  der  Berührungsebene  auf  der  Ebene  B 
darstellt,  so  folgt,  dass  die  Ebene,  welche  die  windschiefe  Fläche  im 
unendlich  fernen  Punkte  der  Erzeugenden  g  berührt,  zur  nächstfolgen- 
den Erzeugenden  (/,  parallel  sei. 

Denkt  man  sich  nun  durch  einen  beliebigen  Punkt  8  im  Kaume 
Parallele  ku  allen  Erzeugenden  der  Regelfläche  geführt,  i-o  bilden  diese 
bekanntlich  den  ßichtungskegel  der  Fläche.  Die  zu  <?  und  g^ 
parallelen  Eraeugenden  des  Kichtungskegels  folgen  unmittelbar  auf- 
einander, und  bestimmen  die  Berührungsebeue  de.s  Eichtungs- 
kegeis  längs  der  zu  g  parallelen  Kegel  erzeugen  den. 

Die  Ebene,  welche  die  ßegelfläche  im  unendlich  fernen  Punkte 
von  g  berührt,  ist  mithin  ku  der  genannten  Berührebene  des  Kich- 
tungskegels parallel. 

Eine  Ebene,  welche  die  windschiefe  Pläche  in  dem 
unendlich  fernen  Punkte  einer  Erzeugenden  berührt, 
heißt  eine  „asymptotische  Ebene''  der  Eegelfläche. 

Die  vorstehende  Betrachtung  liefert  sonach  dea  Sata: 

i.  y,Die  asymptotische  Ebene  eiiter  Megelfiüche  für  eine  Erzew- 
gende g  ist  parallel  zu  der  Berukrebene  des  Bichtungskcgels  längs 
der  SU  g  parallelen  Erzeugenden.^^ 

Die  eben  aufgefundene  Eigenschaft  lässt  sich  auch  direct  auf 
folgende  Weise  ableiten. 

Soll  eine  Ebene  die  Eegelfläche  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  n 
einer  Erzeugenden  berühren,  so  muss  dieselbe  außer  der  Erzeugenden  g 
auch  die  Tangente  t^  der  unendlich  fernen  Curve  C„  der  Eegelfläche 
im  Punkte  «  enthalten.  Nachdem  aber  die  Curve  C  auch  dem  Bich- 
tungskegel  angehört,  so  ist  t^  gleichzeitig  auch  die  unendlich  ferni' 
Gerade  jener  Berührungsebeue  des  Eicbtungskegels,  dessen  Berühr- 
zeugende  duroh  den  Punkt  u  gebt,  und  mithin  zu  g  parallel  ist. 
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Die  asympto tische  Ebene  tier  Regelfläclie  für  die  Erzeu- 
gende g  und  die  Berii  hr  ebene  des  Rieiitungskegels  längs  der 
zu  g  parallelen  Erzeugenden,  haben  daher  die  unendlich  ferne 
Tangente  („  gemein,  oder  mit  anderen  Worten,  sie  sind  r.w  ein- 
ander parallel. 


Denken  wir  uns  weiters  durch  g  jene  Ebene  gelegt,  welche  zur 
asymptotischen  Ebene  dieser  Erzeugenden  senkrecht  steht. 

Besagte  Ebene  pflegt  man  die  „Centralebene"  der  Regel- 
fläehe  für  die  Erzeugende  g  zu  nennen.  Dieselbe  berührt,  ebenso  wie 
jede  andere  durch  g  gehende  Ebene,  die  windschiefe  Fläche  Ju  einem 
Punkte  der  Erzeugenden  g,  welcher  der  „Centralptinkt"  dieser 
Erzeugenden  heißt. 

Diesen  Punkt  zu  bestimmen,  sei  unsere  nächste  Aufgabe. 

Da  die  Centralebene  der  Erzeugenden  g  zu  der  asymptotischen 
Ebene  derselben  Erzeugenden  senkrecht  steht,  so  wird  auch  deren 
Trace  Tc  auf  der  Ebene  B  zur  Trace  r«,,   also  auch  zu  y'  normal  sein. 

Andererseits  ist  aber  c^  auch  die  Projection  einer  in  der  Be- 
rtthrungsebene  liegenden  Flächentangente  t^.  Letztere  wird  einfach 
erhalten,  wenn  man  den  Pnnkt  ^c',  in  welchem  ;''  von  t^  getroffen 
wird,  in  die  Gerade  g,  nach  xc'  zurückprojiciert  und  durch  x^'  die 
Parallele  fc  zu  ic  zieht.  Die  Gerade  tc  schneidet  nun  auch  die  Erzeu- 
gende g  in  einem  Punkte  x,:  und  dieser  Punkt  stellt  nichts  anderes,  als 
den  Berührungspunkt  der  Centralebene  (g,,  (f,)  d.  i.  den  gesuchten 
Centralpunkt  Xc  dar. 

Ferner  findet  man  aber,  dass  die  Gerade  t^  die  Linie  des  kür- 
zesten AbStandes  der  beiden  Erzeugenden  g  und  3,  repräsentiert, 
dass  mithin  der  Centralpunkt  ir^  derjenige  Punkt  der  Erzeu- 
genden g  ist,  welcher  von  g^  den  kürzesten  Abs tand  besitzt. 
Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

6.  „Der  Centralpunkt  einer  Erzeugenden  irgend  einer  Uegel- 
fläche  ist  derjenige  Punkt  dieser  Erzeugenden,  welchem  von  der  un- 
müielbar  folgenden  Erzeugenden  der  kleinste  Abstand  entspricht." 

Der  geometrische  Ort  der  Gentralpunkte  aller  Erzeu- 
genden einer  Regelfläche  wird  die  ,S t r i c t i 0 n s I i n i e"  der 
Regelfläche  genannt. 

Es  mag  gleich  an  dieser  Stelle,  zur  Vermeidung  allenfailslgen 
Irrthums,  hervorgehoben  werden,  dass  zwar  die  Punkte  der  Erzeagen- 
den, welche  von  den  betreffenden  unmittelbar   folgenden  Erzeugenden 
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den  kleiiisteü  Abstand  besitzen,  dem  vorh ergeh endt^n  Satze  infolge, 
Punkte  der  Strictionsiißie  sind,  dass  aber  die  kürKesten  Abstände 
je  zweier  unmittelbar  aufeiuander  folgenden  Erzeugenden 
der  Kegelfläche  nicht  auch  Elemente  der  Strictionslinie  re- 
präsentieren. Der  Fall,  dass  die  Linien  des  kürzesten  Alistandes  wirk- 
lich Elemente  der  Strictionslinie  siod,  tritt  nur  bei  besonderen  Flächen- 
gattungen auf,  so  beispielsweise  —  wie  in  der  Folge  nachgewiesen 
werden  soll  —  bei  den  geraden  Conoiden. 

Die  Ebenen,  welche  die  windschiefe  Fläche  in  den  unendlich 
fernen  Punkten  ihrer  ErKeugendeii  berühren  —  das  heißt 
die  asymptotischen  Ebenen  der  windschiefen  Fläche  —  umhüllen 
eine  auf  wickelbare  Fläche,  welche  als  die  asymptotische 
Developpable  der  gegebenen  Eegelfläche  bezeichnet  wird. 

Auf  die  Ermittelung  und  Erörterung  weiterer  Eigenschaften  der 
Eegelflächen  werden  wir  nach  der  Besprechung  und  Entwiekelung  der 
wichtigsten  Sätze  über  das  Hyperboloid  und  das  Paraboloid 
zurückkommen. 


IL  Capitel. 
Das  windschiefe  Hyperboloid. 

§■  10. 

Ein  windschiefes,  eiafacbes  oder  einmanteliges  Hy- 
perboloid ist  eine  windschiefe  Regelfläche,  deren  Erzen- 
genden drei  gegebene  feste  Geraden,  „die  Leitgeraden", 
-schneiden. 

Die  gegebenen  Leitgeraden,  welche  wir,  als  in  centraler  Projec- 
tion  dargestellt,  voraussetüen,  seien  l,,  l^_,  l^  {Taf.  I,  Fig.  2«  und  2b). 
Einzelne  Lagen  von  Erzeugenden  des  Hyperboloides  können,  wie  folgt, 
conatruiert  werden. 

a)  Wir  nehmen  auf  einer  der  drei  Leitgeraden,  etwa  auf  l^ 
einen  beliebigen  Punkt  a^  an  und  suchen  die  durch  diesen  Punkt, 
gehende  Erzengende. 

Nachdem  die  zu  bestimmende  Erzeugende  die  Leitlinie  l^  schnei- 
den soll,  so  muss  dieselbe  in  der  durch  a.^  und  ',  (Taf.  L  Fig-  ^") 
bestimmten  Ebene  e\e\  liegen.     In  gleicher  Weise  findet  man,  dass 
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i  Erzeugende  auch  ia  der  durch  a^  und  die  Leitgerade  l„ 
bestimmten  Ebene  e%c\  liegen  müsse,  da  die  verlangte  Erzeugende 
auch  diese  Leitgerade  zu  schneiden  hat. 

Die  Schnittgerade  ^„  der  heiden  Ebenen  e^  uiid  e"  ist  somit  jene 
Gerade,  welche  beide  Bedingungen  erfüllt,  denn  sie  sehneidet  sowohl 
die  Gerade  l^  in  einem  Punkte  «,,  als  auch  die  Gerade  L  in  einem 
Punkte  a,j. 

Endlich  schneidet  die  Gerade  g^  auch  die  dritte  Gerade  I^,  da 
sie  durch  den  aul  derselben  aogenommenen  Punkt  a^  geht.  Es  ist 
somit  i/n  eine  Erzeugende  des  Hyperboloides. 

b)  Denken  wir  uns  durch  eine  der  drei  Leitlinien,  allenfalls 
durch  ?  3  (Taf.  I,  Fig.  26}  eine  beliebige  Ebene  ei,e„  gelegt  und  be- 
stimmen deren  Schnittpunkte  «i  und  a^  mit  den  beiden  anderen  Leit- 
geraden i,  und  L. 

Die  Verbindungsgerade  ga  der  Punkte  a,  und  a^  schneidet  die 
Leitgeraden  l,  und  l^  in  eben  diesen  Punkten;  sie  schneidet  aber  auch 
die  dritte  Leitgerade  l^  in  einem  Punkte  «3,  da  die  letztere  mit  ga 
in  einer  und  derselben  Ebene  Cje,  liegt.  Die  Gerade  J)  V  oder  g^ 
stellt  daher  wieder,  sowie  im  vorhergehenden  Falle,  eine  Erzeugende 
des  Hyperboloides  dar. 

§■  H. 

Die  beiden  eben  entwickelten  höchst  einfachen  Constructionen 
bilden  das  Fundament  fQr  alle  weiteren  Eigenschaften  des  Hyper- 
boloides. 

Dass  die  auf  die  angedeutete  Weise  entstehende  Fläche  in  der 
That  eine  windschiefe  sei,  d.  h.  dass  eine  beliebige  Eraeugende 
derselben  von  der  unmittelbar  folgenden  nicht  geschnitten  wird, 
haben  wir  zunächst  noch  nachzuweisen. 

Seien  l^,  ?,  und  l^  (Taf.  I,  Fig.  3)  die  drei  Leitgeraden,  von 
welchen,  der  Voraussetzung  nach,  keine  zwei  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen.  Ferner  seien  g,^  und  gi,  zwei  Erzeugende  des  Hyper- 
boloides, welche  die  Leitgeraden  i,,  I^  und  l^  beziehungsweise  in  den 
Punkten  a„  «„,  a^  und  h^,  b^,  b^  schneiden  mögen. 

Die  beiden  Erzeugenden  g^  und  gt  können  unmöglich  in  einer 
und  derselben  Ebene  liegen,  da  in  dieser  Ebene  auch  die  sechs  Punkte 
^i<  '^it  '»si  \>  b„  und  b.j  und  mithin  auch  die  Geradon  l^,  l„  und  J, 
liegen  mussten,  was  der  Voraussetzung  widerspricht. 

Wie  ersichtlich,  lässt  sich  überhaupt  kein  solche.s  Paar  von  Er- 
zeugenden der  Fläche  finden   und    lassen   sich   mithin  auch  keine  uii- 
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mittelbar  benaebbartea  Erzeugenden  ermitteb,  welche  sich  sohneideo 
könnten,  so  dass  also  mit  Kecht  behauptet  werden  kann,  dass  die  nach 
obigem  Principe  erzeugte  Fläche  eine  windsebiefe  Fläche  sei. 

§.  12. 

Die  vorher  fQr  die  Feststellung  der  Lage  einer  Erzeugenden  des 
Hyperboloides  entwickelte  Construction  föbrt  direct  zu  den  p  r  o- 
jectivischen  Eigenschaften  der  bezeichneten  Fläche. 

Nimmt  man  auf  einer  der  drei  Leitlinien  ',,  l^  und  Is  des  Hyper- 
boloides, beispielsweise  auf  l^  einen  Punkt  a^  an,  so  ist,  wie  unter  a). 
§.  10,  gezeigt  wurde,  die  Schnittgerade  ga  'jener  Ebenen  e*  und  e-, 
welche  durch  a^  und  die  Leitlinie  ?,  oder  beziehungsweise  l^  geben, 
eine  Erzeugende  des  Hyperboloides. 

Durchläuft  der  Punkt  a^  die  Gerade  \,  so  dreht  sich  die  den- 
selben enthaltende  Ebene  e'  um  die  feste  Gerade  \,  oder  mit  anderen 
Worten,  die  Ebene  e^  erzeugt  ein  der  Punktreihe  l^{a^. . ,)  perspec- 
tiviscbes  EbenenbQschel  ?|(e'...). 

In  gleicher  Weise  findet  man,  dass  auch  die  Ebene  e'  ein  der 
Punktreihe  l^{a^..,']  perspectiviaches  Ebenenbüschel  l^ie''...)  mit 
der  Achse  l„  eraeiigt. 

Die  beiden  Ebenenbüschel  i|(e'...)  und  l^{e'^...)  sind  daher 
unter  einander  projectivisch  und  zwar  entsprechen  sich  in  den- 
selben solche  Ebenen  e'  und  e'^,  welche  durch  den  nämlichen  Punkt 
«3 . , .  der  Reihe  {a^. . .)  gehen. 

Andererseits  ist  aber  die  Scbaittgevade  ga  zweier  solcher  ent- 
sprechender Ebenen  eine  Erzeugende  des  Hyperboloides.  Hieraus  folgt 
direct  der  Satz: 

6,  y,Das  tvindsckiefe  Hyperboloid,  dessen  Leitlinien  drei  sich 
kreuzende  Geraden  ?,,  („,  (3  sind,  wird  er&eugt  durch  die  SchnittUnieu 
der  entsprechenden  Ebenen  eweier  projectivischer  Ebenenbüschel,  deren 
Achsen  zwei  von  deji  drei  Leitgeraden  sind  utid  tvdche  su  der  Funkt- 
reihe  auf  der  dritten  Leitgeraden  perspectivisch  sind." 

§■  13. 

Durch  näheres  Eingehen  auf  die  unter  6),  §.  10,  angegebene 
Construction  des  Hyperboloides  gelangen  wir  zu  einem  gleich  wich- 
tigen Resultate  An  der  betreffenden  Stelle  fanden  wir,  dass  die  Ver- 
bindunghbnie  jener  Punkte  «,  und  a„,  in  welchen  die  beiden  Leit- 
geraden  ?,  und  I^  von  einer  durch  die  dritte  Leitgerade  ^3  gelegten 
Ebene  t  gebchnitten  werden,  eine  Erzeugende  des  Hyperboloides 
darstelle 
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Betrachteii  wir  die  besagte  Ebene  e  a!s  Element  eines  Ebenen- 
büschels '3  {e.  . .)  mit  der  Achse  ^3,  so  können  wir  anch  die  Punkte 
a^  und  «i  als  Elemente  zweier  Punktreihen  ij(a, . . .)  und  l^{a^..,) 
auf  den  Geraden  \  «ad  l^  auffassen,  und  zwar  jener  Punktreihen, 
welche  sich  im  Schnitte  dieser  Geraden  mit  dem  Ebenenbüschel 
Ja  (e...)  ergebea. 

Da  aber  einerseits  derartige  Punkte  a,  und  a^  der  beiden  Punkt- 
reiben,  welche  in  einer  und  derselben  Ebene  e  des  Büschels  ^3(6..,) 
liegen ,  einander  entsprechen  und  andererseits  die  Verbind uugsliaie 
solcher  Punkte  a,  und  a^  eiae  Erzeugende  des  Hyperboloides  repräsen- 
tiert, so  folgt  uamitteibar  der  Satz: 

?.  „Das  windschiefe  St/perboloid ,  dessen  Leitgeraden  drei  sich 
kremende  Geraden  l,,  i,  und  l^  sind,  wird  erzeugt  durch  die  Ver- 
hindungsUnien  entsprechender  Punkte  jener  beiden  Funktreihen  auf 
zwei  dieser  Leitgeraden,  welche  eu  dem  Ebenenbäsckel,  welches  die 
dritte  Leitgerade  zur  Achse  hat,  perspedimsch  sind." 

§■  14. 

Es  liegt  nun  die  Frage  nahe,  ob  nicht  überhaupt  die  Schnitt- 
geraden  eatsprecheader  Ebenen  zweier  projectivischea  Ebenenbüschel 
mit  sich  kreuzeadea  Achsen  und  die  Verbin  du  ngsgeraden  entsprechen- 
der Punkte  zweier  projectivischer  Punktreihea  auf  sieh  kreuzendea 
Trägern,  ein  Hyperboloid  erzeugen. 

Dass  dies  in  der  That  der  Fall  ist,  zeigen  nachstehende  Betrach- 
tungen. 

Die  Geraden  l^  und  l^,  von  welchen  wir  annehmen,  dass  sie 
nicht  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  seien  die  Achsen  zweier 
projectivischer  Ebenenbüschel. 

Ferner  wollen  wir  e'ae\,  e'^e**,  e'^e^  als  drei  Paare  entspre- 
chender Ebenen  dieser  Büschel  voraussetzen.  Die  entsprechenden 
Ebenen  e'o  und  e\  mögen  sieh  in  einer  Geraden  g^,  e*6  und  e'j,  in 
einer  Geraden  gi,  und  e^e^  in  einer  Geraden  gc  schneiden. 

Denken  wir  uns  nun  eine  Gerade  l^  construiert,  weiche  die  drei 
Geraden  g^,  gt,  und  gc  schneidet,  und  benennen  wir  die  betreffenden 
Schnittpunkte  beziehungsweise  mit  «,  h  und  c. 

Die  Gerade  l^  wird  von  dea  beiden  projectivischen  Ebeuen- 
büächeln  (,  (e'^  eVe'^. . .)  und  lz{e'ae\e%.. .)  in  iswei  projectivischea 
Reihea  geschaitten.  Nachdem  aber  der  Punkt  a  auf  l^  der  Geradea 
ga,  mithia  auch  dea  beiden  entsprechenden  Ebenen  e'„  und  e^„  an- 
gehört, so  stellt  derselbe  zwei  entsprechende  zusammenfallende  Punkte 
der  genannten  Punktreibeu  vor.  Das  gleiche  gilt  auch  von  den  Punkten 
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i  und  c,  so  zwar,  dass  die  beidea  Reihen,  in  welchen  die  Gerade  l^ 
von  den  projecti viseben  Ebenenbüseheln  li  und  ij  geschnitten  werden, 
in  a,  b  und  c  drei  Paare  entsprechender  zusammenfallender 
Punkte  besitzen. 

Dieses  Ergebnis  sagt  aber  bekanntlich  nichts  anderes  ans,  als  dass 
die  beiden  Reihen  identisch  seien,  und  dass  daher  auch  alle  an- 
deren Paare  entsprechender  Punkte  derselben  zusammenfallen,  Oder  mit 
anderen  Worten,  dass  zwei  einander  entsprechende  Ebenen 
der  beiden  projecti vischen  Ebenenbüschel  i,  und  l^  durch  einen  nnd 
denselben  Punkt  der  Geraden  Ij  gehen. 

Durch  diese  einfachen  Erörterungen  ist  klar  gelegt,  dasa  die 
Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  der  beiden  projectivisehen  Ebeneii- 
büschel  (,  und  l„  nicht  nur  die  Achsen  /,  und  l^  dieser  Büschel, 
sondern  auch  die  Gerade  ^3  schneiden,  woraus  unmittelbar  weiter 
folgt,  dass  dieselben  ein  windschiefes  Hyperboloid  erzeugen. 
Es  gilt  mithin  der  Satz: 

8.  „Die  Schnittlinien  ^entsprechender  Ebenen  sweier  projedi- 
viscJier  EbenenbüscJid  mit  sich  hreazenden  Achsen  erzeugen  immer  ein 
tvindschiefes  Hyperboloid.'^ 

§■  lö- 

Die  vorstellende  Betrachtung  führt  noch  zu  einem  anderweitigen 
sehr  wichtigen  Satze.  Es  wurde  im  Vorhergehenden  nachgewiesen,  dass 
alle  Erzeugenden  des  Hyperboloides,  d.  s.  die  Schnittlinien  entsprechen- 
der Ebenen  der  beiden  Büschel  l,  und  l^,  die  Gerade  i,  schneiden. 

Bezeichnete  Gerade  wurde  folgendermaßen  eonstruiert.  Wir  suchten 
zunächst  die  Schnittgeraden  jia,  g^  und  gc  beliebiger  drei  Paare  ent- 
sprechender Ebeuen  der  beiden  Büschel  l^  und  l^,  d.  h,  drei,  beliebige 
Erzeugende  des  Hyperboloides,  wählten  hierauf  eine  Gerade  l^  derart, 
dass  die  drei  Erzeugenden  ga,  gt  und  ffc  von  derselben  geschnitten 
wurden,  und  fanden  schließlich,  dass  die  bezeichnete  Gerade  l^  auch 
von  allen  anderen  Erzeugenden  g...  geschnitten  werde. 

Nun  gibt  es  über  eine  unendlich  grolie  Schar  solcher  Geraden  i.„ 
welche  die  drei  Erzeugenden  ^o,  gi,  und  gc  schneiden.  Diese  Geraden 
bilden  in  ihrer  Gesammtheit  ein  einmantliges  windschiefes 
Hyperboloid,  dessen  Leitlinien  die  drei  Erzeugenden  </„,  ^j  und  gc 
sind.  Jede  dieser  Geraden  l^  wird,  wie  der  Entwiekelung  deutlich  zu 
entnehmen  ist,  von  sämmtliohen  Erzeugenden  g. . .   geschnitten. 

Hieraus  ist  weiters  zu  ersehen,  daas  es  außer  den  Erzeugenden 
g...  noch  eine  zweite  unendliche  Schar  von  Geraden  ^3  gibt,  welche 
gleichfalls  auf  dem  Hyperboloid  liegen,  demselben  also  angehören,  und 
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deren  jede  die  Eigenschaft  besitzt,  von  allen  Eraeugenilen  g  der  Fläche 
geschnitten  zu  werden. 

Man  bezeichnet  die  Schar  der  Geraden  g  als  „Erzeugende  des 
ersten  Systems"  und  jene  Schar  der  Geraden  (3  als  „Erzeugende 
des  zweiten  Systems«  der  Fläche.  Es  folgt  sonach  der  Satu  : 

9.  „Das  windschiefe  Hyperboloid  besitzt  zwei  Systeme  von  ge- 
radlinigen Erzeugenden;  jede  Erzeugende  des  einen  Systemes  schneidet 
sämmtliche  Erzeugenden  des  anderen  Systemes." 

Als  Ergebnis  unserer  Erörterungen  und  der  erzielten  Kesultate 
folgt  somit  auch,  dass  man  beliebige  drei  Erzeugende  des  einen  Systems, 
stets  als  Leitlinien  für  das  andere  System  und  umgekehrt  annehmen 
kann. 

§.  16. 
In  ähnlicher  Weise  kann  nunmehr   auch  der   Nachweis  erbracht 
werden,  dass  die  Verbinduiigsgeraden    entsprechender    Punkte    zweier 
projectivisehen   Puuktreihen  auf   zwei   sieh    kreuzenden    Trägern    ein 
Hyperboloid  erzeugen. 

Die  Träger  der  beiden  projectivisehen  Punktreihen /,  (a, .. .) 
und  ^jfdjj...)  seien  wieder  l,  und  l^. 

Wenn  wir  alle  Punkte  «, . . .  der  Keibe  l,  durch  Ebenen  proji- 
cieren,  welche  durch  die  Gerade  l^  gehen,  so  entsteht  ein  Ebeneu- 
büsohel  J„  (e, . .  .)>  welches  zur  Reihe  i,  perspectivisch  ist.  Ebenso 
kann  man  die  Reibe  l^{a^...)  durch  ein  Ebenenbüschel  ^.C';,...} 
aus  der  Achse  Z,   projicieren. 

Nachdem  die  beiden  Punktreihen  projectiviscb  sind,  so 
sind  es  auch  die  zu  ihnen  perspeetivischen  Ebeuenbüschei 
l,  (e,...)  und  l^iCi...). 

Entsprechende  Ebenen  der  beiden  Büschel  sind  solche,  welche 
zwei  entsprechende  Punkte  der  beiden  Reihen  enthalten. 

Setzen  wir  demgemäß  voraus,  es  seien  a,  uad  a^  zwei  entspre- 
chende Punkte  der  beiden  Reihen  ^i  (a, ...)  und  l^Ca^-..),  so  sind 
die  Ebenen  (/,,  «,)  und  {l„  a„)  entsprechende  Ebenen  der  beiden  pro- 
jectivisehen Büschel  t^{e^...)  und  l^(e^...). 

Ferner  ist  einleuchtend,  dass  die  Schnittgerade  dieser  Ebenen  nur 
die  Verbindungsgerade  a^  a^  sein  könne,  dass  also  die  Fläche,  welche 
durch  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  a,  und  a^  der 
projectivisehen  Kethen  hervorgebracht  wird,  identisch  mit  jener  Fläche 
ist,  welche  durch  die  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  der  beiden 
projectivisehen  Ebenenbüschel  l^(e^...)  und  \(e,...)  erzeugt  wird. 
Nachdem  aber  diese  Fläche  (nach  Satz  8)  ein  windschiefes  Hyper- 
boloid ist,  so  folgt  der  Satz  : 
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10.  j,Die  Verhindungsgeraden  entsprechender  Punkte  zweier  pro- 
jectivischer  Funktreihen  auf  ztvei  sich  krcusenden  Trägern  sind  Er- 
zeugende eines  windschiefen  Hyperholoides."' 

Den  bisherigen  Betrachtungen  und  den  daraus  entwickelten 
Sätzen  ist  zu  entnehmen,  dass  das  Hyperboloid  wesentlich  projec- 
tivischer  Natur  sei,  und  dass  von  diesem  Gesichtspunkte  aus  die 
meisten  Eigenschaften  desselben  mit  ungewöhnlicher  Leichtigkeit  ab- 
geleitet und  festgestellt  werden  künnea. 

§-   17. 

Auf  Grund  des  vorher  erbrachten  Nachweise:,  gelangten  wir  au 
dem  Schlüsse,  dass  eine  Gerade,  welche  drei  Erzeugende  eines  Hyper- 
boloides schneidet,  eine  Erzeugende  des  zweiten  Systems  derselben 
Flüche  darstelle,  also  ganz  der  Fläche  angehöre. 

Da  man  aber  durch  jeden  Punkt  der  besagten  Fläche, 
stets  eine  Erzeugende  des  einen  Systems,  als  auch  eine 
solche  des  anderen  Systems  führen  kann,  so  kann  anstandslos 
weiter  gefolgert  werden,  dass  eine  Gerade,  welche  mit  dem  Hyper- 
boloide drei  Punkte  gemein  hat,  derFläche  ganznndgar 
angehören  muss. 

Es  ist  daher  einleuchtend,  dass  eine  Gerade,  welche  nicht  auf 
dem  Hyperboloide  liegt,  mit  dem  letzteren  höchstens  zwei  Punkte 
gemem  haben  kann,  dass  also  das  Hyperboloid  eine  Fläche 
/weiter  Ordnung   sei. 

Zu  demselben  Resultate  werden  wir  jedoch  auch  direct  durch  die 
Lösung  der  nachstehenden  Aufgabe  geführt. 

§■   18. 

1.  Aufgahe.  „Es  sind  vier  Gerade,  von  welohen  kein  Paar  sieh 
schneidet,  und  von  welchen  keine  drei  zn  einer  und  derselben  Ebene 
parallel  sind,  gegeben;  es  sind  jene  Geraden  zu  bestimmen,  welche 
alle  vier  Geraden  sehnelden." 

Die  gegebenen  vier  Geraden  seien  {gi,gi'),  (?a,,Va')'  (S'a-i'a')  "^'' 
{h,h'),  {Taf.  I,  Fig.  4).  Betrachten  wir  irgendwelche  drei  von  diesen 
Geraden,  beispielsweise  g^,  y.^  und  g^,  als  die  Leitgeraden  eines  wind- 
schiefen Hyperboloides. 

Dass  unter  dieser  Voraussetzung  die  gestellte  Aufgabe  identisch 
ist  mit  jener,  „die  ErKeugenden  des  Hyperboloides  zu  eonstruieren, 
welche  eine  Gerade  /*  schneiden",  oder  was  auf  dasselbe  hinausläuft, 
„die  Schnittpunkte  der  Geraden  h  mit  dem  Hyperboloide  zu  ermitteln", 
ist  an  und  für  sich  klar. 
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ifehufs  EiTeichiing  des  vorgegebenen  Zweckes  dürfte  es  um  vor- 
theilhaftesten  sein,  das  Hyperboloid,  wie  vorher  erläutert,  durch  Kwei 
projectiviache  Ebenenbüschel  zu  erzeugen. 

Betracliteu  wir  im  vorliegenden  Falle  die  beiden  Leitgerade  3, 
und  g^  als  Aebsen  der  erzeugenden  projecti vischen  Ebenenbüschel, 
uud  die  Leitgerade  g,  als  den  Träger  der  Punktreihe,  zu  welcher 
diese  Ebenenbüschel  perspeetiviseb  sind. 

Zwei  entsprechende  Ebenen  der  beiden  Büschel,  d.  b.  solcbd 
Kbenen,  welche  durch  einen  und  denselben  Paukt  von  gi  gehen,  schneiden 
sieh  in  einer  Geraden,  welche  die  drei  gegebenen  Geraden  ^,,  g,.uni>j3 
trifft,  uud  mithin  eine  Erzeugende  des  Hyperboloides  repräsentiert. 
Weiters  treffen  aber  die  beiden  projectivischeu  Ebenenbüschel  (/^  uud  ^;, 
die  Gerade  h  in  zwei  projecti  vischen  Punktreihen,  uud  nachdem  be- 
kanntlich zwei  auf  einer  und  derselben  Geraden  liegende  Punktreiben 
stets  zwei  Doppelpunkte  besitaeu,  so  ist  einleuchtend,  dass  es 
auch  auf  der  Geraden  h  zwei  bestimmte  Puukte  —  die  Doppelpunkte 
der  vorgenannten  Eeihen  —  gibt,  durch  deren  jeden  zwei  entsprechende 
Ebenen  der  Büschel  g^  und  g^  und  folglich  auch  eine  Erzeugende  des 
Hyperboloides  geht. 

Dieser  einfachen  Betrachtung  entnehnieu  wir  unmittelbar,  dass 
die  Gerade  h  das  Hyperboloid  in  zwei  Punkten  treffe,  dass  also  diese 
Fläche  von  der  zweiten  Ordnung,  als  windschiefe  Fläche  daher 
vom  '/.weiten  Grade  sei. 

Was  die  Construction  der  beiden  Schnittpunkte  von  h  mit  dem 
Hyperboloide  anbelangt,  oder  mit  anderen  Worten,  was  die  Construc- 
tion der  beiden  Geraden,  welche  h,  3,,  g^,  g^  schneiden,  betrifft,  so 
dürfte  folgendes  Verfahren  am  eiufachsten  zum  Ziele  führen. 

Wir  nehmen,  den  eben  angestellten  Erörterungen  gemäß,  auf^j 
drei  beliebige  Punkte  {Ä,  A'),  {B,  B'),  (C,  C)  an,  und  bestimmen 
die  betreffenden  Schnittpunkte  (ß,a'},  iP,})'),  (c,c')  und  (t(i,«,')i  (^it^i')> 
(c,,  C|')  der  durch  diese  Punkte  und  durch  die  Gerade  g^  beziehungs- 
weise g.^  gelegten  Ebenen  mit  der  Geraden  /*.  Es  genügt  diesfalls 
entweder  bloß  die  horizontalen  oder  bloß  die  verticalen  Projectioneu  dieser 
Schnittpunkte  zu  ermitteln.     In  Figur  4,  Taf.  I,   wurde  der 


Um  beispielsweise  den  Schnittpunkt  («,  a')  der  Geraden  h 
mit  der  durch  (^s.Sj')  und  {Ä,A')  gehenden  Ebene  zu  construieren, 
denkt  man  sich  durch  {A,A')  eine  Parallele  (A,A')  zu  (ß^,g^')  ge- 
zogen, und  ohne  erst  die  Traeen  der  Ebene  (^3,  A)  zu  suchen,  ihren 
Schnitt  mit  k  auf  die  bekannte  Weise  mittelst  einer  durch  ih,h')  ge- 
legten verticalprojicierenden  Ebene  bestimmt.  Nach  Vollzug  dieser  ein- 
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fachen  Operation  sind  nunmehi'  die  Doppelpunkte  (I>,,j[)[')iind  (P^,D..') 
der  beiden  durch  die  drei  Elementenpaare  («,«')>  ("n'^i');  Q>i^')  C^i.^i')- 
{c,c'),  (c,,C|')  gegebenen  projectivisehea  Punlctreihen  auf /;  festzustellen. 

Die  horiaontalea  Projectionen  D,'  und  Z)„'  dieser  Doppelpunlite 
sind  auch  Doppelpunkte  der  beiden  Reihen  a',b',c'...  und  aj',!»,',^,'. . . 
Dieselben  wurden  nach  der  Steiner 'sehen  Methode  mittelst  Zuhilfe- 
nahme eines  festen,  beliebig  angenommenen  Kreises  K  construiert. 

Die  Punkte  (D,,  D,')  und  {D^,  D/)  sind  bereits  die  Schnitt- 
punkte der  Geraden  (A,  A')  noit  dem  Hyperboloide  (g^g^  g^).  Die  beiden 
durch  diese  Punkte  gehenden  Erzeugenden  (l^,  i/)  und  (i,„  l„')  des 
Hyperboloides  ergeben  sich  offenbar  als  die  Schnitte  der  bezüglichen 
Ebenenpaare  {g„D,),  (^^j-D,)  und  (g^I>„),  (g^D^). 

%.  19. 

Denken  wir  uns  zwei  beliebige  projectivische  Kbenen- 
büsche!  im  Räume,  deren  Achsen  zwei  sieh  kreuaendt' 
Geraden  g^  und  gr^  sein  mögen. 

Die  Sebnittgeraden  entsprechender  Ebenen  dieser  Büschel  werden 
eine  windschiefe  Fläche  erzeugen,  welche,  wie  sich  unschwer  nach- 
weisen lässt,  vom  zweiten  Grade  ist. 

Nehmen  wir  nämlich  eine  beliebige  Gerade  Ä  an,  so  beätimmen 
die  beiden  projeeti vischen  Ebenenbüschel  auf  derselben  Kwei  projec- 
tivische Punktreihen,  welche  im  allgemeinen  zwei  Doppelpunkte  be- 
sitzen. Durch  jeden  dieser  Doppelpunkte  gehen  zwei  einander  ent- 
sprechende Ebenen  der  Büschel  (/g  und  ^g,  mithin  also  eine  Erzeugende 
der  Fläche.  Die  Gerade  Ä  hat  demgemäß  mit  der  durch  die  beiden 
projectivisehen  Büschel  g^  und  g^  erzeugten  windschiefes  Fläche  zwei 
Punkte  —  die  vorerwähnten  Doppelpunkte  —  gemein,  ist  somit  eice 
Fläche  vom  zweiten  Grade. 

Es  ist  naheliegend,  zu  unfcersnchen,  ob  eine  derartige  Fläche 
zweiten  Grades,  welche  von  den  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen 
Kweier  projectivisehen  Ebenenbüschel  g^  und  g^  hervorgebracht  wird, 
nicht  auch  ein  windschiefes  Hyperboloid  sei,  d.  h,  eine  Fläche  ist. 
welche  durch  jene  Gerade  erzeugt  wird,  die  drei  gegebene  Geraden 
g^,  go  und  g^  schneidet. 

Um  für  die  Richtigkeit  der  ausgesprochenen  Vermuthung  den 
Beweis  zu  erbringen,  wird  es  offenbar  geuögen,  zu  zeigen,  dass  die 
Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  der  Büschel  g^  und  g^,  außer  den 
Achsen  g^  und  g.^  dieser  Büschel,  noch  eine  dritte  Gerade  ^, ,  die  zu 
bestimmen  sein  wird,  sehneiden.  Wie  der  nacbsteheaden  Betrachtung 
entnommen  werden  kann,  ist  dies  in  der  That  der  Fall. 
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Seien  nämlich  e'^,  e'3;  e%,  e^^;  e^„,  e\  drei  Paare  entsprechen- 
der Ebenen  der  beiden  Büschel  g^  und  g^,  und  i,,  l^,  f^  die  durch 
dieselben  bestimmten  Erzeugenden.  Denken  wir  uns  nun  eine  von  deu 
unendlich  vielen  Geraden,  welche  die  drei  Erzeugendea  l„  l^,  l^  schnei- 
den, eonstruiert,  und  sei  allenfalls  g^  eine  dieser  Geraden.  Letztere 
treffe  die  vorangeführten  Erzeugenden  li,\  und  l^  beziehungsweise  iu 
den  Paukten  «,,  a^  und  a^. 

Die  beiden  projecti vischen  Ehenenhfischel  g,,  und  g^  bestimmen 
auf  pi  zwei  projectivische  Punktreihen.  Den  gemachten  Voraussetzungen 
gemäß  besitzen  diese  beiden  letaterwähiiten  Punkfcreihen  drei  Doppel- 
punkte a, ,  a„  und  «g,  da  durch  jeden  dieser  Punkte  zwei  entspre- 
chende Ebenen,  und  zwar  die  Ebenen  e\,  e\;  e\,  e\;  e\,  e\  der 
Büschel  j/a  und  g^  gehen. 

Die  besagten  beiden  Punktreihen  sind  infolge  dessen  iden- 
tisch, d.  h.  durch  jeden  einzelnen  Punkt  der  Geraden  g,  gehen  zwei 
entsprechende  Ebenen  der  Büscbel  g.^  und  g^,  oder,  was  dasselbe  ist. 
die  Gerade  s",  wird  von  sämmtlichen  Erzeugenden  der 
windschiefen  Fläche  getroffen.  Wir  erbalten  sonach  den  Satz: 

11.  ^Die  SchnÜüinien  entsprechender  JUbenen  zweier  projecH- 
1  Ebenenhüschel   mit   sich  nicht  schneidenden  Aehsen    erzeugen 


§.    20. 

Zu  dem  eben  aufgestellten  Satze  kann  nun  leicht  ein  zweiter 
„reciproker  Sat?."  gefunden  werden. 

Wählen  wir  diesbezüglich  auf  zwei  sich  nicht  schneidenden 
Geraden  g„  und  ^3  zwei  projectivische  Punktreiben;  beispielsweise  also 
auf  g^  die  Punktreihe  a,  b,  c. . .  und  auf  g.j  die  zu  der  ersteren  pro- 
jectivische Pnnktreihe  a^,  h^,  c, . . ..  Die  Verbindungsgeraden  aa^,  ib,, 
cc,  ...  entsprechender  Punkte  dieser  Reihen  erzeugen  eine  wind- 
schiefe Fläche,  welche  ein  Hyperboloid  sein  muss. 

Denkt  man  sich  nämlich  die  Punktreihe  a,,  b^,  c, . . .  durch  ein 
Ebenenbüschel  projieiert,  dessen  Achse  g.^  ist,  und  die  Punktreihe 
a,  b,  c. . .  durch  ein  Ebenenbüschel  projieiert,  dessen  Achse  g^  ist,  so 
sind  auch  die  genannten  Büschel  projectivisch,  indem  sieh  solche 
Ebenen  (g^,  a^)  und  {g^,  a)  entsprechen,  welche  durch  entsprechende 
Punkte  a  und  a,  der  Reihen  g„  und  g^  gelegt  sind. 

Die  Schnittgerade  zweier  entsprechenden  Ebenen  dieser  Büschel 
ist  aber  offenbar  keine  andere  als  die  Verbind ungsgerade  der  correspon- 
dierenden  Punkte  a  und  a,. 
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Die  Terbindungslinien  entapreeheDder  Punkte  der  beiden  Eeiheii 
g,,  und  g.^  erzeugen  somit  eine  windschiefe  Fläche,  welche  als 
das  Erzeugnis  der  Schnittgeraden  entsprechender  Ebenen 
zweier  projectivischen  Ebenenbüschel  mit  den  Achsen  g^  und 
g._^  aufgefasst  werden  kann  Mit  Kücksicht  auf  den  vorhergehenden 
Satz  ergibt  sich  sonach  der  folgende: 

12.  „Die  Verhndutig-^getaden  entsprechender  Funkte  gioeier  pro- 
jectivischen FunktreOien  auf  zwei  sieh  nicht  schneidenden  Träf/em 
erzeugen  ein  windschiefes  Hyperboloid." 

§.  21. 

Durch  vorhergegangene  Untersuchungen  wurde  nachgewiesen, 
dass,  wenn  (,,  l^  nnd  lg  die  Schnittgeraden  dreier  Paare  entsprechen- 
der Ebenen  e^^e^';  e^^e.^^  und  e/e^^  zweier  projectivischen  Elienen- 
büschel  g„  nnd  g^  sind,  irgend  eine  Gerade  g^,  welche  ?[,  ?g,  l^  schneidet, 
also  alle  Geraden  (/^,  ^j,, . .,  welche  die  nämliche  Eigenschaft  besitzen, 
auch  von  sämmtlichen  Schnittgeraden  l^,  l^. . .  der  übrigen  Paare  ent- 
sprechender Ebenen  der  Büschel  g^  und  g^  geschnitten  werden. 

Das  von  den  Büscheln  g^  und  g^  erzeugte  Hyperboloid  besitzt 
somit  außer  den  Erzeugenden  1^,1^,  1^...  noch  ein  zweites  System  von 
Geraden  g,,  g^,  g^,  g^---,  deren  jede  von  sämmtlichen  Geraden  l  ge- 
schnitten wird.     Hieraus  folgt  der  bereits  aufgestellte  Satz : 

13.  „Ein  windschiefes  Hyperboloid  hesitst  zwei  Systeme  von 
geradlinigen  Ergeugenden.  Sämmtliche  Ereeugenden  des  einen  Systems 
werden  von  sämmtlichen  Erzeugenden  des  anderen  Systems  geschnitten. 
Erzeugende,  welche  dem  nämlichen  System  angehören,  schneiden  sich 
niemals." 

Nimmt  man  drei  sich  kreuzende  Geraden  ^,,  g^  und  g^ 
als  Leitlinien  für  ein  windschiefes  Hyperboloid  an,  so  können,  nach 
dem  vorstehenden  Satze,  die  ku  dem  Systeme  g  gehörigen  Erzeugenden 
construiert  werden,  indem  man  zunächst  drei  Geraden  i,,  l^,  l^  er- 
mittelt, welche  g„  g^  und  £»j  schneiden,  und  hierauf  die  als  „Erzeu- 
genden" gefundenen  Geraden  l„  \  und  l^  als  „Leitlinien"  für  die  nun- 
mehr zu  suchenden  Geraden  g^,  g^-..   betrachtet. 

§.  22. 

Seien  ^,,  g^  und  g^  drei  beliebige  Erzeugenden  des  einen  Systems; 

^1,  'a.  ^3-  h---    irgend  welche  Erzeugenden  des  zweiten  Systems,  und 

nennen  wir  a,,  a^'  '*3'  ^i-  \'  ^a !  '^x'  '^a'  '^ai  '^u  ^rti  '^s  "^'^  Punkte,  in 

welchen  g^,  g,.  und  g^  beziehungsweise  von  l,,  l^,  l^.,  I^. . .   geschnitten 
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Betrachten  wir  (j^  als  die  Achse  eines  Ebenenbflschels,  dessen 
Ebenen  die  Erzeugenden  ?,,  l^,  l^,  l^. . .  enthalten,  so  ist  augensebein- 
lieh,  dass  dieses  Ebeneiibüschel  die  Geraden  g„  iind  g^  in  denselben 
Punktreihen  a^,  b^,  c^,  d,  . . .  und  a^,  \  c,  d^...  schneidet,  welche 
durch  die  Erzeugenden  ?i,  1^,  I3,  l^..  .  auf  diesen  Geraden  bestimmt 
werden. 

Nachdem  aber  die  Punktreihen  a„,  b^,  c,j,  d.^...  und  a^,  h^.  c^,  d^... 
auf  den  Geraden  i/j  und  ^a  durch  ein  und  dasselbe  Ebenenbüsehel  j/, 
bestimmt  werden,  so  sind  dieselben  projectiviseh.  Da  ferner  die 
Geraden  g„  und  ^'3  als  beliebige  Erzeugende  des  einen  Systems  voraus- 
gesetzt wurden,  so  gilt  das  eben  Bewiesene  offenbar  auch  für  irgend 
ein  beliebiges  anderes  Paar  70n  Erzengenden  desselben  Systems,  also 
für  alle  Erzeugenden  g. 

Zu  gleichem  Resultate  hätte  man  selbstverstäiidlieli  auch  ge- 
langen müssen,  wenn  maa  in  der  angestellten  Betrachteng  die  Erzeu- 
genden der  Systeme  g  und  (  vertauscht  haben  würde.  Es  gilt  folglich 
der  Satu: 

14.  „SämmtUche  Erseugenden  des  einen  Systems  werden  von 
den  Erseugenden  des  stveiten  Systems  in  projectivischen  Punktreihen 
geschnitten.^' 

Diesem  Satze  steht  reciprok  ein  Satz  gegenüber,  welcher,  im 
Grunde  genommen,  den  Ausgangspunkt  aller  vorhergehenden  Unter- 
suchungen bildete.    Derselbe  lautet: 

15.  „Die  Ebeneiünischel ,  welche  zu  Achsen  die  Erzeugenden  des 
einen  Systems  ig)  haben,  und  die  EreeugeMen  des  anderen  Systems 
0)  enthalten,  sind  sammtUch  zu  einander  projectiviseh.  In  besagten 
Ebenenbüscheln  entsprechen  sich  solche  Ebenen,  welche  eine  und  die- 
selbe Erzeugende  l  enthalten.^ 

§.  23. 
Nachdem  bekanntlich  die  BerQhrungsebene  einer  krummen  Fläche 
in  einem  ihrer  Punkte  die  Tangenten  aller  auf  der  Fläche  liegenden, 
durch  den  Berührungspunkt  gehenden  Curven  enthält,  und  anderer- 
seits eine  auf  einer  Fläche  liegende  Gerade  in  jedem  ihrer  Punkte  als 
Tangente  der  Fläche  betrachtet  werden  muss,  so  folgt  insbesondere 
für  das  Hyperboloid  UQmittelbar  der  Satz: 

16.  „Die  Berührungsebene  eines  windschiefen  Hyperboloides  in 
einem  Punkte  desselben  ist  jene  Ebene,  welche  die  durch  den  Berüh- 
rungspunM  gehenden  Erseugenden  beider  Systeme  enihält." 

Ist  demnach  ein  Hyperboloid  durch  drei  Leitgeraden  g^,  g^  und 
'J3  gegeben  und  ist  l^   eine  beliebige   Eraeugende,    so    wird    man    die 
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einem  Punkte  p  von  J,  entsprechende  Bfirülirungsebene  B  con- 
strnieren,  indem  man  zunächat  noch  zwei  andere  Krzeugenden  l^  und 
lr^  des  Systemes  l  ermittelt,  hierauf  die  Gerade  y  bestimmt,  welche 
durch  p  geht  und  l^,  \  schneidet,  mithin  also  die  durch  p  geheude, 
zum  System  g^,  (/„,  y.^  gehörige  Erzeugeude  darstellt  «nd  sodann  durch 
l,   und  !)'  eine  Ebene  legt. 

§■  24. 

Besagte  Constmetion  lässt  sich  jedoch  noch  vereinfacliea ,  wenn 
man  von  einem  Satze  ausgeht,  welcher  für  die  Theorie  der  wind- 
Hchiefeii  Flächen  überhaupt  von  größter  Wichtigkeit  ist  und  nunmehr 
in  Nachstehendem  für  das  windschiefe  Hyperboloid  entwickelt 
werden  soll. 

Nehmen  wir  behufs  des  zu  liefernden  Nachweises  an,  dass  g^ 
und  if^  zwei  beliebige  Erzeugenden  eines  windschiefen  Hyperboloides 
repräsentieren,  uüd  dass  l,,  l^,  l^  und  l^...  beliebige  Erzeugenden  des 
anderen  Systemes,  welche  y,  und  i/„  (nach  Satü  14)  in  zwei  projeeti- 
vischen  Punktreihen  «i,  l'^,  c,,  (?,...  und  «g,  1/^,  c^,  d... . .  troffen, 
darstellen. 

Das  Ebenenbüschel,  welches  die  Erzeugende  g^  zur  Achse  hat 
und  sämmtliehe  Erzeugenden  l^,  l^,  l^,  l^...  enthält,  schneidet  die 
Erzeugende  if^  in  derselben  Fimktreihe  a^,  b^,  c^,  ä„ . . . ,  welche  l,,  1„. 
l^,  l^. . .  auf  (/^j  bestimmen.  Das  Ebenenbüschel  ?,  d  ^^'ad- ■  ■)  '^' 
sonach  perspectivisch  yai  der  Punktreihe  a^,bn.  c^,il^...  und  mit- 
hin auch  projectivisch  zur  Punktreihe  «,,  h„  c,,  d,... 

Nachdem  aber  die  Ebenen  ig„l,),  ((/i,'j),  (S'n's))  (j/n^i)--*  des 
Büschels  ff,  unmittelbar  die  Berührungsebenen  des  Hyperboloides  in 
den  Punktet!  «,,  ?*,,  c,,  d,. . .  der  Erzeugenden  i/,  darstellen,  ^o  ergibt 
sich  der  Satz: 

17.  „Das  Büscliel  der  Beriihnmgsehmcn  eines  Jlypr.rliohnäes  in 
den  Punkten  einer  und  derselbejt  Eriseugf.ndp.n  ist  pro;iiietivi'f<,h  eu  der 
Beihc  der  hetreffenden  Bcrühriungspunkte. " 


Gestützt  auf  den  vorstehenden  Satz  liisst  sich  sofort  ein  zweiter 
ableiten. 

Berücksichtigt  man  nümlich ,  dass  zwei  projectiviache 
(Iru  ndgebilde  stets  stetig  sind,  d.  h.  dass  jedem  Elemente 
des  einen  ein  bestimmtes  Element  des  anderen  entspricht,  so  ist  ein- 
leuchtend, dass  jeder  durch  eine  Erzeugende  eines  Hyperboloides  gehen- 
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den  Ebeue  (Dach  obigem  Satae)  ein  bestimniter  Punkt  auf  dieser 
zengeaden  eutspricht.     Daher  folgt  unmittelbar  der  Satz: 

IS.   j,Jede   Ebene,    welche    durch    eine   geradlinige   Ers 
eines  Hyperboloides  geht,   berührt  leideres  in  einem  gewissen  FunJde 
dieser  Erseugendim.''' 

§.   26. 

Der  Satz  17j  erlaubt  uns,  die  Beruhrungsebeae  eines 
windschiefen  Hyperboloides  in  einem  auf  dieser  Fläcbo  gege- 
benen Punkte  in  höchst  einfacher  Weise  zu  coastruieren. 

Die  drei  Leitlinien  eines  Hyperboloides  seien  durch  y^l•,  g^"?  und 
y^'l  (Taf.  I,  Fig.  5)  bestimmt. 

um  einen  Punkt  auf  der  genannten  Fläche  zu  linden,  bestimmen 
wir  zunächst  eine  Erzeugende  ij,  d.  i,  eine  Gerade,  welche  g^,  g^,  g^ 
schneidet,  einfach  dadurch,  dass  man  durch  g^  eine  beliebige  Ebene 
B\B'o  legt,  deren  Schnittpunkte  «,j  und  «.,  mit  g^  und  g^  ermittelt 
und  durch  eine  Gerade  ?J  verbindet,  welche  g^  in  einem  Punkte  a, 
treffen  wird. 

Nehmen  wir  auf  V^-  einen  beliebigen  Punkt  p  au,  so  stellt  dieser 
bereits  einen  Puukt  des  Hyperboloides  dar, 

Soll  in  dem  Punkte  ji  die  Berühnmgsebeae  des  Hyperboloides 
construiert  werden,  so  ist  bloß  zu  erwägen,  dass  auf  der  Erzeugenden 
ij  bereits  drei  Punkte  a^,  a^,  a^  und  überdies  die  diesen  Punkten 
entsprechenden  Berührungsebenen  (^,,i},  {g^,l)  und  (^3,/)  bekannt  sind. 
Die  Bildfläehtracen  B'i,  B\,  B\  dieser  Ebenen  werden  selbstver- 
ständlich durch  die  Verbindungsgeraden  äd,,  dd„,  öä^  dargestellt. 

Nach  Satz  17)  wird  es  sich  nun  darum  handeln,  in  dem  Büsche! 
l  diejenige  Ebene  zu  ermitteln,  welche  mit  den  drei  Ebenen  B'^,  B^ 
und  B''  dasselbe  Doppelverhältnis,  wie  der  Punkt  p  mit  den 
drei  Punkten  %,  a^  und  «3  bildet. 

Die  Biidflächtraee  Bi  der  zu  suchenden  Ebene  wird  daher  auch 
in  dem  Strahlenbilschel  d  mit  B'i,,  B\,  B^i,  einen  Vierstrahl  reprä- 
sentieren, welcher  dasselbe  Doppel  Verhältnis  besitzt,  wie  die  vier  Punkte 
p,  %,  «g  und  %  und  demnach,  uacb  der  uns  bereits  geläufigen  „Me- 
thode der  Vervollständigung  projectivischer  Grundgebilde"  leicht  ge- 
funden werden  kann. 

Zieht  man  durch  9  eine  Parallele  If?  zu  Bt,  so  erhält  man 
durch  B\Bl  die  gesuchte  Beiübruugsebene  sofort  dargestellt. 
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§.  27. 

Da  (uach  Satz  18)  jede  Ebene,  welche  durch  eine  Erzeugende 
eiues  Hyperboloides  gelegt  wird,  eine  Berßbrungsebene  des  letzteren 
repräsentiert,  so  ist  einleuchtend,  dass  der  Kegel,  welcher  aus  einem 
Punkte  P  außerhalb  der  Fläche  dieser  letzteren  umschrieben  ist,  von 
jenen  Ebenen  eingehüllt  wird,  welche  durch  den  Punkt  F  und  die 
einzelnen  Erzeugenden  des  Hyperboloides  geführt  werden  können. 

Denkt  man  sich  nun  das  Hyperboloid  durch  die  Verbindungs- 
linien entsprechender  Punkte  %,  %\  6„  h„;  c^,  c,  zweier  projectiviseher 
Punktreihen  auf  zwei  sich  kreuzenden  Trägern  g^  und  j/^  erzeugt,  so 
erhellt  sofort,  dass  der  dem  Hyperboloide  ans  einem  Punkte  P  außer- 
halb desselben  umschriebene  Kegel  von  jenen  Ebenen  eingehüllt  wird, 
welche  durch  den  Punkt  P  und  die  Erzeugenden,  mithin  durch  je 
Kwei  entsprechende  Punkte  %  und  %,  i,  und  b^,  Ci  und  c^  der  Reihen 
gi  und  g^  gehen. 

Besagte  Ebenen  enthalten  sonach  auch  entsprechende  Strahlen 
a, P  und  «5 P„ ;  &i  F  und  h P;  c,  P  und  c^P. ..  jener  beiden  Strahlen- 
büsehei  P  («,  ?j,  c, . . .)  und  P  (O3&3C,, . . .).  welche  aus  dem  Punkte  P 
die  Punktreihen  a^hiCi...   und  ar^h^c.^...   projicieren. 

Nachdem  aber,  wie  bekannt,  die  Ebenen,  welche  entsprechende 
Strahlen  zweier  projeetivischen  Strahleubüschel  in  verschiedenen  Ebenen 
jedoch  mit  gemeinschaftlichem  Scheitel,  verbinden,  einen  Kegel  zwei- 
ten Grades  umhüllen,  so  folgt  der  Satz: 

l'J.  „DeT  aus  einem  Punkte  außerhalb  einem  tvindschiefen  Hyper- 
boloide umschriebene  Kegel  ist  vom  zweiten  Grade." 

Diesem  Satze  steht  der  folgende  Satz  dual  gegenüber: 

30.  „Der  Durchschnitt  einer  Ebene  mit  einem  windschiefen 
Hyperboloide  ist  stets  ein  Kegelschnitt.'^ 

In  dem  Falle,  als  die  schneidende  Ebene  die  Fläche  berührt, 
degeneriert  dieser  Kegelschnitt  in  zwei  Gerade,  und  zwar 
wie  bereits  nachgewiesen  wurde,  in  die  zwei  durch  den  Berührungs- 
punkt gehenden  Erzeugenden  beider  Systeme. 

§.  28. 
Dass  der  einem  Hyperboloide  aus  einem  Punkte  außerhalb  um- 
schriebene Kegel  vom  zweiten  Grade  sei  und  der  ebene  Schnitt 
eines  Hyperboloides  immer  ein  Kegelschnitt  ist,  kann  auch  direet 
aus  dem  umstände  gefolgert  werden,  dass  die  Fläche  selbst  vom 
zweiten  Grade  ist,  also  mit  jeder  Geraden  des  Baumes  zwei  Punkte 
gemein  hat,  und  dass  durch  jede  Gerade  Kwei  Tangentialebenen 
gelegt  werden  können. 
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N'achdem  das  Hyperboloid  diu-eh  gerade  Linien  eraeugt  wird  uod 
jede  gerade  Linie  einen  reellen  uaendlieh  fernen  Punkt  l)esitzt,  so 
folgt,  dass  das  Hyperboloid  von  der  unendlich  fernen  Ebene  in 
einer  reellen  Cnrve,  welche  nach  dem  vorstehenden  Satze  ein  Kegel- 
schnitt sein  muss,  geschnitten  wird. 

Es  kann  selbstverständlich  der  Fall  eintreten,  dass  dieser  Kegel- 
schnitt in  unendlicher  Entfernung  ein  eigentlicher  Kegelschnitt 
ist,  oder  aber,  dass  derselbe  in  zwei  Gerade  zerfällt,  d.  h.  dass 
die  unendlich  ferne  Ebene  die  Flüche  berührt  und  somit 
gleichzeitig  mit  derselben  zwei  Erzeugende  verschiedener  Systeme 
gemein  hat. 

In  diesem  letzteren  Falle  wird  das  windschiefe  Hyperbo- 
loid insbesondere  ein  „hyperbolisches  Paraboloid"  genannt. 

Diesem  Speeialfalle  wollen  wir  aber  dermalen,  da  derselbe  in 
der  Folge  einer  eingehenden  Besprechung  unterzogen  weiden  wird, 
keine  weitere  Aufmerksamkeit  zuwenden. 

§.  29. 

Es  wurde  bereits  gezeigt,  dass  jedes  windschiefe  Hjiierboloid 
von  der  unendlich  fernen  Ebene  in  einem  reellen  und 
eigentlichen  Kegelschnitte  geschnitten  wird. 

Denkt  man  sich  nun  zu  jeder  einzelnen  Erzeugenden  des 
Hyperboloides  durch  irgend  einen  festen  Punkt  S  eine  Pa- 
rallele gezogen,  so  werden  alle  diese  Parallelen  einen  Kegel  er- 
zeugen, welcher  durch  den  unendlich  fernen  Kegelschnitt  des  Hyper- 
boloides geht  und  mitbin  ein  Kegel  zweiten  Grades  sein  wird. 

Diese  Eigenschaft  kann  übrigens  auch  direct  nachgewiesen  werden, 
wenn  man  sich  das  windschiefe  Hyperboloid  durch  zwei  projecti- 
vische  Ebenenenbüschel  mit  sich  nicht  schneid  enden 
Achsen  g^  und  ij^  erzeugt  denkt. 

Nimmt  man  nämlich  parallel  zu  y^  und  g^  zwei  sich  in  einem 
Funkte  P  schneidenden  Geraden  y^  und  y^  an  und  denkt  man  sieh 
durch  y,  und  y^  Ebenen  gelegt,  welche  zu  je  zwei  entsprechenden 
Ebenen  der  Büschel  g,  und  g^  parallel  laufen,  so  erhält  man  zwei 
neue  Ebenenbüschel  mit  den  Achsen  y,  und  y.j,  welche  gleichfalls 
zu  einander  projeetivisch  sind. 

Die  Schnittlinien  entsprechender  Ebenen  dieser  Büschel  y^  und 
j-j  erzeugen,  wie  wir  bereits  wissen,  einen  Kegel  zweiten  Grades, 
dessen  Scheitel  der  den  beiden  Achsen  y^  und  y^  gemeinschaftliche 
Punkt  S  ist. 
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Andererseits  ist  aber,  der  Vorauasetaung:  gemäß,  ein  beliebiges 
Paar  entsprechender  Ebenen  der  Büschel  y,  und  y„  parallel  zu  einem 
Paare  entsprechender  Ebenen  der  Büsciiel  g,  nnd  </,;  es  wird  mithin 
auch  jede  Erzeugende  des  Kegels  S  parallel  zu  einer  Erzeugenden  des 
Hyperboloides  sein  müssea. 

Nachdem  wir  einen  Kegel,  dessea  Erzeugenden  zu  den  Erzeugen- 
den einer  windschiefen  Fläche  parallel  sind,  einen  „Eichtungs- 
kegel"  der  windschiefen  Fläche  nennen,  so  kann  das  Ergebnis 
der  eben  angestellten  Betrachtuagen  in  einem  aus  dem  Satze  20)  her- 
vorgehenden Speeialsatze  ausgesprochen  werden: 

31.  „Der  Ricliümgskegel  eines  windschiefen  Hyperboloides  ist 
ein  Kegel  zweiten  Grades."^ 

Dieser  Satz  ist  namentlich  bei  der  central-projectivischen 
Darstelluag  eines  Hyperboloides  von  Wichtigkeit. 

Denkt  man  sieh  nämlich  den  Seheitel  des  Eichtungskegels  eines 
central- projecfcivisch  darzustellenden  Hyperboloides  mit  dem  Projoc- 
tionscentnim  zusammen  fallend,  so  wird  der  Schnitt  dieses 
Eichtungskegels  mit  der  Bildebene  offenbar  den  geometrischen 
Ort  der  Fluchtpunkte  aller  Erzeugenden  des  Hyperbo- 
loides, oder  kurz  gesagt,  die  „Fluchtcurve"  des  Hyperboloides, 
darstellen. 

Dem  obigen  Satze  zufolge  ist  die  Flucht  cur  ve  eines  wind- 
schiefen Hyperboloides  stets  ein  Kegelschnitt, 

§.  30. 
Durch  jeden  Punkt  eines  Hyperboloides  gehen  immer   zwei  Er- 
zeugenden, welche  verschiedenen  Systemen  angehören. 

Durch  die  unendlich  fernen  Punkte  des  Hyperboloides  werden 
demgemäß  auch  zwei,  verschiedenen  Systemen  angehörige  Erzeugenden 
gehen,  oder  mit  anderen  Worten;  jeder  Erzeugenden  eines 
Hyperboloides  entspricht  im  anderen  Systeme  eine  zu 
ihr  parallele  Erzeugende. 

Dies  kann  auch  folgendermaßen  direct  klar  gelegt  werden- 
ist g^  eine  beliebige  Erzengende  des  Hyperboloides,    so  haben 
wir   bloß    zu    untersuchen,    ob  eine  Erzeugende  im  anderen  Systeme 
existiere,  welche  zu  g^  parallel  ist. 

Behufs  dieser  Untersuchung  nehmen  wir  noch  eine  zweite  dem 
Systeme  g  angehörende  Erzeugende  g^  an. 

Nach  Satz  14}  bestimmen  die  Erzeugenden  ;,,  i„,  ig...  des 
zweiten  Systemes  auf  g^  und  g„  zwei  projectivische  Puuktreihen  «',, 
(('„,  a'3...   und  a"\,  d',,,  a^.^.  . .     Dem  unendlich  fernen  Punkte 
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a\  der  ßeibe  auf  ^i  entspricht  sodann  auf  der  Reihe  g„_  ein  Punlit 
a\,  welcher^  da  die  beiden  Eeihea  niclit  ähiilicti  sind,  in  endlicher 
Entfernung  liegen  muss.  Die  Verbindungslinie  a'„  a\  ist  sodann 
offenbar  die  zu  g^  parallele  Erzeugende  der  Schar  l,,  l„,  l^. . .  Hier- 
aus folgt  der  Satz: 

32  a.  „Jeder  Erzeugenden   des   einen   Systcmes   entspricht    eine 
parallele  Erseugenäe  im  zweiten  Systeme" 
oder: 

23  b.  ^Die  Eräugenden  heider  Systeme  sind  paarweise  parallel. 

§.  31. 

Diejenige  Ebene,  welche  durch  zwei  parallele  Erzeugeuden  eines 
Hyperboloides  geht,  berührt  die  genannte  Fläche  in  dem  gemein- 
echaftiichen  unendlich  fernen  Punkte  dieser  Erzeugen- 
den. Jede  solche  Ebene  wird  eine  „asymptotische  Ebene"  des 
Hyperboloides  genannt. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  Berühruagsebene  einer  krummen 
Fläche  alle  Curven  berührt,  welche  auf  der  Fläche  durch  den  Be- 
rührungspunkt gezogen  werden  können,  so  folgt,  dass  die  asympto- 
tische Ebene  einer  Erzeugenden  g  des  Hyperboloides, 
d.  h.  diejenige  Ebene,  welche  das  Hyperboloid  in  dem  unendlieli  fernen 
Punkte  %  dieser  Erzeugenden  berührt,  außer  dieser  Erzeugeudön  g 
und  der  ihr  parallelen  Erzeugenden  (  des  zweiten  Systems  auch  die 
Tangeute  t„  des  unendlich  fernen  Kegelschnittes  des  Hyper- 
boloides im  Punkte  Ug  enthält. 

Erwägt  man  ferner,  dass  der  Eichtungskegel  des  Hyperbo- 
loides den  unendlich  fernen  Kegelschnitt  des  letzteren  enthält, 
dass  also  die  Tangente  tu  auch  eine  unendlich  ferne  Tangente 
des  ßichtungskegels  ist,  so  findet  man  sofort,  dass  jede  Be- 
rührungsebene des  Kichtungskegels  zu  einer  asymptotischen  Ebene  des 
Hyperboloides  parallel  ist. 

Selbstverständlich  wird  besagte  Berübrebene  zu  der  asympto- 
tischen Ebene  jener  Erzeugenden  des  Hyperboloides  parallel  sein, 
welche  zu  der  betreffenden  Beröhrungserzeugenden  des  Kichtungskegels 
parallel  läuft.  Mitbin  besteht  der  Satz: 

33.  „Die  asymptotischen  Ebenen  eines  windschiefen  Hyperbo- 
loides sind  parallel  su  den  Berührungsehenen  des  Richtungskegels, 
u.  g.  ist  die  asymptotische  Ebene,  welche  einer  Erzeugenden  des  Hy- 
perboloides entspricht,  stets  pa/rallel  zu  derjenigen  Ebene,  welche 
den  Kegel  längs  der  zur  genannten  Erzeugenden  parallelen  Geraden 
berührt." 
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3.  Aufgabe.  Sin  windschiefes  Hyperboloid  ist  durch  drei  gerade 
Leitlinien  g,X^  9a'h'  ä-X  gegeben;  es  ist  eine  Erzeugende  der  Fläche, 
nnd  hierauf  deren  asymptotische  Ebene  zu  ermitteln," 

Um  eine  Eraeugeude  Jj-  (Taf.  I,  Fig.  6)  des  Hyperboloides  ?,ii 
erhalteu,  legen  wir  durch  die  Leitgerade  g^  eine  beliebige  Hilfsebene 
e„  et ,  bestimmen  deren  Schnittpunkte  a^  und  a^  mit  den  Leit- 
geraden ^j  und  g^,  und  verbinden  diese  Schnittpunkte  durch  eine  Gerade  l. 

Der  Fluchtpunkt  q>  dieser  Erzeugenden  ist  ein  Punkt  der  Flucht- 
cuTTe  des  Hyperboloides.  Ein  Gleiches  gilt  von  den  Fluchtpunkten 
i\,  v^  und  1I3  der  gegebenen  Leitgeraden  g^,  g-i  und  g^ 

Die  asymptotische  Ebene  der  Erzeugenden  l'g  enthält  selbst- 
verstäudlich  die  Tangente  tq,  des  dem  Hyperboloid  angehörigea  unend- 
lich fernen  Kegelschnittes  im  Punkte  tp. 

Es  ist  daher  einleuchtend,  dass  die  Centralprojection  dieser 
Tangente  t,p,  d.  h.  die  Fiuchttrace  A„  der  zu  suchenden  asympto- 
tiscbea  Ebene,  die  Tangente  des  Fluchtkegelschnittes  im  Punkte  <f> 
sein  müsse. 

Nachdem  bereits  vier  Punkte  v^,  v^,  v^  und  (p  des  Fluchtkegel- 
schnittes  bekannt  sind,  so  wird  man  behufs  Bestimmung  des  letzteren, 
noch  einen  fünften  Punkt  9^1  desselben  zu  construieren  habeu.  Am 
einfachsten  ergibt  sich  besagter  Punkt,  wenn  man  noch  eine  zweite 
Erzeugende  ^^  und  deren  Fluchtpunkt  <p,  ermittelt. 

Führt  man  hierauf  an  den  durch  die  fünf  Punkte  iii,  %■  ''s.  9  und  tf^ 
bestimmten  Fluchtkegelschnitt,  vermittelst  der  bekannten  aus 
dem  Paskal'schen  Satze  folgenden  Construction  im  Punkte  ip  die 
Tangente  Ä,,  so  wird  diese  die  Fiuchttrace  der  zu  suchenden 
asymptotischen  Ebene  repräsentieren.  Die  Bildflächtrace  derselben 
ist  die  Gerade  Ab,  welche  durch  S  parallel  zu  At,  gezogen  wird. 

Einfacher  gestaltet  sich  die  Construction,  wenn  man  die  asymp- 
totische Ebene  eines  durch  drei  Leitlinien  g^,  g^  und  g^  (Taf.  I,  Fig.  7} 
gegebenen  windschiefen  Hyperboloides,  für  eine  dieser  drei  Leit- 
linien, etwa  far  g^,  zu  ermitteln  hätte. 

Es  ist  nämlich  in  diesem  Falle  sehr  leicht,  die  zu  g-^^  parallele 
Erzeugende  Vg  des  zweiten  Systems  zu  bestimmen.  Letztere  ist  offen- 
bar diejenige  Gerade,  welche  g^  und  g^  schneidet  und  zu  g^  parallel 
läuft,  sich  somit  als  die  Schnittgerade  der  durch  g^  beaiehungsweise 
'Ji  zu  Qi  parallel  gelegten  Ebenen  e^  und  e^  ergibt. 

Die  Ebene  A^,  A^,  welche  man  durch  g^  und  die  gefundene 
Erzeugende  fg  des  zweiten  Systems  legt,  ist,  wie  unmittelbar  aus  der 
Definition  folgt,  bereits  die  verlangte  asymptotische  Ebene. 
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Verschiedene  Erzeusungsacten  des  windschiefen  Hyperboloides. 

Aus  den  beiden  fundameiitaleii  Erzeiigunf^ä weisen  des  windschiefen 
Hyperboloides: 

a)  als  Erzeugnis  der  Sclinittgeradea  entsprecliender  Ebenen  zweier 
projetivischenEbenenbüscliel  mit  sich  nicht  schneidenden  Achsen,  und 

b)  als  Erzeugnis  der  Verbindnngsgeraden  entsprechender  Punkte 
zweier  projectivischen Punktreihen, auf  zwei  sich  nicht  schneidenden  Trä- 
gern, könnennnnmehr  anderweitige  Erzeugungsweisen  gefolgert  werden, 
von  welchen,  an  dieser  Stelle,  etliche  entwickelt  werden  sollen. 

Nachdem  der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  einer  Ebene 
mit  sämmtlichen  Erzeugenden  eines  windschiefen  Hyperboloides,  d.  i.  der 
ebene  Schnitt  dieser  Fläche,  ein  Kegelschnitt  ist,  so  kann  man  zu- 
näcbst  die  Frage  aiifwerfen,  ob  ein  Kegelschnitt  K,  und  zwei  den- 
selben schneidende,  aber  nicht  in  seiner  Ebene  liegende  Geraden  g, 
und  5^  als  die  drei  Leitlinien  für  ein  windschiefes  Hyperboloid 
betrachtet  werden  können. 

Denken  wir  uns  einen  beliebigen  Puakt  a  des  Kegelschnittes  K 
angenommen,  so  wird  man  die  durch  diesen  Punkt  gebende  Eraeu- 
gende  l  der  windschiefen  Fläche  (i/i  ff,j  K),  als  den  Schnitt  der  beiden 
durch  a  nad  ^,  beziehimgsweise  g^  gelegten  Ebenen  erhalten. 

Bezeichnen  wir  die  Schnittpunkte  der  Geraden  </,  und  g^  mit  dem 
Leitkegelschnitte  K,  mit  s^  und  s,,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  Ebene 
des  Leitkegelschiiittes  von  den  beiden  Ebenen  (i/,,  a)  und  {§„,  a)  in 
den  Geraden  Sj  a  und  s^  a  geschnitten  werde. 

Verändert  der  Punkt  a  seine  Lage  auf  dem  Kegelschnitte  K,  so 
beschreiben  die  Geraden  s,  a  und  s^a  zwei  projectivische  (den 
Kegelschnitt  K  erzeugende)  Strahlenbn sehet  und  folglich  die 
Ebenen  (</,,  a)  und  (^„  a)  zwei  projectivische  Ebenenbüschel 
mit  den  Achsen  g^  und  (/a- 

Nachdem  einerseits  die  Schnittgerade  entsprechender  Ebenen 
dieser  beiden  Büschel  ^,  und  g^,  sowohl  den  Kegelschnitt  X,  als  auch 
die  Geraden  g^  und  g^  trifft,  und  andererseits  das  Erzeugnis  zweier 
projectivischen  Ebeneabüschel  mit  zwei  sich  kreuzenden  Achsen 
g^  und  g^,  ein  windschiefes  Hyperboloid  ist,  so  folgt  auf  Grund  der 
angestellten  Betrachtungen  der  Satz: 

24.  „Die  windschiefe  Fläche,  deren  Leitlinien  ein  Kegelschnitt 
und  gwei  sich  gegenseitig  nicht  schneidende  Geraden  sind,  von  welchen 
jedoch  jede  den  Kegelschnitt  in  je  einem  Funkte  trifft,  ist  ein  wind- 
schiefes Hyperboloid." 
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Der  vorstehende  Satz  gestattet  iaaoferne  eine  SpecialisieruDg,  als 
man  den  Kegelschnitt  K  ia  unendlicher  Entfernung  aunebmeii. 
deiiselbeu  also  durch  einen  Richtungskegel  vertreten  voraussetzen  tann. 
An  die  Stelle  der  beiden  den  Kegelschnitt  schneidenden  Geraden 
treten  sodann  zwei  Gerade,  welche  den  unendlich  fernen  Kegel- 
schnitt schneiden,  also  zu  zwei  Erzeugenden  des  Richtungskcgels 
parallel  laufen.  Es  ergibt  sieh  somit  der  Specialsatz: 

Soa).  fDie  Geraden,  weWie  nu  den  Erzeugenden  eines  Kegels 
sweiten  Gerades  parallel  sind,  und  zwei  feste  Geraden,  deren  jede  zu 
einer  Erseugenden  des  Kegels  parallel  läuft,  schneiden,  sind  sämmt- 
Uch  Erzeugende  eines  windschiefen  Hyperboloides." 

Oder  mit  anderen  Worten  : 

ä5b).  „Ein  vnndschiefes  Hyperboloid  ist  durch  seinen  llich- 
tuttgskegel  und  durch  swei  seiner  Erzeugenden,  welche  nothwendig  £« 
i(7ew  des  Ricktungskegels  parallel  sein  und  dem  nämlichen 
'eliören  müssen,  vollständig  besHmntt." 


§.  34. 

Wendet  man  vorstehenden  Satz  auf  die  Darstellung  eines 
windschiefen  Hyperlioloides  in  centraler  Projeetion  an,  wobei  da^ 
Projectionsceutrum  als  Scheitel  des  Richtungskegels,  und  die  Flncht- 
curve  als  Leitliuie  dieses  Riehtnügskegelb  anzunehmen  ist,  so  lässt 
sich  unmittelbar  der  folgende  Satz  teststellen: 

26.  „In  centraler  Projectton  ist  ein  windschiefes  Hyperooloid 
durch  die  Angabe  des  FlucMJegelschnittes  und  der  Centralprojectioneit 
zweier  Erseugenden  (Fluch^nlt  und  Durdistoßpun/d  der  letzteren) 
vollhomtnen  bestim:irtt.  Die  Fluchtpunkte  dieser  Erzeugenden  müssen 
■nothwendig  auf  dem  Fluchfliegelschmtte  hegen." 

§.  35. 

Die  zweite  der  vorangeführten  fundamentalen  Erzeugungsarteu 
des  Hyperboloides  bietet  die  Veranlassung  sowohl,  als  auch  die  noth- 
wendigen  Behelfe  zur  Entwicklung    der    folgenden    Erzeugungsweisen. 

Es  stelle  *S  (Taf.  I,  Fig.  8)  den  Scheitel  und  K  den  ebenen 
Schnitt  eines  Kegels  zweiten  Grades  dar,  ferner  seien  ;;,  und  g^  zwei 
nicht  in  einer  und  derselben  Ebene  liegende  Tangenten  des  ober- 
wähnten Kegels;  es  ist  die  windschiefe  Pläche  zu  untersuoheu. 
welche  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  entsteht,  die 
stets  die  beiden  festen  Tangenten  jf^  und  g^  schneidet 
und  nebstbei  den  Kegel  {S,  K)   berührt. 

Irgend  eine  Erzeugende  l  dieser  Fläche  ergibt  sieh  durch  fol- 
gende Construction.    Man    legt   an    den  Kegel  {S,  K)   eine  beliebige 
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BerährungHebene  e;  dieselbe  schneidet  die  festen  Tangenten  i/,  und  y^ 
Ijeziehuiigsweise  in  den  Punltten  a^  und  a^.  Die  Verbindungsgerade 
a,  a„  oder  l  dieser  Punkte  liegt  sodann  offenbar  ihrer  ganzeu  Länge 
nach  in  der  Beruhrungsebene  e,  ist  daher  eine  Tangente  des  Kegels 
(5,  K)  und  mithin  auch  eine  Erzeugende  der  Kegelfläche. 

Deniien  wir  uns  weiters  durch  den  Kegelscheitel  S  und  durch 
die  Gerade  ^,  resp.  g^  die  beiden  Tangentialebenen  T,  und  1\  des 
Kegels  gelegt,  so  schneiden  diese  die  Ebene  E  des  Kegelschnittes  K 
in  awei  Tangenten  t^  und  t„  von  K.  Ebenso  schneidet  die  Berübrungs- 
ebene  e  die  Ebene  E  in  einer  Tangeute  z  des  Kegelschnittes  K. 

Ferner  wird  die  Ebene  e  die  beiden  Berührungsebenon  1\  und 
1\  in  zwei  Geraden  treffen,  you  welchen  die  erstere  die  drei  Punkte 
S,  «1,  a^,  die  zweite  dagegen  die  drei  Punkte  S,  «,,  k„  enthält  und 
beziehungsweise  c,  und  u^  die  Schnittpunkte  von  %  mit  i,  und  t„_  dar- 
stellen. 

Ändert  die  Berübrungsebene  e  ihre  Lage,  so  wird  sieh  auch  die 
Tangente  t  längs  des  Kegelschnittes  K  fortbewegen  und  werden  deren 
Schnittpunkte  a,  und  «j  mit  den  beiden  festen  Tangenten  #,  und  t^ 
zwei  projectivische  Reihen  besehreiben. 

In  gleicher  Weise  werden  auch  von  den  beiden  Punkten  a, 
lind  «2,  als  Projectionen  der  Punkte  «,  und  «^  vom  Kegelseheitel  S 
aus  auf  ^1  und  g^ ,  awei  projectivische  Punktreihen  beschrieben 
werden. 

Die  Verbindungs gerade  l  zweier  entsprechenden  Punkte  a,  und 
»3  dieser  beiden  Punktreihen  erzeugt  daher  ein  windschiefes  Hyper- 
boloid.    Man  erhält  hiernach  den  Satz; 

27.  „Bewegt  sich  mw  Gerade  derart,  dass  sie  in  jeder  Lage 
einen  gegebenen  Kegel  zweiten  Gtrades  berührt  und  überdies  sicei  feste 
sich  nicht  schneidende  Tangenten  dieses  Kegels  trifft,  so  ersettgt  die- 
selbe ein  windschiefes  Hyperboloid." 

§-  36. 

Dem  soeben  aufgestellten  Satze  kann  noch  eine  andere  Fassung 
gegeben  werden. 

Setzen  wir  diesbezüglich  die  Ebene  E  des  Kegelschnittes  K  als 
Bildebene  und  den  Kegelseheitel  S  ais  Projectionscentrum 
voraus. 

Die  Geraden  ;,  und  t^  sind  sodann  die  Projectionen  zweier  Er- 
zeugenden (oder  Leitgeraden)  des  Hyperboloides;  die  Geraden  r... 
dagegen  die  Projectionen  der  Erzeugenden  l  des  zweiten  Syst^emes. 
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Jede  Berührangsebeue  e  des  Kegels  (S,  X)  enthält  eine  Erzeu- 
gende des  Hyperboloides  und  repräsentiert  demgemäß  auch  eine  Be- 
röhrungsebeue  des  letzteren. 

Der  Kegel  (j5,  K)  ist  demuach  dem  Hyperpoloide  umsehrieben 
und  dessen  Schnitt  K  mit  der  Bildebene  wird  somit  für  S  als  Pro- 
jectionseentrum  die  Coniour  des  Hyperboloides  darstellen. 

Hieraus  geht  hervor,  dass,  sobald  das  Projectionscentrum  iS  und 
der  Kegelschnitt  Ä'  bekannt  sind,  auch  der  Eegel  (S,  K)  vollkommen 
bestimmt  sei;  dass  ferner  die  Geraden  ^^  und  g^  räumlich  gegeben 
erscheinen ,  falls  ihre  Projectionen  i,  und  t^  mit  den  beSuglichen 
Durchstoß-  und  Fluchtpunkten  angenommen  werden.  Selbst verstäadiuh 
mttssen  die  Projectionen  #,  und  (^  Tangenten  des  Kegelschnitten  K  sein 

Nachdem  durch  g^,  g^  und  {S,  K)  das  Hyperboloid  \ullkommen 
bestimmt  ist,  folgt  der  Satz: 

28,  „Ein  windschiefes  Hyperboloid  ist  in  centraler  Frojection 
vollkommen  bestimmt,  sobald  die  Contour  desselben  auf  der  Bildebene 
{ein  Kegelschnitt)  und  swei  Ersmgende  desselben  gegeben  sind.  Die 
Frojectionen  der  letsteren  müssen  nothwendig  Tangenten  des  Contour- 
kegelschnittes  sei»." 

Es  ist  unschwer  einzusehen,  dass  der  Satz  27)  seine  volle  Giltig- 
keit  beibehält,  wenn  man  für  den  Kegel  {S,  K)  einen  Cylinder 
substituiert.  Hiernach  ist  aber  auch  einleuchtend,  dass  der  vorstehende 
Satz  keine  Einschränkung  erfährt,  wenn  das  Projectionseentrum 
in  unendliche  Ferne  rückt,  d.  i.  wenn  an  die  Stelle  der  Central- 
projeetiou  die  ParaUelprojection  tritt. 


Zwei  sich  kreuzende  Geraden  y^  und  g^  im  liaume,  welche  die 
Achsen  zweier  Ebeuenbüschel  repräsentieren  sollen,  liegen  als  ge- 
geben vor. 

Bevor  wir  noch  den ,  Zweck  dieser  Bestimmungsstüeke  näher 
kennzeichnen  und  die  mit  denselben  anzustellenden  Untersuchungen 
präcisieren,  wollen  wir  uns  gleich  von  vornherein  gewisse  Annahmen 
erlauben,  welebe  zur  Übersichtlichkeit  und  bequemeren  Darstellung 
der  nachher  auszuführenden  Operationen  nicht  unwesentlich  beitragen 
dürften. 

Wählen  wir  also  zunächst  die  Projectionsebene  E  derart,  dass 
dieselbe  zu  einer  der  gegebenen  Geraden,  etwa  zu  g^  senkrecht  stehe. 
Die  orthogonale  Projection  der  Geraden  g^  auf  diese  Ebene  er- 
scheint sodann  als  Punkt,  welcher  offenbar  gleichzeitig  den  Durch- 
schnitt s,  von  ö",  mit  der  Projectionsebene  E  darstellt. 

PesclilLi,  Dürstellena«  d.  projecbiie  Deometrie.  tlt.  3 
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Die  ProjectioQ  der  zweiten  Geraden  fj,^  auf  die  n&mliehe  Ebene 
möge,  da  sich  diesbezüglich  kein  Irrthum  eiuschleicheE  kann,  gleich- 
falls mit  g^  hezeichnet  werden,  während  wir  den  Durchstoßpunkt  der 
Geradea  g^  mit  der  Projectionsebene  E,  s^  nennen  wollen. 

Nach  diesen  einleitenden  Bemerkungen  und  Vorbereitungen  wollen 
wir  jene  windschiefe  Fläche  näher  untersuchen,  welche 
sieh  als  Ort  der  Schnittgeraden  solcher  Ebenen  der  bei- 
den obangeföhrten  Büschel  g,  und  g^  (Taf.  II,  Fig.  9)  er- 
geben, die  auf  einander  senkrecht  stehen. 

Denken  wir  uns  durch  s^  eine  beliebige  Gerade  k,  gezogen,  so 
kann  diese  selhstverständlich  auch  als  die  Bildflächtrace  einer  durch 
gi  gehenden  Ebene,  als  welche  wir  ß,  thatsächlich  auffassen  wollen, 
betrachtet  werden. 

Auf  die  letztangedeutete  Ebene  fällen  wir  eine  durch  die  Gerade 
g^  gehende  senkrechte  Ebene.  Die  Bildflächtrace  a^  dieser  Ebene  muss 
einerseits  durch  den  Punkt  Sj  gehen  und  andererseits  senkrecht  zu  «j 
sein,  da  die  Ebene  (gi,  «i)  bildflächprojiciereod  ist.  Der  Schnittpunkt 
a  der  beiden  Tracen  «,  und  tx^  liegt  daher  auf  der  Peripherie  des 
über  SjSg  als  Durchmesser  besebriehenen  Kreises  K. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  die  beiden  Ebenenhüschel  fei,  ß,) 
und  (g^,  ff„),  welche  derart  auf  einander  bezogen  sind,  dass  je  zwei 
entsprechende  Ebenen  derselben  auf  einander  senkrecht  stehen,  die 
Bildebene  in  zwei  Strahlenbüscheln  a^  und  k^  schneiden  werden, 
welche  einen  Kreis  K  erzeugen  und  folglich  projectivisch  sind. 

Es  sind  demzufolge  auch  die  beiden  Ebenenbüschel  (^,,  cc,)  und 
(?9' «a)  projectivisch  und  die  Schnittlinien  entsprechender,  d.  i.  auf  ein- 
ander senkrecht  stehender  Ebenen  der  beiden  Büschel,  erzeugen  ein 
windschiefes  Hyperboloid. 

Suchen  wir  weiters  den  Schnitt  dieses  Hyperboloides  mit  der 
Bildebene,  so  finden  wir  «nmittelbar,  dass  derselbe  direct  durch  den 
vorgenannten  Kreis  K  bestimmt  werde.  Denn  der  Punkt  «  gehört 
als  Schnitt  der  Biidflächtracen  a,  und  a^  zweier  entsprechender  Ebenen 
der  beiden  Büschel  g^  und  y,  einer  Erzeugenden  des  Hyperboloides, 
als  auch  der  Bildebene  an  und  ist  somit  ein  Punkt  der  Schnitt- 
curve. 

Erwägen  wir  ferner,  dass  als  Bildebene  eine  beliebige  zur  Ge- 
raden g,  senkrechte  Ebene  gewählt  wurde  und  beachten  wir  endlich, 
dass  man  in  Bezug  auf  die  Gerade. jr^  die  nämliche  Untersuchung  an- 
stellen und  durchführen  könne,  wie  mit  der  Geraden  ^,,  so  ergibt  sich 
der  Satz; 
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S9.  „Der  geometrische  Ort  der  Schnittgeraden  zweier  Ebenen, 
welche  durch  ewei  feste,  sich  kreusende  Geraden  gehen  und  auf  ein- 
ander senkreckt  stellen,  ist  ein  windsehiefts  Hyperboloid.  Jede  Ebene, 
welche  auf  der  emen  oder  auf  der  anderen  der  beiden  festen  Geraden 
senkrecht  steht,  schneidet  das  Hyperboloid  in  einem  Kreise.'^ 

§,  38. 

Denken  wir  uns  wieder  zwei  sich  kreuzende  Geriiden  g, 
und  3j  im  Kaume,  überdies  aber  einen  festen  Punkt  C  gegeben 
und  construieren  wir  einen  rechten  Winkel,  dessen  Scheitel  der  feste 
Punkt  C  ist  und  dessen  Schenkel  die  Geraden  g,  und  g,  in  zwei 
Punkten  a,  resp.  a^  schneiden  mögen. 

Ein  den  vorgegebenen  Bedingungen  entsprechender  rechter  Winkel 
kann  folgendermaßen  leicht  bestimmt  werden. 

Den  einen  Schenkel  desselben  können  wir  offenbar  beliebig  an- 
nehmen. Letzteres  kennzeichnen  wir  dadurch,  dass  wir  unmittelbar 
irgend  einen  Punkt  a  von  fji  mit  C  verbinden.  Nachdem  aber  der 
zweite  'Schenkel  C«  luf  ta^  enkrecht  stehen  soll,  muss  er  in  der 
Ebene  A  liefen  velche  durch  H  senkrecht  zu  Ca,  geführt  wird. 
Dei  eibe  erg  bt  sich  Hher  ils  Vei bindungsgerade  des  Punktes  0  mit 
jenem  Punkte  «„   m  welchem  die  Ebene  A  die  Gerade  g^  trilFt. 

SlI  reitet  der  Punkt  «,  luf  der  Geraden  g^  fort,  so  findet  man 
leicht  da&s  die  l  bene  4.  ein  zur  Eeibe  a^  projeetivisches  Ebeneubuschel 
A  beschreibt  und  daher  lurh  die  Gerade  go  in  einer  zur  Reihe  a^ 
projeutiTischen  Reihe  a^    chneidet 

Denken  wir  uns  im  Punkte  C  auf  die  Ebene  E,  welche  durch 
den  Punkt  C  und  die  Gerale  Ji  bestimmt  ist,  eine  senkrechte  Gerade 
e  gezogen,  bo  ist  klai,  dass  jede  Ebene  A,  welche  durch  C  senkrecht 
auf  eine  in  E  liegende  Gerade  Ca,  geführt  wird,  die  Gerade  s  ent- 
halten müsse.  Ferner  wird  der  Schnitt  der  Ebene  A  mit  der  Ebene 
E  eine  durch  C  gehende,  zu  Ca-,  senkrechte  Gerade  sein. 

Bewegt  sich  daher  der  Punkt  «,  auf  ,</[  fort,  so  beschreibt  der 
Strahl  Ca,  ein  zur  Reihe  «,  .  ,  .  perspectivisches  Strahlen- 
büschel,  und  die  zu  Ca,  senkrechte  Sehnittgerade  der  Ebenen  A 
und  E  ein  zum  Büschel  C{a,...),  also  auch  xnr  Reihe  «,  pro- 
jeetivisches  Strablenbüschel. 

Nachdem  aber  dieses  Strahlen liüfichcl  der  Schnitt  des  Ebenea- 
büschels  ^  {A .  .  .)  mit  der  Ebene  E  ist,  so  ist  auch  das  von  der 
Ebene  A  beschriebene  Ebenenbuschel  und  mithin  auch  die  Punktreihe 
dj,  welche  sich  als  Schnitt  dieses  Ebeuenbüschels  mit  der  Geraden  g^ 
«rgibt,  zur  Reihe  a,  pro jectivisch. 
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Man  sieht  also,  das8,  wenn  sich  ein  rechter  Winkel  a,Ca^  um 
seinen  Scheitel  C  derart  dreht,  dass  seine  beiden  Schouliel  zwei  feste 
sich  kreuzende  Geraden  g^  und  ^3  in  zwei  Punkten  a^  he- 
ziehuügaweise  «3  sehneiden,  diese  Punkte  auf^j  und  32  ^wei  pro- 
jectivisehe  Punktreihen  beschreiben. 

Die  Verbindungslinien  l  entsprechender  Punkte  %  und  a^  dieser 
Keihen  erzeugen  bekanntlich  ein  Hyperboloid. 

Denkt  man  sich  den  Punkt  C  als  Projectionscentruiu,  so 
kann  das  Ergebnis  der  eben  angestellten  Betrachtung  in  folgendem 
Satze  ausgesprochen  werden: 

30-  „Die  Verhindungsgeraden  solcher  Punktepaare  auf  zwei 
festen  sich  nicht  schneidenden  Geraden ,  welche  von  einem  festen 
Punhte  {Projectionscentrum)  aus  unier  rechtem  Winkel  gesehen  wer- 
den, beschreiben  ein  windschiefes  Hyperboloid." 

§-  39. 

5.  Aufgabe. '  Zwei  projectiviscie  Ebenenbüsehel  sind  durch  drei 
Paare  entsprechender  Ebenen  gegeben;  dieselben  sind  in  eine  der- 
artige gegenseitige  Lage  zu  bringen,  dass  entsprechende  Ebenen  auf 
einander  senkrecht  stehen. 

Behufs  Vereinfachung  der  durchzuführenden  Constructionen 
nehmen  wir  an,  dass  die  beiden  Ebenenbüschel  g^  und  g„  durch  zwei 
zu  ihien  Achsen  senkrechte  Schnitte,  d.  i.  durch  zwei  Strahlenbflschel 
(Dreistrahlen)  gegeben  seien.  Die  Letzteren  wählen  wir  in  beliebiger 
gegenseitiger  Lage  in  der  horizontalen  Projeetionsebene.  Die  projec- 
tivisehe  Beziehung  der  beiden  Ebenenbüschel,  also  auch  der  sie  ver- 
tretenden Strahlenbüschel  S,  und  Sj  (Taf.  II,  Fig.  10«  u.  106),  möge 
durch  die  drei  Paare  entsprechender  Strahlen  %  und  a^ ;  b^  und  tg ; 
c,  und  C2  festgestellt  sein. 

Denken  wir  uns  nun  durch  irgend  einen  Punkt  S  der  horiaoii- 
talen  Projeetionsebene  zu  «,,  6,  und  c,  die  drei  senkrechten  Strahlen 
a,,  ß,  und  y,  geführt,  so  wird,  wie  sich  im  Verlaufe  unserer  Bespre- 
chung herausstellen  wird,  die  gestellte  Aufgabe  auf  jene  „durch  die 
drei  Strahlen  S  {(i,ß,yi)  ein  Ebenenbüsehel  derart  zu 
legen,  dass  dessen  senkrechter  Schnitt  mit  dem  Strahlen- 
büschel Ä  (ffaöjCj)  congruent  ist",  zurückgeführt  erscheinen. 

Denken  wir  uns  diesbezüglich  a^,  6,j  und  c^  (Taf.  II,  Fig.  10a) 
durch  eine  beliebige  Gerade  r  in  den  Punkten  A,  B  und  C  geschnitten, 
besehreiben  über  J.B,  beziehungsweise  BG,  als  Sehnen,  die  Kreise 
\  und  k^,    welche   beziehungsweise  die  Winkel    («1,  ft)  und  {ßx,  y-i) 
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iasaeu,  und  verbioden  den  Schnittpunkt  0  dieser  Kreise  durch  die 
drei  Strahlen  a' ,  ß' ,  y'  mit  den  Punkten  A,  B  und  C,  so  werden 
diese  selbstverständlich  einen  ku  dem  Dreistrahle  aßy  congruenten 
Dreistrahl  bilden, 

Construieren  wir  nun  den  Kreis  h^,  welcher  durch  S^  und  ff  geht, 
und  seinen  Mittelpunkt  auf  r  hat,  so  schneidet  derselbe  die  genannte 
-  in  den  beiden  Punkten  M  und  N.  Die  Stiahlen  m,^  und  »4, 
se  {i'  und  v' ,  welche  die  Punkte  M  und  N  mit  den 
Scheiteln  s^,  resp.  a  verbinden,  sind  die  einander  entsprechen- 
den Eechtwinkelstrahlen  in  den  beiden  perspectivischen 
Büscheln  S^  (a^h^c^)  und  0{a'ß'y'). 

Es  ist  offenbar  gleichgiltig,  ob  man  die  Dreistrahlen  S^  {C"i\c^ 
und  G{a'ß''y')  oder  die  Dreistrahlen  S^ia^tn^ni)  und  eia'fi'v')  in 
eine  solche  gegenseitige  Lage  bringt,  dass  S^  [a^  m„  n^)  der  seckrechte 
und  6  («'  ft'  v')  überhaupt  ein  Schnitt  eines  und  desselben  Ebenen- 
büsehels  werde. 

Um  das  Angedeutete  zu  erreichen,  bringen  wir  den  Dreistrahl 
a(a'fi.'v')  in  eine  solche  Lage  3^(a"n"v"),  dass  ff  mit  S,,  und  die 
Strahlen  fi"  und  v"  beziehungsweise  mit  w,  und  n„  ausammenfallen. 
Der  Strahl  a'  mag  dabei  in  die  Lage  a"  und  jener  ß'  in  die  Lage  ß" 


Drehen  wir  nun  die  Ebene  des  Dreistrahles  .S„  (a"ji"v")  so  lange 
um  SKa,  bis  a<j  die  orthogonale  Projection  von  c."  wird.  Letzteres  wird 
durch  die  Drehung  eines  Punktes  ^^  von  a"  in  der  zu  m„  senkrechten 
Ebene  R  bewerkstelligt.  Die  Ebene  des  gedrehten  Strahlenbüschela 
schliefst  mit  dem  zur  Bildebene  senkrechten  Projectionsstrahle  den 
Winkel  93  ein  und  besitzt,  der  Coustruction  gemäi5,  die  Gerade  m^  als 
Bildflächtrace. 

Das  bildflächprojicierende  Ebenenböschel  ßsia^b^c^) 
und  das  gedrehte  Strahlenbüschel  sind  somit  in  die  oberwähnte 
perspectivische  Lage  gebracht. 

Übertrat  man  endlich  die  Gerade  R  nach  Mi  (Taf.  IL  Fig.  10  &) 
derart ,  dass  B,  mit  k,  und  (3,  die  nämliche  relative  Lage  wie  R  mit 
a"  und  ß"  besitzt,  so  wird  durch  diese  bereits  die  Kiehtung  der  ortho- 
gonaJen  Projection  der  Achse  (j^  des  gesuchten  Ebenenbüschels  S(o:,i3,yJ 
dargestellt.  Die  Achse  g^  selbst  hat  zur  Projection  eine  zu  K^^  paral- 
lele durch  S  gehende  Gerade  und  schließt  mit  der  Projectionsebene 
den  Winkel  (p  ein. 

Das  Ebenenbüschel  (j^  {c:,ß,yt)  ist  somit  von  der  Beschaffenheit, 
dass  es  dem  hildfläehprojicierenden  Strahlenbüschel  S„(a^b„e„)  con- 
gruent  ist,  und  dass  drei  seiner  Ebenen  (y^,  «,),  {ff-,,  ß,)  und  (f/^,- n) 
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auf  den  entsprechenden  Ebenen  (S',,«]))  ((f,,^i),  (j/n  C|)  des  ibneii  projec- 
tivischen  Ebenenbüsehels  g^  («,  6,6,)  senkrecht  stehen. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  die  sämmtliehen  entspre- 
chenden Ebenen  der  beiden  Ebenenbüschel  zu  einander  senkrecht  sind, 
und  dass  somit  allen  Bedingungen  der  gestellten  Aufgabe  entsprochen  sei. 

§■  40. 

Mittelpunkt,    Durclimesser  und  Durchmesser  ebene    eines    windschiefen 

Hyperboloides.  Asymptotenkegel  etc, 

Die  drei  Leitgeraden  für  ein  windschiefes  Hyperboloid  seien  durch 
^,,  <7a  und  ^3  (Taf.  11,  Fig.  11)  dargestellt. 

Bestimmen  wir  zunächst  jene  drei  Eraeugenden  l, ,  l^  und  l^, 
weiche  beziehungsweise  zu  g^,  g„  und  (73  parallel  sind  und  die  Leit- 
linien gi  und  g,^  in  A  und  Ji ,  (j^  und  ^1  in  C  und  D,  g^  uud  g^  iu 
E  und  F  schneiden. 

Legt  man  durch  ^BC,  SCl),CnE,  DEF,  EFA  und  FAB 
sechs  Ebenen,  welche  offenbar  paarweise  parallel  sind,  so  bestimmen 
dieselhen  ein  schiefwinkliges  Parallelopiped ,  in  welchem  die  Erzeu- 
gGnden  g^,  g^,  g^  UDd  l^,  l^,  I3  sechs  Kanten  vorstellen. 

Die  Punkte  A  uud  D,  B  und  E,  C  und  F  sind  Gegeaecken 
dieses  Parallelopipedes.  Die  übrigen  Schnitte  der  sechs  Ebenen  liefern 
noch  ein  viertes  Paar  von  Gegeuecken  G  und  H,  welches  wir  jedoch 
nicht  berflcksichtigen. 

Die  Diagonalen  AB,  BE  und  CF  schneiden  sich  bekauutlich 
in  einem  und  demselben  Punkte  iK,  dem  Mittelpunkte  des 
Parallelopipedes. 

Man  sieht  sofort,  dass  die  drei  Geraden  \,  ?„,  l.^  gegen  die  drei 
Geraden  g^,  g^,  g^  eentrisch- symmetrisch  liegen  in  Bezug  auf 
Jf  als  Symmetriecentrum. 

Bringen  wir  daher  irgend  ein  geometrisches  Gebilde  in  eine 
gewisse  Lagenbeziehung  zu  ,'/, ,  g^  und  g^,  so  wird  demselben  ein 
congruentes,  centrisch-symmetrisches  Gebilde  entsprechen, 
welches  zu  ?, ,  l^  und  l^  dieselbe  Lageabeziehiing  wie  das  erstere  zu 
g^,  g^  und  g^  haben  wird. 

Denken  wir  uns  speciell  eine  Erzeugende  l^  des  Hyperboloides 
9i9'i9a  construiert,  welche  die  Geraden  ^,,  g^  und  g^  beziehtingsweise 
in  MS,,  n^  und  ^|  treffen  möge. 

Die  Geraden  Mm, ,  Mn^  und  Mp^  schneiden  die  Geraden  l^, 
?ä  und  (3  beziehungsweise  in  den  Pnukten  m^,  %  und  p„,  und  da  der 
Punkt  M  von  ,den  Geraden  g,  und  l^ ,  g^  uud  l„  und  g^  und  l.^  gleich 
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weit  entfernt  ist ,  so  wird  auch  üim,  =  Mm^ :  MUi  =  Mn^ 
and  Mpi_  =  Mp^  sein. 

Dieses  Ergebnis  zusammengehalten  mit  dem  Umstände,  dass  die 
drei  Verbindungslinien  m, iffMij, ,  n^M»^  undj),Jl/^„  in  einer  und  der- 
selben Ebene  {M,  l^  liegen ,  führt  ^u  dem  unmittelbaren  Schlüsse, 
dass  die  drei  Punkte  «ij,  n^  nnd  p„  in  einer  und  derselben  Geraden  g^ 
liegen,  welche  zu  der  Geraden  l^  parallel  ist,  und  eine  zu  System  {g) 
gehörende  Erzeugende  des  Hyperboloides  dars-telle 

Wir  erhalten  auf  diese  Weise  ein  Paii  paralleler  Erzeugenden 
verschiedener  Systeme  (g)  und  (?)  von  dei  Eigenschaft,  dass  ihre  Ebene 
(welche  einer  früher  gegebenen  Definitiun  zutolge  eine  asymptotische 
Ebene  des  Hyperboloides  ist),  durch  einen  festen  Funkt  M  geht,  und 
dass  die  ein  solches  Paar  bildenden  Eizeugenden  \om  Punkte  M  gleich 
weit  entfernt  sind.  Da  aber  /j  als  eine  gaai  behebige  Erzeugende  des 
Hyperboloides  willkürlicii  angenommen  wurde ,  so  gut  das  Gleiche 
überhaupt  von  allen  Paaren  paralleler  Erzeugenden  des 
Hyperboloides. 

Stellen  wir  uns  nun  insbesondere  vor,  die  Erzeugende  l^  sei  so 
gewählt  worden,  dass  sie  durch  einen  Punkt  P^  des  Hyperboloides  gehe. 

Verbindet  mau  P,  mit  M,  so  trifft  diese  Gerade  das  Hyper- 
boloid zum  zweitenmale  in  einem  Punkte  Pj,  welcher,  wie  einleuch- 
tend ist,  auf  der  zu  l^  parallelen  Erzeugenden  g^  des  zweiten  Systems 
liegt,  nnd  von  M  ebenso  weit  wie  F^  entfernt  ist.  Mit  Rücksicht  auf 
die  beliebige  Wahl  des  Punktes  F^  auf  der  Fläche  des  Hyperboloides 
geht  sonach  hervor,  dass  der  Punkt  M  die  Eigenschaft  besitze,  jede 
durch  ihn  gehende  Sehne  des  Hyperboloides  in  zwei 
gleiche  Theile  zu  theilen  und  mithin  eia  Mittelpunkt  der 
Fläche  sei.    Es  besteht  daher  der  Satz: 

3t.  „Das  windschiefe  Hyperboloid  hesitd  einen  Mittelpunkt, 
welcher  stets  reell  ist." 

§.  41. 

Im  Vorhergehenden  wurde  sichergestellt,  dass  die  „asympto- 
tischen Ebenen"  des  Hyperboloides,  d.  h.  jene  Ebenen,  welche  je 
zwei  parallele  Erzeugenden  der  Fläche  enthalten,  und  die  letztere  in 
dem  gemeinschaftlichen  unendlich  fernen  Punkte  jener  Erzeugenden 
berühren,  sämmtlich  durch  den  Mittelpunkt  M  des  Hyperboloides  gehen. 

Wir  wissen  aber  auch  (Satz  19),  dass  alle  Ebenen,  welche  durch 
einen  festen  Punkt  —  hier  31  — ■  gehen  tmd  die  Erzeugenden  eines 
Hyperboloides  enthalten,  eineuKegel  zweiten  Grades  umhüllen, 
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welcher  der  Fläche  aus  jenem  Punkte  M  als  Seheitel  'umschriebeu 
ist.  Biese  einfache  Betrachtung  führt  somit  unmittelbar  zu  dem  Satze: 
32.  „Der  aus  dem  Mittelpunkte  eines  Hyperboloides  als  ScheUel 
dem  letzteren  umschriebene  Kegd  sweiten  Grades  tcird  von  sämmt- 
Uchen  asymptotischen  Ebenen  des  Hyperboloides  berührt  und  der  Kegel 
selbst  berüM  das  Hyperboloid  längs  des  unendlich  fernen  Kegelschnittes. 
Dieser  besondere  Kegel  zweiten  Grades  heißt  der  Asymptotenkegel  des 
Hyperboloides.    Seine  Erseugenden  sind  su  jenen  des  T' 


§-  42. 

Mit  Zuhilfenahme  des  Asymptotenkegels  wird  gleichzeitig 
das  Urtheil,  ob  ein  ebener  Schnitt  des  Hyperboloides  eine 
Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist,   wesentlich  erleichtert. 

Sei  e  eine  beliebige  das  Hyperboloid  schneidende  Ebene,  welche 
das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschuite  H  und  den  Asymptotenkegel 
in  einem  Kegelschnitte  e  schneiden  möge. 

Da  der  Asymptotenkegel  und  das  Hyperboloid  den- 
selben unendlich  fernen  Kegelschnitt  gemein  haben,  folgt 
unmittelbar,  dass  auch  die  beiden  Kegelschnitte  Z!  und  ff  die- 
selben unendlich  fernen  Punkte  besitzen. 

Wird  daher  der  Asymptotenkegel  von  einer  Ebene  nach  einer 
Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  geschnitten,  so  schneidet  dieselbe  Ebene 
auch  das  Hyperboloid  in  einer  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel. 

g.  43. 

Um  zu  einem  weiteren  sehr  wichtigen  Satze  zu  gelangen,  stellen 
wir  folgende  Betrachtung  an. 

Wenn  man  durch  den  Punkt  M  (Taf.  11,  Fig.  11)  parallel  ku 
g^  und  l^  eine  Gerade  Mn  zieht,  so  stellt  diese  Gerade  —  die  von 
(/4  und  (^  gleichweit  absteht  —  offenbar  die  Beruhrungserzeu- 
gende  des  Asymptotenkegels  mit  der  Ebene  (g^.l^)  vor.  Denn 
sie  verbindet  den  Scheitel  M  dieses  Kegels  mit  dem  (unendlich  fernen) 
Berührungspunkte  der  Ebene  ((/j,  l^). 

Denken  wir  uns  weiters  den  Asymptote nkegei  und  das  Hyper- 
boloid gleichaeitig  von  einer  Ebene  e  geschnitten  und  als  Resultat  die 
Kegelschnitte  <i  und  27  erhalten.  Seien  ferner  «j  und  a^  die  Schnitt- 
punkte der  Erzeugenden  ffi  und  l^  mit  der  Ebene  e,  also  zwei  Punkte 
des  Kegelschnittes  2:. 

Die  Verbindungsgerade  a^a^  repräsentiert  die  Schnittgerade  der 
Ebene  c  mit  der  asymptotischen  Ebene  (g^,  l^j,  berührt  daher  den 
Asymptotenkegel  und  mithin  auch  den  Kegelschnitt  g  in  dem  Punkte  c. 
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in  welchem  sie  vou  der  Berührung;serzeugendeu  Mji  des  Asymptoten- 
kegels getroffen  wird.  Hierbei  ist  selbstversändlicli  a^c  =  a^c.  Das 
Gleiche  gilt  von  allen  anderen  asymptotischen  Ebenen  (kiSsi'Qe^ffe)--- 

Die  heidPH  Kegelschnitte  i  und  s  stehen  somit,  wie  den  gepflo- 
genen Erörterungeu  zu  entnehmen  ist,  ia  einer  eigenthümliehen  Be- 
ziehung zu  einander,  die  wu  n  ichbtehend  kui'z  skizzieren  wollen. 

Die  Tangenten  des  Kegelschnittes  s  sind  nämlich  gleichzeitig 
Sehnen  des  Kegelschnittes  2.  welche  durch  den  jeweilig  augehörigen 
Berührungspunkt  von  e  halbiert  werden. 

Setzen  wir  voraus,  es  seien  S  und  ö  (Tiif.  II,  Fig.  12)  zwei 
Kegelschnitte,  welche  die  vorbezeichneten  Eigenschaften  hesitaen  und 
sei  «,  Mj  eine  Sehne  des  Kegolsclinittes  2l^,  welche  gleichzeitig  den 
Kegelschnitt  e  in  c  berührt. 

Denken  wir  uns  an  den  Kegelschnitt  a  die  zu  a^a^  parallele 
Tangente  a\a\  gesiogea,  so  wird  auch  der  Berührungspunkt  c'  die 
Sehne  öj'ßj'  halbieren.  Der  Durchmesser  cc'  des  Kegelschnittes  a  ist 
somit  gleichzeitig  auch  ein  Durchmesser  des  Kegelschnittes  ^,  da  er 
die  Mittelpunkte  zweier  parallelen  Sehnen  a^  a^  lod  a\  a'^  verhindet. 
Dasselbe,  was  aber  von  den  Sehnen  a^  a„  und  a\  a'^  gilt,  hat  offenbai- 
auch  för  jede  andere  Sehaenriehtung  seine  volle  Giltigkeit.  Hier- 
ans  ist  zu  ersehen,  dass  die  beiden  Kegelschnitte  2.'  und  6  alle 
Durchmesser  gemein  haben,  also  auch  den  nämlichen 
Mittelpunkt  o  besitaen. 

Ziehen  wir  durch  den  Punkt  o  eine  Parallele  hi^  zu  a^a^  und 
a\a'2,  so  stellt  diese  Parallele  den  conjugierten  Durchmesser  zum 
Durchmesser  cc'  sowohl  in  dem  Kegelschnitte  2^,  als  auch  in  dem 
Kegelschnitte  ff  vor;  es  werden  folglich  zwei  conjugierte  Durch- 
messer des  Kegelschnittes  27,  gleichzeitig  auch  conju- 
gierte Durchmesser  des  Kegelschnittes  ff  sein. 

Fassen  wir  das  Ergebnis  dieser  Untersuchungen  zusammen,  so 
finden  wir,  dass  die  beiden  Kegelschnitte  2^  und  e  concentrisch- 
ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind. 

Berücksichtigt  man  ferner,  dass  die  beiden  Kegelschnitte  H  und 
ff,  in  welchen  eine  beliebige  Ebene  ein  Hyperboloid  und  dessen  Asymp- 
totenkegel schneidet,  die  erste  oben  angeführte  Eigenschaft,  also  auch 
die  aus  derselben  abgeleitete  letzt  ausgesprochene  Eigenthümliehkeit 
zeigen,  so  ergibt  sich  der  nachstehende  wichtige  Satz,  welcher  die 
Quelle  einer  ganzen  Keihe  anderer  gleich  wichtiger  Sätze  bildet: 

33.  „Eine  heliehige  Eheiie  schneidet  ein  windschiefes  Hyperboloid 
und  dessen  Asymptotenkegel  in  sivei  concentrischen  ähnlichen  zmd 
ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten." 
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%■  44. 

Es  ist  bereits  bekannt,  dass  ein  Kegei  zweiten  Grades  durch 
parallele  Ebenen  in  ähnliehen  und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten 
getroffen  wird,  deren  Mittelpunkte  auf  einer  und  derselben  durch  den 
Kegelseheitei  gehenden  Geraden  (d.  i.  dem,  der  Schar  jener  schnei- 
denden, untereinander  parallelen  Ebenen  conjugierten  Durchmesser) 
liegen. 

Wendet  man  diesen  bekannten  Satz  auf  den  Äsymptotea- 
kegel  eines  windschiefen  Hyperboloides  an,  und  zieht  man 
hierbei  gleichzeitig  den  Satz,  dass  eine  Ebene  das  Hyperboloid  uad 
dessen  Äsymptotenkegel  stets  in  concentriscben  ähnliehen  und  ähnlieh 
gelegenen  Kegelschnitten  schneidet,  in  Betracht,  so  ergeben  sich  nn- 
mitteibar  die  beiden  folgenden  Sätze: 

34.  ^Eiti  windschiefes  Hyperboloid  wird  von  parallelen  Ebenen 
in  ähtdichen  und  ahnlich  gelegenen  Kegelschnitten  geschnitten.'^ 

Und  ebenso  der  Satz; 

35.  „Die  MittelptmUe  der  Kegelschnitte,  i»  tvelchen  parallele 
Ebenen  ein  windschiefes  Hyperboloid  scMteiden,  liegen  auf  einer  und 
derselben  durch  den  Mittelpunkt  des  Hyperboloides  gehenden  Geraden. 
Diese  Gerade  stellt  in  dem  Asymptotenhegel  den  su  den  parallelen 
schneidenden  Ebenen  conjugierten  Durchmesser  vor." 

Da  man  eine  Gerade ,  welche  durch  den  Mittelpunkt  einer 
krummen  Fläche  geht,  einen  üurebmesser  dieser  Fläche  nennt,  so 
kann  der  vorstehende  Satz  auch  folgendermaßen  ausgesprochen  werden: 

36.  „Die  Mittelpunkte  paralleler  auf  dem  windschiefen  Hyper' 
boloide  liegender  Kegelschnitte  sind  auf  einem  Durehmesser  der 
Fläche  gelegen.'^ 

Einen  Durchmesser,  welcher  die  Mittelpunkte  der  in  parallelen 
Ebenen  liegenden  Kegelschnitte  eines  windschiefen  Hyperboloides 
enthält,  wollen  wir  den  „ku  der  Schar  dieser  Parallelebeneu 
conjugierten  Durchmesser  des  Hyperboloides"  nennen. 

Diejenige  Ebene  der  Parallelschar,  welche  gleichzeitig 
durch  den  Mittelpunkt  des  Hyperboloides  geht,  die  also  das 
Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitte  trifft,  dessen  Durchmesser  sämmt- 
lich  auch  Durchmesser  des  Hyperboloides  sind,  wollen  wir  die  zu  dem 
vorbezeichneten  Durchmesser  „conjugierte  Durchmesserebene" 
beulen. 

Der  Grund  für  diese  Bezeichnung  wird  sich  in  der  Folge  leicht 
finden. 
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Sobald  man  im  allgenieinen  eine  „Durchmesserebene"  des 
Hyperboloides  als  eine  solche  Ebene  auffasst,  welche  durch  den 
Mittelpunkt  desselben  geht,  gelangt  man  direct  zu  dem  Satze: 

37.  ^Jedc  Diirchmesserebene  schneidet  das  windschiefe  Hyperholoid 
in  einem  Kegelschnitte,  dessen  Mittelpunkt  der  MittelpunM  des  Hyper- 
boloides JS(." 

§■  45. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  /*  irgend  eine  beliebige  Gerade,  welche 
ein  windsebiefea  Hyperboloid  in  den  Punkten  «,  und  rtg,-den  Asymp- 
totenkegel dagegen  in  den  Punkten  &,  und  &g  treffen  möge. 

Denken  wir  uns  ferner  durch  h  eine  Ebene  e  willkürlich  gelegt, 
so  schneidet  diese  das  Hyperboloid  sowohl,  als  dessen  Asymptotenkegel 
in  zwei  Kegelschnitten  £  und  o,  welche  (infolge  des  Satzes  33}  con- 
ceutriscii,  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind.  Der  Kegelschnitte; 
trifft  die  Geiade  h  m  a^  und  «„  und  der  Kegelsehmtt  u  in  6,  und  \ 

Da  aber  bekanntlich  jene  Stucke  emer  Geraden  welche  zwischen 
Kwei  derartigen  Kegelschnitten  hegen,  einander  gleich  smd,  so  ist 
auch  diesfalls  a,  6,  =  a^h^  und  man  hat  den  Satz 

38.  „Die  Stiiele  etnei  beliebigen  Getaden  des  Ilaumes  zvnscken 
einem  windschiefen  Ht/peiholoide  und  dc'-^'eii  i'^ymptofc n! egel  ttnd  ein- 
ander gleich 

§    46 

Auf  Grund  dieses  Sataes  gelangt  man  weiteih  duect  zu  dem 
Schlüsse,  da'äS  der  Mittelpunkt  ni  der  Sehne  «,  6,  mit  dt'm  Mittel 
punkte  m  der  Sehne  h^b-^  zu'<ammenfalle 

Bekanntlich  liegen  die  Mittelpunkte  paralleler  Sehnen  eines 
Kegels  zweiten  Grades  auf  einer  durch  den  Kegelscheitel  gehenden 
Ebene  und  zwar  auf  der  zu  der  Sehnenrichtung  conjugierten 
Durchmesaerebene  des  Kegels. 

Es  werden  daher  (infolge  des  Satzes  38)  auch  die  Mittelpunkte 
paralleler  Sehnen  des  Hyperboloides  auf  der  zu  der  Sehnen- 
rieh tu  ng  conjugierten  Durchmesser  ebene  des  Asympto- 
tenkegels, oder  nach  der  früher  eingeführten  Bezeichnung,  auf  der 
der  Sehnenrichtung  conjugierten  Durchmesserebene  des  Hyperboloides 
liegen.    Hiernach  besteht  der  Satz: 

39.  „Die  Mittelpunkte  paralleler  Sehnen  eines  windschiefen 
Hyperboloides  liegen  auf  der  der  Sehnenrichtung  coiijugierten  Durch- 
messerebene des  Hyperboloides. " 

§.  47. 
Eine  Tangente    einer    krummen  Fläche    kann,    wie    wir   wissen, 
stets  als  Grenzlage  einer  Sehne  (Secante)  aufgefasst  werden,  wenn  die 
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nigt  erscheinen.  Es  tritt  somit 
ttelpunktes   der  Sehne  der  vor- 
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beiden  Schnittpunkte    der    letzteren 
im  jeweiligen  Berührungspunkte   vei 
in  diesem  Falle   an   die  Stelle   des  Mi 
erwähnte  Berührungspunkt. 

Denkt  man  sich  nun  eine  Schar  paralleler  Sehnen  eines 
windschiefen  Hyperboloides  mit  Einsehlnss  der  augehörigen 
parallelen  Tangenten,  so  folgt  aus  dem  vorhergehenden  Satze,  dass 
die  Berührungspunkte  aller  dieser  Tangenten  ebenfalls  auf  der 
zu  der  Sehnenrichtung  conjugierten  Durehmesserehene  des  Hyperbo- 
loides liegen,  oder  dass  der  Ort  dieser  Berührungspunkte  jener 
Kegelschnitt  sei ,  in  welchem  die  genannte  Durehmesserehene  das 
Hyperboloid  schneidet.  Daher  der  Satz: 

40.  „Die  Tangenten  eines  ivindscMefen  Hyperboloides,  welche  zu 
einer  beliebigen  Geraden  parallel  sind,  bilden  einen  Cylinder  zweiten 
Grades.  Die  entsprechende  Berilhrungscui-ve  ist  jener  EegehchnÜt.  m 
tcelcJiem  die  zu  der  Tangentenriditung  conjugierte  Durehmesserehene 
des  Hyperboloides  das  letztere  schneidet.  Die  Achse  des  Cylinders  geht 
durch  den  Mittelpunkt  des  Hyperboloides.''^ 

§.  48. 
Naclidem  die  Contour  einer  krummen  Fläche  auf  der  Projections- 
ebene  für  eine  bestimmte  Eichtung  des  projicierenden  Strahles  die 
Schnittcurve  der  Projectionsebene  mit  jenem  Cylinder  ist,  welcher  der 
Fläche  parallel  zu  der  Eichtung  des  projicierenden  Strahles  umschrieben 
werden  kann,  so  wird  dem  eben  aufgestellten  Satze  auch  die  folgende 
Fassung  gegeben  werden  können: 

41.  „Die  Contour  eines  windschiefen  Hyperboloides  auf  einer 
Ebene  für  irgend  eine  Richtung  parallel  projicierender  Strahlen  ist 
ein  Kegelschnitt,  dessen  Mittelpun/it  die  Projection  des  MittelpnnJctes 
des  Hyperboloides  ist." 


Da  ein  Durchmesser  und  die  ihm  conjugierte  Durehmesserehene 
des  Asymptotenkegels  gleichzeitig  auch  (der  angenommenen  Be- 
zeichnung zufolge)  einen  Durehmesser  und  die  ihm  conjugierte  Dureh- 
messerehene des  Hyperboloides  darstellt,  so  folgt  der  Satz: 

42.  „Ein  windschiefes  Hyperboloid  besitzt  unendlich  viele  Faare 
conjiigierter  Durehmesser  mid  Durchmesserebenen'* 
aus  dem  gleichlautenden  bekannten  Satz*»  tur  einen    beliebigen  Kegel 
zweiten  Grades. 
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§.  50. 
Ohne  jedwede  Schwierigkeit  ergeben  sieh  nunmehr  auch  nach- 
stehende Sätze : 

43.  „Em  windschiefes  Hyperboloid  hesitst  unendlich  viele  Grup- 
pen von  drei  conjugterten Durchmessern;  je  swei  solcher  drei  conjugierter 
Durchmesser  besiimmen  die  dem  dritten  conjugierte  Diametralebene 
und  sind  conjugierte  Durchmesser  des  in  dieser  Diametralebene  lie- 
genden Kegelschnittes  des  Hyperboloides." 

44.  „Ein  windschiefes  Hyperboloid  besitst  drei  Satiptachsen  und 
drei  Hauptebenen,  d.  i,  drei  tcechselseitig  auf  einander  senhrecht  stehende 
eonjugierte  Durchmesser  und  die  drei  durch  die  Faare  derselben  be- 
stimmten Ebenen.  Diese  Ebenen  sind  Ebenen  orthogonaler  Symmetrie 
für  das  Hyperboloid.'^ 

Da  die  Achsen-  oder  Hauptebenen  des  Hyperboloides 
gleichzeitig  Hauptebenen  des  Äaymtofceukegels  sind,  und  die 
zu  denselben  parallelen  Ebenen  den  Asymptotenkegel  bekanntlieh  in 
zwei  Scharen  von  Hyperbeln  und  einer  Schar  von  Ellipsen 
schneiden,  so  folgt  (mit  ßUcksiclit  auf  Satz  33),  dass  von  den  drei 
in  den  Hauptebenen  liegenden  Kegelschnitten  des  Hyper- 
boloides zwei  derselben  Hyperbeln  sind,  während  der  Dritte  eine  Ellipse 
ist,  welche  man  als  die    „Kehlellipse"   des  Hyperboloides  zu 


Untersuchen  wir  nun,  durch  welche  Curve  der  Ort  der  Be- 
rührungspunkte dea  Hyperboloid ü  mit  allen  durch  einen 
festen    Punkt   S   im    Räume    gelegten    Berührungsebenen 


Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  wieder  an,  es  sei  das  Hyperbo- 
loid durch  drei  gerade  Leitlinien  g^,  g^  und  g^  gegeben. 

Die  drei  Ebenen,  welche  durch  den  festen  Punkt  S  und  die  drei 
Geraden  g^,  g^  und  g^  gelegt  werden  können,  sind  Berührungsebenen 
des  Hyperboloides  und  gleichzeitig  auch  Berührungsebenen  des  dem 
Hyperboloide  aus  dem  Punkte  S  umschriebenen  Kegels. 

Die  Ebene  (S,  gi)  sehneidet  die  Geraden  g^  und  g^  in  zwei  Punkten 
«2  und  a^,  deren  Verbindungsgerade  l^  bereits  die  in  der  Ebene  (S,  g,} 
liegende  Erzeugende  des  zweiten  Systems  darstellt.  Die  beiden  Erzeu- 
genden ^1  und  li  treffen  sich  in  einem  Punkte  «,,  welcher  den  Be- 
rührungspunkt des  Hyperboloides  mit  der  Ebene  {S,  g,)  repräsentiert. 
In  analoger  Weise  erhält  man  die  Erzeugenden  (^  und  l^  des  zweiten 
Systems,  welche   in  den  Ebenen  (-S,  g^)  und  (Ä,  g.^)'  liegen.   Dieselben 
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schaeiden  die  Geradea  ^9  beziehungsweise  173  in  den  Punkten  i^  und  c^, 
in  welchen  das  Hyperboloid  von  den  Ebenen  (5,^2)  u^'^  {^<  9s^  be- 
rührt wird. 

Die  Punkte  a^,  i^  und  e^  siod  sonach  drei  Punkte  der  Berüh- 
rungscurve  des  Hyperboloides  nnd  des  demselben  aus  dem  Punkte  6' 
uinscbriebenen  Kegels,  während  (5,  ^1),  {S,  g^)  und  {S,  g^  die  gemein- 
schaftliehen Berührungsebenen  beider  Flächen  in  diesen  drei  Punkten 


Denken  wir  uns  nun  durch  «i,  fcj  und  c,  eine  Ebene  E  gelegt, 
welche  die  Berührungsebenen  (S,  jf^),  (jS,  g^  und  {8,  g^)  in  den  drei  be- 
zieh ungs  weise  durch  «j,  6g,  e^  gehenden  Geraden  i,,  t„  und  (3  schneidet, 
so  ist  einleuchtend,  dass  das  Hyperboloid  von  dieser  Ebene  E  in  einem 
Kegelschnitte  K  getroffen  wird,  welcher  durch  die  drei  Punkte  «,,  h^ 
und  Cg  und  die  Tangenten  t^,  tg  und  t^  in  diesen  Punkten  vollkom- 
men bestimmt  ist.  Die  Ebene  E  schneidet  aber  auch  den  aus  dem 
Punkte  S  umschriebenen  Kegel  nach  einem  Kegelschnitte,  welcher 
offenbar  durch  die  nämlichen  Stücke  «,,  \,  c^  und  t^,  t^,  t^  bestimmt 
wird,  und  folglieh  mit  dem  ersteren  identisch  sein  muss. 

Man  erkennt  sofort,  dass  dieser  vorerwähnte  Kegelschnitt  K 
den  Ort  der  Berührungspunkte  darstellen  müsse.  Denn  ist  x 
ein  beliebiger  Punkt  dieses  Kegelschnittes,  so  ist  einleuchtend,  dass 
die  durch  denselben  gebende  Kegelerzeugende  Sx  das  Hyperboloid 
nicht  in  einem  von  x  verschiedenen  Punkte  berühren  könne, 
weil,  wenn  dies  überhaupt  denkbar  wäre,  dieselbe  drei  Punkte  mit  dem 
Hyperboloide  gemein  haben,  folglich  eine  Erzeugende  desselben  reprä- 
sentieren mösste.  Letzteres  ist  aber  ganz  unmöglich,  da  immer  min- 
destens ein  Punkt  —  S  —  derselben  bekannt  ist,  welcher,  der  Vor- 
aussetzung gemäß,  dem  Hyperboloide  nicht  angehört.  Daher  der  Satz : 

45.  „Die  Berühnmgsciirve  eines  windschiefen  Hyperboloides  mit 
einem  demselben  aus  einem  beliebigen  Funkte  des  Raumes  umschriebenen 
Kegel,  ist  ein  Kegelschnitt." 

§■  52. 

Der  vorstehende  Satz  kann  ebenso  leicht  auch  in  umgekehrter 
Fassung  nachgewiesen  werden. 

Denken  wir  uns  das  Hyperboloid  durch  eine  Ebene  E  in  einem 
Kegelschnitte  K  getroffen  und  nehmen  wir  drei  Punkte  %,  b^  und 
C3  auf  diesem  Kegelschnitte  beliebig  an.  Coustruieren  wir  ferner  die 
zugehörigen  Beruhrungsebenen  T^.  T^  und  T3  des  Hyperboloides  in 
den  betreffenden  Punkten  öj,  b„  und  c^. 
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Die  besagtea  drei  Ebenen  schneiden  sieh  in  einem  Punkte  S. 
Nach  dem  vorhergeheaden  Sat/,e  45)  ist  die  Berühruagscurve  des 
vom  Punkte  S  dem  Hyperboloid  umachriehenen  Kegels  ein  Kegelschnitt, 
welchem  offenbar  die  Punkte  a^,  \  und  Cj  angehören  und  daher  mit 
dem  Kegelschnitte  K,  in  welchem  die  durch  %,  h^,  c,  gehende  Ebene 
£  das  Hyperboloid  schneidet,  identisch  ist.  Letzteres  sagt  aber 
nichts  anderes  aus,  als  dass  die  Tangentialebenen  des  Hyper- 
boloides in  allen  Punkten  eines  beliebigen  auf  demselben  liegenden 
Kegelschnittes,  durch  den  nämlichen  Punkt  S  im  Baume  gehen;  es 
gilt  daher  der  Satz: 

M.  „r>ie  Tangentialebenen  eüies  tdndschiefen  Hyperboloides  in 
deti  FunJiten  eines  beliebigen  ebenen  Schnittes  gehen  sämmtlich  durch 
einen  und   denselben    Punkt,    umhüllen    also   einen   Kegel  siveiten 


Ist  8  der  Scheitel  eines  dem  windschiefen  Hyperboloide  um- 
schriebenen Kegels,  K  der  zugehörige  Berührungskegelsehnitt,  M  der 
Mittelpunkt  des  Hyperboloides  und  denken  wir  uns  durch  die  Gerade 
SM  eine  beliebige  Ebene  e  gelegt,  so  wird  dieselbe  das  Hyperboloid 
in  einem  Kegelsebnitte  x,  den  Kegel  {S,  K)  selbst  aber  in  zwei  Er- 
zeugenden fj  und  t^  schneiden,  welche  nothwendig  Tangenten  des 
Kegelschnittes  x  in  jenen  beiden  Punkten  »,  und  a„  sein  müssen,  in 
welchen  die  Ebene  e  den  Kegelschnitt  K  trifft.  Die  Gerade  a,a^  ist 
offenbar  die  Sehnittgerade  der  Ebene  e  mit  der  Ebene  des  Berahrungs- 
kegelsehnittes  K. 

Nach  einem  bekannten  Satze  aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte 
fo^t,  dass  die  Gerade  SM  die  Sehne  a^a„  in  dem  Punkte  o,  in  welchem 
die  letztere  von  SM  getroffen  wird,  halbiert. 

Drehen  wir  die  Ebene  e  um  die  Gerade  SM,  so  wird  dieselbe 
die  Ebene  des  Kegelschnittes  K  immer  in  einer  Sehne  schneiden,  weiche 
durch  den  festen  Punkt  o  (Schnittpunkt  der  Geraden  SM  mit  der 
Ebene  des  Berührungskegelschnittes  K)  in  zwei  gleiche  Theile  getheilt 
wird.  Es  ist  hiernach  o  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  K. 
Wir  gelangen  somit  zu  dem  Satze: 

47  a)  „Die  Verbindungsgerade  eines  beliebigen  Pmiktes  im  Baume 
mit  dem  Mittelpunkte  eines  windschiefen  Hyperboloides  enthält  gleich- 
geiUg  auch  den  Mittelpunkt  jenes  Kegelschnittes,  in  imlchem  das  Hyper- 
"bdoid  mn  dem  ans  dem  oben  genannten  Funkte  umschriebenen  Kegel 
herührt  wird." 

Oder  nach  den  froher  aufgestellten  Definitionen: 
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4:7}))  „Der  nach  einem  beliebigen  Punkte  des  Saumes  gehende 
Durchmesser  eines  Hyperboloides  ist  conjugiert  su  der  Ebene  des 
jenem  Punkte  entsprechenden  £erührungslcegelschnittes.^' 

§.  54. 

Parallele  Selinitte  eines  Hyperboloides ,  sowie  auch  eines  Kegels 
zweiten  Grades  sind,  wie  wir  wissen,  ähnüehe  und  ähnlich  ge- 
legene Kegelschnitte,  die  in  jedem  der  heiden  Fälle  ihre  Mittel- 
punkte auf  dem  der  schoeidendea  Parallelebenenschar  con- 
jugierten  Durchmesser  haben. 

Ist  nun  wieder  3  der  Scheitel  eines  dem  windschiefen  Hyper- 
holoide  umschriebenen  Kegels,  II  der  Berührungskegelschnitt,  o  dessen 
Mittelpunkt,  M  der  Mittelpunkt  des  Hyperboloides  und  denken  wir 
uns  sowohl  das  Hyperbol')id  als  auch  den  Berährungstegel  durch  eine, 
zur  Ebene  des.  Berührungskegel Schnittes  K  parallele  Ebene  in  den 
Kegelschnitten  27  und  ff  geschnitten,  so  folgt,  dass,  weil  diese  beiden 
letztgenannten  Kegelschnitte  dem  Berührungskegelschnitfce  K  ahnlißh 
und  ähnlich  gelegen  sind,  dieselben  auch  unter  einander  ähnlich 
und  ähnlich  gelegen  sein  müssen.  Da  ferner  die  Gerade  SM  den  zur 
Ebene  des  Berührungskegelsehnittes  conjugierten  Durchmesser,  sowohl 
in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  als  auch  in  Bezug  auf  den  Kegel 
darstellt,  so  folgt,  dass  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kegelschnitte  2 
und  g  mit  dem  Schnittpunkte  ihrer  Ebene  und  der  Geraden  SM  zu- 
sammenfallen.    Hiernach  folgt  der  Satz : 

48.  „Ist  einem  windschiefen  Hyperboloide  ein  Kegel  umschrieben, 
so  schneiden  jeiie  Ebenen,  welche  zu  der  Ebene  des  Berührungskegel- 
sehnittes parallel  sind,  das  Hyperboloid  und  den  Kegel  in  concen- 
trischen  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten.^ 

§.  55. 
Besondere  Erzeugungsarten  für  ein  windschiefes  Hyperboloid. 

Es  sind  ein  Punkt  p,  zwei  sich  nicht  schneidende  Geraden  g^ 
und  g^  und  ebenso  zwei  andere,  sich  gleichfalls  nicht  schneidende  Ge- 
raden (,  und  ?j  derart  gegeben,  dass  ^,  und  l^  sowohl  ¥on  g^  als  auch 
von  g^  getroffen  werden.  Die  vier  Geraden  ^,,  g^,  l,  und  l^  bilden 
somit  ein  windschiefes  Vierseit  im  Baume. 

Die  Geraden  g^  und  g^  sollen  Erzeugende  des  einen  Systems  und 
l^,  I2  Erzeugende  des  zweiten  Systems  eines  windschiefen  Hyperboloides 
repräsentieren;  der  Punkt  p  soll  ein  Punkt  der  Fläche  sein.  Mit 
Zugrundelegung  dieser  Bestimmungsstncke  ist  das  Hyperboloid  zu  eon- 
struieren. 
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Durch  den  Punkt  p  geht  off«iibar  eine  Erzeugende  des  Systems 
g,  als  auch  eine  Erzengende  des  Systems  l. 

Betrachtet  man  zwei  der  Geraden,  etwa  jr,  und  g^,  die  einem 
und  demselben  Systeme  angehören,  als  Achsen  zweier  projectiviachen, 
das  Hyperboloid  erzeugendea  Ebenenbüseiiel,  so  erhält  man  zwei  Paare 
entsprechender  Ebenen  dieser  Büschel  in  {g^,  (,),  (g^,  ij)  und  {g^,  y, 
(ßj,  l^).  Ein  drittes  Paar  entsprechender  Ebenen  {3,,  ^)  und  {g^,  p) 
geht  durch  den  Punkt  p,  nachdem  dieser,  als  Punkt  der  Fläche,  einer 
Erzeugenden  des  Systems  l  angehören  muss. 

Durch  diese  drei  Paare  entsprechender  Ebenen  ist  die  projecti- 
vische  Beziehung  der  beiden  Ebenenbüsehel  g^  und  g^  vollständig 
festgestellt,  so,  dass  man  beliebig  viele  Paare  entsprechender  Ebenen, 
also  auch  beliebig  viele  Erzeugenden  des  Hyperboloides  ermitteln  kann. 

§.  56. 

4.  A'ifgahe.  Ein  windschiefes  Hyperboloid  ist  dureli  ein  wind- 
scMefes  Vierseit  (g^  y^  \l^)  und  einen  Punkt  p  gegeben;  es  ist  die 
Berührung^ebene  des  Hyperboloides  in  dem  Punkte  p  zu  con- 
struieren. 

Durch  jeden  Punkt  eines  windschiefen  Hyperboloides  gehen  stets 
zwei  Erzeugende,  welche  verschiedenen  Systemen  angehören. 

Um  die  durch  p  gehende  Etzeugende  des  Systems  l  zu  erhalten, 
berücksichtige  man,  dass  dieselbe  die  beiden  Erzeugenden  g^  und  g^ 
des  anderen  Systems  schneiden,  sich  daher  als  Schnittgerade  \  der 
Ebenen  (j),  s»,)  und  (p,g^)  ergeben  müsse.' 

In  gleicherweise  wird  sich  die  durch  den  Punkt  p  gehende  Er- 
zeugende g^,  als  Schnitt  der  Ebenen  ip,l,)  und  (p,l^)  leicht  ermitteln 
lassen.  Die  gesuchte  Berührungsebeue  ist  sodann  durch  g^  und  (., 
vollkommen  bestimmt. 

§■  57. 

Ein  windschiefes  Hyperboloid  ist  durch  zwei  demselben  Systeme 
angeliörige  Erzeugenden  ?,,  1^  und  dnrcli  drei  seiner  Punkte  p„  p„ 
und  Ps  vollkommen  bestimmt. 

Denn  die  Geraden  g^,  g^  und  g^,  welche  durch  p^,  p,^  und  p^ 
gehen  und  deren  jede  die  beiden  gegebenen  Erzeugenden  \  und  l„ 
schneidet ,  repräsentieren  bereits  drei  Erzeugende  der  zweiten  Schai' 
und  kann  sonach  mit  Zuhilfenahme  derselben  „als  Leitgeraden"  das 
Hyperboloid  auf  bereits  bekannte  Weise  construiert  werden. 
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Ein  windsckiefes  Hyperboloid  ist  durcli  vier  seiner  Pnnkte  p,,, 
/'ai  Vi<  Px  ond  durcli  zwei  sioli  sclineidende  Geraden  l  und  (j,  als 
Erzeugende  verschiedener  Systeme,  vollkommen  bestimmt. 

Denken  wir  uns  nämlich  durch  drei  you  den  vier  gegebenea 
Punkten,  beispielsweise  durch  p,,  p^  und  p^,  eine  Ebene  e  gelegt,  so 
schneidet  diese  das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitte  K,  von  welchem 
fünf  Punkte,  d.  i.  die  drei  Puakte  p^,  p^,  pr^  und  die  Durchstoßpunkte 
a  und  h  der  beiden  Erzeugenden  (  und  (j  mit  der  Ebene  c  bekannt 
sind.    Der  Kegelschnitt  ist  somit  vollständig  bestimmt. 

Die  Erjeugeade  ^,,  welche  durch  den  vierten  gleichfalls  gege- 
benen Punkt  p^  geht,  muas  die  Erzeugende  l  sowohl,  als  auch  den 
Kegelschnitt  K  treffen. 

Wird  daher  der  Schnitt  ©  der  Ebene  e  mit  der  Ebene  11})^), 
welcher  sich  als  eine  durch  a  gehende  Gerade  ergibt,  aufgesucht,  so 
trifft  diese  den  durch  die  Punkte  a,  h,  p„  p^  und  p^  gegebenen  Kegel- 
schnitt K  das  zweitemal  in  einem  Punlite  c. 

Letztgenannter  Punkt  c  kann  aus  den  beiden  projectiyischen 
Strahlen büscheln  a(p^p^p^. . .)  und  bdhPfiPi-  ■  ■)  äuf  bekannte  Weise 
linear  eonatruierfc  werden  und  wird  mit  p^  verbunden  eine  Erzeugende 
(fj  des  Hyperboloides  liefern. 

Betrachtet  man  nun  g  und  g^  als  Achsen  der  erzeugenden 
projectivischen  Ebenenbüscbel,  so  können  aus  den  drei 
Paaren  entsprechender  Ebenen  gp,,  g^p,;  gp,^,  g,Pt;  (ßPt,  g,P3  be- 
liebig viele  Paare  solcher  Ebenen,  also  auch  beliebig  viele  Erzeugen- 
den des  Hyperboloides  cOustruiert  werden. 

Sehr  interessant  ist  die  Construction  in  dem  nachstehenden  Falle. 

g.  59. 

Ein  windschiefes  Hyperboloid  ist  durch  eine  Erzeugende  g  und 
durcli  sechs  Punkte  ^,,  p^,  p^,  p^,  p^  und  j>y  vollkommen  bestimmt. 

Ermitteln  wir  zunächst  die  dem  Systeme  g  angehörende  Er- 
zeugende ffi,  welclie  durch  den  Funkt  p^  geht.  Die  genannte,  resp. 
zu  suchende  Gerade  muss,  wie  selbstrerständlieh,  die  Eigenschaft  be- 
sitzen, dass  die  fünf  Ebenen  (p„  p,),  i^j,  p^),  (^^,  p^),  {g^,  p^)  und 
{?ii  Pb>!  i^elche  diese  mit  den  fünf  Punkten  p-i_  .  .  .  p^,  bestimmt,  pro- 
jeetivisch  seien  mit  den  fünf  Ebenen  {g,  p^),  {g,  p^),  (ß,  p^) ,  ig,  p^), 
(S.  i's) !  welche  durch  die  gegebene  Gerade  g  mit  denselben  Ptmkten 
j),  .  .  .  Pr,   festgestellt  sind. 
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Nehmen  wir  zn  diesem  Zwecke  eine  beliebige  Transversalebene  e 
an,  welche  die  Achse  ij  in  einem  Punkte  s  und  die  fünf  Ebenen 
'tfi  i^i)- ■ -Ci/i  i'ü)  in  einem  Fünfstrahle  s  (^WaÄ^ur^iEj)  schneidet.  Die- 
selbe Ebene  e  schneidet  die  fünf  Verbind ungsgeiaden  Pg^Si  ■  •  ■  P^Pa 
in  den  Pnnkten  tti,  «j,  a^,  «_,  und  c-,. 

Lässt  sich  nun  in  der  Ebene  e  ein  Punkt  x  so  bestimraeü,  dass 
derselbe  im  Zusammeniiange  mit  den  Punkten  «^  ,  .  .  «^  einen  Fünf- 

strahl  a;  {«, a^)  bildet,-  welcher  zu  dem  Fiinfstrahle  s  (jti  . . , .  x^) 

projeetivisch  ist,  so  wird  die  Verbindungsgerade  g^  der  Punkte  x  und 
i>6  die  gesuchte  Gerade  darstellen.  Denn  die  fünf  Ebenen,  welche 
durch  xp^  geführt  werden  können  und  die  Strahlen  xa^. . .  .xa^  ent- 
halten, sind  einerseits  projeetivisch  mit  den  fünf  Ebenen  (y,  Pi)---{9,p^). 
und  andererseits  enthalten  sie  auch  die  fünf  Geraden  p^p^,. .  .  .p^p^., 
also  auch  die  fünf  gegebenen  Punkte  p^,. . .  ,p^. 

Die  gestellte  Aufgabe  erseheint  somit  Kurüekgeführt  auf  die  „in 
einer  Ebene  [e)  einen  Punkt  x  (Taf.  II,  Fig.  13«  und  13fe)  zu 
finden,  welcher  fünf  in  dieser  Ebene  gegebene  Punkte 
ai_,  «a,  %,  t^ii  "j  durch  einen  Fünfstrahl  so  projiciert,  dass 
derselbe  einem  gegebenen  Fünfstrahle  s{7Cj^...nrJ  projee- 
tivisch ist". 

Dieser  Punkt  kann  ein-deutig  als  Schnittpunkt  zweier  Kegel- 
schnitte,   die  durch  dieselben  drei  Punkte  gehen,  construiert  werden. 

Wir  verbinden  den  Punkt  «j  mit  «3,  a.^  und  a^,  und  bestimmen 
einen  durch  %  gehenden  Strahl  t'  derart,  dass  er  mit  den  drei  Strahlen 
ttittj,  «1^3,  «ißj  einen  Vierstrahl  a^ifa^a^a^)  bildet,  welcher  mit 
dem  gegebenen  Vierstrahle  s  i^i^i^s-ti)  projeetivisch  ist. 

Durch  die  vier  Puukte  a^,  a^,  a^,  a^  und  durch  die  Gerade  t', 
als  Tangente  in  a^,  ist  ein  Kegelschnitt  K'  bestimmt.  Jeder  Punkt 
dieses  Kegelschnittes  hat  die  Eigenschaft,  dass  er  die  vier  Punkte  «,, 
(T„  «3,  a^  durch  einen  Vierstrahl  projiciert,  welcher  mit  dem  Vier- 
strahle a^(t'a^Uga^)  ,  also  auch  mit  dem  Vierstrahle  s  (jt^jr^ügii;^), 
projeetivisch  ist,  d,  h.  mit  anderen  Worten;  Der  Kegelschnitt  X' 
ist  der  geometrische  Ort  aller  jener  Punkte  §',  welche  die  vier 
Punkte  «,,  «2.  f^v  ^i  durch  Vierstrahlea  ^'  {a,a„a3a^)  so  projicieren, 
dass  sie  zu  dem  gegebeueu  Vierstrahle  »'(rejirj^-r^re^)  projeetivisch  sind. 

Bestimmen  wir  ferner  zu  den  drei  Strahlen  a,  a^ ,  a,  % ,  «i  a^ 
einen'  durch  a^  gehenden  Strahl  ("  derart,  d^s  er  mit  derselben  einen 
Vierstrahl  «,  {t"  a^a^a^}  bildet,  welcher  mit  dem  gegebenen  Vierstrahle 
s  (lt^  n-g^Tgjtä)  projeetivisch  ist. 

Die  vier  Punkte  a,,  a^,  «3,  «5  und  der  Strahl  ("  als  Tangente 
im  Punkte  a„  bestimmen  abermals  einen  Kegelschnitt  K".    Jeder 


Hosted  by 


Google 


PuEkt  ^"  dieses  Kegelschnittes  hat  die  Eigenschaft,  dass  er  die  vier 
Puniite  «,,  «j,  a.,,  «,  durch  einen  Vierstrahl  I"  (ß,  «a'/aMa)  projiciert, 
welcher  mit  dem  Vjerstrahle  a,  (f'a^a^a.),  also  auch  mit  dem  ge- 
gehenen  Vierstrahle  s  {jr,  sTj ir^ n^J  projectivisch  ist,  oder  mit  anderen 
Wortenr  Der  Kegelschnitt  ^"  ist  der  geometrische  Ort  aller  jener 
PuDkte  I",  welche  die  vier  Punkte  «,,  a„,  a^,  a^  durch  Vierstrahlen 
|"(a,öj«3Ö5)  projicieren,  die  mit  dem  gegebenen  Vierstrahle  5(^,715^3%) 
projectivisch  sind. 

Die  beiden  Kegelschnitte  K'  und  K"  gehen  durch  die  drei  ge- 
gebenen Punkte  «, .  «j,  «3,  und  schneiden  sich  demgemäß  noch  in 
einem  viertes  Puukte  x,  welcher  die  Eigenschaft  der  Punkte  |'  sowohl, 
als  auch  die  Eigenschaft  der  Punkte  §"  besitzt,  welcher  also  die 
Punkte  «,,  «2,  «a,  a^  durch  einen  Vierstrahl  x  (a,  a^a^a^),  der  zu  dem 
gegebenen  Vierstrahle  s  (ar,  jTnJTgjr^)  projectiyisch  ist,  und  weiters  auch 
die  vier  Puokte  a,,  a^,  a^,  a^  durch  einen  Vierstrahl  x{aia^a^a^), 
welcher  mit  dem  gegebenen  Vierstrahle  s  (ar,  jt„  jig mj  projectivisch  ist, 
projiciert. 

Der  Punkt  x  wird  demnach  jener  Punkt  sein,  welcher  die  fünf 
gegebenen  Punkte  a^  .  .  .%  durch  einen  Ffinfstrahl  proj  iciert, 
der  mit  dem  gegebenen  Fünfstrahle  s  (jr^n-,. .  .jTj)  projectivisch  ist. 

Der  vierte  Schnittijunkt  x  der  Kegelschnitte  K'  und  K"  kann 
auf  folgende  Weise  linear  construiert  werden. 

Denken  wir  uns  durch  den  Punkt  «„,  welcher  K'  und  K"  ge- 
meinschaftlich ist,  eine  beliebige  Gerade  X  geKOgen,  welche  den  Kegel- 
schnitt K'  noch  in  6'  und  den  Kegelschnitt  K"  in  h"  schneiden  möge, 
und  verbinden  wir  die  Punkte  b'  und  h"  mit  irgend  einem  zweiten 
dem  K'  und  K"  gemeinschaftlichen  Punkte,  allenfalls  mit  a^. 

Es  ist  einleuchtend,  dass,  sobald  sich  der  Strahl  k  um  «^  dreht, 
derselbe  ein  Strahlenbüschel  beschreiben  wird ,  zu  welchem  sowohl 
das  von  dem  Strahle  a^h' ,  als  auch  das  von  dem  Strahle  aib"  be- 
schriebene Strahlenbüschel  projectivisch  sein  wird.  Die  beiden  Strahlen 
o,  6'  und  0,6"  werden  infolge  dessen  zwei  concentriseh-projec- 
tivische  Strahlenbüschel  beschreiben. 

Betrachten  wir  nun  die  besonderen  Lagen  entsprechender  Strahlen 
dieser  beiden  Büschel. 

Gelangt  der  Strahl  A  bei  der  Drehung  in  die  Lage  «3 «, ,  so  tritt 
an  die  Stelle  von  a^b'  die  Taugente  t',  und  an  die  Stelle  von  a^h" 
die  Tangente  i".  Es  sind  demnach  t'  und  t"  zwei  entsprechende 
Strahlen  der  beiden  vorgenannten  concentrischen  Strahlenbüschel. 

Gelangt  der  Strahl  k  in  die  Lage  a^a^,  so  entspricht  demselben 
in  beiden  Büscheln  der  Strahl  a^a^;   dieser  Strahl   ist    somit   einer 
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der  beidOE  Doppelstrahlen  der  coneentrisehen  Busehel,  Es  ist 
klar,  dass  der  andere  Doppelstrahl  durch  den  zu  suchenden  vierten 
Schaittpunkt  x  von  K'  und  K"  gehen  müsse. 

Bestimmen  wir  (mittelst  der  aus  dem  Pascal 'sehen  Satze  fol- 
genden Construction)  denjenigen  Punkt  a'^,  in  welchem  der  Strahl 
ffgOj  den  Kegelschnitt  K'  sehneidet,  so  erhalten  wir  in  a^a^  und 
«1  o'a  ein  zweites  Paar  entsprechender  Strahlen  der  coneentrisehen 
Büschel ,  deren  projectivische  Beziehung  hiermit  durch  die  beiden 
Paarö  /',  (";  »,»'5.  a^a^  entsprechender  Strahlen  und  durch  deo  einen 
Doppelstrahl  «,  d^  vollkommen  festgestellt  erscheint. 

Der  zweite  Doppelstrahl  a,  x  kann,  wie  folgt,  constriiiert  werden. 
Man  zieht  durch  einen  beliebigen  Punkt  0  von  a^ «.,  zwei  willkürliche 
Geraden  »-,  und  r„,  von  welchen  die  eine  das  Strahlenbüschel  a-^{t'a,'^a^ 
in  der  Punktreihe  t',a',o  uud  das  aweite  Strahlenbüschel  ai{t"a^a^ 
in  der  Punktreihe  x",  a",  0  schneidet.  Diese  Punktreihen  sind  per- 
spectivisch,  da  der  Schnittpunkt  0  ihrer  Träger  ein  sich  selbst- 
entspreehender  Punkt  ist.  Das  projicierende  Centrum  für  ob- 
genannte  Punktreihen  erhält  man  in  dem  Schnittpunkte  S  der  Ver- 
bindungsstrahleii  r'r"  und  a'a". 

Jeder  durch  S  gezogene  Strahl  schneidet  die  Punktreihen  r^  und 
>■,  in  zwei  einander  entsprechenden  Punkten,  welche  mit  «,  verbunden, 
zwei  entsprechende  Strahlen  der  coneentrisch-projectiviseheu  Strahlen- 
büschel  liefern.  Der  Strahl  Sa^  insbesondere  sehneidet  r^  und  r^  in 
Kwei  Punkten,  welche,  mit  %  verbunden,  zwei  entsprechende,  mitSoii 
zusammeufallende  Strahlen,  also  den  gesuchten  zweiten  Doppel- 
strahl der  beiden  conceütrisehen  Büschel  geben. 

Der  Schnittpunkt  x  des  Strahles  Sai  mit  einem  der  beiden 
Kegelschnitte  K'  und  K"  ist  der  vierte  gemeinschaftliche  Schnittpunkt 
dieser  letzteren.  Die  Construction  desselben  ist  aus  Früherem  bekannt. 

Auf  Grund  der  vorausgeschickten  Entwicklungen  ist  der  Fünf- 
strahl x{aia^a^u.^a,J  projectivisch  mit  dem  gegebenen  Fflufstrahle 

Verbindet  man  x  mit  p,.,  durch  eine  Gerade  i/i,  so  wird  aus 
dieser  Geraden  ah  Achse,  das  Strahleiibüschel  x  (a^ .  .  .  u^}  durch  ein 
Ebenenbüsehel  g^  (u^ .  .  .  a^)  projiciert ,  welches  einerseits  mit  dem 
Ebenenbüschel g (p^  ■  ■  -p^)  projectivisch  ist,  und  andererseits  die  fünf 
gegebenen  Punkte  Pi. .  .p^  projiciert. 

Durch  die  obgenannttn  beiden  Ebenenbüschel  wird  ein  wind- 
schiefes Hyperboloid  erzeugt,  welches  sowohl  die  Geraden  g  und 
ifi  und  somit  auch  den  Punkt  p^ ,  als  auch  die  Funkte  p^,  p,.,  p^,  p^ 
und  p^  enthält,  und  folglich  das  verlangte  Hyperboloid  darstellt. 
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Die  voier wähnte  Gerade  y^  ist  die  durch  deu  Punkt  p^  gehende 
und  zum  System  g  gehörende  Erzeugende  des  Hyperboloides. 

§.  <30. 

Schließlich  mag  noch  einer  Eigenschaft  des  windschiefen  Hyper- 
boloides Erwähnung  geschehen ,  auf  welche  wir  in  der  Folge  öfters 
Veranlassung  finden  werden,  uns  zu  berufen. 

Ein  windschiefes  Hyperboloid  und  dessen  Asymp- 
totenkegel wird  wie  dargethan,  von  einer  beliebigen  Ebene  in  ähn- 
lichen, concentiihchen  und  ähnlich  liegenden  Kegelschnitten  getroffen. 

Funer  ist  auch  sichergestellt  worden,  dass  ein  Kegel  zweiten 
(jrades  von  iwei  Seharen  paralleler  Ebenen,  welche  ku  der  einen 
Hauptachse  paiallel  sind  und  mit  den  beiden  anderen  eine  gleiche 
Neigung  besitzen    nach  Kreisen  geschnitten  werde. 

Übertragen  w  11  diese  Eigenschaft  auf  das  windschiefe  Hyper- 
boloid, so  ergibt  e^ich  der  Satz: 

A9.  „Das  uindst.hieß  Hyperboloid  wird  von  stvei  Scharen  paral- 
leler Ebenen  nach  Kietsin  geschiiiten.  Die  Ebenen  beider  Scharen 
Sind  SU  einer  Hauptachsi  (und  sicar  sur  großen  Achse  der  Kehlellipse) 
parallel,  nährend  die  Ebenen  der  einen  Sehar  mit  den  beiden  anderen 
Achsen  die  namhchen  Winkel  einschließen,  wie  die  Ebenen  der  an- 
d&ien  Schat  mit  denfclhcn  Aclisen." 


III.    Capite!, 
Das  orthogonale  Hyperboloid. 

§.61. 

Die  Schnittgeraden  der  Paare  auf  einander  senkrecht  stehender, 
beziehungsweise  durch  zwei  sich  nicht  schneidende  Geraden  ^,  und  .9„ 
gehender  Ebenen  erzeugen,  wie  bereits  (Satz  11)  nachgewiesen  wurde, 
ein  windschiefes  Hyperboloid. 

Diese  besondere  Art  eines  windschiefen  Hyperboloides  wird  als 
„orthogonales  Hyperboloid"  bezeichnet.  Die  besagte  Fläche 
und  deren  wichtigsten  Eigenschaften  wollen  wir  nunmebr  unserem 
Studium  unterziehen. 

Wie  oben  erwähnt,  ist  auf  Grund  vorausgeschickter  Erörterungen 
die  auf  die  vorbezeichnete  Weise  hervorgebrachte  windschiefe  Fläche 
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eiü  Hyperboloid.  Auch  wurde  an  betreffender  Stelle  gezeigt,  dass  die 
beiden  Scharen  tob  Kreisschnitts  ebenen  zu  den  Achsen  g, 
und  g^  der  beiden  erzeugenden  Ebenenbüsehel  senkrecht  seien,  und 
dass  jede  Ebene,  welche  auf  der  einen  oder  der  anderen  der  beiden 
Geraden  g,  und  g^  senkrecht  steht,  g,  und  g,  in  zwei  Punkten  «i 
und  ö,  treffe,  welche  die  Endpunkte  eines  Durchmessers  des 
betreffenden  Kreisschnittes  darstellen. 

Dieser  Eigenschaft  dient  nachstehende  Erzeugnngsart  als  Grundlage. 

üO.  „Betvegt  sich  eine  Ebene  derart,  dass  sie  stets  zu  einer  von 
zwei  sich  krcusenden  festen  Geraden  g^  und  g^  senkreckt  Ueiht,  so 
erzeugt  der  in  dieser  Ebene  über  der  Verbindungsstreclce  ihrer  Schnitt- 
punkte mit  (/i  und  g^  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis,  ein  ortho- 
gonales Hyperboloid.  Dasselbe  Hyperboloid  Icann  in  gleicher  Weise 
von  Kreisen  hervorgebraclit  werden,  welche  in  Ebenen  liegen,  die  su 
der  siveiteu  Geraden  senkrecht  sind.  Die  beiden  Geraden  g^  und  g^ 
sind  Erzeugende  eines  und  desselben  Systems." 

§.  62. 

Beachtet  man,  dass  in  jedem  Hyperboloide  einer  Krzeu- 
gendeu  des  einen  Systems  eine  parallele  Erzeugende  im 
anderen  Systeme  entspricht,  so  findet  man,  dass  im  vorliegen- 
den Falle  die  Kreissehnitte  des  einen  Systems  zu  zwei  gewissen 
Erzeugenden  verschiedener  Systeme  g,  und  1,  senkrecht  seien,  und 
dass  ebenso  die  Kreissehnitte  der  zweiten  Schar  auf  zwei  Erzeugenden 
g^  und  L  verschiedener  Systeme  senkrecht  stehen.  Es  folgt  hieraus 
der  Satz: 

01.  ^Das  oi'thogonale  Hyperboloid  untersrheidet  i-ich  von  dem 
ällgeineinen  windschiefen  Hyperboloide  dadurch,  dnss  iede  Schar  seiner 
Kreisschnittsebenen  auf  gewissen  cavt  E} zcugiwleti  lerschiedener 
Systeme  senkrecht  steht.a 


Denken  wir  uns  das  orthogonale  Hyperboloid  durch  zwei  Ebenen- 
büschel  (?,  und  ^2  erzeugt  und  seien  e,  und  e„;  e'i  und  e'j Paare 

entsprechender,  d.  h.  auf  einander  senkrecht  stehender  Ebenen  dieser 
Büschel. 

Führt  man  nun  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  im  Baume 
Parallele  y,  und  y.,  zu  g^  und  g^,  sowie  durch  y^  und  y„  parallele 
Ebenen  s^  und  e^;  e'i  und  e'^...  zu  den  Ebenen  e^  und  e^;  e\  und 
e'j...,  so  wird  man  zwei  projec tivische  Ebenenbüsehel  mit 
sich  schneidenden  Achsen   y^  und  y^  erhalten,  in  welchen  put- 
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spreehende  Ebenen  gleichfalls  auf  einander  senkrecht  stehen  und  dem- 
gemäß  einen  sogenannten  „orthogonalen  Kegel"  erzeugen  werden. 

Selbstverständlich  sind  die  Erzeugenden  dieses  so  entstandenen 
Kegels  wieder  parallel  zu  den  Erzeagenden  des  orthogonalen 
Hyperboloides  (gig^).  Bezeichneter  Kegel  ist  somit  ein  Rich- 
tuugskegei  des  orthogonalen  Hyperboloides, 

Offenbar  bat  auch  dieser  Kegel  die  Eigenschaft,  von  Ebeaen, 
welche  senkrecht  zu  y,  oder  y^  sind,  nach  Kreisen  geschnitten 
zu  werden. 

Betrachten  wir  einen  derartigen  Kegel  etwas  näher. 

Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  die  beiden  sieh  sehneidenden 
Geraden  y,  und  y,  (Taf.  II,  Fig.  14)  in  der  verticalen  Projections- 
ebene  an  und  wählen  die  horizontale  Projectionsebene  senkrecht  zu  y. 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  die  Sehnittcnrve  des  Kegels  mit 
der  horizontalen  Projectionsebene  ein  Kreis  K',  welcher  über  der  Ver- 
bindungsgeraden S' R'  der  horizontalen  Durchs toüpunkte  S'  und  E' 
von  ^1  und    j'j  als  Durchmesser  beschrieben  wird. 

Ferner  seien  yj  und  g^  zwei  gegen  die  Vertical projectionsebene 
symmetrisch  liegende  Kegelerzeugende,  deren  Fußpunkte  auf  dem 
Kreise  durch  x\  und  x',  dargestellt  sind.  Die  beiden  Erzeugenden 
S\<  9t  haben  diesfalls  eine  und  dieselbe  Verticalprojection. 

Denken  wir  uns  nun  durch  die  Erzeugenden  g-^  und  g^  und  durch 
zwei  andere  Erzeugenden  g,,,  gb  dieses  Kegels,  deren  Eaßpunkte  auf 
dem  Kreise  K'  die  Punkte  a'  und  &'  sein  mögen,  die  Ebenen  (sfuSfa) 
oder  e\e\,  {gi,gb)  oder  e\e\;  {3^,  gn)  oder  e^e^A  und  {g^ygi.)  oder 
e*,c*A  gelegt,  welche  die  Grundlinie  AZ  beziehungsweise  in  m,  n, 
nii  und  %  treffen  mögen,  so  sind  (nach  dem  Satze  von  Desargues) 
8',  B'\  in,  jw, ;  n,  n^  drei  conjugierte  Punktepaare  einer  In- 
volution. Infolge  dessen  bilden  auch  die  Verticaltraeen  c\,  e*,\ 
e%,  e\  mit  y^  und  y^  drei  conjugierte  Strahlenpaare  einer 
Involution 

Denken  wii  uns  weiters  zu  g  (Verticalprojection  der  beiden  durch 
ij,  und  jj  gehenden  Erzeugenden)  eine  Senkrechte  N^  gezogen,  so 
kann  dieae  als  die  Verticalträce  einer  Ebene  betrachtet  werden,  welche 
einerseits  auf  der  Erzeugenden  g^  senkrecht  stobt  und  andererseits  als 
Verticalträce  einer  zweiten  Ebene  angesehen  werden,  welche  au  der 
Erzeugenden  g^  normal  geführt  ist.  Diese  Gerade  wird  von  der  vor- 
genannten Strahleninvolution  in  drei  Paaren  conjugierter  Punkte 
ff,  ^;  fi,  fti;  V,  Vi  einer  Punktinvolution  geschnitten. 

Vermittelst  der  Geraden  A'„  wird  es  nun  leicht  möglich  sein, 
die   wahre  Größe   jenes  Winkels  zu  ermitteln,  welchen  die  Ebenen 
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{fliiO")  ^^^  (ffiiS't)  bilden,  als  auch  jenen  Winkel  festzustelleD,  welchen 
die  Ebenen  {g^,ga)  und  {g^tSi)  eiusehlieljen. 

Berücksichtigen  wir,  dass  die  Ebenen  (j^,,  g^)  und  {y^,  g^)  auf 
einander  senkrecht  stehen  (der  Kegel  ist  ein  orthogonaler),  so  kann 
man  den  umgelegten  Seheitel  P^  des  Neigungswinkels  des  ersten 
Paares  direct  construieren.  Derselbe  liegt  nämlich  in  dem  über  gq 
als  Durchmesser  eonstruierten  Kreise  x  und  wird  somit  die  wahre 
Größe  jenes  Neigungswinkels  durch  nF^v  dargestellt. 

In  gleicher  Weise  stehen  aber  auch  die  Ebenen  (yi,  ^fj)  und  {y^,  g^) 
auf  einander  senkrecht;  es  wird  daher  der  umgelegte  Scheitel  des 
Neigungswinkels  der  Ebenen  {g^,g^)  und  (ß^^gbj  wieder  auf  dem  Kreise 
X  liegen.  Denken  wir  ims  denselben  nach  P„'  umgelegt  (P,,  und  P^' 
liegen  symmetrisch  gegen  <jp),  so  wird  der  gesuchte  Neigungswinkel 
in  wahrer  Größe  durch  jiPn'v  repräsentiert  erseheinen. 

Wir  finden  somit,  dass  die  Sehenkel  der  beiden  Neigungswinkel 
ftPgi'  und  ^,P„'i',  infolge  der  Involution  ^v,  ll^v^,  ffp  ein  dem 
Kreise  -/.  eingeschriebenes  Vier  seit  bilden  und  dass  sieh  demgemäß 
diese  beiden  \\inkel  7i  2ii  ergio^eu  odei  mit  Rücksicht  auf  ihre 
Bedeutung  als  Negung^winkel  obiger  Ebeuen^aare  einander  gleich  sind. 

Nachdem  he  Eizeugenden  j  und  /»  willkuil  eh  gewählt  wurden 
und  Ton  den  Erzeugenden  q^  /^  bloß  \0rdusgpsetit  worden  ist,  dass 
sie  gPt,on  dieElene  (y  y)  \mmetrisch  liegen  so  folgt,  dass  jener 
Winkel,  welchen  die  Ebenen,  die  durch  eine  Erzeugende  ^,  eines 
orthogonalen  Kegels  und  durch  zwei  andere  Erzeugende  (/„  und  gb 
gelegt  werden,  dem  Winkel  gleich  sei,  welchen  die  Ebenen  einschließen, 
die  durch  die  nämlichen  Erzeugenden  g,,  und  Qt,  und  die  der  Erzeu- 
genden g^  in  Bezug  auf  die  Ebene  {y^,  y^)  symmetrische  Erzengende 
^2  gelegt  werden,  oder  mit  anderen  Worten: 

52.  „Ein  orthogonaler  Kegel  Jcann  auf  unendlich  viele  Arten 
durch  zwei  congruenie  Ebenenhüsehel  erseugt  werden;  die  Achsen  dieser 
Ebenenbüschel  sind  Erzeugende,  welche  symmetrisch  gegen  die  Ebene 
('/•„y^}  liegen." 

Dieser  Satz  iässt  sich  infolge  der  Parallelität  der  erzengenden 
Ebenenbüschel  direct  auf  das  orthogonale  Hyperboloid  über- 
tr^^en  und  wird  in  diesem  Falle  lauten: 

53.  y,Ein  orthogonales  Hyperboloid  kann  auf  unsählig  viele 
Alien  durch  zwei  projectivisch  -  congruente  Ebenenhüsehel  erseugt 
werden.'^ 

Oder,  wenn  die  Erzeugungsart  desselben  berücksichtigt  wird: 
Öi.  „Ztcei  projectimsch-congmente  Ehencniiischcl  erzeugen  immer 
eiji  oiihogonales  Hyperboloid." 
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§-  64. 

Sind  0,  lind  ö,  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Achsen  g^  und 
g^  (zweier  erzeugenden  Ebenenbüschel,  deren  entsprechende  Ebenen 
auf  einander  senlirecht  stehen)  und  legt  man  durch  o,  und  g^  bezie- 
hungsweise durch  öj  uud  g,  die  Ebenen  {o„g^)  und  (03,^',),  d.  i.  Ebeaen, 
welche  je  durch  die  eine  Achse  parallel  zu  der  anderen  gefflhrt  werden; 
construiert  man  ferner  durch  g,  und  g^  die  zu  diesen  Ebenen  senk- 
rechten Ebenen,  so  schneiden  sich  dieselben  in  dem  kürzesten  Ab- 
stände (iu,m„)  der  beiden  Achsen  ^,  und  r/j.  Die  Erzeugenden  o^m^ 
und  o^m,,  welche  beziehungsweise  zu  g^  und  g^  parallel  sind,  müssen 
sodaßu  offenbar  zwei  besondere  Erzeugende  des  orthogonalen  Hyper- 
boloides 1  epraseotieren  Splb'>tverständlieh  wird  der  kürzeste  Abstand 
dieser  letztgeninnten  Erzeugenden,  die  wir  kurz  i,  und  l^  nennen 
wollen    auch  gleich  j«,  m^  =!ein 

Führen  wii  nun  irgend  eine  Ebene  e  rechtwinklig  zum  Strahle 
g^    "^L  ist  dieaelbe  auch  rechtwinklig  m  l, . 

Besagte  Ebene  wird  das  Hyperboloid  in  einem  Kreise,  die  vier 
Strahlen  (/,,  g^,  ?,  und  h  dagegen  in  vier  Punkten  ^'i,  ^;„;  3,,  q„ 
schneiden. 

Da  p,2>s  einen  Durchmesser  dieses  Kreises  dai-stelifc,  ferner  die 
Ebene  (^i,  y  der  Ebene  (?, ,  ga)  parallel  ist  und  s  zu  beiden  Ebenen 
senkrecht  steht,  so  schneidet  b  beide  in  parallelen  Geraden;  es  sind 
folglich  auch  die  Sehnen  PiQi  und  p^q^  im  obigen  Kreise  parallel, 
daher  also  q^q^  gleichfalls  ein  Durchmesser  des  Kreises. 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  man  an  Stelle  der  gegebenen  Strahlen 
^1  «nd  g^,  welche  als  Achsen  zweier  projeetivischen  Ebenenbüechel, 
deren  entsprechende  Ebenen  zu  einander  senkrecht  stehen,  angenommen 
wurden,  auch  die  beiden  mit  jenen  Achsen  parallelen  Erzeugenden  l^ 
und  ?2  des  zweiten  Systems  hätte  annehmen  können,  um  in  gleicher 
Weise  das  orthogonale  Hyperboloid  zu  eonstruieren.  Die  sich  aus 
der  angestellten  Betrachtung  ergebende  Folgerung  lautet  somit : 

55.  „Ein  und  dasselbe  orthogonale  Hyperboloid  hann  auf  mvei 
verschiedene  Arten  durch  je  zwei  projectivische  Ebenenbüschel,  deren 
entsprechende  Ebenen  zu,  einander  senkrecht  sind,  erzeugt  werden.  Die 
Achsen  der  beiden  Ebenenbüschel  sind  zwei  su,  den  beiden  Kreis- 
schnitten senkrechte  Erzeugenden  der  einen  Regelschar,  oder  die  diesen 
parallelen  Erzeugenden  der  ztceiten  Schar." 
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IV.  Capitel. 
Der  gleichseitige  Kegel. 

§   h-y 

Bevor  wir  danuf  ubeigehen  eine  zweit?  bpsondpre  Art  des  wind- 
schiefen Hyperboloides  zu  unter'*nßhen  durfte  es  zweckmäßig,  ja  noth- 
wendig  erscheinen ,  die  Eigpuschatten  eines  besonderen  Kegels 
zweiten  Grades  welcher  mit  dem  zu  hespieehenden  Hyperboloide 
in  enger  Verhindung  ■fteht   nahei  kennen  zu  leinen 

Jeder  beliebige  Kegel  zweiten  drddes  kinn  dunh  Ebenen  ver- 
schiedener Stellung,  nach  gleichseitigen  Hyperhein  geschnitten 
werden. 

Denken  wir  uns  nämlich  zu  dem  gegebenen  Kegel  den  reci- 
proken  Kegel,  d.i.  jenen  Kegel  construiert,  dessen  Tangentialebenen 
durch  den  Seheitel  des  ersteren  gehen  und  auf  den  Erzeugenden 
desselben  senkrecht  stellen. 

Liegt  der  Eeciprokalkegel  zum  Theile  oder  ganz  in  dem 
Eaume  des  gegebenen  Kegels,  so  schneidet  eine  gewisse  Partie  oder 
es  schneiden  beziehungsweise  alle  seine  Tangentialebenen  den  gegebenen 
Kegel  in  reellen  Erzeugenden, 

Setzen  wir  voraus,  es  sei  s  eine  beliebige  Erzeugende  des  gege- 
benen Kegels  zweiten  Grades  und  die  derselben  entsprechende  Tan- 
gentialebene des  Reeiprokalkegels  schneide  den  ersteren  in  den  Erzeu- 
genden r^  und  J'g.  Dieser  Annahme  entsprechend,  sind  s  und  r,,  sowie 
auch  s  und  n  zwei  aut  einander  senkiecht  stehende  Erzeugenden  des 
gegebenen  Kegels.  Jede,  zu  einer  der  Ebene  is,rj)  oder  {s,r^  parallele 
Ebene,  schneidet  den  Kegel  nach  einei  Kegelsehnittslinie,  deren  Asymp- 
totenrichtungen jene  von  s  und  ^^  bezieliungsweise  von  s  und  r^  sind 
und  folglich  eine  gleichseitige  Hyperbel  sein  muss. 

Wählt  man  eine  andere  Erzeugende  s,  so  werden  sich  in  gleicher 
Weise  auch  zwei  andere  Stellungen  von  Ebenen  ergeben,  deren  Schnitte 
mit  dem   besagten  Kegel   wieder  gleichseitige  Hyperbeln  sein  müssen. 

Im  allgemeinen  wird  es  keine  Ebene  des  Reeiprokalkegels  gehen, 
welche  den  gegebenen  Kegel  in  zwei  Erzeugenden  r^  und  r^  sehneidet, 
die  selbst  wieder  auf  einander  senkrecht  stehen.  Im  Gegentheile  ist 
jener  Fall,  in  welchem  ein  Kegel  drei  wechselseitig  auf  ein- 
ander senkrecht  stehende  Erzeugenden  besitzt,  als  „be- 
sonderer Fall"  hervorzuheben  und  wird  ein  Kegel,  welchem  diese 
Eigen thümlichkeit  zukömmt  oder  ein  Kegel  von  dieser  besonderen 
Eigenschaft  ein  „gleichseitiger  Kegel"  genannt. 
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%.  66. 

Stellen  wir  uns  vor,  ein  Kegel  zweiten  Grades  besitze  drei 
gegenseitig  auf  einander  senkrecht  stehende  Erzeugenden  Sa,  Sa^,  Äa,. 

Jede  Ebene,  welche  auf  einer  dieser  drei  Erzeugenden,  etwa 
auf  Sa  sentrecht  steht,  ist  parallel  zn  den  beiden  anderen  Sa,  und 
Sa,,  schneidet  daher  den  Kegel  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel 
H,  deren  Asymptoten  zu  Sa^^  und  Sa^  parallel  sind. 

Die  Ebene  dieser  Hyperbel  denken  wir  uns  unmittelbar  als  Pro- 
jectioßsebene  angenommen. 

Der  Punkt  a  (Taf.  II,  Fig.  15),  in  welchem  diese  Ebene  die  Er- 
zeugende Sa  schneidet,  ist  einerseits  ein  Punkt  der  gleichseitigen 
Hyperbel  H  und  andererseits  die  orthogonale  Projection  S'  des  Kegel- 
scheitels. Die  orthogonalen  Projectionen  der  beiden  anderen  Erzengen- 
den Sa^  und  Sa^  gehen,  der  Voraussetzung  gemäß,  durch  S'  und 
sind  parallel  zu  den  Asymptoten  A^  und  A^  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel H.  Den  Abstand  des  Kegelscheitels  8  von  seiner  Projection 
wollen  wir  mit  h  bezeichnen. 

Denken  wir  uns  einen  beliebigen  Punkt  x  der  Hyperbel  S  mit 
S'  verbunden,  so  stellt  die  besagte  Gerade  xS'  die  orthogonale  Pro- 
jection irgend  einer  Kegelerzeugenden  dar.  Fällen  wir  weiters  durch 
den  Kegelscheite]  S  eine  Ebene  e  senkrecht  auf  diese  Erzeugende  Sx, 
so  wird  die  Bildflächtrace  et  dieser  Ebene  als  eine  Gerade  erscheinen, 
die  senkrecht  zu  der  Projection  S'w  steht.  Letztere  trifft  die  a  in 
einem  Punkte  «,  für  welchen  bekanntlich 

aS'.  S'x  =  h" 
ist.  Der  Punkt  a  fällt  stets  außerhalb  der  Strecke  Sx'  und  trifft 
infolge  dessen  die  Trace  e^  die  Hyperbel  immer  in  zwei  reellen 
Punkten  y  und  z,  welche  mit  jS'  verbunden,  die  Projectionen  S'y  und 
S'ä  jener  Erzeugenden  repräsentieren,  in  welchen  der  gleichseitige 
Kegel  (S,  -ff)  von  der  Ebene  e  geschnitten  wird. 

Zeichnen  wir  das  Dreieck  xyB,  so  folgt  aus  einem  bekannten 
Satze  der  Kegelschnittstheorie,  dass  der  Höhenschnittpunkt 
dieses  Dreieckes  stets  ein  Punkt  der  gleichseitigen  Hyperbel  sein  müsse. 
Dieser  Höhenschnittpunkt  kann  aber  offenbar,  da  S'x  auf  ys 
senkrecht  steht,  kein  anderer  als  der  Punkt  S'  selbst  sein. 

Hieraus  folgt  aber  weiters,  dass  auch  die  Verbindungsgerade  S'y 
senkrecht  zu  xs  und  die  Gerade  S'z  normal  zu  xy  stehen  müsse. 
Ferner  ist  auch  klar,  dass  die  Erzeugende  S'y  des  Kegels  (S,  H) 
einerseits  in  der  zu  S'x  senkrechten  Ebene  Sys,  andererseits,  wegen 
S'y  normal  zu  xs,  in  einer  auf  der  Ebene  Sxs   senkrechten  Ebene 
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(iß  der  durch  ihre  Projection  S'y  gehenden  bildfläch-projicierenden 
Ebene)  liege.  Es  wird  daher  die  Erzeugende  Sp  auch  auf  dem 
Schnitte  5'^'  dieser  Ebenen  Syei  und  Sxs  senkrecht  stehen.  Infolge 
dieser  Betrachtungen  sind  somit  die  Erzeugenden  Sy  und  S£  nicht 
nur  senkrecht  zur  Erzeugenden  Sx,  sondern  auch  senkrecht  unter 
einander. 

Da  der  Punkt  x  auf  der  gleichseitigen  Hyperbel  H  willkürlich 
angenommen  wurde,  so  gelangen  wir  auf  Grund  der  gemachten  Vor- 
aussetzungen zu  dem  Schlüsse,  dass  es  ia  dem  gleichseitigen  Kegel 
{S,  H)  unendlich  riele  Gruppen  von  drei  wechselseitig  auf  einander 
stehenden  ErKeugenden  gebe,  und  dass  diese  die  nämlichen  Eigen- 
schaften wie  die  ursprünglichen  drei  Erzeugenden  Sa^,  Sa»,  Sa  be- 
sitzen. 

Es  ergeben  sich  daher  die  Sätze: 

56.  „Besitzt  ein  Kegel  swcitcn  Grades  ein  Tripel  tvechselseüig 
auf  einander-  senkrecht  steke-nder  Erseugenden^  so  hommen  demselben 
unendlich  viele  derartige  Tripel  eu." 

67.  „Jede  Ebene,  welche  auf  einer  Ergeugenden  eines  gleidt- 
seitigen  Kegels  senkrecht  steht,  schneidet  diesen  Kegel  in  eiiter  gleich- 
seitigen Hyperbel  und  die  genannte  Erzeugende  in  einem  Funkte, 
welcher  der  Holiendvrchscknitt  aller  Dreiecke  ist,  die  t-on  den  Schnitt- 
punkten der  Hyperbel  mit  den  Tripeln  rechttvhikliger  'Erzeugenden 
gebüdet  werden.'* 

§.  67. 

Sind  Sx^,  Sy^,  Se^  undSa:^,  Sg^,  Se^  zwei  der  vorgenannten 
Tripel,  so  kann  man  durch  fünf  dieser  Strahlen,  beispielsweise  durch 
Sxi,  Sy^,  S^i,  Sx^  und  Sy^,  eine  Kegelfläehe  zweiten  Grades  1< 
Nachdem  aber  drei  dieser  Strahlen,  etwa  Sie^,  Sg^  und  Ss^  ein  recht- 
winkliges Tripel  bilden,  so  ist  der  Kegel  nothwendig  ein  gleichseitiger 
und  muss  dieser  daher  auch  den  mit  den  beiden  übrigen  Kegelerzeu 
genden  Sx^  und  Sg^  ein  Tripel  bildenden  Strahl  Sz^  enthalten.  Hier- 
aus ergibt  sich  unmittelbar  der  Satz: 

58.  ,.Zwei  Tripel  auf  einander  senkrecht  stehender  und  von 
einem  und  demselben  Punkte  ausgehender  Strahlen  Hegen  immer  auf 
einem  gleichseitigen  Kegel.'* 


Eine  Eigenschaft  des   gleichseitigen    Kegels,    welche    eine    voll- 
kommene Analogie    desselben  mit  der  gleichseitigen  Hyperbel  in  der 
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Geometrie  der  Ebene  erkenüen  lässt,  kann  nunmehr  leicht,  wie  folgt, 
eDtwiekelt  werden. 

Sind  Sxi.Sx,  und  Sx^CUf.  II,  Fig.  16)  drei  beliebige  von  einem  Punkte 
S  im  Kaume  ausgehende  und  nicht  in  einerlei  El)6ae  liegende  Strahlen, 
so  ist  bekannt,  dass  sich  die  drei  Ebenen,  welche  durch  Sxy  Sx^  und  Sx^ 
beziehungsweise  senkrecht  au  den  Ebenen  Sx^x^,  SxJX^  und  8x,  x^ 
gelegt  werden,  in  einer  und  derselben  durch  8  gehenden  Geraden  Sh, 
dem  sogenannten  Höhenstrahle  des  Dreikantes  S{xiX^x^, 
schaeiden,  uad  dass  jeder  der  vier  Strahlen  Sx^,  Sx.^,  Sx^,  Sh  als 
Höhenstrahl  des  von  den  drei  übrigen  gebildeten  Dreikantes  be- 
trachtet werden  kann. 

Wählen  wir  nun  als  Projeetions ebene  eine  Ebene  in  solcher  Lage, 
dass  sie  auf  einem  der  vier  Strahlen,  etwa  auf  hS  senkrecht  stehe, 
und  seien  x^,  x„  und  x^  (Taf.  II,  Fig.  16)  die  Durchstoßpunkte  der  drei 
flbrigen  Strahlen;  sei  ferner  S'  die  Projection  des  Punktes  S,  also  auch 
des  Strahles  hS  und  sind  mithin  S'x,,  S'x^  und  S'x^  die  Projectionen 
der  übrigen  drei  Strahlen,  so  besteht  zwischen  den  vier  Punkten  ä',«,, 
Xg  und  Kj  die  nachstehende  einfache  Beziehung. 

Da  der  Strahl  Sh  projicierend  ist,  so  sind  es  auch  die  Ebenen 
Shx„  Skx„  und  SIix^;  nachdem  ferner,  der  VoraussetKung  gemäß, 
die  Ebenenpaare ÄAar,  und  Sx-^x^;  Shx^  und  Sx^x^■,  Shx^  und  Sx^  x^ 
rechtwinklig  sind, so  ist  S'x^  senkrecht  auf  a;,a:^j;  S'x^  senkrecht  auf 
x^x-,  und  S'a!^  senkrecht  auf  tc^i«,!,  d.  h.  mit  anderen  Worten:  S'  ist 
der Höbenschnittpunkt  des  Dreieckes  x^x^x^. 

Durch  die  vier  Punkte  8',x^,x^,X3  kann  somit  ein  Büschel  von 
gleichseitigen  Hyperbeln  gelegt  werden,  und  jede  dieser  gleichseitigen 
Hyperbeln  wird  mit  dem  Punkte  8,  da  die  eine  Er7.eugeade  Sh  zur 
Hyperbelebene  senkrecht  steht,  einen  gleichseitigen  Kegel  be- 
stimmen. Sajj,  5*2  und  Sx^  sind  sodaan  ebenfalls  Erzeugende  des 
Kegeis.  Hiernach  ergeben  sich  die  Sätze: 

59a).  „Der  Höhenstrahl  des  jeweilig  von  drei  heliebigen  Er- 
seugendeti  eines  gleichseitigen  Kegels  gebildeten  Dreikants,  ist  selbst 
limine  Erzeugende  des  Kegels'^ 

oder: 

59h).  „Jeder  Kegel  zweiten  Grades,  welcher  durch  ein  ieliehiges 
Dreihant  und  dessen  Möhenstrahl  gelegt  werden  hann,  ist  ein  gleich- 
seitiger Kegel." 

und: 

59  c),  „Sämmtliche  gleichseitige  Kegel,  ivelche  durch  ein  ieliehiges 
Dreikant  gelegt  werden,  schneiden  sich  noch  in  einem  vierten  festen 
Strahle,  u.  sw,  dem  SÖhenstrahle  des  Dreikanis." 
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§.  69. 

Die  vorstehende  UntersuchnDg  führt  in  ibrem  weitern  Verlaufe 
zu  einem  besonderen  Tetraeder,  welches  mit  dem  gleichseitigen 
Kegel  in  ZusammeuhaDg  gebracht  werden  kann. 

Ein  solches  Tetraeder  wird  erhalten,  wenn  ein  beliebiges  Dreikant 
d  (ahc)  (Taf.  II,  Fig.  17)  durch  eine  Ebene,  welche  zum  Höhenstrahle  dh 
desselben  senkrecht  steht,  nach  dem  Dreiecke  abc  geschnitten  wird. 
Der  Punkt  /*,  in  welchem  besagte  Ebene  den  Höhenstrahl  dh  trifft, 
ist,  wie  aus  dem  Vorhergegangenen  klar  gewordeu,  der  Höhenpunkt 
des  Dreiekes  ahc. 

Da  die  Ebene  dah  sowohl  senkrecht  auf  der  Ebene  dbc,  als 
auch  senkrecht  auf  der  Ebene  aic  steht,  so  ist  sie  auch  normal 
zu  der  Schnittgeraden  ic  dieser  Ebenen.  Selbstverständlich  ist  somit 
be  auch  senkrecht  zu  jeder  in  der  Ebene  dah  liegenden  Geraden, 
insbesondere  also  auch  senkrecht  zu  da,  d.  h.  die  beiden  Gfegen- 
kauten  bc  und  da  des  Tetraeders  abcä  sind  zu  einander 
rechtwinklig.  Die  gleiche  Betrachtung  fortgesetzt,  lehrt,  dass  in 
übereinätimmender  Weise  auch  die  beiden  anderen  Paare  von  Gegen- 
kanteo,  d.  i.  ab  und  de;  ac  und  db  zu  einander  rechtwinklig  sind. 
Es  gilt  daher  der  Satz: 

60.  „Sind  bei  einem  Tetraeder  zwei  Paare  von  Gegenkanten 
rechttvinMig,  so  gilt  das  Gleiche  auch  hesiigUch  des   dritten  Faares." 

§.  70. 

Die  Ebene  dah  (Taf.  II,  Fig.  17}  schneidet  die  zu  ihr  seukrechte 
Ebene  dbc  in  einer  Geraden  da,,  welche  normal  zu  bc  steht. 

Fällt  man  von  a  ein  Perpendikel  auf  die  Ebene  dbc,  so  muss 
der  Fnüpuakt  c  desselben  in  der  Geraden  da^  liegen.  Ferner  treffen 
sich  die  beiden  TetraederhQheu  dh  und  aa  in  einem  Punkte  e,  welcher 
der  Höhenscbnitt  des  Dreieckes  dau,  ist.  Die  Gerade  aj^ea^  muss 
daher  gleichfalls  senkrecht  auf  da  stehen.  Besagte  Gerade  a,ea,  ist 
aber  auch  senkrecht  zu  bc,  da  sie  in  der  zu  öc  senkrechten  Ebene  dah 
liegt ;  dieselbe  repräsentiert  demgemäß  den  kürzesten  Abstand 
der  Gegenkanten  da  und  bc. 

In  gleicher  Weise  wird  gezeigt,  dass  auch  die  Tetraederhöhe u 
aus  den  Punkten  b  und  c  die  Tetraederhöhe  dh  schneiden  müssen,  und 
daas  durch  die  betreffenden  Schnittpunkte  auch  die  kürzesten  Abstände 
der  Gegeiikanten  db  und  ac  beziehungsweise  der  Gegenkanten  ab  und 
de  gehen  müssen. 

Berücksichtigen  wir  aber,  dass  die  Ebene  (%«(,,  fic)  auf  der 
Geraden  da,  mithin  auf  den  Ebenen  dab  und  dac  senkrecht  steht, 
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so  ist  es  eiüleuchtend,  dass  diese  Ebene  auch  die  Tetraederhöhen  aus 
den  Punkten  h  und  c  enthalten  müsse.  Nachdem  aber  dieäe  Höhen 
die  Höhe  dh  treffen,  so  können  besagte  Höhen  Qur  diejenigen  Geraden 
sein,  welche  sich  als  die  Vertiindungslinien  der  Punkte  b  und  c  mit 
dem  Punkte  e,  in  weicheoi  die  Ebene  (a,a„,  h  c)  die  Höhe  dh  schneidet, 
ergeben.  Hieraus  folgen  die  Sätze: 

61.  „Ist  ein  Tetraeder  so  heschaffen,  dass  zwei  Paare  von  Gegen- 
ianten  und  mithin  aueh  das  dritte  Paar  rechtwinklig  sind,  so  besitzt 
äasselbe  nachstehende  Eigenschaften: 

a)  Die  Tetraederhöhen  schneiden  sich  sämmtlich  in  einem  Punkte, 
durch  teelchen  auch  die  drei  Geraden  gehen,  welche  die  Mrsesten  Ab- 
stättäe  der  drei  Paare  von  Gegenkanten  enthalten. 

b)  Die  Fußpunhte  der  Höhen  auf  den  gegenüberliegenden  Seiten- 
flächen sind  die  Hohenpunkte  der  in  den  letsteren  liegenden  Dreiecke. 

c)  Die  fünf  Punkte  a,  b,  c,  d  und  e  liegen  derart  im  Räume, 
dass  jede]'  von  ihnen  der  Höhenschnittpunkt  des  von  den  vier  anderen 
g^ildeten  Tetraeders  ist. 

d)  Die  vier  Hohen  des  Tetraeders  liegen  so,  dass  jede  derselben 
den  Höhensträkl  des  von  den  anderen  gebildeten  Dreikants  vorstellt. 
Die  vier  Höhen  liegen  somit  immer  auf  einem   gleichseitigen  Kegel. " 

Da  endUchineinem  jeden  Dreiecke  die  Rechtecke,  welche  über 
den  HOhenabschnitten  als  Seiten  gebildet  werden,  den  gleichen 
Inhalt  haben,  so  ergibt  sich  als  directe  Folgerung: 

e)  Die  vier  Höhen  des  Tetraeders  und  die  drei  kürzesten  Ab- 
stände der  Gegenkanten  loerden  von  dem.  Höhenpunkte  des  Tetraeders 
in  je  zwei  Theile  so  getheHt,  dass  die  Pechtecke  über  diesen  Abschnitten 
als  Seiten  sämmtlich  den  nämlichen  Inhalt  besitzen." 


V.  Capitel. 
Das  gleichseitige  Hyperboloid. 

§.  71. 

Ein  windschiefes  Hyperboloid,  dessen  Asymptoten- 
fcegel  ein  gleichseitiger  Kegel  ist,  heißt  ein  „gleichseitiges 
Hyperboloid". 

Es  bedarf  diesfalls  wohl  keiner  besonderen  Äuseinandersetaung, 
um  den  Nachweis  zu  erbringen,  dass   dessen   charakteristische  Eigen- 
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Schäften  der  Wesenheit  Dach  zum  größten  Theile  mit  jenen  des  zn- 
gehörigen  Kegels  übereinstimmen,  und  daher  direct  au9  diesem  her- 
geleitet werde»  können. 

Da  die  Erzeugenden  des  Asymptotenkegels  zu  jenen  des  Hyperbo- 
loides  parallel  sind,   so  folgt  unmittelbar  aus   Satz  56)  der  folgende : 

63.  „Sind  drei  Erzeugende  eines  Hyperboloides,  welche  einer 
Segelschar  angehören,  loechselseitig  auf  einander  senkrecht,  so  gibt 
es  in  der  einen  wie  in  der  anderen  Regelschar  unendlich  viele  der- 
artige Tripel  rechfivinkliger  Erzmge>ulen.  Bas  Hyperholoid  ist  somit 
ein  gleichseitiges.'^ 

Mit  Kücksicht  auf  den  Satz  33),  dass  eine  Ebene  den  Asymp- 
totenkegel und  das  Hyperboloid  in  ähalichea  Kegelschnitten  schneidet, 
imd  andererseits  mit  Beachtung  des  Satzes  57),  dass  jede  Ebene,  welche 
auf  einer  Erzeugenden  eines  gleichseitigen  Kegels  senkrecht  steht, 
denselben  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  sehneidet,  ergibt  sich  der  Satz : 

03.  „Schneidet  eine  Ebene,  welch:  iSii  einer  Erzeugenden  eines 
Hyperboloides  senkrecht  ist,  dasselbe  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel, 
so  schneidet  überhaupt  jede  Ebene,  welche  zu  einer  Ereettgenden  seiüt- 
recht  steht,  das  Hyperboloid  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel.'' 

§.  72. 

Setzen  wir  nun  voraus,  es  seien  g,,  g^  und  g^  (Taf.  III,  Fig.  18) 
drei  zu  derselben  Kegelsehar  gehörende,  wechselseitig  auf  einander 
senkrecht  stehende  Erzeugenden  eines  gleichseitigen  Hyperboloides : 
seien  ferner  \,  l^  und  l^  die  ihnen  beziehungsweise  parallelen  Erzeu- 
genden der  zweiten  Regelschar. 

Die  genannten  sechs  Geraden  bilden  ein  windschiefes  rechtwink- 
liges Sechsseit  abcdefa,  welches  zu  einem  rechtwiakligen  Parallele- 
piped  ergänzt  werden  kann,  dessen  Mittelpunkt  M  gleichzeitig  der 
Mittelpunkt  des  Hyperpoloides  ist. 

Diesem  Sechsseit  oder  beziehungsweise  Parallelepiped  lässt  sich 
eine  Kugel  K  umschreiben,  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Mittelpunkte  M 
des  Hyperboloides  zusammenfälit. 

Denken  wir  uns  ferner  ein  zweites  windschiefes  reehtwiukliges 
Sechsseit  ß,  b^  c,  <?,  e^  /j  a^  des  Hyperboloides,  welches  von  den  be- 
treffenden Erzeugenden  3,',  ^2 ',  g^j',  und  (,'''a''^3'  ^^  derselben  Weise 
wie  das  vorherige  gebildet  wird. 

Diesem  zweiten  Sechsseit  lässt  sieh  wieder  eine  Kugel  K,  um- 
schreiben, welcher  gleichfalls  der  Mittelpunkt  M  des  Hyperboloides 
als  Centrum  zuliömmt. 
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Betraeliteü  wir  die  Geraden  <jy,'Jz,l,'  und  ?j'.  Diese  bestim- 
men in  ihren  Schnittpunkten  n,  x,  ij,  s  Ecken  eines  Tetraeders, 
von  welchem  die  vorgenannten  Geraden  zwei  Paare  von  Gegenkanten 
repräsentieren.  Der  gemachten'  Voraussetzung  nach  sind  aber  diese 
Gegenkanten  auf  einander  wechselseitig  senkrecht,  daher  das  Tetraeder 
ein  solches  ist,  von  welciiem  die  Sätze  60}  und  61)  gelten. 

Nachdem  die  Gerade  l^  auf  .9,  und  (/^  senkrecht  steht,  so  be- 
stimmt dieselbe  den  kürzesten  Abstand  hc  dieser  Geraden  und  ent- 
hält folglich  auch  den  Höhenpunkt  ji  des  Tetraeders  tvxyz. 

Desgleichen  repräsentiert  die  Gerade  g^'  oder  e,  /",  den  kürüesteu 
Abstand  von  ?,'  und  l^',  enthält  mithin  (nach  Satz  61a)  ebenfalls 
den  Höhepunkt  des  Tetraeders  i.i>xyz\  es  wird  sonach  der  Schnitt- 
punkt p  von  g^'  und  ^3  jenen  Höhenpunkt  darstellen.  Nach  Satz  61  e) 
ist  aber: 

pb.pc  =  pe,  .pf\  =  x". 

Nachdem  aber  die  Punkte  b  und  c  der  Kugel  K,  jene  i\  und  f,  da- 
gegen der  Kugel  /f,  angehören,  so  sagt  dieses  Ergebnis  nichts  anderes 
aus,  als:  die  beiden  coneeutrisehen  Kugeln  JiT und  ^,  haben  für  den 
Punkt  ^f  die  gleiche  Potenz  x^.  Letzteres  ist  aber,  wie  wir  wissen,  nur 
dann  möglich,  wenn  beide  KugelnÄ" und  Ä',  in  eine  zusammenfallen. 
Nachdem  aber  die  beiden  Sechsaeite  auf  dem  Hyperboloide  be- 
liebig gewählt  wurden,  so  folgt  der  Satz: 

64.  „Die  lEchiiunhfe  sämmtlicher  mifemnn  gleichseitig&ii  Uyper- 
bolmde  liegenden  recJiUoinkligen  windschiefen  Sechsseite  befinden  sich 
auf  einer  getcissen  mit  dem  Hyperhohide  concentrischen  KugeV 

Auf  dieser  Kugel  liegen  aber  auch  diejenigen  Punkte,  welche  die 
sämmtlichen  Sechsseite    zu  rechtwinkligen  Parallelepipeden  ergänaen. 

Untersuchen  wir  nun,  was  die  bezeichneten  Punkte  für  eine  Be- 
deutung haben. 

Das  Sechsseit  ahcdefa  wird  durch  die  beiden  Punkte  in  und  n 
zum  Parallelöpiped  ergänzt;  m  ist  der  Schnittpunkt  dreier  zu  einan- 
der rechtwinkliger  Berührungeebeuen  {g^,^^,  {g.^,  ?i)  und  {g^,  J^)  des 
Hyperboloides,  ebenso  ist  der  Punkt  n  der  Durchschnitt  der  recht- 
winkligen Berührungsebenen  ((/j,  }^),  ((/„,  ?,)  und  {g^,  l^.  Das  Gleiche 
gilt  von  den  Punktepaaren,  welche  die  übrigen  Sechsseite  zu  Parallele- 
pipeden ergänzen.    Es  gilt  daher  der  Satz: 

G5.  „Die  Kugel,  welche  die  Ecl'punkte  aller  tcindschiefen  recht- 
tcinkligen  Sechsseiie  des  gleichseitigen  Hyperboloides  enthalt,  enthält 
ojich  die  DurchscJmtttspuiikte  je  dreier  auf  einander  senkrecht  stehen- 
der Beriihnmgs^enen  des  gleicliseitigen  Hyperboloides."' 
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§.  73. 

Sei  ahcd  ein  beliebiges  Tetraeder;  seien  ferner  K,  h,  K  ™d 
ha  (Taf.  III,  Fig.  19)  die  der  Holien  desselben,  d.  li.  die  Normalen 
von  den  vier  Punkten  a,  h,  c  uud  d  auf  die  bezüglichen  Gegenseiten. 
Die  Ebenen  dieser  Gegenseiten  Icd,  cda,  äah,  alc  wollen  wir  kurz 
«,  ß,  -/,  ä  nennen.  Die  Fußpunkte  der  Höhen  auf  den  obgenannten 
Ebenen   seien  «,,  t,,  c,  und  d,. 

Die  Ebenen  (ahhi)  und  («cc,}  schneiden  sich  in  einer  Geraden  i„, 
welche  durch  den  Punkt  tt  geht,  also  die  Höbe  A„  trifft.  Die  nämliche 
Gerade  wird  aber  auch,  weil  sie  in  den  beiden  Ebenen  («&?<[)  und 
(acc,),  welche  die  Höhen  7/j  und  K  enthalten,  liegt,  die  letztgenannten 
Höhen  h  und  h^  treffen.  Es  lässt  sich  aber  nachweisen,  dass  die 
Gerade  7^  auch  der  vierten  Höhe  ha  begegnen  müsse.  Die  Ebene 
(ahh^)  enthält  nämüch  die  Höhe  h/,,  ist  daher  senkrecht  zur  Seiten- 
ebene ß;  ebenso  ist  die  Ebene  (acc^)  senkrecht  zur  Seitenebene  y. 
Die  Schnittgerade  L  der  beiden  Ebenen  (ahh,)  und  (acc,)  ist  daher 
der  Höhenstrahl  des  Dreikantes  a{lcd),  welcher  sich  bekannt- 
lich auch  in  der  durch  ad  senkrecht  nur  Ebene  S  gelegten  Ebene 
a<ld,  vorfindet.  Letztere  Ebene  enthält  alier  auch  die  Höhe  h^]  es 
wird  dieselbe  demgemäß  von  h  in  einem  Punkte  getroffen  werden 
müssen. 

Ebenso  kann  man  noch  drei  weitere,  beziehungsweise  durch  b, 
e  und  d  gehende  Geraden  /;,,  Ic  und  Id  finden,  deren  jede  die  vier 
Tetraaderhöhen  sehneidet. 

Werden  aber  vier  sich  kreuzende  Geraden  von  mehr  als  uwei 
Geraden  geschnitten,  so  werden  diese  überhaupt  von  unendlich  vielen 
Geraden  getroffen  und  gehören  dieselben ,  wie  bereits  bekannt,  einem 
Hyperboloide  an.  Diese  Ergebnisse  zusammengesetzt,  liefernden  SatZ: 

6S.  „Die  vier  Höhen  eines  allgemeinen  Tetraeders  sind  stets  Er- 
eeugende  desselben  Systems  eines  windschiefen  Hyperholoides.  Dieselben 
)  also  eine  hyperboloidische  Lage.'^ 


Legt  man  durch  die  Höhe  M  eine  Ebene  e  parallel  zur  Höhe  ha, 
so  steht  diese  sowohl  senkrecht  auf  der  Seitenebene  ß,  als  auch  auf 
der  Seiteuebene  a,  hiermit  also  senkrecht  zum  gegenseitigen  Schnitte 
(a,ß],  oder  senkrecht  zur  Tetraederkante  cd.  Die  Trace  besagter 
Ebene  auf  der  Ebene  k  ist  daher  die  durch  h  gehende  Höhe  des  Drei- 
eckes hcd. 
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Führt  man  ferner  durch  die  Höbe  hc  eine  Ebeue  e,  parallel  zur 
Höhe  /(„,  so  wird  deren  Trace  auf  der  Ebene  a,  wie  auf  die  vorher 
besprochene  Art  nachgewiesei  werden  kanti,  die  durch  c  gehende  Höhe 
des  Dreieckes  hcd  sein.  Die  beiden  Ebenen  e  und  e,  schneiden  sieh 
mithin  in  einer  Geraden,  welche  durch  den  Höhenpunkt  des  Dreieckes 
hcd  geht  und  zur  Ebene  desselben  senkrecht  steht,  daher  nichts 
anderes  als  die  zur  Höhe  k^  parallele  Eraeugende  des  zweiten  Systems 
des  Hyperboloides  (hahbhjii)  darstellt.  Hiernach  ergibt  sich  der  Satz: 

67.  „Errichtet  man  in  den  HÖhenpunktcn  der  Seitendreiecke 
eines  allgemeinen  Tetraeders  Senkrechte  stt  den  Ebenen  dieser  Drei- 
ecke, so  r&präscntieren  dieselben  die  su  den  Tetraederhöhen  parallelen 
Erzeugenden  der  zweiten  Begelsehur  in  jenem  Hyperboloide  ,  welches 
durch  diese  Hohen  bestimmt  ist." 

§.  75. 
Betrachten  wir  den  Schnitt  des  Hyperboloides  mit  der  Seiten- 
ebene a.  Die  Sehnittcurve  wird  durch  die  drei  Punkte  b,  c  und  d, 
{weil  diese  den  Erzeugenden  h,  h^  und  hd  angehören),  sowie  auch 
durch  den  Höhenschnitt  des  Dreieckes  bcd  gehen,  nachdem  dieser  einer 
Erzeugenden  des  zweiten  Systems  angehört.  Besagte  Schnitt tcurve 
muss  daher  eine  gleichseitige  Hyperbel  sein.  Berücksichtigt  man  aber 
weiters,  dass  die  Ebene  a  zu  einer  Erzeugenden  7;„  senkrecht  ist,  so 
folgt,  dass  auch  das  Hyperboloid  ein  gleichseitiges  sei.  Es  gilt  somit 
der  Satz: 

68.  „Die  vier  Hohen  eines  allgemeinen  Tetraeders  sind  Erzeu- 
gende derselben  Begelschar  eines  gleichseitigen  Hyperboloides ,  und 
die  in  den  Höhenpunkien  der  Seiienßäclie  auf  die  letztere  errichteten 
Normalen  sind  die  zu  den  ersteren  pa/raUelen  Erzeugenden  der  zweiten 


%.  76. 
)a  ein  windschiefes  Hyperboloid    durch   drei  Leitgeradea    fest- 
;  ist,  so  folgt,  dass  im  vorliegenden  Falle  drei  Höhen  eines 
allgemeinen    Tetraeders    stets    ein    gleichseitiges   Hyper- 
boloid bestimmen    werden. 

Man  kann  aber  ebenso  leicht  «eigen,  dass  auch  umgekehrt  drei 
Erzeugenden  derselben  Schar  eines  gleichseitigen  Hyper- 
boloides, stets  als  drei  Höhen  eines  Tetraeders  aufgefasst 
werden  können. 

Sind  nämlich  ha,  h/,,  hc  drei  Erzeugenden  eines  Systems  des 
gleichseitigen  Hyperboloides,    und   schneiden  wir  dasselbe    durch  eine 
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zu  ha  senkrechte  Ebene  a ,    so  ist  die  Schuittcurve  eine  gleich- 
seitige Hyperbel. 

Nennen  wir  den  PuDkt,  in  welchem  die  zu  ha  parallele  Erzeu- 
gende des  anderen  Systems  die  Ebene  a  schneidet,  a,,  so  muss  (nach 
Satz  68)  der  letztgenannte  Punkt  a,  der  Höhenpunkt  des  in  der  Ebene  k 
liegenden  Tetraederdreieckes  bcd  sein.  Zwei  Eckpunkte  b  und  c,  d.  s. 
die  Schnittpunkte  von  a  mit  den  Erzeugenden  ht  und  hc  desselben, 
sind  somit  bekannt,  und  wird  folglich  der  dritte  Eckpunkt  d  an- 
bestimmt werden  können. 


Um  das  Tetraeder  zu  construieren,  hat  man  nunmehr  behufs  Be- 
stimmung der  Seitenebene  ß,  bloß  durch  ac  eine  senkrechte  Ebene  zur 
Höhe  hb,  und  durch  ad  behufs  Bestimmung  der  Seitenebene  y,  eine 
zur  Höhe  ?tc  senkrechte  Ebene  zu  legen.  Der  Höhenstrahl  des  von 
den  Ebenen  k,  ß,  y  gebildeten  Dreikantes  ist  sodann  die  vieite  Höhe  hg. 
während  die  ihr  entsprechende  Seitenebene  des  Tetiaedeis  jene  duich 
hc  senkrecht  zu  h^  gelegte  Ebene  8  sein  wird.    Saher  der  Satz: 

69.  „J)rei  beliebige  Ereeageadeu  derselben  Etgehchar  emes 
gleichseitigen  Hyperboloides  können  stets  als  drei  Sahen  etms  Tetra- 
eders betrachtet  werden.^' 

§-  11. 

Das  Tetraeder  selbst  ist  jedoch,  wie  aus  den  bisherigen  dies- 
bezüglichen Erörterungen  hervorgeht ,  durch  die  vorher  bezeichneten 
Bestimm ungsstiicke  noch  nicht  unzweideutig  festgestellt,  da  die  Seiten- 
ebene  K  wohl  zur  Höhe  7(„  senkrecht  gelegt,  sonst  aber  ganz  beliebig 
angenommen  wurde. 

Es  kann  somit  die  Frage  aufgeworfen  werden,  wann  oder  unter 
welchen  Bedingungen  sind  drei  sich  kreuzende  Geraden,  Erzeugende 
eines  gleichseitigen  Hyperboloides,  oder,  was  dasselbe  ist,  wann  stellen 
drei  sich  nicht  schneidende  Geraden   die  Höhen  eines  Tetraeders  dar. 

Nehmen  wir  zum  Zwecke  des  zu  liefernden  Nachweises  zwei 
sich  kreuzende  Geraden  ht  und  h^  an;  a  sei  irgend  ein  beliebiger 
Pnnkt  im  Kaume. 

Der  letztgenannte  Punkt  a  kann  jederzeit  als  Eckpunkt  eines 
Tetraeders  betrachtet  werden,  dessen  Höhen  hi  und  7;^  sind.  Die 
Seitenebenen  ß  und  y  ergeben  sich  unmittelbar  als  jene  Ebenen,  welche 
durch  a  senkrecht  zu  hi  und  hc  geführt  werden  können.  Diese  beiden 
Ebenen  scbneiden  sich  io  der  Kante  ad,  deren  zweiter  Eckpunkt  d 
jedoch  bisher  nicht  bekannt  ist. 
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Die  BbeoB  ß  enthält  das  Tetraederdreieck  acd;  es  ergibt  sieh 
daher  der  Punkt  c  als  Schnittpunkt  der  Ebene  ß  mit  der  Geraden  hg. 
Ebenso  findet  man  den  Punkt  h  als  Schnitt  der  Ebene  y  mit  der  Ge- 
raden /(;,.  Hierdurch  ist  aber  bereits  das  Dreieck  ahc,  also  auch  die 
EbeEe  d  bestimmt.  Die  Höhe  k^  muss  die  bereits  oben  ermittelte  Tetra- 
ederkante ad  treffen. 

Die  Tetraederebene  a  geht  durch  die  feste  Gerade  hc,  imä  da 
die  Hölie  Ab  auf  ihr  senkrecht  stehen  muss,  so  wird  sie  nothwendig 
in  der  durch  a  senkrecht  zu  öc  gelegten  Ebene  liegen,  kann  aber  in 
dieser  willkürlich  durch  den  Punkt  a  gezogen  werden. 

Die  Gerade  ad  wird  nun  von  der  durch  bc  senkrecht  zuh,,  ge- 
legten Tetraederebene  a  in  d  geschnitten,  womit  die  vierte  Ecke,  also 
auch  die  vierte  Höhe  des  Tetraeders  festgestellt  erscheint. 

Hieraus  folgt  der  Satz; 

70.  „Sind  zwei  sich  nicht  schneidende  Geraden  hi,  nnä  hc  als 
Höhen  eines  Tetraeders  gegehen,  und  ist  von  einer  dritten  Höhe  ha 
hlofi  dn  dem  Tetiaeder  angeht  nge  Eclpimkt  heJmmi  so  ist  diese 
H  he  ha  auf }  ne  Ehene  ie'-chranJt,  uelehe  durch  a  zu  der  Gera- 
den ho  notmal  gelegt  und  Hierhet  Jedeufen  h  und  c  die  Schniit- 
punHe  der  Hohen  Äj  und  hc  mit  den  Elienen  y  und  ß  uelchc  durch 
a  hesieliungsweibe  'ienhecM  su  hc  und  h^  gelegt  uerdrn" 

§    7h 

Ea  unterliLgt  nunuiel  i  lu  h  kemei  be  (.nloien  "^ehw  erigkeit,  den 
Mittelpunlit  des  gleichseitigen  Htpeibokide  zu  finden  welches  die 
\ier  Hüben    ine    Tetiaedeis    als  Er7eugendp  einei  Regel  ihar  enthält. 

Den  bezeichneten  Mittelpunkt  findet  man  mit  Zuhilfenalime  der 
au  den  letzterwähnten  Erzeugenden  parallelen  Erzeugenden  de-  zweiten 
Systems. 

Sei  ahcd  (Taf.  III,  Fig.  20)  das  gegebene  Tetraeder,  aa'  die 
dem  Punkte  a  entsprechende  Höhe,  also  eine  Erzeugende  des  gleich- 
seitigen Hyperboloides.  Die  zu  aa'  parallele  Erzeugende  des  zweiten 
Systems  ist,  wie  bereits  nachgewiesen  wurde,  jene  Gerade,  welche  durch 
den  Höhenpunkt  a^  des  Dreieckes  hcd  auf  die  Ebene  des  letzteren 
senkrecht  geführt  wird. 

Weiter  ist  bekannt,  dass  sich  der  Mittelpunkt  M  eines  Hyperbo- 
loides, von  welchem  zwei  zu  einander  parallele  Erzeugenden  bekannt 
sind,  auf  jener  Geraden  vorfindet,  welche  in  der  Ebene  dieser  Erzeu- 
genden liegt  und  den  Abstand  derselben  halbiert. 
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Im  vorliegenden  Falle  wird  besagte  Gerade  offeiitiar  erhalten, 
wenn  man  durcli  den  Mittelpunkt  a^  der  Strecke  aa^  eine  Senkrechte 
znr  Ebene  7)C(Z  führt. 

Diese  Gerade  hat  eine  besondere  Eigenschaft.  Denken  wir  uns 
nämlich  durch  a^  eine  Ebene  parallel  zu  hcd  gelegt,  so  schneidet 
diese  das  Breikant  a{hcä)  in  einem  Dreiecke  m^m21il^,  welches  be- 
kanntlich dem  Dreiecke  hcd  ähnlich  and  ähnlich  gelegen  ist.  Der 
Höhenpimkt  desselben  wird  mithin  der  Punkt  a^  sein.  Da  «^  der 
Mittelpunkt  der  Strecke  «k,  ist,  so  sind  die  Punkte  )%,  in^  und  ni^ 
die  Mittelpunkte  der  Kanten  ah,  ac  und  ud. 

In  ähnlicher  Weise  könnte  man  von  den  drei  übrigen  Seiten- 
ebenen ausgehen  und  würde  in  voller  Übereinstimmung  mit  Obigem 
drei  andere  Geraden  finden,  welche  ebenfalls  den  Mittelpunkt  des 
Hyperboloides  enthalten. 

Halbiert  man  die  sämmtliehen  Kanten  des  Tetraeders  durch  die 
Punkte  m, ...Hiß,  und  legt  durch  die  Punkte  m, JMjJii^,  m^m^m^ 
m^m^m^  und  m^m^m^  Ebenen,  so  werden  diese  ein  Tedraeder  a'b'c'd' 
bestimmen,  welches  mit  dem  ursprünglichen  ahcd  congruent  ist.  Die 
Punkte  »»j . . .  m^  werden  gleichfalls  die  Halbierungspunkte  der  Kanten 
desselben  darstellen  und  die  Kanten  des  Tetraeders  a'h'c'd'  werden 
zu  jenen  von  abcd  parallel  laufen.  Endlich  sehneidet  jede  Kante  des 
Tetraeders  a'h' c^d'  die  zu  ihrer  Gegenkante  parallele  Kante  des 
zweiten  Tetraeders  abcd. 

Errichtet  man  andererseits  in  den  Höhenpunkten  c^,  ß„,  f„,  d', 
der  in  den  Ebenen  des  Tetraedei-s  a'  h'c'd'  liegenden  iJreiecken 
niim^m^;  m^m^m^-,  m„in^m^  und  m^m^m^  Senkrechte  zu  diesen 
Ebenen,  so  schneiden  sich  diese,  der  früheren  Betrachtung  gemäß,  in 
einem  und  demselben  Pnnkte  .¥,  dem  Mittelpunkte  des  gleich- 
seitigen Hyperboloides, 

Der  Punkt  M  ist  aber  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  der  dem 
Tetraeder  a'h'c'd'  umschriebenen  Kugel.  Denn  der  Höhenpunkt  a^ 
des  Dreieckes  jwiMjMIj  ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  zugleich 
der  Mittelpunkt  des  dem  Dreiecke  h'c'd'  umschriebenen  Kreises  und 
die  Senkrechte  in  a^  auf  die  Ebene  des  Dreieckes  h'c'd'  enthält  so- 
dann nothwendig  auch  den  Mittelpunkt  der  durch  a'h'c'd'  gehenden 
Kugelfläehe. 

Berücksichtigt  man  weiters,  dass  der  Mittelpunkt  der  dem 
Tetraeder  a'h'c'd'  umschriebenen  Kugel  als  Schnitt  jener  Ebenen,  welche 
durch  die  Mittelpunkte  m^...m^  der  Kanten  des  Tetraeders  a'h'c'd' 
senkrecht  kh  den  betreffenden  Kanten  geführt  werden,   erhalten  wird 
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und  dass  diese  Ebenen  auch  senkieciit  stehiju  auf  den  den  Punkten 
'»1.--W6  gegenüber  liegenden  Kanten  des  ursprünglichen  Tetraeders, 
so  findet  man  den  Satz: 

71.  „Die  Ebenen,  uelche  durch  die  Mttfdpunkta  der  Kanten 
eines  Tetraeders  normal  su  den  betreffenden  Gegenhanten  gelegt 
werden,  schneiden  sich  in  einem  und  demselben  Punkte,  dem  Mittel- 
punkte des  gleichseitigen  Hyperboloides,  welches  durch  die  Tetraeder- 
hohen  bestimmt  jsf." 

§.  79. 

Die  beiden  Tetraeder  alcd  und  a'h'c'd'  sind  centriscb  sym- 
metrisch in  Bezug  auf  eineu  Punkt  S,  in  welchem  sich  die  Geraden 
aa'  bb',  cc',  dd'  schneiden.  Durch  diesen  Punkt  gehen  aber  offenbar 
auch  die  Geraden  m^m^,  mjmo  und  m3W4,  d.  i.  die  Verbindungsgeradeu 
der  Mittelpunkte  der  Gegeukanten  des  Tetraeders  abcd  sowohl,  als 
auch  der  des  Tetraeders  a'h'c'd'.  Dieser  Punkt  S  ist  sonach  für 
beide  Tetraeder  der  „Schwerpunkt". 

Die  Mittelpunkte  M  und  M'  der  den  beiden  Tetraedern  a'b'e'd' 
und  abcd  umschriebenen  Kugeln  sind  in  Bezug  auf  S  symmetrisch 
und  nachdem  M,  als  Mittelpunkt  des  gleichseitigen  Hyperboloides  er- 
kannt wm-de,  folgt  der  S&tzi 

72.  „In  einem  beliebigen  Tetraeder  liegen  der  Mittelpunkt  der 
umsckriebeneit  Kugeln,  der  Mittelpunlct  des  durch  die  HöJt&n  bestimmten 
gleichseitigen  Hypei-boloides  und  der  Schwerpunkt  des  Tetraeders  auf 
einer  und  derselben  G&raden.  Letzterer  halbiert  die  Strecke  gwisehen 
den  beiden  crsteren.'^ 


VI.   Capitel. 
Das  hyperbolische  Paraboloid. 

§■  80. 

Das  windschiefe  Hyperboloid  definierten  wir,  als  Ort  jener  Ge- 
raden, welche  in  jeder  Lage  drei  sich  nicht  schneidende,  feste 
Geraden,  die  „Leitlinien  des  Hyperboloides"  treö'en. 

Setzen  wir  voraus,  dass  die  eine  der  Leitgeradeü  in  unend- 
liebe  Entfernung  fällt,  d.  h.  unterwerfen  wir  die  erzeugende  Ge- 
rade der  Bedingung,  dass  sie  in  all  ihren  Lagen  zwei  sich  kreuzende 
Leitgeraden  schneidet  und  zu  einer  Ebene  (deren  unendlich  ferne 
Gerade  eben  die  dritte  Leitgerade  repräsentiert),  stets  parallel  bleibt, 
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HO  artet  das  Hyperholoid  in  eiDe  Fläche  aus,  welche  den  Namen 
„hyperbolisches  Paraboioid"  oder  „windschiefes  Parabo- 
loid"  führt. 

Die  feste  Ebene,  welche  die  dritte  im  Unendlichen  liegend e 
Leitger ade  vertritt,  wird  eine  „Richtungsebene"  oder  „Richt- 
ebeae"  des  Paraboloides  genannt. 

Die  beiden  im  Endlichen  liegenden  Leitgeraden  g^  und  //^  werden 
von  Ebenen  e,,  e^...,  welche  zur  Richtebene  B  parallel  sind,  also 
dem  durch  die  unendlich  ferne  Leitgerade  (/„  als  Achse  bestimmten 
Parallelehenenhüschel  angehören,  in  Punktreihen  a^a^,..  und 
&1&2.  .  .  geschnitten,  welche,  da  sie  au  dem  genannten  Parallel- 
ebenenbüschel  perspectivisch  sind,  unter  einander  projec- 
tiviseh  sein  müssen. 

Die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  a^  und  ft^,  ü^  und 
&j,..,  sind,  nachdem  dieselben  parallel  zu  J5  sind.  Erzeugende  des 
Paraboloides. 

Berücksichtigt  man  aber,  dass  die  Verbindungslinie  der  unendlich 
fernen  Punkte  der  Leitgeraden  gi  und  g^,  als  eine  Gerade  in  der  un- 
endlich fernen  Ebene,  auch  die  Gerade  y„  treffen  miiss  und  mithin  eine 
Erzeugende  In  des  Paraboloides  darstellt,  so  erkennt  man,  dass  sich 
die  unendlich  fernen  Punkte  von  ^^  und  g^  in  den  beiden  projectivi- 
schen  Punktrethen  entsprechen,  dass  also  diese  Reihen  insbesondere 
ähnlich  sind.     Es  folgt  demnach  der  Satz: 

73a.  „Die Ers:cugendan  eines  hyperbolischen  Paraboloides  iestim- 
men  auf  den  beiden  Leitgeraden  zwei  ähnliche  Pmiktrcihen." 

%.  81. 

Es  kann  nun  ebenso  die  umgekehrte  Frage  aufgeworfen  werden, 
ob  nicht  überhaupt  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte 
zweier  ähnlichen  Reihen  auf  zwei  sich  nicht  schueidenden  Trä- 
gern,  Erzeugende  eines  Paraboloides  sind. 

Zwei  ähnliche  Punktreiheu  sind,  wie  wir  bereits  wisseu,  durch 
zwei  Paare  entsprechender  Punkte  %  und  k^;  a,  und  «^  vollkommen 
bestimmt,  indem  die  unendlich  fernen  Punkte  der  Träger  g^  und  g^ 
ebenfalls  ein  Paar  entsprechender  Punkte  repräsentieren. 

Denken  wir  uns  nun  durch  die  Verbindungsgerade  «lai  oder  l^ 
eine  Ebene  q  parallel  zur  Verbindungsgeraden  a^a^  oder  4  gelegt 
und  ebenso  durch  l^  eine  Ebene  e^  parallel  zu  l^  geführt.  Diese 
Ebenen  sind  selbstverständlich  unter  einander  parallel,  sehneiden  sich 
i  in  einer  unendlich  fernen  Geraden  g^. 
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Betrachten  wir  g^ ,  g^  und  (/„  als  die  Leitgeraden  für  ein 
Paraboloid,  so  bestimmen  (nach  dem  vorhergehenden  Satze)  die  Erzeu- 
genden /. . .  des  Paraboloides  auf  y-^  und  g^  zwei  ähnliche  Punktreihen. 
Nachdem  aber,  der  Construction  gemäß,  die  Punkte  «^  und  o-^;  %  und 
«2  entsprechende  Punkte  dieser  Reihen  sind,  so  folgt,  dass  diese 
Reihen  mit  den  ursprünglich  auf  jf,  und  g^  gegebenen  ähnliehen 
Punktreihen  identisch  sind. 

Es  ergibt  sich  demzufolge  der  Satz: 

73}).  „Die  VerMndiingsgeraden  entsprechender  J^unUe  sweim-  akii- 
Ucher  Punhtreihen  auf  sielt  kreuzenden  Trägem  sind  ^u  einer  wnd 
derselben  Ebene  jyarallel  mid  daher  Erseugende  eines  ligperhoHsclien 
Paraboloides.'^ 

§-  82. 

Sind  auf  zwei  sich  kreuzenden  Trägern  g^  und  g^  zwei  ähnliehe 
Punktreihen  a^b^c^...  und  «a^s'^s---  gegeben,  so  kann  das  Paraboloid, 
dessen  Erzeugenden  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte 
dieser  Reihen  sind,  auch  folgendermaßen  erzeugt  werden. 

Denken  wir  uns  die  Reihe  a^biCi...  auf  g^  durch  ein  Ebenen- 
büscbel  ^3  (ßi^iCi.. .),  dessen  Achse  die  Gerade  ^ä  ist  und  ebenso 
die  Punktreihe  a2b2C2. . .  durch  ein  Ebenenbüsehel  y^  {a^h^c,. . .), 
dessen  Achse  die  Gerade  g^  ist,  projiciert. 

Diese  beiden  Ebenenbüsehel  sind  projeetiTiseh,  indem  sie 
zwei  ähnliehe  Punktreihen  projicieren;  besitzen  aber  eine  be- 
sondere Lage. 

Die  beiden  unendlich  fernen  Punkte  u^  und  112  von  ^j  und  g^ 
entsprechen  einander ;  es  sind  daher  auch  die  beiden  Ebenen  (g^,  %) 
und  (ffi,  Mj)  entsprechende  Ebenen  der  Büschel  ^g  und  g^.  Beide 
Ebenen  enthalten  aber  die  unendlich  ferne  Gerade  «ji/j  und  sind 
somit  parallel. 

Weiters  ist  nnschwer  einzusehen,  dass  je  zwei  entsprechende 
Ebenen,  wie  beispielsweise  die  Ebenen  ((/,,ft2)  und  (g,„u,),  sich  in  einer 
Erzeugenden  des  Paraboloides  sehneiden.  Denn  jede  dieser  Ebenen 
enthält  die  beiden  Punkte  a^  und  «2  ^^'^  demgemäß  auch  die  Ver- 
bindungsgerade derselben.    Wir  erhalten  somit  den  Sata: 

74.  jfZwei projecUwiscJie  Ebenenbüsehel  mit  sich  nicht  sclmeiden- 
den  Achsen  erseugen  ein  hyperbolisches  Paraboloiä,  Hobuld  sie  ein 
Paar  paralleler  entsprechender  Ebenen  besitsen.^ 


Berücksichtigt  man,  das^  eine  beliebige  Gerade  h  von  den  beiden 
projeetivischen    Ebenenbüschein    y,    und    g^    in    zwei    projectivisehen 
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Punktreiheu  geschnitten  wird,  und  dass  diese  letzteren  zwei  Doppel- 
punkte besitzen,  so  ist  auch  klar,  dass,  da  es  hiermit  auf  einer  belie- 
bigen Geraden  üwei  Punkte  (reell  oder  imaginär)  giUt,  'liureh  deren 
jeden  zwei  entsprechende  Ebenen  der  erzeugenden  Ebenenbüschel,  also 
eine  Erzeugende  des  Paraboloides  geh t ,  auch  der  n ach- 
stehende Satz  seine  Geltaog  habe. 

75.  „Das  hyperbolisclie  Paräboloid  tvird  von  einer  beliebigen 
Geraden  in  stvei  {reellen,  oder  ima(finären)  Pinikten  geschnitten;  das- 
selbe ist  also  eine  Fläche  sweiten  Grades." 

§■  84. 

Da  das  hyperbolische  Paräboloid  durch  projeetlvische  Ebenen- 
büschel erzeugt  werden  kann,  so  lässt  sich  in  derselben  Weise ,  wie 
beim  windschiefen  Hyperboloid  nachweisen ,  dass  obhesagte  Fläche 
zwei  Systeme  von  Erzeugenden  solcher  Beschaffenheit  besitze, 
dass  jede  Erzeugende  des  einen  Systems  von  jeder  Erzeu- 
genden des  anderen  Systems  geschnitten  werde,  dass 
hingegen  zwei  Erzeugende,  die  demselben  Systeme  an- 
gehören, niemals  zum  Schnitte  gelangen. 

Selbstverständlich  gibt  es  auch  in  der  unendlich  fernen 
Ebene,  wie  oben  bereits  gezeigt  wurde,  gleichfalls  zwei  Erzeu- 
genden g,,  und  In,    welche  verschiedenen  Systemen  angehören. 

Sämmtliche  Erzeugenden  l  treffen  die  Erzeugende  ff»  des  anderen 
Systems,  und  sämmtliche  Erzeugende  g  begegnen  der  Erzeugenden  U 
der  zweiten  Schar.  Es  werden  somit  alle  Erzeugenden  i  zu  den 
Ebenen,  deren  Stellung  l,,  ist,  und  ebenso  sämmtliche  Erzeugenden  l 
zu  den  Ebenen,  deren  Stellung  g^  ist,  parallel  sein.  Demnach  gilt 
folgerichtig  der  Satz: 

76.  ^Bas  hyperholische  Paraholoiä  hesitä,  siiti  bt/^teme  getad- 
liniger  Erzetigetiden;  die  Erseugenden  jedes  der  U'idnt  Systeme  smd 
zu  einer  bestimmten  Ebene,  der,  Rielitebene  des  Systems,  paiallef 

Nachdem  parallele  Ebenen  alle  Geraden,  welche  diese  schneiden, 
in  Abschnitte  von  gleichen  Verhältnissen  theileii,  oder  mit  anderen 
Worten,  auf  allen  Geraden,  welche  zu  den  Ebenen  nicht  parallel  siud, 
ähnliche  Punktreihen  bestimmen,  so  ergibt  sieh  unmittelbar  aus  dem 
vorstehenden  Satze  der  folgende: 

77.  „Die  Erzeugenden  des  einen  Systems  tverden  von  jenen  des 
anderen  Systems  in  älinliclien  Funktreihen  geschnitten.'* 

§.  85. 
Jede  Ebene,    welche    durch  eine  Erzeugende    des   einen  Systems 
gebt,    wird    das  windschiefe  Para,boloid    noch  in  einer  zweiten  Erzeu- 
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gendeii,  die  jedoch  dem  anderen  Systeme  aagehöreD  miiss,  sehneideL. 
Eine  solche  Ebene  berührt  das  Paraboloid  in  dem  Sebcittpunkte  der 
beiden  Erzeugenden,  die  sie  enthält. 

Die  asymptotischen  Ebenen,  d.  h.  jene  Ebenen,  welche 
d^  hyperbolische  Paraboloid  in  den  unendlich  fernen  Punkten 
seiner  Erzeugenden  berühren,  sind,  wie  ohne  jedwelohe  Schwierig- 
keit dargethan  werden  kann,  die  Ebeiien  der  Parallelbüscbel  mit 
den  Achsen  </„  uud  l„.  Die  asymptotische  Ebene  einer  beliebigen  Er- 
zeugenden g^  ist  nämlich  jene,  welche  durch  die  genannte  Erzeugende 
geht,  und  die  Erzeugende  des  anderen  Systems,  d.  i.  die  Gerade  la, 
welche  durch  den  uneudiich  ferneu  Punkt  Uu  geführt  werden  kann, 
enthält.    Mithin  besteht  der  Satz : 

78,  „Bei  einem  hyperbolischen  Paraboloide  artet  der  Asyniptoten- 
hegel  in  swei  Parallelehenenhüscliel  aus,  deren  Achsen  die  unendlich 
fernen  Erzeugenden  beider  Systeme  sind." 

Die  unendlich  ferne  Ebene  enthält  selbst  zwei  Erzengende  g„ 
und  h,  der  beiden  Systeme,  berührt  folglich  das  Paraboloid  in  dem 
Schnittpunkte  ü  dieser  beiden  Geraden.    Hiermit  gilt  der  Satz: 

79.  „Uns  hyperbolische  Paraboloid  ivirä  von  der  unendlich 
fernen  Ebene  in  jenem  Punkte  berührt,  in  welchem  sich  die  unend- 
lich fernen  Erzeugenden  schneiden,  d.  i.  in  dem  unendlich  fernen 
Punlde  der  Schnittgemdcn  der  beiden  Eichfebencn." 


Eine  „besondere  Berühruugsebene"  des  hyperbolischen 
Paraboloides ,  deren  Bestimmung  von  Wichtigkeit  ist,  wollen  wir  in 
nachstehender  Weise  festaustellen  suchen. 

Die  betreuenden  Eichtebenen  für  die  Eraeugeuden  des  Systems  y 
und  des  Sjstemt,  l  seien  beziehungsweise  Bg  und  Bi.  Denken  wir 
uns  auf  die  Schnittgerade  der  beiden  Ebenen  B^  und  Bi  eine  senk- 
rechte Ebene  <   gefuhrt,  welche  B^  in  ys  uud  Bi  in  X^  scbrfeiden  möge. 

Bebtimmen  wir  nun  jene  Erzeugende  (/«  des  Paraboloides,  welche 
parallel  zu  ys  ist,  sowie  auch  jene  Erzeugende  h^  welche  zu  As  pa- 
rallel läuft,  so  werden  sieb  diese  beiden  Erzeugenden  in  einem  Punkte 
A  schneiden,  welcher  der  „Scheitel"  des  Paraboloides  ge- 
nannt wird. 

Zieht  man  durch  X  eine  Parallele  J.  f/  zu  der  Sehnittgeraden 
der  beiden  Kichtebenen,  so  gebt  dieselbe  offenbar  durch  den  vorher 
genannten  Berdhiungspunkt  ü  des  Paraboloides  mit  der  unendlich 
fernen  Ebene;  ferner  wird  besagte  Gerade  senkrecht  sein  auf  der  Be- 
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rührt! ngsebene  {ßs,  la)  im  Scheitel  des  Parabnloides.  Die  Gerade  A  ü 
pflegt  man  die  „A-Chse"  des  Paraboloides  ku  nennen. 

Weiters  ist  der  Schnitt  des  Paraholoides  mit  einer  Ebene  stets 
ein  Kegelschnitt,  da,  wie  nachgewiesen  wurde,  die  Fläche  vom 
Kweiten  Grade  ist. 

Dass  diesfalls  der  ebene  Schnitt  keine  Ellipse  sein  kann,  ist 
von  selbst  einleuchtend,  da  der  Ort  der  unendlich  fercen  Punkte  aller 
Erzeugenden  des  Paraboloides  aus  zwei  reellen  Geraden  „den  un- 
endlich fernen  Erzengenden  y^  und   i«"  besteht. 

Die  schneidende  Ebene  hat  mit  jeder  dieser  Geraden  einen 
reellen  Punkt  gemein,  d.  h.  die  Schnitt cnrve  besitzt  zwei 
reelle  unendlich  ferne  Punkte;  ist  daher  eine  Hyperbel. 

Hat  speciell  die  schneidende  Ebene  eine  solche  Lage,  daas  sie 
den  Schnittpunkt  ü  der  beiden  unendlich  fernen  Erzeugenden  g^  und 
(„  enthält,  ist  dieselbe  also  parallel  zur  Achse  des  Paraboloides, 
so  fallen  die  beiden  unendlich  fernen  Punkte  der  Schnittcurve  mit 
dem  Punkte  U  zusammeu. 

Da  weiters  die  unendlich  ferne  Ebene  das  Paraboloid  in  dem 
Punkte  ü  berührt,  so  ist  deren  Schnitt  mit  der  sehneidenden  Ebene, 
d.  i.  die  unendlich  ferne  Gerade  der  letzteren,  eine  Tangente  der 
Schnittcurve  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  V  derselben.  Hieraus 
folgt,  dass  unter  obiger  Voraussetzung  die  Schnittcurve  eine  Pa- 
rabel sei. 

Endlich  kann  eine  Ebene,  welche  durch  eine  Erzeugende 
des  Paraboloides  geht,  die  Fläche  nur  noch  in  einer  zweiten 
Erzeugenden  schneiden,  welche  selbstverständlich  dem  anderen 
Systeme  angehört. 

Eine  solche  Ebene,  welche  in  dem  Schnittpunkte  der  beiden  Er- 
zeugenden das  Paraboloid  berührt,  schneidet  dasselbe  nach  einem,  in 
zwei  Gerade  (die  genannten  Erzeugenden)  ausgearteten  Kegel- 
schnitt.   Wir  erhalten  somit  den  Satz; 

80.  „Der  ebene  Schnitt  des  hyperbolischen  Paraboloides  ist  im 
allgemeinen  eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  m  den  Tracen  der  beiden 
RichteJ^enen  auf  der  schneidenden  Ebene  parallel  sind.  Ist  jedoch 
die  sehneidenäe  Ebene  parallel  eur  Achse  des  Paraboloides,  so  ist 
die  Schnittcurve  etine  Parabel.  Endlich  kann  der  Schnitt  des  Para- 
boloides mÜ  einer  Ebene  auch  in  swel  Gerade  dann  ausarten,  wenn 
die  schneidende  Ebene  gleichseitig  eine  Beriihrungsebene  derFläche  ist." 
%.  87. 

Berücksichtigt  man ,  dass  die  Achse  einer  Parabel  eine  durch 
den  unendlich  fernen  Punkt  derselben  gehende  Gerade  ist,    und    dass 
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sämmtliche  auf  dem  Paraboloide  liegenden  Parabeln  dieselben  unend- 
lich fernen  Punkte  U  besitzen,  so  ergibt  sieh  sofort: 

81.  „Die  Achsen  aller  mtf  einem  hyperbolischen  Paraholoide 
liegenden  Paraheln  sind  parallel  siir  Achse  des  Paraboloides." 

§-  88. 

Jede  durch  die  Achse  des  hyperbolischen  Paraboloides  gehende 
Ebene  schneidet  die  genannte  Fläche  in  einer  Parabel,  deren  Achse 
die  Achse  des  Paraboloides  ist. 

Denn  die  Schnitteurre  geht  durch  den  Scheitel  A  des  Parabo- 
loides; die  Tangente  der  Parabel  in  diesem  Punkte  A,  ist  der  Schnitt 
der  Berühnmgsebene  ((/„,  y  mit  der  sehneidenden  Ebene,  also  eiue  zur 
Geraden  A  ü  senkrechte  Gerade. 

Die  Gerade  A  U  aber,  welche  durch  den  unendlich  fernen  Punkt 
t'  der  Parabel  geht  und  die  Parabel  noch  ia  einem  zweiten  Punkte  A, 
„dem  Scheitel"  unter  rechtem  "Winkel  trifft,  stellt  offenbar  die  Achse 
der  Parabel  dai'.    Demnach  ergibt  sich  der  Satz: 

8S.  „Die  AcJisc  eines  hyperbolisch en  Paraboloides  ist  auch  die 
Achse  für  alle  Paralidn  anf  dem  ParühoJolde,    deren  L'bencn  durch 


Auf  einem  windschiefen  Hyperboloide  existiert  zu  jeder  Er- 
zeugenden eine  parallele  Erzeugende  im  anderen 
Systeme. 

Auf  einem  hyperbolischen  Paraboloide  hingegen  gibt  es  kein 
einziges  Paar  paralleler  Geraden, 

Gesetzt,  es  wären  j/,  und  (,■  zwei  parallele  Erzeugende,  welche 
selbstverständlich  verschiedenen  Systemen  angehören  müssten. 

Ist  (/„  irgend  eine  beliebige  anderweitige  Erzeugende,  so  bestim- 
men die  Erzeugenden  l  auf  gi  und  3„  ähnliche  Puuktreilien,  welchen, 
als  entsprechende  Punkte,  auch  die  Schnittpunkte  von  gt  und  ^„  mit 
h  angehören  müssten. 

Der  erste  dieser  beiden  Schnittpunkte  liegt  aber,  der  Voraus- 
setzung nach,  in  unendlicher  Eenie,  der  zweite  hingegen  in  endlicher 
Entfernung;  es  würde  daher  in  zwei  ähnlichen  Keiheu  dem  unendlich 
fernen  Punkte  der  einen  ein  im  Endlichen  'gelegener  Punkt  der  an- 
deren entsprechen,  was  undenkbar  ist;  hiernach  folgt  der  Satz: 

83.  „Auf  einem  hyperholischen  Paraholoide  gibt  es  hein  Paar 
paralleler  Geraden." 
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§.  90. 

Der  einem  Jiyperbolischeii  Paraboloide  aus  einem  Punkte  P  des 
Raumes  iim  sehn  ebene  Kegel  wird  von  jenen  Beröhrungsebenen,  die 
durch  den  Punkt  P  gehen,  d  i  ^oq  jenen  Ebenen,  welche  durch  P 
und  durch  die  einzelnen  Lizeugenden  des  Paraboloides  führen,  umhüllt. 

Denkt  man  sich  nun  das  Paraboloid  durch  die  Verbind ungsgeraden 
entspiecben der  Punkte  zweier  ähnlichen  Punktreiben  «id^e, ,.,  und 
«j&3(3  .  auf  zwei  feich  nicht  sehneidenden  Trägern  g^  und  g^ 
erzeugt,  ao  werden  jene  Ebenen  den  Beruh rungskegol  umhüllen, 
welche  durch  den  Punkt  P  und  je  zwei  entsprechende  Punkte  tfj  und 
ßj,  fc,  und  (»a...  der  beiden  Reihen  g^  und  g^  geben,  oder  mit  an- 
deren Worten:  jene  Ebenen,  welche  entsprechende  Strahlen  zweier 
projeetivischen  Strahlenbüschel  F{a.^hiCj^, . .)  und  F{a^'b2'^2---)  ^'^t- 
binden,  den  Punkt  P  zum  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  haben  und 
zu  den  beiden  ähnlichen  Keiben  a^h^c^...  und  ag,h„c^,..  perspec- 
tivisch  sind. 

Dieser  Kegel  ist  somit  vom  zweiten  Grade.  Demnach  folgt 
der  Satz; 

84.  „Da-  einem  hyperbolischen  Paraboloidc  aus  einem  Punkte 
des  Baumes  umschriebene  Kegel  ist  vom  sweifen  Gmde." 

Oder,  mit  Kücksicht  auf  die  Darstellung  des  hyperbolischen 
Paraboloides  in  eeotraler  Projeetion: 

85.  „Die  Contour  eines  hyperhoUscIien  Paraboloides  in  ccniral- 
projedivisclier  Darstellung  ist  ein  Kegdschnitt.a 

§■  91. 

Liegt  der  Punkt  P  speeiell  in  unendlicher  Entfernung, 
so  übergeht  der  dem  Paraboloide  umschriebene  Kegel  in  einen  um- 
schriebenen Cvlinder.  Die  unendlich  ferne  Ebene  berührt  bekanntlich 
das  Paraboloid,  und  da  dieselbe  auch  des  Punkt  P  enthält,  so  berührt 
sie  auch  den  aus  P  dem  Paraboloide  umschriebenen  Cylinder,  welcher 
demgemäß  ein  parabolischer  Cyünder  sein  muss.  Es  ergibt 
sich  daher  der  Satz: 

86.  „Der  einem  hypcrbolisehen  Paraboloide  mnsclirielene  CyJin- 
der  ist,  welche  auch  die  Richtung  der  Cylindererzeugenäen  sein  möge, 
stets  ein  parabolischer.'* 

Oder  für  die  Darstellung  in  der  Parallelprojeetion  : 

87.  „Die  Contour  eines  hyperbolischen  Paraboloides  bei  parallcl- 
projecUvischer  Darstellung  ist  immo-  eine  Parabel." 
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§.  92. 

Berührt  eioe  Gerade  eine  Fläche  zweiten  Grades,  so  kann  die 
besagte  Gerade,  außer  den  lieiden  im  Berflbrnngspunkte 
vereinigten  Punkten,  mit  der  Fläche  keinen  weiteren  Punkt 
gemein  haben. 

Weiß  man  daher,  dass  eine  Gerade  die  Tangeute  einer  Fläche  zweiten 
Grades  ist  und  kennt  man  einen  Punkt,  den  dieselbe  mit  der  Fläche 
gemein  hat,  so  kann  der  bezeichnete  Punkt  kein  anderer,  als  der 
Berührungspunkt  selbst  sein. 

Gestützt  auf  diesen  Umstand,  stellen  wir  folgende  Betraehtung  an. 

Denken  wir  uns  dem  hyperbolischen  Paraboloide  aus  einem 
Punkte  F  des  Raumes  einen  Kegel  K  umschrieben  und  seien  B^,  Bj 
und  B^  drei  Berührungsebenen  des  Kegels  K,  mithin  also  auch  Be- 
rührnngsebenen  des  Paraboloides,  in  den  Punkten  a^,  a^  und  a^. 

Der  Kegel  K  wird  sodann,  auf  Grund  der  gemachten  Voraus- 
setzungen, von  diesen  Ebenen  längs  den  Erzeugenden  Pa^,  Pa^  und  P«, 
berührt.  Legen  wir  durch  «i,  a^  und  a^  eine  Ebene  e,  so  wird  diese 
das  Paraboloid  in  einem  Kegelschnitte  treffen,  welcher  durch  die  drei 
Punkte  «1,  ttj,  «a  geht  nnd  in  denselben  jene  drei  Geraden  t-^,  f„,  t^ 
berühren,  in  welchen  die  Ebene  e  die  Berühruagsebenen  S^,  J3„\  B3 
schneidet. 

Selbstverständlich  sehneidet  besagte  Ebene  auch  den  Kegel  K 
in  einem  Kegelschnitte,  der  gleichfalls  durch  «„  a^,  a^  gebt  und  die 
Geraden  t^,  t^  und  t^  berührt. 

Diese  beiden  Kegelschnitte  sind  somit  identisch  und  reprä- 
sentieren, den  Auseinandersetzungen  zufolge,  die  Berührnngscurve  des 
Kegels  K  mit  dem  Paraboloide.    Hiernach  der  Satz : 

88.  ^Die  Berühruiiffscurve  des  hyperbolischen  Paraboloides  mit 
einem  demseUien  umschriebenen  Kegel  ist  immer  eine  ebene  Curve  unä 
zwar  eine  Hyperbel." 

Liegt  der  Kegelscheitel  in  unendlicher  Entfernung,  über- 
geht also  der  umschriebene  Kegel  in  einen  umschriebenen  Cylinder, 
so  kann  die  auf  diesem  parabolischen  Cylinder  (Satz  86)  liegende 
Berührnngscurve  nur  eine  Parabel  sein.  Wir  gelangen  daher  zu  dem 
Satze : 

89.  „l)ie  Berührungscurve  eines  hyperbolischen  Paraboloides  mit 
einem  demselben  tutischriebenen  Cylinder  ist  eine  Parabel." 

§.  93. 

Denkt  man  sich  umgekehrt,  das  Paraboloid  durch  eine  Ebene  e 
nach  einem  Kegelschnitt  S  geschnitten  und  constrniert  man  in  allen 
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Punkten  dieses  Kegelscbnittes  die  dem  Paraboloide  entsprechenden 
Berührungsebenen ,  so  lässt  sicli  leicht  nachweisen,  dass  dieselben 
durch  einen  nnd  denselben  Punkt  gehen,  also  einen  Kegel  um- 
hQllen. 

Nehmen  wir  nämlieh  auf  dem  Kegelschnitte  27  drei  Punkte  «„ 
«4  und  «a  beliebig  an  und  construiereu  die  drei  zugehörigen  Berüh- 
rungsebenen Bi,  Bj  und  B^  des  Paraboloides,  so  schneiden  sich  diese 
nothwecdig  in  einem  Punkte  P,  welcher  (nach  Satz  88)  die  Eigen- 
schaft besitzt,  dass  der  aus  demselben,  dem  Paraboloide  umschriebene 
Kegel,  das  letztere  in  den  Punkten  des  durch  a^,  a^  und  a^  gehenden 
ebenen  Schnittes,  d.  i.  längs  des  Kegelschnittes  H   berührt. 

Hiemit  ist  gleichzeitig  auch  nachgewiesen,  dass  alle  Berührungs- 
ebenen des  Paraboloides  in  den  Punkten  von  H  durch  den  nämlichen 
Punkt  P  gehen  müssen.    Daher  besteht  der  Satz: 

90.  „Die  Berührungscienen  eines  hyperbolischen  Paraboloides 
in  den  Punkten  eines  ebenen  Schnittes  mnhiUlen  einen  Kegel  stveiten 
Grades. " 

§.  94. 

[st  die  schneidende  Ebeae  e  specieil  parallel  'iur  Achse  des 
Paraboloides,  ist  also  der  Kegelschnitt  2  eine  Parabel,  so  kann 
man  zwei  beliebige  Punkte  «^  und  a^  derselben  annehmen  und  die 
diesen  Punkten  entsprechenden  Berührungsebenen  B,  und  B^  des  Para- 
boloides construiereu. 

Besagte  Berührungsebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden  s. 
Betrachtet  man  die  so  gefundene  Gerade  s  als  Kichtung  der  Erzeu- 
genden eines  dem  Paraboloide  umschriebenen  Cjlinders,  so  wird  dieser 
letztere  (nach  Satz  89)  das  Paraboloid  längs  einer  Parabel  berühren, 
welche  durch  die  beiden  Punkte  «(  und  «,  geht  imd  keine  andere 
sein  kann,  als  die  Parabel  H  selbst,  in  welcher  die  Ebene  e  das  Para- 
boloid schneidet.  Denn  durch  die  beiden  Punkte  %  uud  a^  kann  nur 
eine  einzige  zurÄchse  des  Paraboloides  parallele  Ebene,, 
also  auch  nur  eine  einzige  Parabel  gelegt  werden. 

Es  folgt  daher  der  Satz: 

91.  „Die  Berithrungsdienen  eines  hyperhoUselien  Paraboloides  in 
den  Punkten  einer  auf  dem  letsteren  liegenden  Parabel  umMllen. 
einen  parabolischen  Cylinder.^ 

§.  95. 

Die  Asymptoten  eines  ebenen  Schnittes  des  hyperbolischen  Para- 
boloides sind,  wie  wir  bereits  wissen,  parallel  au  den  Geraden  y  und  l, 

Peschti,  Daratelleiiäc  u.  projectiTe  Geonietiit.  1[I.  6 
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in  welchen  die  sehneidende  Ebene  die  heideu  Riehtebenen  Mg  und  It, 


Bestimmt  man  nämlieii  die  Erzeugenden  g  und  l  der  beiden 
Systeme,  welche  ntt  den  Geraden  y  und  ).  parallel  sind,  so  stellen 
diese  zwei  Erzeugenden  des  Paraboloides  vor,  welche  zur  schneidenden 
Ebene  E  parallel  sind  und  deren  unendlich  ferne  Punlite  die  unend- 
lich fernen  Punkte  der  Schnittcurve  darstellen. 

Um  die  Tangenten  der  letzteren  in  diesen  Punkten  zu  bestimmen, 
denken  wir  uns  die  betreffenden  Tangentialebenen  des  Paraboloides  in 
denselben  Punkten  bestimmt,  d.  h.  die  asymptotischen  Ebenen  der  beiden 
Erzeugenden  g  «nd  l  aufgesucht.  Besagte  Ebenen  sind  selbstverständ- 
lich die  durch  g  und  l  beziehungsweise  parallel  zu  Rg  und  iJj  ge- 
IQhrten  Ebenen  B),  und  Bi. 

Die  beiden  Ebenen  Bg  und  Bi  schneiden  sich  unter  einander  in 
einer  zur  Achse  des  Paraboloides  pp.railelen  Geraden  s,  während  der 
Schnitt  derselben  mit  der  schneidenden  Ebene  e  in  den  Asymptoten 
A^  und  Ä^  der  Schnittcurve  erfolgen  wird.  Der  Begegnungspunkt  m 
der  beiden  letzteren  ist  offenbar  der  Schnittpunkt  der  Geraden  s  mit 
der  Ebene  e.  Derselbe  wird  sonach  den  Mittelpunkt  der  Schnitt- 
hyperbel repräsentieren. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  Ebenen  Bg  and  Bi,  sowie  die  Ge- 
raden g,  l  und  s  dieselben  bleiben,  wenn  man  für  die  Ebene  c  eine 
andere  zu  ihr  parallele  Ebene  c'  substituiert,  so  ergibt  sich  unmittel- 
bar, dass  die  Mittelpunkte  m  aller  parallelen  Schnitte  eines  Parabo- 
loides auf  einer  und  derselben  Geraden  s  liegen,  und  dass  deren 
Asymptoten,  als  Schnitte  der  Parallelschar  schneidender  Ebenen  mit 
zwei  festen  Ebenen  Bg  und  JS;,  sämmtlich  unter  einander  parallel 
seien.  Nachdem  aber  alle  Hyperbeln,  welche  parallele  Asymptoten 
besitzen,  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sind,  so  folgt  der  Satz: 

02.  j,Wird  ein  hyperbolisches  Paraboloid  durch  eine  Schar 
paralleler  Ebenen  geselimtten,  so  sind  die  Schnittcurven  ähnlich  und 
ähnlich  gelegene  Hyperhein,  deren  Mittelpunkte  sämmtlich  auf  einer 
stir  Achse  des  Paraboloides  parallelen  Geraden  liegen." 

Die  letztgenannte  Gerade  nennt  man  den  zu  der  Schar  paral- 
leler schneidender  Ebenen  „conjugierten  Durchmesser"  des 
hyperbolischen   Paraboloides. 

§.  96. 
Setzen   wir   nun    voraus,    ein   System  paralleler  Geraden  li„  7',j, 
/(.,...   schneide    ein    hyperbolisches   Paraboloid    in    den    Punttepaaren 
a^h^■,  a^h,^\  agh^....    Durch  diese  Geraden  /;,,  h^. . .   denken  wir  uns 
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parallele  Ebenen  e,,  e^,  e^. . .  gelegt.  Die  letzteren  werden  dio  Fläche 
in  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Hyperbeln  sehneiden,  deren  Mittel- 
punkte 0,,  Oj,  Oj, . .  auf  einer  festen  Gferaden  s  liegen  und  deren  jede 
eine  Sehne  «,&,,  a^\...  besitzt. 

Denkt  man  sieh  ferner  die  Mittelpunkte  m,,  m^...  von  a^h^, 
■djfej..,  mit  den  entsprechecdeii  Mittelpunkten  o,,  o^...  der  Hyber- 
beln  yerbuaden,  so  erhält^  man  Durchmesser  dieser  letzteren,  welche 
der  Eichtung  der  Sehnenschar  a^'b^,  %h^. . .  coujugiert  sind.  Nach- 
dem aber  die  sämmtlichen  Hyperbeln  ähnlich  liegend  sind,  so  müssen 
diese  Durchmesser  o,  m,,  o^m^. . .  unter  einander  parallel  sein  und  da 
die  letzteren  sammt  und  sonders  die  Gerade  s  sehneiden,  so  liegen  sie 
auch  alle  in  einer  und  derselben  Ebene.  Hiernach  ergibt  sich 
der    Satz: 

93.  „Die  Mittelpunkte  paralleler  Sehnen  eines  hyperbolischen 
Parabol&ides  liegen  in  einer  und  derselben  Ebene,  welche  sur  Achse 
des  Paraboloides  parallel  ist." 

Die  letztgenannte  Ebene  wird  die  der.Parallelsehnenschar  j,eon- 
JHgierte  Durchmesserebene"  genannt 

§.  97. 
Verschiedene  Erz eagunga arten  des  hyperbolischen  Paraboloides. 

a)  Denken  wir  uns  zwei  projectivische  Ebenenbüschel  g^  und  ß«, 
von  denen  das  eine,  etwa  g»,  ein  Parallelebenen büschel,  dessen  Achse 
3„  somit  in  unendlicher  Entfernung  liegt,  sei. 

Eatspreohende  Ebenen  vorbezeichneter  Büschel  schneiden  sich 
{nach  Satz  11)  in  den  Erzeugenden  einer  windschiefen  Fläche  zweiten 
Grades,  fQr  weiche  g^  und  j)„  Leitgeraden  sind. 

Der  unendlich  fernen  Ebene,  als  [einer  Ebene  des  Büschels  jf«, 
eutspricht  im  Büschel  gi  eine  bestimmte  Ebene,  deren  Schnitt  mit 
der  ersteren  eine  unendlich  ferne  Erzeugende  der  Fläche  liefert. 

Die  letztbeaeichnete  Fläche  besitzt  daher  in  der  unendlich  fernen 
Ebene  awei  Geraden,  ist  sonach  ein  hyperbolisches  Paraboloid.  Mithin: 

94.  „Zwei  projectivische  Eienenbüschel ,  wovon  das  eine  ein 
Parallelebenenbiischel  ist,  ergeugen,  sobald  ihre  Achsen  heinen  Punkt 
gemein  haben,  ein  hyperbolisches  Paraboloid." 

g.  98. 

b)  Setzen  wir  voraus',  es  seien  drei  Geraden  g^,  g^  und  g^  als 
Leitgeraden  für  eine  windschiefe  Fläche  derart  gegeben,  dass  alle  drei 
zu  einer  und  derselben  Ebene  e  parallel  sind. 
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Bei  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  von  g^,  g^,  g^  erzeugen  die 
Geraden,  welche  Oi,  g^,  ga  schneiden,  wie  wir  bereits  wissen,  ein 
Hyperboloid. 

Unter  der  Voraussetzung  ater,  dass  die  Geraden  g^,  g^,  g^  au 
einer  Ebene  e  parallel  sind,  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  U 
dieser  Ebene  selbst  eine  Erzeugende  des  Hyperboloides  und  dieses 
degeneriert  somit  in  ein  hyperbolisches  Paraboloid. 

Hieraus  folgt  der  Satz,  resp.  die  Erzeugungsweise  eines  hyper- 
bolischen Paraboloides : 

95.  „Drei  gerade  Linien,  welche,  ohne  sich  nu  schneiden,  zu 
einer  und  derselben  Ebene  parallel  sind,  sind  immer  Leitgeraden  für 
ein  hyperbolisches  Paraboloid.^' 

§.  99. 

c)  Ein  ebenes  Strahlenbüschel  S  uud  eine  zu  diesem  Büschel 
projectivisehe  Punktreihe  g  sei  im  Eaume  derart  gegeben,  dass  der 
Träger  g  der  Punktreihe  zur  Ebene  des  Strahlenbüsehels  S  nicht 
parallel  läuft. 

Zieht  mau  durch  jeden  Punkt  der  Reihe  g  eine  Parallele  zu 
dem  entsprechenden  Strahle  des  Büschels,  so  erzeugen  diese  Ge- 
raden eine  windschiefe  Fläche,  welche,  wie  sieh  leicht  zeigen  lässt,  ein 
hyperbolisches  Paraboloid  sein  wird. 

Denken  wir  uns  nämlich  durch  die  Punkte  a,  b,  c...  der  Reihe 
g  Ebeueu  parallel  sur  Ebene  des  Strahlenbüsehels  S  gelegt,  so  bilden 
dieselben  ein  Paraüelebeuenbüsehel ,  welches  zu  der  Punktreihe 
g{abc...)  perspectivisch  und  ruithia  zudem  Strahlenbüschel  S{aß-y...y 
projectiviseh  ist. 

Legen  wir  ferner  durch  die  Gerade  g  Ebenen  parallel  zu  den 
Strahlen  des  gegebenen  Büschels  8{a^y...),  so  entsteht  ein  Ebenen- 
bösehel  3  (Oi^^j'i. . .),  welches  mit  dem  Strahlenbüschel  S{aßy...), 
also  auch  mit  dem  früher  genanuten  Parallelebeuenbuschel  projecti- 
viseh ist. 

Betrachten  wir  nun  zwei  einander  entsprechende  Ebenen  der 
beiden  Büschel,  beispielsweise  die  Ebene,  welche  durch  den  Punkt  a 
der  Reihe  g  (ah  e  .  .  .)  parallel  zur  Ebene  des  Strahlenbüsehels 
S(aßy...)  geführt  wurde  und  jene  Ebene,  welche  durch  g  parallel 
zum  Strahle  Sa  des  Büsche]  S{aßy...)  gelegt  worden  ist,  so  findet 
man,  dass  die  Sehnittgerade  dieser  beiden  Ebenen  einerseits  durch  den 
Punkt  a  geht  und  andererseits  zum  Strahle  Sa  des  Büschels  S  parallel 
läuft,  mithin  eine  Erzeugende  der  vorgenaunten  windschiefen  Fläche 
sein  wird. 
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Besagte  Fläche  kann  daher  auch  aufgefasst  werden  als  der  Ort 
der  Schnitfcgeraden  eiitsprecheüder  Ebenen  eiuesEbenen- 
büschels  und  eines  zu  demselben  projectivischen  Paral- 
lelebenenbüsehela.  Diese  Fläche  ist  aber  (nach  Satz  94)  ein 
hyperbolisches  Paraboloid  und  es  folgt  mithin  der  Satz : 

96.  „Die  Geraden,  welche  durch  die  Punkte  einer  Setke  parallel 
SU  den  ihnen  entsprechenden  Strahlen  eines  StraMenbüsckds  (dessen 
Ebene  nicht  parallel  zu  dem  Träger  der  Reihe  ist)  gezogen  werden, 
bilden,  ein  hyperbolisches  Paraboloid.'' 


VII.   Capitel. 
Das  gleichseitige  hyperbolische  Paraboloid. 

§.  100. 

Wenn  die  beiden  Richtebenen  B,^  und  B;  eines  hyperbolischen 
Paraboloides  anf  einander  senkrecht  stehen,  so  nennt  man  das  infolge 
dieser  besonderen  gegenseitigen  Lage  der  Richtebene  entstehende  wind- 
schiefe Paraboloid,  ein  „gleichseitig  -  hyperbolisches  Para- 
boloid". 

Wir  wollen  nun  die  Bedingung  feststellen,  unter  welcher  zwei 
projectivisch  -  ähnliche  Punktreihen  ein  solches  Paraboloid  erzeugen 
können. 

Seien  g^  und  g,  zwei  sieb  kreuzende  Geraden,  welche  als  Träger 
zweier  projectivisch-ähnlicher  Punktreihen  dienen  mögen, 

Ist  ein  hyperbolisches  Paraboloid  durch  zwei  Leitgeraden  g,  und 
g^  und  eine  Richtebeue  i?;  gegeben,  so  kann,  wie  bereits  bekannt, 
jederzeit  eine  Erzeugende  l  gefunden  werden,  welche  au  einer  beliebig 
in  der  Richtebene  Bi  liegenden  oder  parallel  zu  Bj  gewählten  Geraden 
parallel  läuft.) 

Soll  das  Paraboloid  ^„^j  ein  gleichseitiges  sein,  d.h.  sollen  die 
beiden  Riehtebeaen  Bg  und  Bi  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  muss 
es  unter  den  Erzeugenden  /,  d.  h,  uater  jenen  Geraden,  welche  g^  und 
^j  schneiden  und  parallel  zu  Bi  geführt  sind,  eine  geben,  welche  zur 
Richtebene  Bg,  die  ihrerseits  parallel  zu  g,  und  g,  ist,  senkrecht 
steht.  Hiernach  muss  die  Gerade,  welche  zu  g^  und  g^  normal  steht 
und  den  kürzesten  Abstand  von  g^  und  g,^  repräsentiert,  eine  Er- 
zeugende des  Paraboloides  sein.     Es  folgt  daher  der  Satz: 


Hosted  by 


Google 


97.  „Damit  zioei  projectivisch-ahnliehe  PunUreiheJi  ein  gleich- 
seitig-hyperbolisches Paraboloid  ergeugen,  ist  es  nothtcendig  und  hin- 
reichend, dass  sich  auf  denselben  die  Fußpunkte  des  kürzesten  Ah- 
standes  als  Elemente  der  beiden  Meihen  entsprechen.^ 

Oder  mit  anderen  Worten: 

98.  „In  einem  gleichseitig-hgperholischen  Paraioloide,  welches 
eicei  Gerade  g,  und  g^  als  Leitlinien  hesitst,  ist  die  Linie  des  kür- 
zesten Abstandes  von  g^  und  g^  eine  Erzeugende.'^ 

§.  101. 

Hieraus  kann  uuschwer  noch  ein  weiterer  Satz  gefolgert  werden. 

Nennen  wir  nämlich  l,  die  Erzeugende  des  Paraboloides,  welche 
den  kürzesten  Abstand  von  g^  und  g^  darstellt  und  somit  auf  der  zu 
^1  und  g^  parallelen  Richtebene  lig  senkrecht  steht,  ao  ist  einleuchtend, 
dass  dieselbe  zu  allen  Geradeu  dieser  Ebene,  also  auch  zu  allen  Erzeu- 
genden des  Systems  g  normal  sein  wird. 

In  gleicher  Weise  findet  man,  wenn  von  zwei  Geraden  \  und  l^ 
ausgegangen  wird,  dass  die  Gerade  gs,  welche  den  kürzesten  Abstand 
von  l^  und  l^  darstellt,  alle  Erzeugenden  des  Systems  l  rechtwinklig 
schneidet. ' 

Mithin  besteht  der  Satz: 

99.  „Ein  gleichseitig-hyperbolisches  Faraloloid  enthält  in  jeder 
Erseugenäenschar  eine  Gerade,  welche  die  s&mmtUchen  Geraden  der 
anderen  Schar  rechtwinklig  schneidet." 

§.  102. 

Sind  zwei  sich  kreuzende  Geraden  g^  und  g^  gegeben  und  fällt 
man  von  den  Punkten  a,  h,  c...  der  einen  Geraden,  etwa  (/j,  Senk- 
rechte auf  die  andere,  d.  i.  auf  g^,  so  bilden  diese  Perpendikel  ein 
gleichseitig-hyperbolisches  Paraboloid.  Denn  nimmt  man  an,  es  seien 
^1  und  l^  zwei  dieser  Perpendikel,  so  repräsentiert  j/j  den  kürzesten 
Abstand  von  l,  und  l^.  Da  'aber  die  Gerade  l  sämmtlieh  zu  einer 
Ebene  —  der  auf  g^  senkrechten  Ebene  —  parallel  sind,  so  ist  obige 
Behauptung  gerechtfertigt  und  wir  gelangen  zu  dem  Satze: 

100.  „Sind  zwei  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Geraden  gegeben, 
und  man  fällt  von  den  Punkten  der  einen,  Perpendikel  auf  die  andere, 
so  ist  der  Ort  dieser  Perpendikel  ein  gleichseitig-hyperbolisches  Fara- 
ioloid." 
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§.  103. 

Siad  drei  Oeradea  y^,  (j.^  und  g.^  derart  gegeben,  dass  sie  alte 
die  nämliche  Gerade  l  rechtwinklig  schneiden  und  betrachtet  man  die- 
selben als  Leitgeraden  einer  wiodschiefen  Fläche,  so  findet  man  sofort, 
dass  diese  letztere,  da  die  drei  Leitgeraden  g^,  g^  und  g^  au  einer  und 
derselben  Ebene  —  der  auf  l  senkrecht  stehenden  Ebene  —  paraliel 
sind,  ein  hyperbolisches  Paraboloid  sei. 

Weiters  ist  aber  die  Gerade  l  eine  Erzeugende,  welche  auf  den 
drei  Erzeugenden  des  anderen  Systems  g  senkrecht  steht,  woraus  fulgt, 
dass  das  so  entstandene  hyperbolische  Paraboloid  ein  „gleichseitiges" 
ist.  Demnach  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

101.  „Drei  Geraden,  welclie  eine  und  dieselbe  Gerade  recJd- 
ivinklig  schneiden,  sich  aber  gegenseitig  nicht  begegnen,  sind  stets 
Leitgeraden  eines  gkichseitig-hyperholischen  Farahohides.'^ 

§■  104. 

Auf  Grund  des  Satzes  94)  kann  behauptet  werden,  dass  die 
Schnittgeraden  der  Ebenen  eines  Ebenenbüschels  g  mit  den  ihnen  ent- 
sprechenden Ebenen  eines  projectivi sehen  Parallelebenenbüschels  g»  ein 
hyperbolisches  Piraboloid  erzeugen. 

Nehmen  wu  insbesondere  an,  dass  die  Achse  g  des  erstereu 
Ebeaenbuscbel»,  als  auch  dessen  Ebenen,  auf  den  Ebenen  des  Paraliel- 
büschels  senkrecht  stehen. 

Dies  vorausgesetzt,  stehen  auch  sämmtliehe  Erzeugenden,  da  dies.j 
in  den  Ebenen  des  Parallelbüschels  liegen,  zu  der  Geraden  g  senk- 
recht. Die  unmittelbare  Folge  hieven  ist,  dass  unter  diesen  Vorbedin- 
gungen das  Paraboloid  ein  gleichseitiges  sein  müsse.  Mithin  der  Satz: 

103.  „Der  Ort  der  Schnittgeraden  entsprechender  Ebenen  sweiir 
projectiviseher  Ebenenhüsehel ,  wovon  das  eine  ein  Farallelehetten- 
büschel  ist,  dessen  Ebenen  su  der  Achse  des  zweiten  senkrecht  sind, 
ist  ein  gleichseitig-hyperbolisches  Paraboloid.'^ 

§.  lüö. 

Der  Ort  der  Geraden,  welche  durch  die  Punkte  einer  geraden 
Keihe  parallel  zu  den  entsprechenden  Strahlen  eines  dieser  Keihe  pro- 
jectivischen  StrahlenbüscbeJs  sind,  ist  (nach  Satz  96)  ein  hyperbolisches 
Paraboloid.  Setzt  man  überdies  fest,  dass  der  Träger  der  Keihe  zu 
der  Ebene  des  Strahlenbüschels  senkrecht  stehe,  so  werden  auf  dem- 
selben auch  alle  Strahlen  des  Bßschels  und  infolge  dessen  die  zu  ihiini 
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parallelen  EiBeugenden  düs  Pavaboloides  senkrcclit  stellen.    Das  Para- 
boJoid  ist  somit  ein  gleichseitiges.     Dies  gibt  den  Satz: 

103.  „Zieht  man  durch  die  Punkte  einer  Heihe  parallele  Gera- 
den gu  den  ihnen  entspi'ecitenden  Strahlen  eines  projectivischen 
Stralilenhmchels ,  dessen  Ebene  2»  dem  Träger  der  Reihe  senkrecht 
ist,  so  hilden  diese  Parallelen  ein  gleichscitig-hyperholischcs  Tara- 
VoUyid. " 

g.  106. 

Es  wurde  im  Vorhergegaageuen  der  Satz  nachgewiesen ,  dass 
zwei  pTOJectivische  Ebenenbüschei  mit  sieh  kreuzenden  Achsen  dann 
ein  hyperbolisebes  Paraboloid  erzeugen ,  wenn  es  ein  Paar  ent- 
sprechender und  zugleich  zu  einander  paralleler  Ebenen  in  den- 
selben gibt. 

Untersuchen  wir  nun,  welche  Bedingung  die  beiden  Ebenenbüschei 
noch  erfüllen  müssen,  wenn  das  Paraboloid  ein  gleichseitiges  sein  soll. 

Sind  ^1  und  ^„  zwei  Erzeugende  eines  gleichseitig-hyperbolischen 
Paraboloides ,  so  wird  die  Linie  des  kürzesten  AbstandfS  beider  eine 
Erzeugende  [j  des  zweiten  Systems  sein. 

Denken  wir  uns  die  Geraden  (/,  und  g^  als  Achsen  zweier  das 
Paraboloid  erzeugenden  projectivischen  Ebenenbüschei,  so  werden  sich 
in  denselben  solche  Ebenen  entsprechen,  welche  eine  und  dieselbe  Er- 
zengende des  Systemes  l  enthalten. 

Für's  erste  entsprechen  einander  jene  Ebenen  e^  und  e^,  welche 
durch  y,  parallel  zu  g„  und  durch  g^  parallel  zu  g^  gelegt  werden, 
da  sich  dieselben  in  der  Verbindungsgeraden  der  unendlich  fernen 
Punkte  von  31  und  g„,  d.  h.  in  der  unendlich  fernen  Erzeugenden  des 
Systems  l  schneiden. 

AVeiters  sind  aber  auch  die  Ebenen  der  beiden  Büschel  y^  und 
,  (Ja,  welche  durch  die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  Is  gehen,  ent- 
sprechende Ebenen. 

Berüeksiehtigt  man  aber,  dass  die  Ebenen  e,  und  (i/i,  U  des 
Büschels  gi  aufeinander  senkrecht  sind,  und  ebenso  die  ihnen  ent- 
sprechenden Ebenen  c^  und  {g^,  h)  des  Büschels  g„  zu  einander  normal 
stehen,  so  ergibt  sieh,  dass  von  den  entsprechenden  zwei  Paaren  recht- 
winkliger Ebenen  der  beiden  Büschel  das  eine  Paar  parallel  ist, 
während  sich  das  audere  in  jener  Erzeugenden  schneidet,  welche  zu 
den  Achsen  der  beiden  Büschel,  als  Erzeugenden  des  zweiten  Systems, 
s.iiikrecht  ist.     Es  folgt  mithin  der  Satx; 

104.  „Hohen  ewei  projectivische  Ebenenbüschel  eine  derartige 
Luge  im  Bautne,   dass  sich  deren  Achten  nicht  schneiden,   und   dass 
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das  eine  der  beiden  Paare  entsprechender  rechtwinkliger  Ehene^i 
der  beiden  Büschel  parallel  ist,  so  erzeugen  die  Schnittgeraden  ent- 
sprechender Ebenen  dieser  Büschel  ein  gleichseiiig-hypcrhoUsches  Fa- 
räboloid;  die  Edetien  des  zweiten  Paares  der  rechtwinkligen  Ebenen 
schneiden  sich  in  derjenigen  Erzeugenden,  zu  welcher  die  Erseugenden 
des  Bweiten  Systems,  wosii  auch  die  Biischelachsen  gehören,  senkrecht 
stehen.'^ 

Als  Vorl^ereituug  zii  weiteren  üntersuchuugen  wollen  wir  jetzt 
eiüige  geometrische  Orte  untersuchen,  welche  sich  als  wind- 
schiefe Flächen   zweiten  Grades  herausstellen. 

g-   107. 

5.  Aufgabe.  Welches  ist  der  geometrische  Ort  der  Punkte  im 
Räume,  deren  Abstände  von  zwei  festen,  sich  nicht  schneidenden 
Geraden  in  einem  constanten  Yerhältnlsse  stehen. 

Die  beiden  gegebenen  Geraden  seien  h^  und  h^  (Taf.  III,  Fig.  21). 
Durch  die  Linie  des  kürzesten  Abstandes  m^mj  dieser  Geraden  fuhren 
sine  Ebene  V  senkrecht  zu  Ji^  und  eine  Ebene  H  seakrecbt  /.u  h^. 
i  beiden  Ebenen,  welche  irgend  einenWinkel  mit  einander 
einschließen  mögen,  betrachten  wir  als  zwei  Ebenen  orthogonaler 
Projection. 

Die  Gerade  h^  projiciert  sich  sodann  auf  die  Ebene  V  als  ein  in 
die  Grundlinie  G  fallender  Punkt  m^;  ihre  orthogonale  Projection  auf 
die  Ebene  H  ist  die  durch  m^  gehende  zur  Grundlinie  senkrechte 
Gerade  h\.  In  gleicher  Weise  ist  die  orthogonale  Projection  der 
zweiten  Geraden  h^  auf  die  Ebene  S  der  Punkt  m^  in  der  Grund- 
linie; die  Projection  h^  auf  die  Ebene  V  geht  durch  m^,  und  ist 
senkrecht  zur  Grundlinie. 

Der  Kürze  halber  wollen  wir  die  beiden  Ebenen  V  und  H  so- 
wohl, als  auch  die  betreffenden  Projectionen  einfach  verticale  und 
horizontale  Projectionsebenen ,  beziehungsweise  verticale  und  horizon- 
tale Projectionen  nennen,  obwohl  V  und  S,  wie  ausdrücklich  hervor- 
gehoben, keinen  rechten  Winkel  einschließen. 

Nach  dieser  angenommenen  Bezeichnung  ist  somit  fe^  oder  (mj^Jt',) 
eine  vertieal-projicierende  und  (Mqjt^)  oder  h^  eine  horizontal-projicie- 
rende  Gerade. 

Sind  nun  p  und  p'  beziehungsweise  die  verticale  und  horizontale 
Projection  eines  Punktes  im  Räume  und  ziehen  mr  pnit,  so  repräsen- 
tiert diese  Gerade  die  verticalen  Projectionen  aller  durch  (p,  p') 
gehenden  und  die  Gerade  (w,,  h\)  sehneidenden  Geraden,    also  auch 
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derjenigen  Geraden,  welche  den  Abstand  des  Punktes  (p,  p')  von  der 
Geraden  h^  misst.  Nachdem  aber  die  letztere  Gerade  h^  vertical-pro- 
jicierend  ist,  so  wird  jener  Abstand  parallel  zur  verticalen  Projeetions- 
ebene  sein  und  die  Strecke  pm^  mithin  bereits  dessen  wahre  Länge 
darstellen. 

In  gleicher  Weise  findet  man,  dass  die  Strecke  p'm^  die  wahre 
Größe  des  Abstandes  des  Punktes  {p,  p')  von  der  Geraden  li^  reprä- 
sentiert. 

unsere  Aufgabe  besteht  nun  daria,  den  geometrischen  Ort 
aller  Punkte  .(i*,  i»')  des  Raumes  zu  finden,  deren  Abstände 
von  den  beiden  festen  Geraden  /(^  und  /(,.  in  einem  constanteii 
Verhältnisse  k  stehen,  d.  h.  den  Ort  aller  jeuer  Punkte  fesfczu- 
steilen,  für  welche 

pm^  :  p'm^  ~  /; 
ist. 

Behufs  Erreichung  des  vorgegebenen  Zweckes  wird  es  noch  noth- 
wendig  sein,  einige  vorbereitende  Constructiouen  voranzuschicken. 

Es  ist  bekannt,  dass,  wenn  man  die  Strecke  m^ni^  innerlich 
und  äußerlieh  in  dem  gegebenen  Verhältnisse  k  durch  die  betref- 
fenden Punkte  a  und  (3  theilt,  und  über  aß  als  Durchmesser,  ein 
Kreis  C  verzeichnet  wird,  diesem  letzteren  die  Eigenschaft  zukömmt, 
dass  das  Verhältnis  der  Abstände  eines  jeden  seiner  Punkte  «  von 
den  Punkten  ws,  und  m^  jenem  gegebenen  Verhältnisse  h  gleich  sei. 
Ist  demnach  a  ein  beliebiger  Punkt  des  Kreises  C,  so  wird  stets,  d,  i. 
für  alle  Punkte  desselben: 

ujHj  :  am^  =  k 
sein. 

Denken  wir  uns  nun  im  Punkte  a  die  verticale  und  horizontale 
Projection  eines  Raumpunktes  vereinigt,  so  wird  offenbar  auch  dieser 
Punkt  dem  gesuchten  geometrischen  Orte  angehören. 

Wir  wissen  aber,  dass  ein  Punkt,  dessen  verticale  und  horizon- 
tale Projection  in  einem  Punkte  zusammenfallen,  nothwendig  ein 
Punkt  einer  derjenigen  beiden  Ebenen  sei,  welche  den  Winkel  zwischen 
den  Projectionsebenen  halbieren. 

Nennen  wir  diese  Ebene  H,  so  ergibt  sich,  dass  jeue  Ellipse  E 
in  der  Ebene  S,  deren  beide  Projectionen  mit  dem  Kreise  C  zusammen- 
falleu,  also  diejenige  Ellipse,  in  welcher  der  über  C  errichtete  ver- 
tieal-  oder  horizontal-projicierende  Cylinder  von  der  Ebene  if  gesclmitten 
wird,  dem  geometrischen  Orte  angehöre. 
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Denken  wir  uns  ferner  zu  dem  Punkte  a  (Taf.  III,  Fig,  22)  den 
in  Bezug  auf  die  Grundlinie  symmetrischen  Punkt  a'  des  Kreises  C 
bestimmt,  so  folgt,  weil  a'm„  =  am^  ist,  auch 

am^  :  a'm^  ■:=  k 
sein  müsse;  es  wird  sonach  jener  Punkt,  dessen  Projectionen  a  und  a' 
sind,  ebenfalls  ein  Punkt  des  geometrischen  Ortes  sein. 

Berücksichtigen  wir  aber,  dass  die  Projectionen  a  und  a'  dieses 
Punktes  von  der  Grundlinie  gleich  weit  abstehen,  dass  also  der  Punkt 
selbst  in  der  aweiten  Winkelhalbierenden  Ebene  Hj  der  Pro- 
jectio  US  ebenen  liegen  müsse,  so  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass 
der  Kreis  C  die  Projectionen  einer  in  Üi  liegenden  Ellipse  i",  dar- 
stelle, weiche  dem  gesuchten  geometrischen  Orte  gleichfalls  angehört. 

Aus  dieser  einfachen  Erörterung  ist  zu  ersehen,  dass  der  ver- 
tica!-  oder  horizontal-projieierende  Cylinder  durch  den  Kreis  C  von 
den  beiden  Winkelhalbierenden  (also  zu  einander  rechtwinkligen) 
Ebenen  der  Projeetionsebenen  in  zwei  Ellipsen  .E  und  E,  geschnitten 
wird,  weiche  dem  gesuchten  geometrischen  Orte   angehören. 

Diese  beiden  Ellipsen  berechtigen,  wie  aus  Nachstehendem  klar 
werden  wird,  zu  der  Folgerung,  dass  der  geometrische  Ort  aus 
zwei  Systemen  gerader  Linien  bestehe. 

Denken  wir  uns  zum  Bebufe  der  Erläuterung  des  Gesagten  durch 
den  Punkt  a  (Taf.  III,  Fig.  21)  die  beiden  Geraden  pa  und  p'a 
beziehungsweise  zu  am^  und  am^  senkrecht  geführt  und  betrachten 
wir  dieselben  als  die  betreifende  vertieale  und  horizontale  Projecfcion 
einer  und  derselben  durch   (a,  a')  gehenden  Geraden. 

Nehmen  wir  auf  dieser  Geraden  irgend  einen  beliebigen  Punkt 
{p,p')  an,  so  werden,  weil  m,  hsj  und  pp';  m^a  und  pa;  m„a  und 
p'a  Paare  rechtwinkliger  Geraden  sind,  die  Dreiecke  pap'  und  m^am., 
ähnlich  sein  und  infolge  dessen' 

pa  :  am,  =  jj'a  :  am^. 

Hieraus  ergibt  sich  aber,  dass  auch  die  rechtwinkligen  Dreiecke 
pam^  und  j)'a»ij  ähnlich  sind,  dass  also 

pmy  :  p'm,^  :=  am^  :  «m,  =  k 
ist.  Die  Abstände  eines  beliebigen  Punktes  {p,  p')  der  Geraden  {ap,  a'p') 
von  den  beiden  Geraden  A,  und  \  stehen  demnach  in  dem  bestimmten 
Constanten  Verhältnisse  ft,  woraus  unmittelbar  folgt,  dass  die  Gerade 
{ap,  ap')  selbst  ein  Theil  des  geometrischen  Ortes  ist. 

Selbstverständlich  gilt  das  Gleiche  von  allen  in  derselben  Weise 
construierten  Geraden. 


Hosted  by 


Google 


Hieraus  ist  aber  weiters  zu  erseheD,  dass  der  geometrische  Ort 
■diejenige  windscliiefe  Fläche  sein  werde,  welche  von  allen  diesen 
Geraden  gebildet  wird. 

Dass  die  Fläche  in  der  That  windschief  ist,  wird  bewiesen  sein, 
wenn  man  zu  zeigen  vermag,  dass  kein  Paar  solcher  Geraden 
sich  schneiden  könne. 

Zum  Behufe  dieses  Nachweises  zeichnen  wii  eine  zweite  gleich- 
wertige Gerade  (iq,iq'),  welche  von  dem  Punkte  h  des  Kreises  C  aus- 
geht.  Hierbei  ist,  sowie  vorher,  bq  senkrecht  zu  m^b  und  bq'  normal 
zu  bm^.  Die  beiden  Geraden  ap  und  bq  mögen  sich  in  eiuem  Punkte 
jo  und  die  Geraden  ap'  und  bq'  in  x'  schneiden.  Lägen  x  und  x'  in 
einer  und  derselben  zur  Grundlinie  senkrechten  Geraden,  so  würden 
sich  die  beiden  Geraden  {ap,  ap')  und  (bq,  bq'}  in  dem  Punkte  {x,x') 
schneiden.  Dass  dies  aber  nicht  stattfinden  könne,  geht  aus  folgender 
Betrachtung  hervor.  Gesetzt,  xx'  wäre  wirklich  senkrecht  zur  Grund- 
linie, so  würde  infolge  der  ähnlichen  Dreiecke  xax'  und  m^a^n^  die 
Proportion 

xa  :  aftii  ^  xx' :  m,  m^ 
und  infolge  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  xbx'  und   m^bm^  die  Pro- 
portion : 

xb  ibnii  =:  xx'  :  m^m^ 
bestehen.     Aus  diesen   Proportionen    würde    sodann  die  nachstehende 
folgen : 

xa  :  am^  =  xi  :  im^, 

d.  h.  die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke    xarn^    und    xim^   müssten 

ähnlich  und,  da  sie  die  Hypotenuse  xm^  gemein  haben,  überdies  auch 

«ongruent  sein.     Hieraus  würde  sich  aber  ergeben,  dass: 

xa  :=  xh   und   am,  =  hm,    sei. 

Die  erste  Gleichung  würde  verlangen,  dass  x,  also  auch  x'  in 
der  Grundlinie  liege,  die  zweite  dagegen,  dass  die  beliebigen  Punkte 
«  und  h  von  ni,  gleich  weit  entfernt  seien,  was  offenbar  unmöglich  ist. 

Das  zweite  System  der  Geraden,  welche  den  geometrischen 
Ort  erfüllen,  erhalten  wir  vermittelst  der  in  der  Halbierebene  E, 
liegenden  Ellipse  Ei. 

Ist  aa'  (Taf.  III,  Fig.  22)  ein  beliebiger  Pnnkt  dieser  Ellipse 
und  ziehen  wir  ap  senkrecht  zu  am^  und  a'p'  senkrecht  zu  a'm^, 
so  lässt  sich  nachweisen,  dass  jeder  Punkt  {p,  p')  der  Geraden 
{ap,  a'p')  dem  geometrischen  Orte  angehöre. 

Denken  wir  uns  nämlich  ap"  senkrecht  zu  am^  gezogen,  so  ist 
j)"n!j  =  ^')Hj.     Im  vorigen  Falle  wurde  aber  nachgewiesen,  dass 
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pm,  :  p"m^  =  k 
ist;  es  ist  demg(!mäPi  nun  auch 

d.b.  der  beliebige  auf  {pa,  p'a')  angeoommene  Punkt  ip,p'),  mithin 
also  auch  die  Gerade  (pa,  p'a')  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung,  gehört 
dem  geometrischen  Orte  an. 

Das  Gleiche  gilt  nunmehr  von  allen  anderen  Geraden,  welche  in 
derselben  Weise,  wie  eben  besprochen,  coiistruiert  werden  können. 

Der  geometrische  Ort  ist  daher  durch  ein  aweites 
System  von  geraden  Linien  erfüllt. 

Auch  dieses  System  von  Geraden  bildet  eine  windschiefe 
Fläche,  da  leicht  gezeigt  werden  kann,  dass  sich  auch  diesfalls  zwei 
beliebige  Geraden  {o.p,a'p')  und  (hq_,Vq]  nie  schneiden  können. 
Denn  würden  dieselben  einen  Punkt  {x^x')  gemein  haben,  so  müssten 
sich  auch  die  in  Bezug  auf  die  Grundlinie  zu  a'p'  und  fe'g'  symme- 
trischen Geraden  ap"  und  &5"  in  einem  Punkte  x"  sehneiden  und 
müsste  der  letztere  eine  ku  x'  symmetrische  Lage  haben,  also  auf  (ai,*') 
liegen.  Dass  dies  jedoch  nicht  vorkommen  könne,  wurde  bereits  im 
vorhergeheDden  Falle  nachgewiesen. 

Es  erübrigt  demnach  nur  noch,  nachzuweisen,  dass  die  beiden 
Systeme  von  Geraden  einer  und  derselben  windschiefen  Fläche  an- 
gehören. 

Dies  wird  unmittelbar  einleuchten,  wenn  der  Nachweis  erbracht 
ist,  dass  jede  beliebige  Gerade  der  ersten  Schar  von 
jeder  beliebigen  Geraden  der  zweiten  Sebar  geschnit- 
ten  wird. 

Denken  wir  uns  demnach  durch  den  Punkt  («,  a')  (Taf.  III,  Fig.  23) 
eine  Gerade  der  ersten  Schar,  und  durch  den  Punkt  (&,  h')  eine  Gerade 
der  zweiten  Schar  gezogen.  Die  verticalen  Projectionen  dieser  Geraden 
mögen  sich  in  n  und  die  horizontalen  Projectionen  in  n'  treffen.  Es 
kann  nun  gezeigt  werden,  dass  nn'  zur  Grundlinie  senkrecht  sei. 
Wäre  dies  nämlich  niebt  der  Fall,  sondern  wäre  allenfalls  nxy  die 
durch  n  zur  Grundlinie  geführte  Senkrechte,  so  müsste,  da  (n,  x)  ein 
Punkt  der  Geraden  {an,  an')  ist, 

wm,  :  xm^  ^=  k, 
und  in  gleicher  Weise  auch 

nm,  :  ym^  =  h 
sein;    es  müsste  also   xm^  =  ym^    werden,    was    nur  dann  möglich 
wäre,  wenn  x  und  y  zusammenfallen,  d.  i.  durch  den  Schnittpunkt  n" 
von  an'  und  l'n'  repräsentiert  würden. 
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Der  gesuchte  geometrische  Ort  ist  mitLin  eiue  wind- 
schiefe Fläche,  welche  durch  zwßi  Systeme  von  Geraden 
erzeugt  wird. 

Ais  Schnitt  der  so  erzeugten  Fläche  mit  den  beiden  Halbier- 
ebenen  if  und  H^  ergeben  sich  Ellipsen.  Hieraus  folgt,  dass  der 
unter  den  vorher  festgestellten  Bedingungen  ermittelte  geometrische 
Ort  ein  windschiefes  Hyperboloid  sei. 

Da  die  Gerade  )»,»»,,  welche  die  kürzeste  Distanz  der  Geraden 
Ai  und  \  vorstellt,  den  Kreis  C,  also  auch  die  beiden  Ellipsen  in  a 
und  ß  rechtwinklig  trifft,  so  ist  dieselbe  eine  Normale  des  Hyper- 
boloides in  den  beiden  Punkten  a  und  p,  d.  h.  die  Gerade  aß  ist 
«ine  Hauptachse  des  Hyperboloides.  Es  folgt  demnach  der 
Satz: 

105.  „Der  geometrische  Ort  der  Funkte,  deren  Abstände  von 
£wei  festen  sich  hreusenden  Geraden  in  constantem  Verhältnisse 
stehen,  ist  ein  windschiefes  Hyperboloid.'' 

Anschließend  au  den  vorsteheudeo  Satz  kann  nunmehr  eine 
ganze  Keihe  weiterer  Sätze,  die  sich  auf  ebenso  einfache  Weise,  wie 
der  vorhergegangene  ableiten  lassen,  festgestellt  werden. 

§.  108. 

Der  geometrische  Ort  der  Punkte,  welche  von  zwei  sich  nicht 
schneidenden  Geraden  Ä,  und  h,^  gewisse  Abstände  besitzen,  die  in 
einem  eonstanten  Verhältnisse  k  zu  einander  stehen,  kann  auch  folgen- 
dermaßen ermittelt  werden. 

Man  denke  sich  die  eine  der  beiden  Geraden,  etwa  /*,,  als  Achse 
eines  geraden  Kreiscjlinders ,  dessen  Kreisschnitt  einen  beliebigen 
Radius  i-j  haben  ni5ge.  Construieren  wir  ferner  einen  zweiten  geraden 
Kreiseylinder,  dessen  Achse  die  Gerade  h^  ist,  und  dessen  Kreissehnitt 
einen  Eadius  r^  besitzt.  Der  letztgenannte  Halbmesser  r^  stehe  mit 
dem  ersterea  rj  in  dem  eonstanten  Verhältnisse:   r^  :  r^  —  k. 

Diese  beiden  Cylinder  werden  sich  selbstverständlich  in  einer 
Eaumcurve  vierter  Ordnung  schneiden,  und  jeder  Punkt 
dieser  Eaumcurve  wird,  gemäß  der  angedeuteten  Construetion,  von 
der  Geraden  h^  den  Abstand  r^  und  von  der  Geraden  h^  dagegen  den 
Abstand  r,  besitzen.  Nachdem  aber  diese  beiden  Abstände  in  dem  ge- 
gebenen eonstanten  Verhältnisse  k  stehen,  so  wird  auch  jeder  Punkt 
der  genannten  Eaumcurve  ein  Punkt  des  verlangten  geometrischen 
Ortes  sein. 
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Lässt  mao  nun  r^  alle  Werte  stetig  durchlaufen  und  hiermit 
gleichzeitig  ^.»"j,  also  auch  r^  sich  stetig  verändern,  so  wird  man 
unendlich  viele  Paare  solcher  Kreiscy linder  erhalten,  deren  gegen- 
seitige Schnitte  das  Hyperboloid  erzeugen  werden.  Wir  gelangen  dem- 
nach zu  dem  Satze: 

X06.  y,8ind  gwei  sich  nicht  schneidende  Geraden  als  Achsen 
zweier  Seharen  gerader  Kreisepiinder  gegeben,  und  lässt  man  solche 
Cylinder  einander  entsprech-en ,  deren  Kreissehnitisradien  in  einem 
Constanten  Verhältnisse  stehen,  so  erzeugt  die  Schnittcurve  vierter  Ord- 
7iung  entsprechender  Cylinder  ein  windschiefes  Hyperholoid." 

Da  der  ebene  Schnitt  eines  Hyperboloides  ein  Kegelschnitt  ist, 
so  ergibt  sieh  aus  dem  Satze  105)   unmittelbar  der  nachstehende : 

107.  „In  einer  Ebene  ist  der  geometrische  Ort  der  FxnJde, 
tvelclie  von  swei  diese  Ebene  schneidenden  Geraden  Abstände  he- 
sitsen,  die  in  constantem  Verhältnisse  stehen,  ein  Kegelschnitt.'^ 

§.  109. 

untersuchen  wir  noch  den  besonderen  Fall,  in  welchem  das  vor- 
genannte Verhältnis  h  ^  \  wird,  iu  welchem  also  die  Punkte  von 
den  beiden  sich  kreuzenden  Geraden  h^^  und  /(j  gleiche 
Abstände  besitzen. 

Wie  vorher,  denken  wir  auch  hier  die  Linie  m^m^  (Taf.  III, 
Fig.  24)  des  kürzesten  Abstandes  der  beiden  Geraden  /(^  und  h^  als 
Grundlinie  G  angenommen,  und  führen  durch  dieselbe  die  beiden  Pro- 
jectionsebenen  beziehungsweise  senkrecht  zu  h^  und  h^,  wobei  wir 
abermals,  um  kurz  zu  sprechen,  die  eine  als  verticale,  die  andere  als 
horizontale  Projeetionsebene  beKeichuen  wollen. 

Ziehen  wir  nun  die  Gerade  l,  welche  zur  Grundlinie  G  senkrecht 
steht  und  durch  den  Mittelpunkt  der  Strecke  m^m^  geht. 

Nehmen  wir  auf  dieser  Geraden  einen  beliebigea  Punkt  an,  und 
betrachten  wir  denselben  als  die  vereinigte  verticale  und  horizontale 
Projection  a  und  a'  eines  Punktes  .4  im  ßaume,  so  ist   am^=:a'in^. 

Nachdem  aber  die  Gerade  h-^  in  m^  vertiealprojicierend,  und  die 
Gerade  h^  in  m,  horizontalprojicierend  ist,  so  folgt  unmittelbar,  dass 
am^  und  a'm^  die  wahren  Größen  der  Abstände  des  Punktes 
(a,  a')  von  den  Geraden  /(j  und  h^  darstellen. 

Da  weiters  der  Punkt  {a,  »')  in  einer  Ebene  II  liegt,  welche 
den  Winkel  zwischen  den  Projectionsebeneii  halbiert,  so  ergibt  sich, 
dass  der  Schnitt  der  Ebene  H  mit  der  durch  l  senkrecht  zur  Grund- 
linie G  geführten  Ebene  dem  gesuchten  geometrischen  Orte  angehöre. 
Wir  wollen  diese  Gerade  mit  (l,  l')  bezeichnen. 
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Ziehen  wir  ferner  die  fierade  g  durch  «  senkrecht  zu  «m^,  sowie 
die  Gerade  g'  senkrecht  zu  a'm^  durch  a\  und  betrachten  wir  g  und 
g'  beziehungsweise  als  die  verticale  und  horizontale  Projeetion  einer 
Geraden  im  Kanme,  so  ist  leicht  nachzuweisen,  dasa  dieselbe  gleich- 
falls dem  gesuchteo  geometrischen  Orte  angehöre. 

Sind  nämlich  p  und  p'  die  Projeetionen  eines  Punktes  diesi  r 
Geraden  f^,  ^'),  so  findet  man  infolge  der  auftretenden  gleichen  Winkel, 
dass  die  Dreiecke  apm-^  und  a'p'm^  ähnlich  sind.  Besagte  Dreiecke 
besitzen  aber  ein  Paar  entsprechender  gleicher  Seiten,  d.  i.  am^  und 
a'm^;  es  sind  daher  auch  die  Seiten  p%  und  p'm^  einander  gleich, 
d.  h.  der  auf  [g,  g')  willkürlich  gewählte  Punkt  (p,  p')  hat  von  den 
Geraden  ^,  und  h„  gleiche  Abstände. 

Der  Geraden  ig,  g')  kömmt  aber  noch  eine  weitere  Eigenschaft  au. 
Zieht  mau  nämlich  ai]  senkrecht  zu  l,  also  parallel  zur  Grundlinie  G, 
so  schliißen  g  und  g'  mit  «ij,  also  auch  mit  der  Grundlinie  (?,  weil 
die  beziehungsweise  auf  g  und  g'  senkrecht  stehenden  Geraden  am^ 
und  a'iKa  mit  l  gleiche  Winkel  bilden,  gleiche  Wiukel  ein. 

Wir  wissen  aber,  dass  eine  Gerade,  deren  Projeetionen  gegen  die 
Grundlinie  gleich  geneigt  sind,  zu  einer  derjenigen  Ebenen  parallel 
sein  müsse,  welche  den  Winkel  zwischen  den  Projectionsebenen  hal- 
bieren. Im  vorliegenden  Falle  ist  es  die  Winkelhalbierende  Ebene  i7,. 
welche  zu  der  früher  genannten  Ebene  R  senkrecht  steht. 

Da  jedem  Punkte  {a,  a')  eine  Gerade  {g,g')  entspricht,  .so  folgt, 
dass  der  gesuchte  geometrische  Ort  durch  eine  Schar  von 
Geraden  erfüllt  wird,  welche  die  Gerade  (1,1')  schneiden,  und  zu 
der  Winkelhalbierenden  Ebene  H^  der  Projectionsebeneu  parallel  sind. 
Dieselben  werden  sohin  folgerichtig  eine  windschiefe  Fläche  bil- 
den. Windschief  deshalb,  weil  die  Gerade  (i, i')  zu //"i  nicht  parallel 
ist,  und  auch  keine  zwei  Geraden  der  Schar  unter  einander 
parallel  sein  können. 

Es  existiert  aber  noch  eine  zweite  Schar  von  Geraden, 
welche  dem  nämlichen  geometrischen  Orte  angehören. 

Nehmen  wir  nämlich  auf  l  (Taf.  III,  Fig-  25)  zwei  Punkte  a  und 
a'  an,  weiche  gegen  die  Grundlinie  G  symmetrisch  liegen,  und  be- 
trachten wir  dieselben  als  die  bezügliche  verticale  und  horizontale 
Projeetion  eines  Punktes  4  im  Haume,  so  folgt  aus  am^=:a'm^,  dass 
der  Punkt  {a,a')  vou  den  Geraden  ä^  und  h^  ebenfalls  gleichweit  ab- 
stehe. Nachdem  aber  ein  Punkt,  dessen  Projeetionen  von  der  Grund- 
linie gleichweit  entfernt  sind,  in  der  den  Winkel  der  Projections- 
ebeneu halbierenden  Ebene  i7,  liegt,  so  folgt,  dass  die  Schnittgerade 
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{fft,  g'i)  dieser  Ebene  jBi  mit  der  durch  l  senkrecht  znr  Grundlinie  G 
gelegten  Ebene  dem  geometriachea  Orte  aagehöre. 

Denken  wir  uns  ferner  die  Gerade  l  durch  a  senkrecht  zu  anii 
und  die  Gerade  l'  durch  a'  senkrecht  zu  a'jn^  gezogen,  und  betrachten 
wir  l  und  X'  als  Projectiorien  einer  Geraden  im  Räume,  so  lässt  sieh 
leicht  zeigen ,  dass  auch  diese  Gerade  {l,  l")  eine  Gerade  des  geome- 
trischen Ortes  darstelle. 

Ist  nämlich  (p,p'}  ein  beliebiger  Punkt  von  (^,  A'),  so  sind  die 
Dreiecke  apnif  und  a'p'm^  congruent,  da  sie  zwei  gleiche  Seiten  am, 
und  a'm'j  besitzen,  und  die  entsprechenden  drei  Winkel  gleich  haben. 
Hieraus  folgt  aber,  dass  auch  »ijj)  =  m^p'  ist,  dass  also  jeder  be- 
liebige Punkt  von  (X,  Jl*)  dem  geometrischen  Orte  angehöre.  Dasselbe 
gut  selbstverständlicb  von  allen  Geraden,  welche  auf  dieselbe  Weise 
wie  (X,  X')  construiert  werden. 

Berücksichtigt  man  ferner,  dass  am,  und  a'nig,  also  auch  die 
auf  ihnen  senkrecht  stehenden  Geraden  X  und  l'  stets  untereinander 
parallel  sind,  so  folgt,  da  Gerade,  deren  Projectionen  untereinander 
parallel  sind,  au  einer  der  Winkelhalbierebenen  parallel  laufen,  dass  der 
geometrische  Ort  auch  durch  eine  gewisse  Schar  von  Geraden  erfüllt 
werde,  welche  die  Gerade  (g„  g\)  sehneiden,  und  zur  Winkelhalbierebene 
H^  parallel  sind.  Selbstverständlich  erzeugt  diese  Schar  von  Geraden, 
sowie  jene  der  ersteren  eine  windschiefe  Fläche. 

Es  ist  jedoch  leicht  nachzuweisen,  dass  diese  beiden  windschiefen 
Flächen  zusammenfallen,  d.  h.  da^s  jede  Gerade  (^,  >L')  der 
einen  Schar  Ton  allen  Geraden  (tf,  g')  der  anderen  Schar 
geschnitten  wird. 

Es  wird  offenbar  genügen,  zu  zeigen,  dass  irgend  eine  beliebige 
Gerade  (g,  g')  von  einer  beliebigen  Geraden  (X,  X')  in  einem  Punkte 
getroffen  werde. 

■Sei  ar  {Taf.  III,  Fig.  26)  der  Schnittpunkt  der  verticalen  Projec- 
tionen g  und  X\  x'  der  Schnittpunkt  der  horizontalen  Projectionen  g' 
und  X', 

fcls  genügt,  diesfalls  zu  zeigen,  dass  die  Gerade  xx'  senkrecht 
zur  Grundlinie  stehe.  Wäre  letzteres  nicht  der  Fall ,  sondern  wäre 
allenfalls  x'Xj^x^  diese  Senkrechte  (geführt  durch  den  Punkt  x') ,  so 
müsste  nach  Früherem,  indem  {Xi,x')  einen  Punkt  der  Geraden  (g,g'} 
und  {X2,  x')  einen  Punkt  der  Geraden  (X,X')  repräsentiert,  x'm.^  =  x,  m^^ 
und  x'nij  =  ^2^n  ^^o  auch,  Xtm^  =  x^m,    sein. 
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Offenbar  wird  diese  Gleichung  nur  dann  stattfinden  können,  wena 
Xi  und  3:j  mit  dem  Schnittpunkte  x  von  g  und  l  zusajBmenfallen, 
oder  mit  anderen  Worten ,  wenn  die  Geraden  (g,  g^  und  (A,  X')  stets 
einen  Punlit  {xx')  gemein  haben, 

Hierana  folgt  aber,  dass  die  beiden  Scharen  von  Geraden  g  und 
X  einer  und  derselben  windschiefen  Fläche  angehören,  und  dass,  nach- 
dem die  Geraden  der  beiden  Seharen  beziehungsweise  zu  den  Ebenen 
ff,  und  ff  parallel  sind,  der  nachstehende  Satz  als  bewiesen  angesehen 
werden  kann, 

108.  „Der  geometrische  Ort  aller  Funkte,  welche  von  zwei  sich 
nicht  schneidenden  Geraden  gleich  weit  abstehen,  ist  ein  gleichseitiges 
hyperbolisches  Paraboloid.  Als  Btchtehenen  dieses  JParaboloides  können 
jene  zwei  Ebenen  betrachtet  werden,  welche  durch  die  Linie  des  kür- 
zesten Äbstandes  der  gegebenen  Geraden  gehen,  und  gegen  letztere 
gleich  geneigt  sind.'^ 

Das  vorstehende  Paraboloid  wird  das  „äquidistante  Para- 
boloid" der  beiden  gegebenen  sich  kreuzenden  Geraden  genannt. 

§■   '10. 

Mit  Zahilfenahme  des  vorsteheadea  Satzes  und  der  anderweitigen 
Erzeugangsweisen  des  geometrischen  Ortes  werden  nun  anstandslos 
weitere  Sätze  abgeleitet  werden  können. 

Betrachtet  man  beispielsweise  die  beiden  gegebenen  Geraden  ä, 
und  h^  als  Achsen  zweier  geraden  Kreiscylinder  mit  glei- 
chen Kreiaschnittsradien  ,  so  werden  sich  dieselben  in  einer 
Raumcurve  vierter  Ordnung  schneiden,  deren  jeder  Punkt  von  h^  und 
Ag  gleich  weit  entfernt  ist.  Ändert  man  die  Größe  der  genannten 
Radien,  so  wird  die  obige  Kaumcurve  das  äquidistante  Para- 
boloid der  beiden  Geraden  Ä,  und  \  erzeugen.  Es  gilt  daher  der  Satz: 

109,  „Sind  gwei  sieh  kreuzende  Geraden  als  Achsen  eweier 
Systeme  von  geraden  Kreiscylindern  gegeben,  und  lässt  man  in  diesen 
Systemen  solche  Cgiinder  einander  entsprechen,  deren  Kreisschnitte 
gleiche  Radien  besitzen,  so  erzeugt  die  Durchschnittscurvc  vierter 
Ordnung  entsprechender  Cylinder  ein  gleichseitiges  hyper- 
bolisches [Paraboloid.'* 

§.  111- 

Es  ist  ferner  einleuchtend,  dass  ein  Punkt,  der  von  zwei  belie- 
bigen Geraden  im  Baume  gleich  weit  absteht,  als  Mittelpunkt  einer 
Ki^el  betrachtet  werden  kann,  weiche  die  beiden  gegebenen  Geraden 
berQhrt,  und  deren  Radius  jenen  Ä.b3tänden  gleich  ist. 
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Es  kanD  sonach  dtrect  der  folgende  Sata  aufgestellt  werdea: 

110.  „Der  Ort  des  Mittelpunktes  einer  (verärtäerlichen)  Kugel, 
welche  in  jeder  Lage  ewei  feste  sich  nicht  schneidende  Geraden  be- 
rührt, ist  ein  gleichseitig -hyperbolisches  Paraboloid." 

§.  112. 
Nachdem  dar  Schnitt  einer  Ebene  mit  einem  hyperbolischen 
Paraboloide  im  allgemeinen  „eine  Hyperbel",  in  dem  Falle  aber,  wenn 
die  schneidende  Ebene  parallel  zur  Achse  (oder  parallel  zum  gegen- 
seitigen Schnitte  der  beiden  Bichtebenen)  liegt,  eine  Parabel  ist,  so 
folgt  aus  dem  Satze  108)  unmittelbar  der  folgende: 

111.  „Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  einer  Ebene,  welche 
von  ßwei  sich  nicht  schneidenden  Geraden  [gleiche  Abstände  iesiteen, 
ist  im  allgemeinen  eine  Hyperbel ;  im  besonderen  aber ,  und  gwar 
dann,  wenn  die  oben  genannte  Ebene  eine  eu  der  Geraden  des  kUrae- 
sten  Abstandea  jener  zwei  festen  Geraden  parallele  Lige  anniinnt 
wird  der  besagte  geometrische  Ort  eine  Parabel  sein.'* 


Vni.  Capitel. 
Das  windschiefe  oder  einmanteliga^Rotatlonshyperboloid. 

§.  113. 

Früher  wurde  bereits  nachgewieseu,  dass  jedem  windschiefen 
Hyperboloide  ein  Asymptotentegel  entspricht,  und  dass  eine  Ebene 
das  Hyperboloid  und  den  Asymptoten  kegel  in  concentrischen ,  äha- 
lichen  und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitteü  schneidet,  sowie  auch, 
dass  drei  beliebige  eoujugierte  Durchmesser  des  Asymptotenkogels 
gleichzeitig  conjugierte  Durchmesser  des  Hyperboloides  siud. ; 

Hierauf  gestützt,  wurde  festgestellt,  dass  das  Hyperboloid  durch 
zwei  Parailelscharen  von  Ebenen,  welche  mit  der  einen  Achsenebene 
gleiche  Winkel  bilden,  nach  Kreisen  geschnitten  werde,  und  dass  diese 
Parallelschareü  von  Ebenen  keine  anderen  als  die  Kreisschnitfcsebenen 
des  Asymptotenkogels  seien. 

Nehmen  wir  nun  au ,  dass  die  beiden  iüreisebenen  des  Asymp- 
totenkegels in  eine  zusammenfallen.  Selbstverständlich  stimmen  dann 
beide  mit  derjenigen  Hauptebene  überein,  gegen  welche  dieselben  im 
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„ailgemeiDen  Falle"  gleiehgeneigt  wären;    es  übergeht  somit  der 
Äsymptotenkegel  in  einen  geraden  Kreiskegel. 

Unter  solchen  Verhältnissen  werden  aücb  die  beiden  Scharen  voa 
Kreisschnittaebenen  coincidieren ,  nnd  das  Hyperboloid  wird  durch 
Ebenen,  welche  zu  der  einen  Hauptachse  senkrecht  stehen,  in  Kreisen 
geschnitten  werden. 

Denken  wir  uns  {Z,  Z')  (Taf.  IV,  Fig.  27)  als  die  vorgenannte 
Hauptachse  und  {g,  g')  als  irgend  eine  beliebige  Erzeugende  des  Hyper- 
boloides, so  ist  sofort  klar,  dass  durch  diese  Bestimnuingsstücke  das 
bezeichnete  besondere  Hyperboloid  ToUkommen  bestimmt  sei. 

Legen  wir  nämlich  irgend  eine  beliebige  zur  Achse  {_Z,  Z')  senk- 
rechte Ebene  e^  (dieselbe  wird,  da  {Z,  Z')  horizontalprojicierend  an- 
genommen oder  durch  Transformation  in  die  bezeichnete  Lage  über- 
führt wurde,  parallel  zur  horizontalen  Projectionsebene  sein),  so 
schneidet  dieselbe  das  Hyperboloid  in  einem  Kreise  (Ä'i,  X'^),  welcher 
vollkommen  bestimmt  ist.  Denn  der  Mittelpunkt  desselben  ist  der 
Schnittpunkt  {Oi,o\)  der  Ebene  e^  mit  der  Achse  (Z,  Z'),  und  ein 
Punkt  seiner  Peripherie  ergibt  sich  im  Schnitte  (ai,a'i)  der  Ebene  e^ 
mit  der  Erzeugenden  (g,  g'). 

Lässt  man  die  Ebene  e^  ihre  Lage  in  der  Weise  verändern,  dass 
sie  stets  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallel  bleibt,  so  wird  der 
seiner  Größe  nach  sich  ändernde  Kreis  (K^yK'^  eine  Fläche  erzeugen, 
von  welcher  sieh  nachweisen  lässt,  dass  dieselbe  ein  Hyperboloid  sei. 

Denkt  man  sich  nämlich  die  Gerade  {3,  g')  um  die  Acbse  (Z,Z'), 
um  irgend  einen  beliebigen  Winkel  q>  gedreht,  und  nennen  wir  die 
Gerade  (3,  g')  in  ihrer  neuen  Lage,  d.  i.  in  ihrer  Lage  nach  erfolgter 
Drehung  iy,y').  Der  Punkt  (a„a'i)  hat  bei  der  Drehung  einen  Bogen 
a\a'i  hesehrieben,  welcher  dem  Kreise  (K^K\),  also  der  vorgenaunten 
Fläche  angehört.  Dasselbe  gilt  offenbar  von  jedem  anderen  Punkte 
(ögi  »'j)  beziehungsweise  (oj,  a'j)  der  Geraden  g  oder  y. 

Die  gedrehte  Gerade  liegt  somit  ihrer  ganzen  Länge  nach  auf 
der  von  dem  Kreise  K^  erzeugten  Fläche,  oder  mit  anderen  Worten : 
die  nämliche  Fläche  kann  auch  in  der  Weise  erzeugt  gedacht  werden, 
dass  sich  die  Gerade  {g,  g')  um  die  Achse  {Z,  Z')  dreht. 

Soll  aber  die  so  hervoi^ebraehte  Fläche  ein  Hyperboloid  sein,  so 
m«ss  dieselbe  außer  der  Schar  der  Geraden  {g,  g') ,  {y,  y')  .  .  .  noch 
eine  zweite  Schar  von  Geraden  enthalten,  deren  jede  von  allen  Ge- 
raden der  ersten  Schar  geschnitten  wird. 

,    Dass  dieser  Forderung   thatsächüch    entsprochen    werde,    davon 
möge  nachstehende  Betrachtung  uns  die  Überzeugung  verschaffen. 


Hosted  by 


Google 


101 

Sei  (2,  Z')  (Taf.  IV,  Fig.  28),  gleichbedeutend  mit  der  vorher- 
gehenden Annahme,  die  als  Drehungsachse  angenommene  feste  Gerade, 
ferner  sei  {g,  g')  irgend  eine  Erzeugende  der  Fläche,  welche  wir  durch 
Drehung  um  (2,  Z')  iii  eine  zur  verticaien  Projectionsehene  parallele 
Lage  (3i,  ^,0  bringen.  In  dieser  Lage  wird,  dem  Vorhergegangenen 
zufolge,  die  Gerade  gleichfalls  der  fragliehen  Fläche  angehören. 

Betrachten  wir  nun  eine  zweite  Gerade  {\,li),  deren  horizontale 
Projection  l\  mit  g\  zusammenfällt  und  deren  verticale  Projection  (^ 
symmetrisch  zu  g^  in  Bezug  auf  Z  als  Symmetrieachse  liegt,  so  wird 
man  ohne  weiteres  darzuthun  vermögen,  dass  diese  Gerade  (li,l\) 
der  genannten  Fläche  angehöre. 

Denn  eine  beliebige  horizontale,  d.  i.  zu  {Z,Z')  normale  Ebene  e, 
schneidet,  wie  vorher  gezeigt  wurde,  die  Fläche  in  einem  Kreise  (Ä!,,  K^ '). 
Der  letztere  trifft  die  Gerade  (^j,  g'^)  in  einem  Punkte  {a^,  a',)  und 
infolge  der  symmetrischen  Lage  von  g^  und  l,  gegen  Z,  auch  die 
Gerade  (I-,,  Z,')  in  einem  ähnlich  gelegenen  Punkte  («[,  a^'). 

Dasselbe  aber,  was  von  dem  beliebig  gewählten  Kreise  {jffj,  ff^') 
gilt,  wird  offenbar  auch  von  jedem  anderen  Kreise  (K^,  K^')  der  Fläche 
behauptet  werden  können,  und  es  ist  somit  einleuchtend,  dass  sämmt- 
liehe  Punkte  der  Geraden  Q,^,  !',),  also  die  genannte  Gerade  selbst 
auf  der  Fläche  liege. 

Sobald  dies  aber  der  Fall,  kann  die  nämliche  Fläche  auch  durch 
die  Drehung  der  Geraden  (1^,1'^  um  die  Achse  {Z,Z-)  erzeugt  werden. 

Die  Gerade  (l,,l'i)  gehört  selbstverständlich  nicht  zu  der  Schar 
der  Geraden  (ßi,g'i),  sondern  entspricht  der  zweiten  Schar  oder  dem 
zweiten  Systeme  der  die  vorliegende  windschiefe  Fläche  erzeugenden 
Geraden.  Die  bezeichnete  Gerade  {l^,  l\)  hat  aber  mit  einer  dieser 
letztgenaniiteu  Erzeugeudeu  (ßi,gi')  der  Fläche  einen  Punkt  gemein, 
da  die  beiden  Geraden  (li,l'i)  und  {Sv9i)  gegen  einander  geneigt  sind 
und  in  einer  uud  derselben  nur  verticalea  Projeetionsebene  parallelen 
Ebene  liegen. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  die  Gerade  {l,,l\)  in  der 
eben  eingenommenen  Lage,  sowie  in  jeder  anderen  Lage,  welche  die 
besagte  Erzeugende  bei  der  Drehung  um  Z  annehmen  kann,  von 
sämmtlichen  Geraden  der  Schar  g  geschnitten  wird. 

Die  Fläche  besitzt  daher  zwei  Systeme  geradliniger  Erzeugenden 
von  der  Beschaffenheit,  dass  jede  Gerade  des  einen  Systems 
von  allen  Geraden  des  anderen  Systems  geschnitten  wird. 

Eine  so  gebildete  Fläche  kann,  auf  Grund  der  in  kurzen  Um- 
rissen augedeuteten  Entstehungsweise  derselben,  offenbar  nur  ein 
Hyperboloid    sein.     Wählt    man   drei  beliebige  Geraden  der  einen 
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Schar,  Eo  sind  auch  sämmtliche  Geraden  der  anderen  Schar,  da  diese 
die  ersteren  sehneiden  müssen,  und  demnach  die  Fläche  selbst  voll- 
koDimen  bestimmt.    Daher  der  Satz: 

lia.  „Eine  Gerade,  welche  sich  vm  eine  zweite,  die  erstere  nielit 
schneidende  Gerade  dreht,  ereeugt  ein  windschiefes  Hyperboloid." 

letzteres  Hyperboloid  wird  der  Emeugungsweise  entsprechend, 
das  „windschiefe  Rotationshyperboloid"  genannt. 


IX.  Capitel. 

Darstellung  des  allgemeinen  Hyperboloides  in  verschiedenen  Pro- 
jectionsarten  und  Lösung  einiger  dasselbe  betreffenden  Aufgaben. 

:§.  114. 

Bisher  haben  wir  bloß  die  allgemeinste  Darstellungsweise  eines 
windschiefen  Hyperboloides  hervorgehoben  und  hierbei  in  den  Vorder- 
grund gestellt,  däss  man  behufs  Erzeugung  desselben  drei  sieb  gegen- 
seitig nicht  schneidende  Geraden  als  Leitlinien  anzunehmen,  bezie- 
hungsweise durch  ihre  Projectionen  festzustellen  und  sodann  einzelne 
Lagen  von  Erzeugenden,  nach  vorher  ausgesproehenen  Grundsätzen,  zu 
construieren  habe. 

Nachdem  aber  durch  das  bereits  Vorausgeschickte  die  Eigen- 
schaften des  Hyperboloides  erörtert,  klar  gelegt  und  somit  bekannt 
sind,  wird  es  keinerlei  Schwierigkeit  unterliegen,  dasselbe  auch  auf 
andere  als  die-  bisher  besprochene  und  für  gewisse  Zwecke  einfachere 
und  vortheilhaftere  Weise  darzustelien. 

Eine  der  am  häufigsten  vorkommenden  Darsteilnngsweisen  ist  an 
die  Annahme  geknüpft,  dass  die  eine  Hauptebene  des  Hyper- 
boloides, gewöhnlich  die  Ebene  der  Kehlellipse,  parallel  zur 
horizontalen  und  eine  zweite  Hauptebene  parallel  zur  verticalen  PrO- 
jectionsebene  sei. 

Liegen  die  Bestimmungssfcücke  nicht  unmittelbar  in  der  hier  an- 
gedeuteten oder  in  anderweitig  festgestellten  Weise  vor,  so  kann  selbst- 
verständlich durch  entsprechende  „Transformation"  den  jeweilig  ge- 
stellten Bedingungen  anstandslos  Gentige  geleistet  werden. 

Setzen  wir  also  voraus,  es  sei  e  (Taf. .IV,  Fig.  29)  die  Ebene 
der  Kehlellipse  E.    Diese  letztere  wird,  als  parallel  zur  horizontalen 
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rrojectionsebere    angfinommen,    in  [der  liorizootalen  Projectioc  E',  io 
wahrer  Größe  dargestellt  erscheinen. 

Die  Taiigentialeljenen  des  Hyperboloides  in  den  Punkten 
des  Kehlkreises  umhüllen  einen  ku  der  Ebene  e  senkrecbtRn 
Cylinder;  dieselben  sind  somit  im  vorliegenden  Falle  horizontal-pro- 
jicierend. 

Da  aber  jede  Tangentialebene  des  Hyperboloides  zwei  Erzeu- 
genden des  letzteren  enthält,  weiche  verschiedenen  Systemen  an- 
gehören nnd  sieh  im  Eerflhrungspuukte  dieser  Ebene  sehneidea,  so 
gelangen  wir  'zu  dem'Scblusse,  dass  die  horizontabm  Projeetionen 
sämmtlicher  Erzeugenden  des  Hyperboloides  Tangenten  an  die  hori- 
zontale Projection  der  Kehlellipse  sind.: 

Behalten  wir  dieses  Ergebnis  im  Äuge,  so  werden  wir  weiter 
)eicht  festzustellen  vermöffen,  dass  ein  windschiefes  Hyperboloid  auch 
dadurch  vollkommen  unzweideutig  bestimmt  werden  könne, 
dass  man  dessen  Kehlellipse  {E,E')  und  einen  Punkt  {a,a') 
der  Fläche  angibt. 

Auf  Grand  dieser  Bestimmungsstücke  ist  man  sofort  im  Stande 
die  beiden  Erzeugenden  g  und  l-'iu  finden,  welche  durch  den  betref- 
fenden Punkt  (a,  a')  gehen. 

Die  horizontalen  Projeetionen  g'  und  V  derselben  sind  nämlich 
die  von  a'  aus  an  die  horizontale  Projection  E'  der  Kehlellipse  ge- 
zogenen Tangenten. 

Die  besagten  Tangenten  berühren  die  Kehlellipse  in  den  Punkten 
m'  und  n'.  Dies  sind  zugleich  die  Horizontalprojectionen  jener  beiden 
Punkte  {m.m')  und  {n,n'),  in  welchen  die  gesuchten  Erzeugenden  die 
Kehlellipse  {E,  E')  treffen.  Die  Verticalprojectiocon  g  und  l  ergeben 
sich  unmittelbar  als  die  Verbindungsgeraden  der  bezüglichen  Punkte 
m  und  «,  11  und  a. 

Es  unterliegt  nunmehr  auch  keiner  Schwierigkeit,  beliebig  yieie 
Erzeugenden  des  Hyperboloides  zu  construieren. 

Soll  beispielsweise  eine  Erzeugende  {i,,^,)  ermittelt  werden,  so 
wird  es  genügen,  auf  (g,g')  irgend  einen  beliebigen  Punkt  {p,  p')  an- 
eunehmen,  durch  p'  die  zweite  Tangente  l\  an  die  horizontale  Projec- 
tion E'  der  Kehlellipse  zu  führen,  um  so  direct  die  horizontale  Pro- 
jection der  verlangten  Erzeugenden  zu  erbalten.  Bestimmt  man  ferner 
die  Tertieale  Projection  r  des  betreffenden  Berührungspunktes  r',  so 
ist,  wie  früher,  dnrch  die  Verbindungsgerade  der  Punkte  p  und  r  die 
Verticalprojeetiun  /,   der  gesuchten  Erzeugenden  dargestellt. 

Hätte  man  eine  Erzeugende  des  Systems  g  zu  ermitteln,  so  wird 
bloß  zu  berücksichtigen  sein,    dass  dieselbe  die  Erzeugende   {l,V)   in 
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irgend  einem  Puukte  treffen  müsse.  Nimmt  man  diesen  Punkt  auf 
(/,  /')  beliebig  an  und  construiert  man  die  durch  denselben  gehende 
Erzeugende  in  der  nätnliclien  Weise,  wie  vorher  die  Erzeugende  ?, 
durch  de»  Punkt  (p,  p'),  so  ist,  der  gestellten  Forderung  Genüge  ge- 
schehen.    Diese  Betrachtung  liefert  somit  den  Satz: 

113.  „Ein  windschiefes  Hyperboloid  isi  vollkommen  bestimmt, 
sobald  Hie  KeklelUpse  und  ein  Punkt  der  Fläche  gegeben  M" 

Ebenso  einfach  und 'leicht  werden  wir  such  zur  Kenntnis  des 
Schnittes  des  Hyperboloides  mit  der  horizontalen  Projectionsebene 
gelangen. 

Nachgewiesen  wurde  bereits,  dass  parallele  ebene  Sehoitte  des 
Hyperboloides  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kegelschnitte  sind,  deren 
Mittelpunkte  auf  dem  der  Schar  paralleler  schneidender  Ebenen  con- 
jugierteii  Durchmesser  liegen. 

Im  vorliegenden  Falle  wird  daher  der  Schnitt  des  Hyperboloides 
mit  der  horiKOntalen  Projectionsebene  eine  Ellipse  sein,  welche  mit 
der  Kehlellipse  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist. 

Nachdem  der  zur  Ebene  der  Kehlellipse  {E,  E')  coujugierte 
Durchmesser  des  Hyperboloides  die  horinontal-projicierende  Hauptachse 
{Z,Z')  ist,  so  folgt,  dass  die  Horizontalspur  des  Hyperboloides  und 
die  horizontale  Projection  E'  der  Kehlellipse  eoncentriseh,  ähn- 
lich und  ähnlich  gelegen  sein  müssen. 

[Jm  diese  HodKontalspur  K  des  Hyperboloides  constructiv  fest- 
zustellen, wird  es  genügen,  einen  Puniit  derselben  zu  kennen.  Als 
solchen  kann  man  direct  den  horiaontalen  Durchstoß  punkt  ^'  einer 
beliebigen  Erzeugenden  (g,g')  wählen. 

Sind  nämlich  (1'2')  und  (3'4')  die  Hauptachsen  der  Kehlellipse 
und  sehneidet  die  Gerade  0'  J'  die  Kehlellipse  in  d\  so  hat  man  bloß 
durch  /]'  parallele  Geraden  au  S'i',  i5'2',  tf'3',  d*4'  zu  ziehen,  um  im 
Schnitte  dieser  mit  1'2'  und  3'4'  die  Achsenendpunkte  /',  //',  IIP, 
IV'  der  Horiiiontalspur  K  zu  erhalten. 

Soll  zu  dem  durch  die  Kehlellipse  und  die  Erzeugende  (g,  g') 
gegebeneu  Hyperboloide  der  Asymptotenkegei  construiert  werden, 
so  wird  man  sich,  um  der  g&stellten  Forderung  mit  Bequemlichkeit 
entsprechen  zu  können,  bloß  der  Eigenscbaften  des  letzteren  zu  erin- 
nern haben. 

In  dieser  Beziehung  fanden  wir  bereits,  dass  der  Seheitel  des 
Äsymptotenkegels  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  des  Hyperboloides,  also 
auch  der  Mittelpunkt  der  Kehlellipse  sei,  dass  die  Erzeugende»  des- 
selben parallel  laufen  zu  den  Erzeugenden  des  Hyperboloides  und  dass 
irgend  eine  Ebene  das   Hyperboloid    und    den   Asymptote nkegel    stets 
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iu  conceDtrischen,  ähnliclien  und  ähüHeli  gelegenen  Kegelschnitten 
schneidet. 

Zieht  man  demnach  durch  den  Mittelpunkt  {0,0')  der  Kehlellipse 
eine  Parallele  {y,y')  zu  der  Erzeugenden  {g,g')  des  Hyperboloides,  so 
wird  diese  bereits  eine  Erzeugende  des  Äsyraptotenkegels 
darstellen. 

Die  Horizontalspur  Ka  des  Asymptotenkegels  wird  sodann  eine 
Ellipse  sein,  welche  einerseits  durch  die  Horizontalspur  A'  yon  {y,  y') 
geht  und  andererseits  mit  E'  conceutrisch,  ähnlich  und  ähnlich  gelegen 
ist.  Die  Hauptachsen  dieser  Ellipse  Ka  können  auf  dieselbe  Weise,  wie 
früher  jene  der  Ellipse  K,  bestimmt  werden. 

Man  kann  jedoch  diesbeaüglich  noch  kürzer  verfahren  und  schneller 
zum  Ziele  gelangen,  indem  man  den  Endpunkt  der  eiaen  Achse  sofort 
direet  fessteUt. 

Zieht  man  nämlich  an  die  Kehlellipse  E'  eine  Tangente  L'  pa- 
rallel zur  Achse  1'2'  derselben  oder  parallel  zur  Grundlinie,  so  stellt 
diese  die  HorizontalprojectioD  einer  Erzeugenden  vor,  deren  Vertieal- 
projection  L  vermittelst  {g,  g')  auf  die  vorher  angegebene  Weise  con- 
itruiert  werden  kann. 

Die  KU  {L,L')  durch  (0,0')  parallel  gezogene  Gerade  il,X')  ist 
sodann  eiae  Erzeugende  des  Asymptotenkegels  (0, -Zr„)  und 
nachdem  besagte  Erzeugende  nothwendig  in  der  zur  verticalen  Pro- 
jectionsebene  parallelen  Achsetiebene  liegt ,  ist  deren  horizontaler 
Durcbstoßpiinkt  7J'^  ein  Punkt  von  1'2',  also  ein  Achseuendpunkt 
von  Ka. 

Die  übrigen  drei  Achsenendpunkte  lassen  sich  (durch  ähnliche 
Dreiecke)  aus  (tji'jji)  leicht  ableiten. 

Die  Contour  des  Hyperboloides  auf  der  verticalen  Pro- 
jectionsebeiie  ist  der  Durchschüitt  der  letzteren  mit  dem  dem  Hyper- 
boloide umscbri ebenen  vertical-projieierenden  Cyliuder, 
oder  mit  anderen  Worten,  ist  die  verticale  Projeetion  der 
Berührungscurve  dieses  Cylinders. 

Nachdem  aber  die  Erzeugenden  des  obgenanuten  Cylinders  parallel 
zu  der  Hauptachse  (3  4,  3' 4')  des  Hyperboloides  sind,  so  ist  dessen 
Berührungscurve  der  Schnitt  des  Hyperboloides  mit  der  der  Achse 
(34,  3' 4')  conjugierten  Hauptebene  (Z,  12}  oder  *;,. 

Diese  Ebene  Sh  schneidet  den  Äsymptoteukegel  in  den  beiden 
Erzeugenden  (Oiji,  O'ij'J  und  (Oij,^,  O'^j'^l. 

Berücksichtigen  wir  ferner,  dass  der  Asymptotenkegel  (0,  Ka) 
das  Hyperboloid  längs  des  in  unendlicher  Entfernung  liegenden  Kegol- 
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Schnittes  berührt,  so  ergibt  sich,  dass  die  beiden  Geraden  (Orji,  O'ij'j) 
und  (0%.  O'ij'g)  die  Asymptoten  der  SchnittcuiTe  repräsentieren, 
welche  demgemäß  eine  Hyperbel  {B^H')  ist. 

Die  reelle  Hauptachse  dieser  Hyperbel  ist,  was  wobl  nicht 
erst  eines  Beweises  bedarf,  die  Hauptachse  (12,  1'2')  des  Hyperbo- 
loides. Die  Hyperbel  {H,H')  liegt  in  einer  zur  verticalen  Projections- 
ebene  parallelen  Ebene  Sh  "ud  ihre  verticale  Projection  //,  die  durch 
Or},,  Oij^  und   12  gegeben  ist,  erscheint   daher  in    wahrer  Größe. 

§.  115. 

6.  Aufijaie.  Ein  windscMefes  Hyperboloid  ist  durch  die  Kehl- 
elllpse  nnd  den  Asymptotenkegel  gegeben ;  ein  beliebiger  ebener 
Schnitt  des  Hyperboloides  ist  durch  ein  Paar  conjngierter  Durch- 
messer darzustellen. 

Die  Kehlellip?e  _E  sei  durch  ihre  Achsen  (12,  3  4)  (Taf.  IV, 
Fig.  30)  in  der  horizontalen  Ebene  s  gegeben. 

Der  Mittelpunkt  derselben,  welcher  gleichzeitig  Scheitel  des 
Äsymptotenkegels  ist,  sei  {0,  0').  Die  Trace  des  Asymptotenkegels 
auf  der  horizontalen  Projectionsebene  ist  ein  mit  der  horizontalen 
Projection  der  Eehlellipse  concentrischer,  ähnlicher  und  ähnlich  gele- 
gener Kegelschnitt,  welcher  gleichfalls  durch  seine  Achsen  {1 11,  JII IV) 
gegeben  vorliege. 

Durch  Angabe  dieser  Stücke  ist  das  Hyperboloid  vollständig  be- 
stimmt und  kann  somit  der  Schnitt  desselben  mit  einer  Ebene  £»2?;, 
eonstruiert  werden. 

Zunächst  wollen  wir  untersuchen  und  feststellen,  welche  der 
Kegelschnittslinien  diesfalls  die  fragliche  Schnittcurve  sein  wird. 

Legen  wir  zu  diesem  Zwecke  durch  den  Scheitel  (0,  0')  des  Asymp- 
totenkegels eine  Ebene  e,ei,  parallel  zu  der  gegebenen  Ebene  E,Eh- 
Im  vorliegenden  Falle  schneidet  die  Ebene  e„e/i  den  Asymptotenkegel 
in  keinen  reellen  Erzengenden  (da  ihre  Horizontalspur  e;,  an  dem 
Kegelschnitte  III III IV  vorübergeht);  es  gibt  daher  auch  auf  dem 
Hyperboloide  keine  Erzeugende,  welche  zu  der  schneidenden  Ebene 
parallel  ist.    Die  Schnittcurve  ist  somit  eine  Ellipse. 

Nachdem  das  Hyperboloid  und  dessen  Asymptotenkegel  von  einer 
Ebene  in  eoncentrischen,  ähnlieh  gelegenen  Kegelschnitten  getroffen 
wird,  werden  wir  zunächst  den  Schnitt  der  Ebene  E^Eh  mit  dem 
Äsymptotenkegel  ermitteln  und  sodann  aus  diesem  die  ku  bestimmende 
Schnittcurve  ableiten. 

Wir  führen  zu  diesem  Behufe  an  die  Horizontalspur  Ea  oder 
I' II' III' IT'    parallel   zu  Ei,  die   beiden    möglichen   Tangenten    und 
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bestimmen  den  ihnen   conjugieiteD  Durchmesser.     Letzteres    wird   am 
einfachsten  in  folgender  Weise  geschehen  können. 

Man  hetrachtet  die  Ellipse  Ka  als  affin  entapreehend  dem  über 
I' II'  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  Ka".  Der  Achse  III' IT' 
der  Ellipse  entspricht  sodann  der  Kreisdurcbmesser  Ill^IVg.  Zieht 
mau  durch  IV  die  Gerade  IV'^  parallel  zu  E/,,  so  entspricht  der- 
selben affin  die  Gerade  IV^^J. 

Der  auf  IV^^  senkrechte  Kreisdurchmesser  tt^ßa  trifft  den  Kreis 
Ka"  in  den  Punkten  a„  und  ß„,  iu  welchen  die  Kreistaugenten  parallel 
zu  IV„^  sind.  Diesen  Punkten  entsprechen  affin  die  ElÜpsenpunkte 
u'  und  ß'.  In  den  letztgenannten  Punkten  haben  selbstverständlich 
die  Ellipsentangenten  eine  zu  IV^,  oder  was  dasselbe  ist,  eine  zu 
Eh  parallele  Richtung.  Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Gerade  a'ß'  den 
der  Richtung  Eh  conjugiertea  Durohmesser  der  Ellipse  Ka  darsteile. 

Construiert  man  weiters  die  diesen  Punkten  entsprechenden  Er- 
zeugenden des  Asymptotenkegels  (Oa,  0' a')  und  {Oß,  O'ß'),  so  sind 
die  horizontalen  Tracen  der  ihnen  entsprechenden  Berührebenen  des 
Kegels  parallel  zu  Eh.  Diese  Berührebeneu  werden  also  von  der 
Ebene  E^Eh  in  zwei  zu  Eh,  also  auch  unter  einander  parallelen  Tan- 
genten jener  Ellipse  geschnitten,  welche  dem  Asymptotenkegei  und 
der  Ebene  E^Ek  gemeinsam  ist.  Die  BerSbrungspunkte  sind  die 
Schnittpunkte  der  Erzeugenden  Oa  und  Oß  mit  der  Ebene  E^Eh  und 
die  Verbindungsgerade  derselben  stellt  einen  Durchmesser  der  genausten 
Ellipse  dar. 

"Cm  besagten  Durchmesser  zu  erhalten,  legen  wir  durch  die 
beiden  Erzeugenden  Oa  und  Oß  die  horizontaiprojicierende  Ebene  hh. 
Dieselbe  schneidet  die  Ebene  e^ei,  iu  der  durch  (0,  0')  gebenden  Ge- 
raden (ff,  a')  und  die  Ebene  E^Eh,  als  parallel  zu  e„e/,,  inViner  zu 
(ff,ff'}  parallelen  Geraden  (s,s'),  welche  bereits  den  vorerwähnten  Ellip- 
sen durchmesser  'darstellt.  Die  Endpunkte  (a,  a')  und  (b,l/)  des- 
selben ergeben  eich  direct  im  Schnitte  mit  den  Erzeugenden  {Oa,  O'a') 
und  iOß,0'ß'). 

Nachdem  die  Tangenten  der Scbnittellipse  in  den  Puukten  {a,a') 
und  (i,  i')  parallel  zu  Et  sind ,  so  erhält  man  ohneweiters  den  dem 
Durchmesser  (ah,  a'h')  eonjngierteu  Durchmesser,  wenn  man  durch 
den  Mittelpunkt  {m,m')  von  (ab,  a'h')  eine  Gerade  (?,  pO  parallel  zu 
Eh  legt.  Die  Grenzpunkte  dieser  Durehmesser  sind  die  Schnittpunkte 
der  Geraden  (p,  p')  mit  dem  Asymptotenkegei,  welche,  wie  folgt,  leicht 
ermittelt  werden  können.  Die  horizontale Trace  der  durch  {0,0')  und 
(p,p')  gehenden  Hilfsebene  ist  eine  au  Eh  parallele  Gerade  ijh,  welche 
durch  die  Horizontalspur  ;i'  der  Geraden  {Om.O'tn')  geht.    Dieselbe 


Hosted  by 


Google 


108 

trifft  den  Kegelschnitt  Ea  in  den  beiden  Punkten  /  und  d\  welche 
mittelst  des  Äffinkreises  K**a  leicht  erhalten  werden.  Die  beiden  Er- 
zeugenden {Oy,  O'y')  und  (Oö,  0' d')  des  Asymptotenkegels  liegen, 
der  Construetion  gemäß,  mit  der  Geraden  (p,  p')  in  einer  und  der- 
selben Ebene,  treffen  diese  daher  in  den  beiden  Funkten  (c,  c'i  und 
{d,d'),  welche  die  Schnittpuntte  von  (p.p'}  mit  dem  Asymptotenkegel, 
also  die  Endpunkte  des  Ellipsendurchme^sers  {p,  q')   repräsentieren. 

Die  Ellipse,  in  welcher  der  Äsy mptotenkegel  von  der 
Ebene  E^Ei,  geschnitten  wird,  ist  somit  durch  die  conjtigierten 
Durchmesser  {ah,a'h')  und  (cd,c'd'}  dargestellt. 

Um  den  Schnitt  der  Ebene  E^Ei,  mit  dem  Hyper- 
boloide zu  finden,  werden  wir  bloß  au  berücksichtigen  habeu,  dass 
die  diesfallsige  Schnittfigur  mit  der  eben  construierten  Ellipse  ähulicb 
gelegen  und  concentriseh  ist.  Zur  Bestimmung  des  verlangten  Schnittes 
wird  somit  die  Kenntnis  eiues  seiner  Punkte  vollkommen  ausreichen. 

Um  jedoch  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  direct 
zu  finden,  erscheint  ee  acgemeasener,  sogleich  die  Schnittpunkte 
der  Geraden  (p,  p')  mit  dem  Hyperboloid  aufausucben,  was  alleufalls 
in  nachstehender  Weise  geschehen  kann. 

Die  Gerade  (q,  q')  ist  horizontal.  Wir  legen  daber  durch  die- 
selbe eine  horizontale  Ebene  H„,  welche  das  vorliegende  Hyperboloid 
in  einer  Ellipse,  die  ähulicb  und  ähulicb  gelegen  zur  Kehlellipae  ist, 
schneiden  wird.  Die  Achsen  der  zu  bestimmenden  Schnittellipse  sind 
demnach  leicht  construierbar.  Die  Scbailtpuukte  (G,  C)  und  {D,  D') 
dieser  Ellipse  mit  der  Geraden  (p,  p')  köuueu  mittelst  eines  afönen 
Kreises  direct  bestimmt  werden. 

Nachdem    die   verlangte   Schnittcurve    ähnlich,    ähnlich   gelegen 
uud  eoneentrisch  mit  dem  Kegelschnitte  (ah,cd)  ist,  uud  CD  den  mit 
cd  zusammenfallenden  Durchmesser  vorstellt,  so  ergibt  sich  der  andere 
Durchmesser  jlB  direct  durch  die  Proportion 
Am  :  Cm  =  am  :  cm. 

§■  116. 
7.  Anfgale.  „Der  Schnitt  eines  Eotationshyperboloides  mit  einer 
Ebene  ist  direct  durcli  seine  Achsen  darzustellen." 

a)  Die  schneidende  Ebene  ist  zu  keiner  Erzeugenden  des 
Hyperboloides  parallel;  die  Schnittcurve  wird  demgemäli  eine 
Ellipse  sein. 

Die  horizontale  Projeetionsebene  nehmen  wir  wieder  seukrecbt  zu 
der  Drehungsachse  {Z,Z')   (Taf.  IV,  Fig.  31)  des  Hyperboloides  au. 
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Das  Hyperboloid  selbst  sei  durch  den  Kehlkreis  (K,  K')  und 
durch  die  Asymptoten  (^,,^,')  und  {A^,  A^')  des  vertiealeu  Haupt- 
echuittes  oder  des  Hauptmeridians  (Con tourgeraden  des  Asymptoten- 
kegels in  der  verticalen  Projeetion)  gegeben.  Die  schneidende  Ebene 
E  ist  durch  ihre  Tracen  £,£*  bestimmt.  Besagte  Ebene  schneidet, 
parallel  zu  sich  selbst  so  weit  verscfaobeü,  bis  sie  durch  den  Mittel- 
punkt (0,  0')  des  Hyperboloides  gebt,  den  Asymptotenkegel  (der  Vor- 
aussetzung nach)  nicht  in  reellen  Erzeugenden,  daher  der  gesuchte 
Schnitt  eine  Ellipse  sein  wird. 

Um  die  Achsen  dieser  Ellipse  zu  ermitteln,  denken  wir  uns 
durch  die  Achse  {Z,  Z')  des  Umdrehungshyperboloides  eine  Ebene  H 
senkrecht  zu  der  gegebenen  Ebene  E,Eit  geführt.  Diese  Ebene  H, 
deren  Horizontaltraee  Hh  senkrecht  zur  Horizontaitrace  Eh  der  ge- 
gebenen Ebene  steht,  ist,  wie  überhaupt  jede  durch  die  Drehachse  des 
Hyperboloides  gehende  Ebene  eine  Ebene  orthogonaler  Sym- 
metrie fOr  das  Hyperboloid. 

Die  Schnittgerade  {s,s')  der  Ebene  R  mit  jener  E  wird  infolge 
dessen  gleichfalls  eine  Achse  orthogonaler  Symmetrie  für  die 
dem  Hyperboloide  und  der  Ebene  E^Ei,  gemeinschaftliche  Curve,  d,  h. 
eine  Hauptachse  der  darzustellenden  Ellipse  sein. 

Um  die  Endpunkte  {A,  A')  und  {B,  B')  derselben,  d.  h.  die 
Schnittpunkte  von  (s,s')  mit  dem  Hyperboloide  zu  ermitteln, 
stellen  wir  folgende  Betrachtung  an. 

Ziehen  wir  parallel  zur  vertiealen  Projectionseheoe  (richtiger 
gesagt,  parallel  zur  Grundlinie)  eine  Tangente  g'  an  den  Kehlkreis  K', 
und  betrachten  wir  dieselbe  als  Horisontalprojection  einer  Geraden  {g,g'), 
deren  vertioale  Projeetion  g  mit  der  Geraden  A^  (oder  auch  mit  A^) 
zusammenfällt,  so  repräsentiert  bekanntlich  diese  Gerade  {g,g')  eine 
zur  verticaien  Projectionsebene  parallele  Erzeugende  des  vorliegenden 
Hyperboloides ,  welches  nunmehr  auch  durch  Umdrehung  von  {g,  g') 
um  {Z,Z')  erzeugt  gedacht  werden  kanu.  Um  die  Schnittpunkte  {A,A') 
und  {B,B')  der  Geraden  (s,s')  mit  diesem  Hyperboloide  zu  construieren, 
wird  man  vor  allem  zu  berücksichtigen  haben,  dass  die  Gerade  (5,  s'), 
da  sie  in  der  die  Drehungsachse  {Z,  Z')  enthaltenden  Ebene  S.  liegt, 
die  Drehungsachse  in  einem  Punkte  iß^S')  schneidet,  und  dass  diese 
somit  bei  der  Umdrehung  um  (Z,Z')  einen  geraden  Kreiskegel  (S,K^), 
ihre  Schnittpunkte  {Ä,A')  und  {B,B')  mit  dem  Hyperboloide  dagegen 
zwei  Kreise,  welche  selbstverständlich  auch  dem  letzteren  angehören 
werden,  beschreiben  wird. 

Diese  beiden  Kreise  sind  vollkommen  bestimmt,  sobald  von 
jedem  irgend  ein  Punkt  bekannt  ist.    Einen  solchen  Punkt  erhält  man 
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im  Durchschnitte  des  Kegels  {S,K^)  mit  der  Geraden  (g,g''j.  Legt  man 
iü  diesem  Zwecke  durch  (S,  S')  und  durch  (g,g')  eine  Ebene  e,  so 
schneidet  die  Horizontaltrace  Ca  derselbea  die  Basis  K'^  des  Kegels 
(iS,  Äj)  in  zwei  Punkten  (k,«")  uad  (ß,  ß'),  während  die  durch  diese 
Paukte  gehenden  Kegelerzeugenden  die  Gerade  (g,  g')  in  den  beiden 
funkten  («,«')  und  (b,b')  treffen,  welche  bei  der  Drehung  um  {Z,Z') 
jene  beiden  Kreise  beschreiben ,  die  dem  Kegel  und  dem  Hyperboloid 
gemeinschaftlich  sind.  Diese  Kreiwe  begegnen  der  Kegeleraeugenden 
(s,s')  in  den  Punkten  {A,A')  und  (B,B'),  in  welchen  die  letztere  das 
Hyperboloid  schneidet. 

Es  wird  demgemäß  {AB,A'B')  die  eine  Achse  der  gesuchten 
Ellipse  darstellen. 

Die  zweite  Achse  geht  durch  den  Mittelpunkt  der  Ellipse  und 
steht  auf  (s,s')  senkrecht.  Dieselbe  ist  somit  durch  die  Gerade  (e,  s') 
repräsentiert,  welche  durch  den  Halbieningspunkt  {M,  M')  von  {AB,  A'B') 
parallel  zur  Horizontaltrace  E),  der  schneidenden  Ebene   gezogen  wird. 

Um  deren  Endpunkte  (C,  C"j  und  (i>,i>'),  d.  i.  die  Schnittpunkte 
von  (£,£')  mit  dem  Hyperboloide,  zu  ermitteln,  legen  wir  durch  {t,s') 
eine  zur  Achse  {Z,  Z')  senkrechte,  also  zur  horizontalen  Projections- 
ebene  parallele  Ebene  P.  Letztgenannte  Ebene  schneidet  das  Hyper- 
boloid in  einem  Kreise  {K^,K\),  welcher  in  der  horizontalen  Projeetion 
als  Kreis  K'^  mit  dem  Mittelpunkte  Z'  in  wahrer  Größe  erscheint 
und  durch  den  Punkt  (x,  x'),  in  welchem  {g,  g')  von  der  genannten 
Ebene  geschnitten  wird,  geht.  Der  Kreis  {K^,K'^  trifft  (e,£')  in  den 
gesuchten  Endpunkten  {C,C)  und  {D,D'). 

Die  Ellipse,  welche  sich  als  Schnitt  des  Hyperboloides  mit  der 
Ebene  E^Eh  ergibt,  ist  somit  durch  ihre  Achsen  (AB,  A'B')  und 
(OD, CD')  dargestellt. 

A'B'  und  C'D'  sind  auch  die  Hauptachsen  der  horizontalen  Pro- 
jeetion dieser  Ellipse,  während  AJB  und  CD  zwei  conjugierte  Durch- 
messer der  verticalen  Projeetion  der  Schnittellipse  repräsentieren. 

§.  117. 

&)  Die  schneidende  Kbene  ist  parallel  zu  zwei  Erzeu- 
genden des  TJmdrehuttgshyperboloidos;  der  gegenseitige 
Schnitt  ist  demnach  eine  Hyperbel. 

Die  horizontale  Projectionsebene  setzen  wir  normal  zur  Rotations- 
achse (Z,  Z')  (Taf.  V,'  Fig.  32)  des  Hyperboloides  voraus  und  nehmen 
weiters  an,  dass  das  Hyperboloid  durch  den  Kehlkreis  {K,K')  und  die 
verticalen  Contourerzeugeuden  (Ä^,A')  und  (A^,  A'^  des  Asymptoten- 
kegels bestimmt  sei.     Die  Trace  des  Asymptotenkegels  auf  der  hori- 
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KOntalen  Projeetionsebeue  ist  ein  Kreis  K\,  welcher  die  Verbindungs- 
gerade  der  horizontalen  Durchstoßpunkte  von  (^,,-4'i)  und  {A^,A'^  zum 
Durchmesser  hat. 

Die  schneidende  Ebene  E^Ei,  ist,  der  Voraussetzung  gemäß, 
parallel  zu  zwei  Erzeugenden  des  Hyperboloides,  und  eine  Ebene  E\E'h, 
welche  parallel  zu  derselben  durch  den  Scheitel  (0,  0')  des  Asymp- 
tütenkegels  geführt  wird ,  schneidet  den  letzteren  in  zwei  reellen  Er- 
zeugenden (ff,,  6',)  und  (ö'jiö'g)- 

Um  die  Hauptachsen  der  Schnitthyperbel  oder,  was  in 
diesem  Falle  auf  dasselbe  hinausläuft,  die  reelle  Achse  und  die  beiden 
Asymptoten  der  Sehnitteurve  zu  bestimmen,  denken  wir  uns,  wie  im 
vorhergehenden  Falle,  durch  die  Achse  {Z,Z')  des  Hyperboloides  eine 
Ebene  H  senkrecht  zur  schneidenden  Ebene  E,Eh  gelegt. 

Nachdem  diese  Ebene  H  eine  Ebene  orthogonaler  Sym- 
metrie für  das  Hyperboloid  ist,  so  schneidet  dieselbe  die  zu  ihr 
senkrechte  Ebene  E^E^  in  einer  Geraden  (s,  s'),  weiche  eine  Achse 
orthogonaler  Symmetrie  für  die  der  Ebene  E  und  dem  Hyper- 
boloid gemeinsame  Cnrve  \si,  und  welche  somit  eine  Haupt- 
achse der  gesuchten  Hyperbel  darstellt. 

Die  Endpunkte  {A,  A')  uud  {B,  ß')  der  letztgenannten  Achse, 
welche  keine  anderen  sind,  als  die  Schnittpunkte  von  (s,  s')  mit  dem 
Hyperboloide,  können  in  voller  Übereinstimmung  mit  der  vorher  be- 
sprochenen Bestimmungs weise  festgestellt  werden.  Man  bestimmt  näm- 
lich zunächst  eine  Erzeugende  des  Hyperboloides,  am  einfachsten  eine 
Erzeugende  (g,g'},  deren  horizontale  Projection  g'  eine  zur  Grundlinie 
parallele  Tangente  an  die  Horizontal  projection  K'  des  Kehlkreises 
vorste.llt  und  deren  Vertical projection  g  mit  einer  der  beiden  Geraden 
A^  oder  A^  zusammenfällt. 

Der  Kreiskegel,  welchen  die  Gerade  (s,s')  bei  der  Umdrehung 
um  {Z,  //)  beschreibt,  schneidet  die  Gerade  {g,  g')  in  zwei  Punkten 
{a,a*)  uud  (b,h'),  welche  ihrerseits  bei  der  Umdrehung  um  (Z,Z')  zwei 
Kreise  erzeugen,  die  dem  genannten  Hyperboloide  gemeinschaftlich 
sind,  und  auf  welchen  demgemäß  die  zu  bestimmenden  Schnittpunkte 
{Ä,A')  und  {S,B-)  liegen.  Halbiert  man  die  Strecke  {AB,A'B')  in 
(M,  M'),  so  erhält  man  den  Mittelpunkt  der  darzustellenden 
Hyperbel. 

Berücksichtigt  man  endlich,  dass  die  schneidende  Ebene  EfE,, 
parallel  ist  zu  zwei  Erzeugenden  des  Hyperboloides,  welche 
ihrerseits  wieder  zu  den  beiden  Erzeugenden  (tf,,  tf,')  und  (ff^,  a^'] 
des    Asymptoteokegels    (0,  Ki)  parallel    sind,    so    ergeben    sieb    die 
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Asymptoteu  der  Schnitt  hy  per  bei  direct  als  jene  Geraden  (U^,2^^') 
und  (^g,^a')'  welche  durch  (M,M'),  beziehungsweise  parallel  zu  (ffj.ffi') 
und  («21  tfä')  geführt  werden.' 

§.  118. 

e)  Die  sehneidende  Ebene  sei  parallel  zu  einer  Be- 
rührebene des  Äsymptotenkegels;  der  Schcitt  derselben  mit 
dem  Hyperboloide  wird  folgüeb  eine  Parabel  sein. 

Das  Hyperboloid  sei,  wie  in  den  beiden  vorhergehenden  Fällen, 
durch  die  zur  horizontalen  Projectionsebene  senkrechte  Drehachse  (2,  Z-) 
(Taf.  V,  Fig.  33),  durch  denKehlkreie  {S:,K'}  und  die  beiden  Geraden 
Ai,  A^  bestimmt. 

Die  schneidende  Ebene  E,Ek  ist  der  obigen  Bedingung  entspre- 
chend, parallel    zu    einer  Berührebene    Ee'Ei,'    des    Äsymptotenkegels 

Nachdem  eine  Parabel  eine  einzige  eigentliche  Hauptachse 
besitzt,  so  kann  diese  letztere,  früheren  Erörterungen  gemäß,  keine 
andere  als  die  Schnittgerade  (s,  s')  der  Ebene  E^  Bn  mit  jener  Ebene  H 
sein,  welche  durch  die  Drehachse  {Z^Z')  des  Hyperboloides  senkrecht 
zur  Ebene  E^Ek  geführt  wird. 

Vorgenannte  Gerade  (s,  s')  ist  parallel  zur  Berührungserzeugenden 
der  Ebene  E,'Eh'  mit  dem  Asymptotenkegel,  also  auch  parallel  eu 
einer  Erzeugenden  des  Hyperboloides,  und  kann  folglich  von  dem 
letzteren  nur  noch  in  einem,  im  Endlichen  gelegenen  Punkte  {^,^'i 
„dem  Scheitel  der  Schnittparabel"  begegnet  werden. 

Diesen  Punkt  A  bestimmen  wir ,  in  Übereinstimmung  mit  den 
vorhergehenden  Fällen,  vermittelst  einer  Erzeugenden  {g,g')  des  Hyper- 
boloides und  dem  durch  Drehung  von  {s,s')  um  {Z,Z')  beschriebenen 
Hilfskegels. 

Berücksichtigt  man  ferner,  dass  der  von  dem  horizontalen  Durch- 
stoßpunkte k',  der  Hyperboloiderzeugenden  {g,  g')  beschriebene  Kreis 
K^'  dem  Hyperboloide  angehört,  so  ergeben  sich  im  Schnitte  des- 
selben mit  der  Horizontal traee  Ei,  awei  Punkte  (»M,m')  und  {«,)*')  der 
Parabel,  welche  durch  die  genannten  Punkte,  die  Achse  (s,  s')  und  den 
Seheitel  (^,  A')  vollständig  bestimmt  ist. 

Die  in  den  drei  eben  durchgeführten  Schnittbestimmungen  be- 
nützte Construction  zur  Ermittelung  des  Durchschnittes  des  Hyper- 
boloides mit  einer  die  Drehachse  schneidenden  Geraden  (s.s')  (durch  Zu- 
hilfenahme eines  Hilfskegeis)  kann  auch  eine  vortheilhafte  Verwen- 
dung bei  der  Lösung  von  Aufgaben  finden,  weiche  der  Geometrie  der 
Ebene  angehören. 
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§.  119. 

8.  Aufgabe.  Eine  Hyperbel  ist  durch  ihre  reelle  Achse  und  die 
Asymptoten  gegeben;  es  sind  die  Schnittpunkte  derselben  mit  einer 
beliebigen  üeraden  l  durch  directe  Construction  feslzustellen. 

Die  reelle  Achse  der  gegebenen  Hyperbel  werde  durch  AB,  deren 
Asymptoten  dnrch  yl,  und  A^  und  die  gegebene  Gerade  durch  l 
(Taf.  VI,  Fig.  34)  dargestellt. 

Die  so  bestimmte  Hyperbel  betrachten  wir  als  Schnitt  eines 
Umdrehungshyperboloides  mit  einer  durch  die  Drehachse  desselben  (im 
vorliegenden  Falle  durch  die  imaginäre  Achse  ^der  Hyperbel)  gehenden 
Ebene.  Letztgenannte  Ebene  wählen  wir  als  yertieale  Projections- 
ebene.  Die  horizontale  Projectionsebene  setzen  wir  senkrecht  zur  Achse 
Z  voraus.  Die  Grundlinie  G  G  ist  daher  irgend  eine  zu  Z  senkrechte 
Gerade.  Der  Durchmesser  des  Kehlkreises  {K,  K')  stimmt  mit  der 
Länge  der  reellen  Aebse  AB  der  gegebenen  Hyperbel  öbereiu.  Die  Ge- 
raden A^  und  ylg  repräsentieren  endlich  die  in  der  verticalen  Pro- 
jectionsebeae  liegenden  Erzeugenden  des  Asymptoten  kegeis.  Hiermit 
ist  das  ümdrehungshyperboloid  vollkommeii  bestimmt. 

Betrachtet  man  die  gegebene  Gerade  l  als  Verticalprojection  einer 
in  der  verticalen  Projectionsebene  Uegendea  Geraden  {1,1'),  so  sind  deren 
Schnittpunkte  mit  dem  Hyperboloid  identisch  mit  ihren  Schnitt- 
punkten mit  der  gegebenen  Hyperbel,  und  können  dieselben  sonach 
folgendermaßen  construiert  werden. 

Man  bestimmt  zunäebst  diejenige  Erzeugende  (g,  </')  des  Hyper- 
boloides, deren  Horiaontalprojection  y'  eine  Kur  Grundlinie  parallele 
Tangente  an  die  horizontale  Projection  K'  des  Kehlkreises  {K,K')  ist 
und  deren  verticale  Projection  g  mit  der  Geraden  A^  zusammenfällt. 
Denkt  man  sieh  ferner  die  Gerade  (},  V)  um  (Z,  Z')  derart  ge- 
dreht, dass  dieselbe  einen  Eotationskegel  {8,E^')  erzeugt,  dessen  Spur 
auf  der  horizontalen  Projectionsebene  der  von  dem  horizontalen  Durch- 
stoßpunkte Äjj  der  Geraden  (/,(■)  beschriebene  Kreis  K^'  ist,  und  con- 
struiert man  die  Schnittpunkte  des  Kegels  (*S',  K^,')  mit  der  Geraden 
(g,  g%  indem  mau  durch  die  letzteren  und  durch  den  Kegelscheitel 
(jS,  S')  eine  Ebene  e  legt ,  deren  Horizontaltrace  ej,  den  Kreis  K^'  in 
fi'  und  v'  schneidet,  so  treffen  bereits  die  diesen  Punkten  entspre- 
ehfluden  Kegelerzeugenden  S'ft'  und  S'\y'  die  Gerade  {g,g')  in  den  ver- 
langten Durehstoßpunkten  {m,  m')  und  {n,  n'). 

Zeichnet  man  weiters  die  beiden  Kreise  p,'  und  p^',  welche  die 
Punkte  {m,m')  und  {w,»')  bei  der  Drehung  um  {Z,Z')  beschreiben,  so 
gehören  dieselben  sowohl  dem  Hyperboloide,  als  auch  dem  vorgenannten 
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Hilfskegel  an.  Besagte  Kreise  werden  daher  auch  die  Gerade  (l,  l')  ia 
zwei  Punkten  (M,-M')  Mai{N,N')  treffen,  welche  gleichzeitig  auf  dem 
Hyperboloide  liegen. 

Die  verticalen  Projeetionen  M  und  JV  dieser  beiden  Punkte  be- 
stimmen somit  die  gesuchten  Schnittpunkte  der  Geraden  l  mit  der 
gegebenen  Hyperbel. 

§.    120. 

9.  Äufyolic.  a)  Durch  eine  Gerade  sind  an  ein  Umdrehangshyper- 
boloid  die  mögliclien  Berübrehenen  zu  legen, 

h)  Es  sind  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  einem  Um- 
drehungshyperboloide zu  ermitteln. 

Erste  Lösungsweise. 

Die  beiden  eben  aufgestellten  Aufgaben  können,  sobald  in  beiden 
Fällen  die  nämliche  Gerade  als  gegeben  betrachtet  wird,  durch  eine  und 
dieselbe  Construction  gleichzeitig  ihrer  Erledigung  augeführt  werden. 

Das  Hyperboloid  sei  durch  den  Kehlkreis  {K,  K')  (Taf  V,  Fig.  35) 
und  den  Asymptotenkegel  [{0,K^),  (O^S"/)]  gegeben.  Die  Achse  {Z,Z') 
des  Hyperboloides  sei,  allenfalls  durch  Transformation,  ia  eine  solche 
Lage  gegen  die  Projectionsebenen  gebracht  worden,  dass  dieselbe  zur 
horizontalen  Projectionsebene  senkrecht  stehe.  Die  Gerade  L  sei  durch 
ihre  Projeetionen  1},  l')  bestimmt.  Das  erstere  der  gestellten  Probleme 
fordert  die  Construction  der  durch  (/,  /')  gehenden  Tangentialebenen 
des  Hyperboloides. 

Denkt  man  sieh  die  beiden,  diesfalls  möglichen  EerOhrebenen 
E-^  und  E^  bereits  construiert  und  dem  Hyperboloide  einen  Cylinder 
umschrieben,  dessen  Erzeugenden  zu  der  Geraden  {1,1")  parallel  sind, 
so  werden  die  genannten  Ebenen  E^  und  E„  auch  diesen  Cylinder 
berühren  müssen.  Die  Horizontaltracen  Ei.'  und  Ei,''  der  vorbezeichneten 
Ebenen  werden  demnach  Taugonten  der  Horiaontalspur  des  Cylinders 
sein.  In  erster  Linie  wird  es  sich  also  um  die  Construction  der  Hori- 
zontalspur des  dem  Hyperboloide  parallel  zu  {l,  l')  umschriebenen 
Cylinders  handeln. 

Nachdem  die  Achse  eines  dem  Hyperboloide  umschriebeneu  Cylin- 
ders einerseits  stets  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  des  letzteren  gebt  und 
andererseits  die  Horizontalspur  des  vorerwähnten  Cylinders  ein  Kegel- 
schnitt P  ist,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  Horizontal-Durcbstoßpunkte 
der  Cylinderachse  Kusammeafällt,  so  ergibt  sieh  der  Mittelpunkt  der 
Horizontalspur  P  als  horizontaler  Durchstoßpunkt  (o,  o')  jener  Geraden 
(A,  A'},  welche  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  des  Hyperboloides  parallel 
zur  Geraden  {1,1')  gezogen  wird. 
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Da  ferner  die  Ebene,  welche  durch  diese  Gerade  (A,A')  und  durch 
die  Drehachse  [Z,  Z')  geführt  werden  kann,  sowohl  eine  Symmetrieebene 
des  Hyperboloides,  als  auch  des  umschriebenen  Cylinders  ist,  so  wird 
deren  horizontale  Traee  O'o'  eine  Achse  der  Horizontalspur  P  sein, 
während  die  zweite  Achse  o'x  derselben  durch  den  Mittelpunkt  o'  geht 
und  zu  O'o  senkrecht  steht. 

Weiters  ist  bekannt,  dass  jede  Iiorizontal-projieierende  Ehene, 
welche  den  Kehlkreis  in  irgend  einem  Punkte  tangiert,  auch  das  Hyper- 
boloid in  dem  nämlichen  Punkte  berührt. 

Ziehen  wir  demgemäß  parallel  zu  O'o'  zwei  Tangenten  Xa  und 
t^  an  die  horizontale  Projection  K'  des  Kehikreises,  so  stellen  diese 
die  Horizontaltraeen  zweier  horizontal-projicierender,  zu  der  gegebenen 
Geraden  {l,  V)  paralleler  Berührebeneu  des  Hyperboloides  sowohl,  als 
auch  des  umschriebenen  Cylinders  dar.  Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass 
die  Horizontaltraeen  r^  und  Xß  der  besagten  Beruhrungsebenen,  Tan- 
genten der  horizontalen  Cjlinderspur  P  sind. 

Nachdem  dieselben  aber  überdies  zu  der  einen  Achse  O'o'  dieses 
Kegelschnittes  P  parallel  laufen,  so  sind  deren  Berührungspunkte 
gleichzeitig  die  Endpunkte  «  und  ß  der  anderen  Achse  o'x. 

Denkt  man  sich  endlich  vom  Mittelpunkte  0'  aus,  an  die  Hori- 
zontaispitr  K^"  des  Asymptoteakegels  (0,  K-^)  die  beiden  Tangenten 
o^i  und  ffj  gezogen,  so  repräsentieren  diese  die  Horizontaltraeen  jener 
beiden  Beruhrungsebenen  des  Asymptotenkegels,  welche  zur  Geraden 
{(,  V)  parallel  sind. 

Nachdem  aber,  wie  bereits  bekannt,  jede  Berührebene  des 
Asymptotenkegels  auch  das  Hyperboloid  und  zwar  in  unendlicher  Ent- 
fernung berührt,  so  sind  diese  beiden  Ebenen  auch  Berührebeneu 
des  dem  Hyperboloide  parallel  zu  (1,1')  umschriebenen 
Cylinders,  und  ihre  Horizontaltraeen  u,  und  ffg  mithin  Tan- 
genten des  Kegelschnittes  P,  Berücksichtigt  man  jedoch,  dass 
die  letzteren  durch  den  Mittelpunkt  o'  von  P  gehen,  so  gelangen  wir 
zu  der  Überzeugung,  dass  dieselben  nur  die  Asymptoten  dieses 
Kegelschnittes  sein  können. 

Wir  erhalten  daher  die  Horizontalspur  P  des  dem  Hyper- 
boloide parallel  zu  {l,  I'}  umschriebenen  Cylinders  dargestellt 
durch  die  reelle  Achse  aß  und  die  Asymptoten  ffj  und  e„. 

Jede  Tangente  dieses  Kegelschnittes  ist  die  Horizoutaltrace  einer 
Berübrebene  des  Cylinders,  also  auch  einer  zur  Geraden  (/,  l')  parallelen 
Berflhrehene  des  Hyperboloides.  Diejenigen  Tangenten  von  P  aber, 
welche  insbesondere  durch  den   horizontalen    Durchstoßpunkt 
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h'  der  Geraden  (/.,  V)  gehen,  sind  die  Horizontaltracen  der 
durch  (f,  V)  gehenden  Beröhrebenea  des  Hyperboloides. 

Besagte  Berührungsebenen  können  vermittelst  einer  bekannten 
elementaren  Constraction   auf   nachstehende  Weise   bestimmt    werden. 

Verlängert  man  r^  bis  zum  Schnitte  ra  mit  e^  und  überträgt 
o'ft)  =  ö'/i=  o'U  ä.nf  die  reelle  Achse  ox,  so  sind  /i  und  f^  die  Brenn- 
punkte der  Spurhyperbel  P. 

Vermittelst  dieser  Brennpunkte  wird  man  nun  anstandslos  die 
die  durch  Ä'  gehenden  Tangenten  E\  und  i?\  der  Hyperbel,  d-  i. 
die  Horizontaltracen  der  gesuchten  Berührebenen  E-^  und 
E„  bestimmen. 

Zu  diesem  Behufe  hat  man  die  beiden  Kreise  p,  und  p„  zu  be- 
schreiben, deren  einer,  d.  i.  Q^,  den  Punkt  Ä'  zum  Mittelpunkte  hat 
«ad  durch  den  Brennpunkt  /j  geht;  der  andere  p,  dagegen  den  zweiten 
Brennpunkt  /■,  als  Mittelpunkt  und  die  reelle  Achse  aß  zum  Halbmesser 
hat.  Diese  beiden  Kreise  p,  und  p„  schneiden  sich  diesfalls  in  zwei 
Pnakten,  d.  i.  in  y  und  8.  Halbiert  man  die  Bögen  yf^  und  Sf^ 
durch  die  Punkte  |  und  *;,  so  sind  die  Verbindungsgeradea  li'^  oder 
J5'ft  und  h'^  oder  E\  bekanntlich  die  durch  /('  gehenden  Hyperbel- 
tangentea,  während  deren  Berührungspunkte  unmittelbar  die  Schnitt- 
punkte (t  und  V  von  beziehungsweise  E\,  mit  f^y  und  Eri,  mit 
/;  ö  sind. 

Da  die  vorerwähnten  Ebenen  E,  uad  E,,  durch  die  Gerade  {1,1') 
geben,    so    sind    ihre   Vertiealtracen  E'^  und  £'„  leicht  festzustellen. 

Auf  das  zweite  der  gestellten  Probleme  übergehend,  heben  wir 
zunächst  eine  der  gefundenen  Berührebenen,  etwa  die  Ebene  E'tE'i,, 
besonders  hervor. 

Jede  Berührebene  des  Hyperboloides  schließt  bekanntlich  zwei 
Erzeugende  verschiedener  Systeme  in  sich,  deren  Schnitt  im  Berüh- 
rungspunkte der  ersteren  erfolgt. 

Im  vorliegenden  Falle  kann  man  die  beiden  iu  der  Berührungs- 
ebene  -EV-E'a  liegenden  Erzeugenden  des  Hyperboloides  folgendermaßen 
bestimmen. 

Vor  allem  ermitteln  wir  die  Spur  des  Hyperboloides  auf  der 
horizontalen  Projectionsebene,  d.  i.  jenen  Kreis  K„,  welchen  der  hori- 
zontale ünrchstoßpunkt  {ö,Ö')  irgend  einer  Erzeugenden  (ß,g')  bei  der 
Drehung  um  (Z,  Z')  beschreibt. 

Die  Horizontaltrace  E'n  sehneidet  diesen  Kreis  K^  in  zwei 
Punkten  (/*|,Ä,')  und  {\,h^'),  welche  bereits  die  Horizontaldurchstoß- 
punkte der  beiden  in  der  Berührebene  E\E^,,  liegenden  Erzeugenden 
(S'i'S'i')  «ad  {g^,git')  darstellen. 
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Zieht  man  von  diesen  Punkten  h\  und  ä'j  die  Tangenten  g\ 
und  3  j  an  die  Horizontalprojection  K'  des  Kehltreises  —  es  ist  stets 
leicht  festzustellen,  welches  Paar  unter  den  möglichen  vier  Tangenten 
der  Aufgabe  entspricht  —  so  erhält  man  unmittelbar  die  horizontalen 
Projeetionen  der  gesuchten  Erzeugenden.  Die  yerticalen  Projectionen 
3,  und  g^  derselben  lassen  sieh  aus  den  evsteren  direct  ableiten. 

Die  beiden  Eraeugeuden  (?,,  ^fi')  und  (0^,3^')  schneiden  sieh  in 
einem  Punkte  (m, m'),  welcher  den  Berührungspunkt  der  Ebene 
E\E'h  mit  dem  Hyperboloide  repräsentiert. 

In  gleicherweise  erhält  man  in  der  zweiten  Berührebene  E-,E"i, 
zwei  Erzeugeade  (g^,  g^')  und  (^4,  g^')  des  Hyperboloides,  deren  Schnitt- 
punkt {n,n')  den  Berührungspunkt  der  Ebene  E\E\  mit  dem 
Hyperboloide  darstellt. 

Bezugnehmend  auf  die  Aufgabe  6)  ist  weiters  zu  beachten,  dass 
die  Ebene  E\E*!,  (Taf.  V,  Fig.  35)  außer  den  Erzeugenden  3,  und 
g^  des  Hyperboloides  auch  die  gegebene  Gerade  (l,  l')  enthalte. 

Die  Punkte  ip,p')  und  (q,q'),  in  welchen  die  genannten  Erzeu- 
genden die  Gerade  ((,  l')  treffen,  sind  nun  offenbar  die  Schnittpunkte 
von  (J,  l')  mit  dem  Hyperboloide, 

Desgleichen  treffen  die  in  der  Ebene  E"  liegenden  Erzeugenden 
g^  und  g^  die  Gerade  l  iß  zwei  Punkten,  welche  dieser  letzteren  und 
dem  Hyperboloide  gemeinschaftlich  sind. 

Nachdem  aber  eine  Gerade  mit  einem  Hyperboloide  bloß  zwei 
Punkte  gemein  haben  kann,  so  folgt,  dass  die  Schnittpunkte 
von  l  mit  g^  und  g^,  mit  jenen  von  (  mit  g,  und  g„  übereinstimmen, 
also  ebenfalls  die  Punkte   p  und  q  sein  müssen. 

Anmerkung.  Hat  die  gegebene  Gerade  L  eine  derartige  Lage, 
dass  die  zu  ihr  durch  den  Mittelpunkt  0  des  Hyperboloides  gezogene 
parallele  Gerade  l  innerhalb  des  Äsymptotenkegels  (0,  K,)  zu  liegen 
kommt,  so  sind  durch  diese  letztere  keine  reellen  Tangentialebenen 
an  den  Asymptotenkegel  möglich.  Infolge  dessen  besitzt  auch  die 
Horizontalspur  P  des  dem  Hyperboloide  parallel  zur  gegebenen  Ge- 
raden umschriebenen  Cylinders  keine  Asymptoten.  Besagte  Hori- 
zontalspur ist  demnach  eine  Ellipse. 

Die  eine  der  Achsen  der  soeben  genannten  Ellipse  ergibt  sich 
auf  dieselbe  Weise,  wie  im  früheren  Falle  die  reelle  Achse  der  Hyperbel. 
Die  Endpunkte  der  zweiten  Achse  dagegen,  welche  der  Lage  nach 
durch  die  Horizontaltrace  jener  Ebene  gegeben  ist,  die  durch  die 
Eotatiocsaebse  parallel  zu  der  gegebenen  Geraden  gelegt  wird,  sind 
die  Horizontal durcbstoßpunkte  der  an  die  in  dieser  Ebene  liegenden 
Meridianhyperbel  parallel  zur  gegebenen  Geraden  gezogenen  Tangeuten. 
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10.  Aufgabe.  Durcli  eine  Gerade  sind  an  ein  Tlmdreliiingsliyper- 
boloid  die  beiden  Berührebenen  zu  legen. 

Zweite  Lösungsart. 

Es  sei  {Z,  Z')  (Taf.  VI,  Fig.  36)  die  aur  horizontalen  Projections- 
ebene  senkrechte  Achse  des  Hyperboloides  und  {K,  K')  der  Kehlitreis ; 
ferner  seien  A^  und  A^  die  vertiealen  Contourliniea  des  Asymptoten- 
kegels,  d.  i.  die  zur  verticalen  Piojectionsebene  parallelen  Erzeugenden 
des  letzteren,  und  sehlieülich  sei  {l,  l')  die  gegebene  Gerade. 

Die  Methode,  deren  wir  uns  nun  bedienen  wollen,  besteht  in 
einer  bloßen  Specialisierung  der  allgemeinen,  für  die  Führung  von 
Tangentialebenen  durch  eine  Gerade  an  eine  beliebige  Fläche  bespro- 
chenen Coastructionen. 

Ist  ßämlieh  F  irgend  eine  Fläche,  an  welche  dnreb  irgend  eine 
Gerade  l  die  möglichen  Bernbrebenen  gelegt  werden  solieu,  so  besteht 
das  allgemeine  Verfahren  darin,  dass  man  auf  der  Geraden  l  einen 
beliebigen  Punkt  s  annimmt,  denselben  als  Scheitel  eines  der  Fläche 
nrnsehriebenen  Kegels  betrachtet,  und  sodaun  durch  die  Gerade  l  die 
möglichen  Berührungsebenen  an  diesen  Kegel  legt.  Dieselben  werden 
gleichzeitig  auch  die  ursprüngliche  Fläche  F  berühren. 

Im  vorliegenden  Falle  wird  es  sich  sorcit  darum  handeln,  eine 
zweckmäßige  Wahl  des  vorerwähnten  Punktes  s  auf  der  Geraden  l  zu 
treffen. 

Am  vortheilhaf testen  dünkt  es  uns,  den  Schnittpunkt  (s, s')  der 
Geraden  (1,1')  mit  der  Kehlkreisebene  P^,  als  den  vorher  genannten 
Kegelacheitel  anauneboien. 

Der  dem  Hyperboloid  aus  dem  Puntte  (s,  s')  als  Scheitel  um- 
schriebene Kegel  berührt  dasselbe,  wie  aus  früheren  theoretischen  Be- 
trachtungen hervorgeht,  in  einer  Hyperbel,  deren  Ebene  e  senkrecht 
zur  Kehlkreisebene  steht  und  durch  die  Berührungssehno  (a'h',  ah) 
der  von  (s,  s')  aus  an  den  Kehlkreis  (K,  K')  gezogenen  Tangenten  geht, 
oder  mit  anderen  Worten ,  der  aus  (s,  s')  dem  Hyperboloide  umschrie- 
bene Kegei  berührt  das  Hyperboloid  in  jener  Hyperbel,  welche  sich 
als  Schnitt  des  letzteren  mit  der  Ebene  e^e*  ergibt. 

Die  reelle  Achse  der  genannten  Hyperbel  ist,  wie  leicht  einzu- 
sehen, die  Strecke  a'b'.  Die  Asymptoten  derselben  sind  parallel  zu 
jenen  Erzeugenden  des  Asymptotenkegels,  welche  zu  der  horizontal- 
projieierenden  Ebene  ce*  parallel  sind. 

Nachdem  diese  Hyperbel,  welche  dem  Kegel,  dessen  Seheitel 
(s,  s')  ist,  als  Leitcurve   dient,    der  durch  {AB,  A'B'),  (0,0')  und 
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(J.,,ji'i;  ^j,J.'j)  gegebenen  Hyperbel  äbnlich  ist,  so  schließen  auch  die 
Asymptoten  der  ert^teren  den  nämlichen  Winkel  unter  einander  ein, 
wie  die  der  letzteren,  d.  i.   wie  (J^,  A^')  und  (A^,  A^'). 

An  den  vorgenannten  Kegel  siad  nun  durch  die  Gerade  {1,1'}  die 
möglichen  Beriihrungsebenen  au  legen. 

Die  Spuren  dieser  Berührungsebenen  auf  der  Ebene  eje;,  werden 
bekanntlieh  jene  Tangenten  sein,  welche  Ton  dem  ünrchstoßpunkte 
(^,z/)  der  Geraden  (1,1')  mit  der  Ebene  e^et  an  die  in  der  letzteren 
liegende  Hyperbel  geführt  werden  können. 

Um  diese  Tangenten  nait  möglichster  Sicherheit  und  Leichtigkeit 
festzustellen,  legen  wir  den  Punkt  (z/,  ^')  sowohl,  als  auch  die  vorher 
genannte  Leithyperbel  um  die  Verticaltrace  e,  in  die  verticale  Pro- 
jectionsebene  um.  Der  Punkt  (//,i/')  gelangt  hierbei  nach  ö;  die  reelle 
Achse  (ah,  a'h')  der  Hyperbel  kömmt  bei  dieser  Umlegung  nach  ß(3, 
und  die  gleichzeitig  umgelegten  Asymptoten  derjenigen  Hyperbel, 
welche  dem,  dem  Hyperboloide  aus  {s,s')  umschriebenen  Kegel  als 
Leitlinie  (Berührnngseurve)  dient  und  auf  dem  gegebenen  Hyperbo- 
loide liegt,  erscheinen  nach  vollführter  Drehung  durch  die  beiden  Ge- 
raden g^  und  »r,  dargestellt.  Letztere  sind  selbstverständlich  durch  den 
Halbierungspnukt  o  von  aß,  parallel  zu  A^  und  Ä^  zu  führen. 

Ermittelt  man  nun  die  Brennpunkte  /',  und  f^  der  so  erhaltenen 
Hyperbel,  so  kaun  man  mit  Hilfe  derselben  in  voller  Übereinstimmung 
mit  der  iu  der  vorher  gehenden  Lösungsweise  besprochenen  Construction 
die  durch  S  gehenden  Hyperbeltangenten  z^  und  Tj,  sowie  die  ihnen 
entsprechenden  Berührpunkte  /t  und  v  feststellen. 

Man  hat  zu  diesem  Zwecke  nichts  anderes  zu  thun,  als  zwei 
Kreise  zu  beschreiben,  von  welchen  der  eine  S  zum  Mittelpunkt  hat 
und  durch  den  einen  Brennpunkt  /i  geht;  der  andere  hingegen  den 
zweiten  Brennpunkt  /j  zum  Mittelpunkte  und  die  reelle  Achse  zum 
Radius  hat. 

Diese  beiden  Kreise  schneiden  sieh  in  den  Punkten  )j  und  g. 
Halbiert  man  die  Bögen  nf^  und  £^,  durch  die  Punkte  rp  und  d,  so 
sind  die  Verbinduogsgeraden  S(p  =  t,  und  dt  =  Tj  bekanntlich  die 
durch  S  gehenden  Hyperbeltangenten,  während  deren  Berührungs- 
punkte die  Schnittpunkte  ft  und  v  von  r,  und  f^-q  resp,  von  t„  und 
?a  g  sind. 

Führt  man  die  letztgenannten  Punkte  in  die  Ebene  <;„  Ck  nach 
{(«,»«')  und  {n,iv)  zurück,  so  repiäsentieren  dieselben  bereits  die  Be- 
ruhruugspuakte  des  Hyperboloides  mit  den  beiden  durch  (1,1')  g 
Berührebenen. 
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Zieht  maa  durch  m'  die  Tangenten  g\  und  g\  an  den  Kehlkreis 
K',  so  stellen  diese  die  hoiizoBtalen  Projectionen  der  in  der  einen 
BerQhrungsebene  E\E'k  liegenden  Erzeugenden  des  Hyperboloides  dar. 

Dieselben  treffen  die  Horizontalspur  K\  des  Hyperboloides  in 
Kwei  Punkten  /(',  und  /i'^,  welche  mit  dem  horizontalen  Durchstoß- 
punkte h  von  (J,  l")  in  einer  und  derselbeo  Geraden  —  der  Horizontal- 
traee  E'i,  der  Berührebene  E'  liegen  müssen.  Die  vertieale  Trace  E\ 
äst  nun  auf  bekannte  Weise  zu  construiereu. 

In  gleicher  Weise  findet  man  die  zweite  Berührungsebene  E.^, 
vermittelst  jener  beiden  in  (n,  n']  sich  schneidenden  Erzeugenden  g^ 
und  g^,  welche  dieser  Ebene  E\E'^a  angehören. 

Die  Erzeugenden  ^j  und  g^ ,  g^  und  g^  treffen  die  Gerade  (},  V) 
in  den  zwei  Punkten  ip,p')  und  {q_,q_%  welche  unmittelbar  die  Schnitt- 
punkte von  {},  V)  mit  dem  Hyperboloide  darstellen. 

%.  122. 

11.  Aufgabe.  „An  ein  Umdrehungshyperboloid  sind,  parallel  zu 
einer  gegebenen  Ebene  E^E/, ,  Berührungsebenen  zu  legen." 

Das  Hyperboloid  ist  durch  den  in  einer  liorizontalen  Ebene  lie- 
genden Kehlkreis  {K,K')  {Taf.  VI,  Fig.  37}  und  durch  die  zur  vevti- 
calen  Projectionsebene  parallelen  Erzeugenden  Ä^  und  A^  des  Asymp- 
totenkegels {0,K^)  bestimmt. 

Nachdem  die  fraglichen  Berahrebenen  zu  der  Ebene  E,E,.  pa- 
rallel sein  sollen,  so  müssen  dieselben  offenbar  Erzeugende  des  Hyper- 
boloides  enthalten,    welchen   eine  zu  E^Ei,  parallele  Lage  entspricht. 

Legt  man  daher  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  des  Hyperboloides 
eine  Ebene  e^e^  parallel  zur  Ebene  E^E;„  so  wird  diese  den  Asymp- 
totenkegel entweder  in  zwei  imaginären  oder  in  zwei  reellen  Erzeu- 
genden treffen.  Tritt  der  erstere  der  genannten  Fälle  ein,  .'o  wird  es 
auch  auf  dem  Hyperboloide  keine  reellen  Erzeugenden  geben,  welche 
zur  Ebene  E^Et  parallel  sind;  es  werden  mithin  auch  die  zur  Ebene 
ßJvEi,  parallelen  Berührebenen  des  Hyperboloides    nicht    reell  sein. 

Fassen  wir  aber  den  Fall  in'sAuge,  in  welchem  die  vorgenannte 
Ebene  cca  den  Asjmptotenkegel  in  zwei  reellen  Erzeugenden  {Ott,  O'a') 
und  (öß,  O'ß')  schneidet,  so  lassen  sieh  stets  Erzeugende  auf  dem 
Hyperboloide  finden,  welche  au  (Oa,0'«')  und  {Oß,0'ß')  parallel  sind. 

Zieht  man  an  die  Horizontalprojection  K'  des  Kehlkreises  die 
Tangenten  g',  und  g'^  parallel  zu  O'ß',  so  stellen  diese  bereits  die 
Horizont  alprojectionen  der  genannten  Erzeugenden  dar.  Die  verticalen 
Projectionen«;,  und  j/g  derselben,  deren  Kichtung  durch  0/3  festgestellt 
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erscheint,  bestimmt  man  einfach  vermittelst  der  entsprechenden  hori- 
aoutaien  Durchstoßpunkte  {li,,h\)  und  (/(,, /;'_,).  Ebenso  findet  man  die 
beiden  Erzeugenden  {gq,g'^)  und  (g^,g'i)  des  Hyperboloides,  welche  zu 
der  Erzeugenden  {Oa,0'a')  des  Asymptoteukegeis  (0,K,)  parallel  sind. 

Die  beiden  Erzeugenden  (^pf/',)  und  {g^,g'a)  gehören  verschiedenen 
Systemen  an,  müssen  sich  daher  in  einem  Punkte  {in,m')  des  Hyper- 
boloides schneiden.  Da  aber  die  beiden  genannten  Geraden  überdies 
zur  Ebene  E„ Ei  parallel  sind,  so  bestimmen  dieselben  eine  Ebene 
E'tE'h,  welche  zm  E^Eh  parallel  ist,  und  das  Hyperboloid  im  Punkte 
(m,  m')  berührt. 

la  gleicher  Weise  ergeben  die  beiden  Erzeugenden  {g^,  g'^)  nnl 
(SitS'i)  6116  zweite  zur  Ebene -E„ E,  parallele  Berflhrebene  £%-E*/,  des 
Hyperboloides,  deren  Berührungspunkt  der  Schnittpunkt  {n,  n')  von 
(93'  y's)  «nd  (ffi '  9\)  ist. 

Die  beiden  Berührungspunkte  (m,m'j  und  («,«')  liegen, 
wie  sich  leicht  nachweisen  lässt,  in  einer  Ebene,  welche  durch 
die  Drehachse  {Z,Z')  des  Hyperboloides  senkrecht  zur 
Ebene  E^Ei,  gelegt  wird. 

Die  Horizontaltrace  dieser  Ebene  ist  die  Gerade  H/,,  welche 
durch  Z'  normal  zu  Ei,  gezogen  werden  kann. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  Gerade  ei,  ebenfalls  senkrecht  auf 
Sh  steht  und  dass  O'a' =  O'ß'  ist,  so  folgt  unmittelbar,  dass  O'a' 
und  O'ß'  gegen  .ff*  symmetrisch  liegen.  Das  Gleiche  gilt  selbstverständ- 
lich auch  von  den  Paaren  jener  Tangenten,  die  an  K'  parallel  zu  O'k' 
und  O'ß'  geführt  werden  können;  es  sind  folglich  auch  die  Tangenten  g\ 
und  3*3,  ebenso  wie  die  Tangenten  g'^  und  3'^  symmetrisch  gegen  Eu 
gelagert.  Infolge  dessen  liegen  auch  die  Schnittpunkte  jw'  und  n'  dieser 
Paare  von  Tangenten  in  der  Symmetrieachse  H/,-,  die  Punkte 
(m,m')  und  («,n')  mithin  in  der  (durch  die  Drehachse  {Z,Z')  gehenden) 
horizontalprojicierenden  und  zur  Ebene  E^  E,,  senkrecht  stehenden 
Ebene  mm. 

Es  erübrigt  noch  die  Betrachtung  des  besonderen  Falles, 
wenn  die  durch  den  Scheitel  (0,0')  parallel  aur  Ebene 
EcEi,  gelegte  Ebene  ü^Ci,  den  Asymptotenkegel  in  zwei  zu- 
sammenfallenden Erzeugenden  sehneidet,  oder  mit  anderen 
Worten,  den  Äsymptofcenkege!  berührt. 

In  diesem  Palle  ist  bekanntlich  die  Ebene  c,c^  eine  „asymp- 
totische Ebene  des  Hyperboloides",  und  stellt  daher  als  solche 
bereits  eine  Berührungsebene  des  Hyperboloides  (mit  unendlich  fernem 
Berührungspunkte)  dar,  welche  zu  der  gegebenen  Ebene  E,,Ei,  pa- 
rallel ist. 
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Die  diesbezügliche  Construction  ergibt  aber  gleichzeitig,  dass 
eben  nur  diese  eine  Berührebene  möglich  ist,  oder  yielmehr, 
dass  in  ihr  die  beiden  vorher  gefundenen  Berührebeaen  £'b-E'ä  und 
E'^vK'h  zusammenfallen. 

Letzteres  geht  auch  daraus  hervor,  wenn  man  in  Erwägung  zieht, 
dasa,  wie  früher  nachgewiesen  wurde,  die  Berührungspunkte  der  zu 
£„Eä  parallelen  Bsrührebenen  in  der  durch  die  Achse  des  Hyper- 
boloides senkrecht  zu  E^Ek  geführten  Ebene  K  liegen.  Dieselben  er- 
geben sich  als  die  Berührungspunkte  derjenigen  Tangenten  an  die  in 
der  Ebene  H  liegende  Hyperbel ,  welche  zur  Schnittlinie  der  beiden 
Ebenen  E  und  H  parallel  sind. 

Ist  jedoch  die  Ebene  E  parallel  zu  einer  Berührebene  e  des 
Asymptoten  kegeis,  so  ist  die  Schnittlinie  von  E  und  if  parallel  zu 
der  Berühreraeugenden  der  Ebene  e  mit  dem  Asymptoten- 
kegel. Nachdem  aber  die  letztere  eine  Asymptote  der  vorgenannten 
Hyperbel  ist,  so  existiert  außer  derselben  keine  zu  ihr  parallele 
Tangente  der  Hyperbel,  folglich  auch  keine  aweite  au  E^E,.  pa- 
rallele Berührebene  des  Hyperboloides. 

§.  r>^. 

12.  Aufgabe.  „Gegeben  ist  eine  Ebene,  ein  Eotationskegel  und 
zwei  Kreise,  deren  Ebenen  znr  Kegelaohse  senkrecht  Stelen,  und 
deren  Mittelpunkte  auf  der  Kegelaohse  liegen ;  es  ist  eine  Gerade  zu 
suchen,  welche  den  Kegel  berührt,  beide  Kreise  schneidet,  und  zur 
gegebenen  Ebene  parallel  ist." 

Setzen  wir  der  Einfachheit  wegen  voraus,  die  Kegelachse  {SZ,  S'Z') 
(Taf.  VI,  Fig.  38)  sei  horizontal  projicierend,  ferner  seien  (5,  S')  der 
Kegelseheitel  und  (K,K')  der  Kreis,  in  welchem  der  Kegei  die  hori- 
zontale Projectionsebene  sehneidet.  Die  beiden  in  den  horizontalen 
Ebenen  e'„  und  e''„  gegebeneu  Kreise  seien  durch  (G,,(7',)  und  {C„,C\) 
dargestellt,  während  E;,Ei,  die  gegebeao  Ebene  repräsentiert. 

Um  die  gestellte  Aufgabe  zu  lösen,  wird  bloß  zu  berücksichtigen 
sein,  dass  die  zu  suchende  Gerade,  da  sie  den  Kegel  (S,  K)  berühren 
soll,  in  einer  Tangentialebene  des  Kegels  liegen  müsse,  Construieren 
wir  demgemäß  zunächst  eine  Hilfsgerade,  welche  den  Kegel  (ß,K) 
berührt,  und  die  ICreise  {C,,  C\)  und  ((7„,  C'^)  schneidet,  zur  Ebene 
EtE^  jedoch  nicht  nothwendig  parallel  au  sein  braucht.  Dies  wird 
am  einfachsten  dadurch  erreicht,  dass  man  von  einer  der  beiden  ver- 
tieal-projicierenden  Tangentialebenen  des  Kegels,  beispielsweise  von 
■1er  Ebene  St  TJfi,  Gebrauch  macht.  Die  letztgenannte  Ebene  schneidet 
diebeidenKreise(C,,C",)und(C„,C'a)ia  je  zwei  Punkten  {a^,a\)■,{ß^,ß\) 
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und  («„,«'3);  (/3j,^'„),  von  welchen  wir  jedoch  nur  die  Punkte  (a,,«',) 
und  {a^,a'i')  berücksichtigen  wollen.  Die  Verbindungsgerade  (K,c„,ß',«'2) 
oder  ig,  g')  hat  bereits  die  oben  geforderte  Eigenschaft,  beide  Kreise 
C,  und  Ca  zu  schneiden  und  den  Kegel  {S,  K)  zu  berüliren. 

Wenn  wir  beachten,  dass  der  Kegel  [S,K)  ein  Rotationskege!  ist, 
und  dass  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  G,  und  C^  auf  der  Kegel- 
achse liegen,  während  gleichzeitig  ihre  Ebenen  e\  und  c\  zur  Kegei- 
achse  senkrecht  stehen,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  Gerade  {g,g'),  so- 
bald sie  um  die  Kegelaehse  {SZ^S'Z')  gedreht  wird,  in  jeder  Lage 
den  Torangeführten  Bedingungen  genögen  wird.  Bei  dieser  Drehung 
bleibt  selbstverständlich  die  relative  Lage  der  Geraden  gegen  die  Dreh- 
achse unverändert,  woraus  direet  folgt,  dass  a)  ihre  Horizontal  pro jec- 
tion  jenen  Kreis  K'^  umhüllt,  dessen  Mittelpunkt  Z'  ist  und  die  ur- 
sprüngliche Lage  g'  berührt,  und  dass  b)  dieselbe  in  jeder  Lage  den 
nämlichen  Winkel  mit  der  Achse  SZ,  also  auch  mit  der  zur  Achse  SZ 
senkrechteö  horizontalen  Projectionsebene  einschließt. 

Dieser  letzteren  Eigenschaft  zufolge  werden  alle  Geraden  (y,/), 
welche  zu  den  Lagen  der  gedrehten  Geraden  {g,g')  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  im  Eaume  (wir  wählen  diesfalls  einen  Punkt  (ff,  0')  in 
der  Verticaltraee  ß,  der  gegebenen  Ebene)  parallel  gezogen  werden, 
einen  auf  der  horizontalen  Projectionsebene  aufruhendeu  EotatiOBS- 
kegel  (ä,K\)  umhüllen,  welcher  offenbar  durch  die  zu  der  ursprüng- 
lichen Lage  (g,  g'),  durch  (3,  a'),  parallel  gezogene  Erzeugende  [y,  y') 
bereits  vollständig  gegeben  ist. 

Der  bezeichnete  Rotationskegel  (g,K\')  wird  von  der  Ebene  E^Ei, 
nach  zwei  Erzeugenden  geschnitten,  von  welchen  (y,,"/,)  die  eine  der- 
selben repräsentieren  möge. 

Zu  der  hiermit  bestimmten  Kegeleraeugenden  {y,,y\)  wird  eine 
Lage  {g„gi')  der  gedrehten  Geraden  ig,g')  parallel  sein.  Dieselbe  kann 
ia  nachstehender  Weise  festgestellt  werden. 

Aus  den  vorhergehenden  Betrachtungen  wissen  wir ,  dass  die 
Horiaoatalprojection  g',  den  Kreis  K'^  berühren  müsse.  Es  wird  hierbei 
leicht  zu  unterscheiden  sein,  welche  von  den  beiden  zu  y',  parallelen 
Tangenten  des  Kreises  K'^  zu  wählen  sein  wird.  Ferner  schneidet  g\ 
die  Kreise  C\  und  C'^  beziehungsweise  in  den  Punkten  a\  und  «'„ 
deren  Verticalprojectionen  a,  und  a^  sich  unmittelbar  auf  C,  und  Cq 
ergeben.  Die  Verbindungsgerade  von  a^  und  a^  stellt  somit  die  Ver- 
ticalprojection  g^  der  Geraden  (ß,,g\)  dar,  welche  notbwendig 
von  den  beiden  Tangenten  des  Kreises  K\  die  richtige,  d. 
falls  g\,  gewählt  wurde)  au  y^  parallel  sein  muss. 
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Die  so  erhaltene  Gerade  (gi^'i)  ist  einerseits  zur  Ebene  E,Eh 
parallel  und  andererseits,  als  durch  Drehung  um  SZ  aus  der  Geraden 
{g,g'),  welche  den  anderweitigen  Bedingungen  der  Aufgabe  entsprach, 
hervorgegangen,  diejenige,  weiche  den  gestellten  Anforderungen  Genüge 
leistet. 

§.  124. 

Sämmtliehe  bisher  in  Bezug  auf  das  ümdrehungshyperholoid  ge- 
lösten Probleme  lassen  sich  direcfc  auf  ein  allgemeines  (drei- 
achsiges) windschiefes  Hyperboloid  übertragen,  indem  man  das 
letztere,  was  jederzeit  möglieh  ist,  in  ein  Umdrehungs  hyper- 
boloid    transformiert. 

Sei  (Z,Z')  (Taf.  VII,  Fig.  39)  die  eiae  Achse  des  Hyperboloides; 
dieselbe  möge  zur  horizontalen  Projeetionsebene  senkrecht  stehen.  Die 
beiden  anderen  Achsen  {ÄlB,A'B')  und  {CD,  CD')  sind  sodann  zur 
horizontalen  Projeetionsebene  parallel,  und  bestimmen  als  solche  gleich- 
zeitig die  Achsen  der  Kehlellipse  (K,K').  Die  Spur  des  Asympfcoten- 
kegels  auf  der  horizontalen  Projeetionsebene  sei  ein  Kegelschnitt  (ÄTpÄ^',), 
welcher,  wie  bekannt,  mit  {K,K')  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist,  und 
dessen  Mittelpunkt  auf  der  Achse  (Z,  Z')  liegen  mnss.  Endlich  reprä- 
sentiere der  (ans  (K,K')  und  {K^,K^')  abgeleitete)  Kegelschnitt  (K„,K'^j 
die  Spur  des  Hyperboloides  auf  der  horizontalen  Projeetionsebene.  K'^ 
ist  selbstverständlich  wieder  concentriseb,  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  mit  K'  sowohl,  als  anch  mit  K\. 

um  die  vorher  aufgestellte  Behauptung  zu  rechtfertigen,  werden 
wir  die  Punkte  des  Raumes  affin  transformieren. 

Als  Affinitätseben  e  nehmen  wir  jene  zur  yerticalen  Projee- 
tionsebene parallele  Ebene  Ei,  an,  welche  durch  die  Achsen  {Z,Z') 
und  {ÄS,A']i')  des  Hyperboloides  geführt  werden  kann. 

Die  Affinitätsstrahlen  sollen  zu  derselben  senkrecht,  also 
yertiealprojicierend  sein. 

Weiters  möge  der  Affinitätsmodal,  d.h.  das  Verhältnis  der 
Abstände  irgend  eines  Punktes  x  und  des  aus  ihm  abgeleiteten  affinen 
Punktes  'Xg  von  der  Affinitätsehene  Ei,  dem  Veibältnisse  der  Achsen 
VD  viaA  AB  gleich  sein. 

Untersuchen  wir  nun,  in  was  für  eine  Pläehe  das  gegebene  drei- 
achsige windschiefe  Hyperboloid  durch  diese  affine  Transformation 
übergeht. 

Vor  allem  ist  zu  beachten,  dass  alle  Punkte,  welche  in  der  Afft- 
nitätsebene  £  liegen,  bei  der  Transformation  ungeändert  bleiben;  es 
wird  daher  als  natürliche  Folge  die  Hyperbel,  in  welcher  die  besagte 
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Ebene  das  Hyperboloid  schneidet,  auch  der  transformierten  Fläche  an- 
gehören. 

Da  ferner  ein  Punkt  im  Eaume  und  dessen  Transformation  auf 
einem  verticalprojicierenden  Strahle  liegen,  so  werden  die  verticalen 
Projectionen  aller  Punkte  mit  den  verticalen  Projeetiooen  der  aus 
ihnen  affin  abgeleiteten  Punkte  zusammenfallen. 

Die  horizontalen  Projectionen  dagegen  äßdern  sich  in  laachstehen- 
der  Weise. 

Ist  beispielsweise  m'  die  Horizoatalprojection  irgend  eines  Punktes 
{m,m')  und  tUUen  wir  von  demselben  eine  Senkrechte  m'fi  auf  £*,  so 
stellt  diese  die  wahre  Größe  des  Abstandes  des  diesbezüglichen  Punktes 
im  Kaume  von  der  Affinitätsebene  dar.  Der  aus  {m,  m')  abgeleitete 
Punkt  t%  hat  seine  horizontale  Protection  auf  der  Geraden  m'(i,  und 
awar  muss,  der  Voraussetzung  gemäß,  das  Verhältnis  ^^-^  dem  Verhält- 
nisse -jfT-,  gleich  sein. 

Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  ist  ersichtlich,  dass  die  hori- 
zontalen Projectionen  aller  Punkte  des  Kaumes  und  die  horizontalen 
Projectionen  der  aus  ihnen  abgeleiteten  Punkte  in  orthogonal 
affiner  Verwandtschaft  stehen,  wobei  die  Trace  i?/,  die  Afhnitäts- 


Betraehten  wir  nun  eine  beliebige  Gerade,  etwa  die  Erzeugende 
((/,  g')  der  windschiefen  Fläche. 

Bei  der  Transformation  bleibt  die  verticale  Projection,  den  frü- 
heren Auseinandersetzungen  gemäß,  ungeändert.  Der  horizontalen  Pro- 
jection g'  dagegen  entspricht  eine  andere  Gerade  g^,  welche  mit  g', 
in  Bezug  auf  Ek  als  Affinitätsachse  und  -^rQ,  als  Affinitätsmodu! ,  or- 
thogonal affin  ist. 

Die  Gerade  [g,g')  übergeht  daher  durch  die  affine  Transformation 
wieder  in  eine  Gerade,  weiche  durch  {g,g,^  dargestellt  erscheint. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  das  windschiefe  Hyperboloid  durch 
affine  Transformation  in  eine  andere  windschiefe  Fläche  verwandelt 
wird,  welcher  gleichfalls  zwei  Systeme  von  geradlinigen  Erzeugenden 
zukommen,  und  daher  wieder  ein  Hyperboloid  sein  muss. 

Als  weitere  Folgerung  ergibt  sich,  dass  die  Ebene  E,  welche 
eine  Symmetrieebene  für  das  erste  Hyperboloid  ist,  eine  eben  solche 
auch  für  das  abgeleitete  darstelle, 

Betmchten  wir  eadlich  einen  beliebigen  zur  horizontalen 
Frojectionsebene  parallelen  Schnitt  des  ursprünglichen 
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Hyperboloides.    Derselbe  ist  eiue  Ellipse,    welche  mit  der  Kehl- 
ellipse  ähnlicli  ist,    derea  AchseiiTerhältnis  also    dem  Affinitätsmodul 


formation  in  einen  Kreis. 

Das  abgeleitete  Hyperboloid  wird  sonach  von  allen  zur 
horizontalen  Projectionsebene  parallelen  Ebenen  nach  Kreisen  ge- 
schnitten. Da  die  Mittelpunkte  aller  dieser  Kreise  auf  der  horizontal- 
projicierenden  Geraden  {Z,  Z')  liegen,  so  folgt,  dass  dieses  Hyperboloid 
ein  ümdrehungshyperboloid  sein  müsse. 

Diese  Eigenschaft  kann  mit  Vortheil  benützt  werden,  um  Con- 
structionen,  welche  an  einem  allgemeinen  Hyperboloide  durchgeführt 
werden  sollen,  auf  solche  eines  Umdrehungshyperboloides  zurQck- 
Buführen. 

Die  Art  und  Weise,  wie  letzteres  geschehen  kann,  ist  im  allge- 
meinen folgende. 

Gesetzt,  es  wäre  mit  dem  allgemeinen  Hyperboloide  ein  anderes 
geometrisches  Gebilde  in  (nicht  metrische)  Beziehung  zu  bringen  und 
es  sollte  das  Resultat  dieser  Beziehung  durch  Constrnction  zur  Geltung 


Diesfalls  wird  mau  das  Hyperboloid  in  der  vorher  besprochenen 
"Weise  affin  in  ein  ümdrehungshyperboloid  transformieren,  gleichzeitig 
aber  auch  das  andere  gegebene  geometrische  Gebilde  affin  verwandeln. 
Hierauf  coastruiert  man  das  oben  gedachte  Beaiehungsresnltat  an  dem 
abgeleiteten  Hyperboloide  und  transformiert  (im  entgegengesetzten 
Sinne)  dieses  Resultat  zurück. 

Einige  Beispiele  werden  den  hier  kurz  angedeuteten  Vorgang 
klarlegen. 

§.   125. 

13.  Aufgabe.  Ein  windschiefes  Hyperboloid  ist  durch  seine  drei 
Hauptachsen  gegeben;  es  ist  der  Schnitt  desselben  mit  einer  Ebene 
zu  bestimmen  und  dieser  direct  durch  irgend  ein  Paar  eonjugierter 
Durehmesser  darzustellen. 

Die  drei  gegebenen  Hauptachsen  des  Hyperboloides  wollen  wir 
beziehungsweise  zu  den  betreffenden  Projeetionsehenen  senkrecht  stehend 
voraussetzen,  und  awar  möge  die  imaginäre  Achse  {FG,  F'  G')  {Taf.  VII, 
¥ig.  40)  horizontalprojicierend,  die  Achse  (CD,  CD')  verticalpro- 
jicierend  und  die  Achse  {AB,  A' ß')  kreuzrissprojicierend  (parallel 
iur  Grundlinie  X)  sein.  Die  schneidende  Ebene  E  sei  durch  ihre 
Tracen  Es  und  Fh  bestimmt. 
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Transformieren  wir  das  Hyperboloid  afön  in  ein  Rotationshyper- 
toloid,  indem  wir  die  duich  die  Achsen  FGr  und  AB  gehende,  zur 
vertiealen  Projectionsebene  parallele  Ebene  e  als  Äffinitätsebeae,  die 
vertiealprojicierendeii  Geraden  als  Affinitätsstrahlen  und  das  Verhältnis 
der  Achsen  CD  und  AB  als  Affinitätsmodul  annebmen. 

Durch  diesen  Vorgang  wird  das  gegebene  Hyperboloid  in  ein 
ümdreimngshyperboloid  verwandelt,  dessen  imaginäre  Achse  {FG.F'G') 
unverändert  bleibt  und  dessen  Kehlkreis  die  Achse  {AB,  A'B')  zum 
Durchmesser  hat;  die  in  der  Haupt  ebene  e  liegenden  Erzeugeaden 
des  Asymptotenkegels  sind  die  Asymptoten  der  Hyperbel  {AB.  FO), 
also,  wie'bekannt,  zwei  Geraden  Aj  und  A^,  welche  zu  AG  und  AF 
parallel  sind.  Gleichzeitig  verwandelt  sich,  oder  was  dasselbe  ist, 
übergeht  die  sehneidende  Ebene  FcEi,  in  eine  zweite  Ebene  £",  E"/,, 
weiche  mit  der  erateren  Ebene  E,  deren  Schnitt  (e,ß')  mit  der  Äffi- 
nitätsebene  e  gemein  hat,  während  deren  Horizoiitaltrace  .E";,  mit  Ei,, 
in  Bezug  auf  e*  als  Affinitätsaehse  und  -^7-^7  =  y^j-tt,  als  Afflnitäts- 
luodul  orthogonal  affin  ist. 

Die  Trace  E*'i,  wird  mithin  aus  E/,,  wie  folgt,  abgeleitet.  Der 
Punkt  ^',  in  welchem  Ea  die  Affinitätsaehse  et  trifft,  bleibt  selbst- 
verständlich ungeändert.  Ferner  sind  die  beiden  durch  C  und  C 
parallel  zu  e/,  geführten  Geraden  affin,  treffen  daher  auch  i';,  und  £";, 
in  zwei  affinen  Punkten  p'  und  q'q,  von  welchen  der  zweite  direct 
aus  dem  ersten  abgeleitet  werden  kann.  Die  transformierte  Trace  E°i, 
ergibt  sich  demgemäß  als  Verbindungsgerade  der  Punkte  z7'  und  p'^. 

Die  Achsen  {ah,  a'^h'^)  und  {cd.  c'^d'^)  jenes  Kegelschnittes,  in 
welchem  die  Ebene  E^E"/,  das  Rotationshyperboloid  sehneidet, 
können  in  voller  Übereinstimmung  mit  dem  in  Aufgabe  7)  ein- 
geschlagenen Wege  festgestellt  werden. 

Dieser  Kegelschnitt  stellt  aber  offenbar  nichts  anderes,  als  die 
affine  Transformation  desjenigen  Kegelschnittes  dar,  in  welchem 
die  Ebene  E^Ei,  das  ursprünglich  gegebene  Hyperboloid  schneidet. 
Es  wird  mithin  genügen,  denselben  im  entgegengesetzten  Sinne  zu- 
rückzutransformieren,  um  den  verlangten  Schnitt  zu  erhalten.  Hierbei 
ist  zu  berücksichtigen,  dass,  den  vorher  angestellten  Betrachtungen 
gemäß,  die  vertiealen  Projeetionen  zweier  einander  affin  entsprechen- 
der Gebilde  zusammenfallen,  dass  also  ab  und  cd  bereits  zwei  con- 
jngierte  Durchmesser  der  Verticalprojection,  also  auch  des  gesuchten 
Schnittes  darstellen  müssen. 

Nachdem  ferner  der  besagte  Kegelschnitt  in  der  Ebene  7i',  Ek 
liegt,  so  lassen  sich  dessen  Horizontalprojection,    beziehungsweise  die 
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zwei  conjugierteu  Durchmesser  a'b'  und  c'd'  aus  der  Vertiealprojection 
ab  und  cd  auf  bekannte  Weise  ableiten. 

Da  wir  aber  weiters  wissen,  dass  die  Horizontalprojectionen 
zweier  einander  affin  entsprechender  Gebilde,  auch  orthogonal  affin 
sind  in  Bezug  auf  Ch  als  Affinitätsaebse  und  y^n.  ^'^  Äffiuitätsmodul, 
so  werden  auch  a'„b'(,  und  a'Jy,  ebenso  wie  c'od'g  und  c'd'  affin  ent- 
sprechend sein  und  es  können  daher  vermöge  dieser  Eigenschaft,  a'b' 
und  c'd'  auch  direct  aus  a'^fe'o  und  c'f,d'g  abgeleitet  werden. 

Die  Geraden  (ah,  a'b')  und  {cd,  c'd')  repräsentieren  somit  zwei 
conjugierte  Durehmesser  des  gesuchten  Schnittes;  einer  derselben,  d.  i. 
{cd,  Cd'),  hat  überdies  eine  zur  horizontalen  Projectionsebene  pa- 
rallele Lage. 

§.  126. 

M.  Aufgabe.  Ein  windschiefes  dreiachsiges  Hyperboloid  ist 
dnrch  seine  drei  Hauptachsen  und  eine  Gerade  durch  ihre  Projec- 
tionen  gegeben;  es  sind  die  durch  diese  Gerade  gehenden  Tangential- 
ebenen des  Hyperboloides  zu  bestimmen. 

Sowie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  denken  wir  uns  die  drei 
Hauptachsen  {FE,  F'E'),  {AB,  A'B')  (Taf.  VH,  Fig.  41)  und 
{CD,  CD')  durch  entsprechende  Traasformation  iu  eine  solche  Lage 
gegeu  die  Projectionsebeueu  gebracht,  dass  dieselben  beziehungsweise 
zu  der  horizontalen  Projectionsebene,  der  Querriss-  oder  Ereuzriss- 
ebene  und  der  verticalen  Projectionsebene  senkrecht  stehen.  Die  ge- 
gebene Gerade  sei  durch  ihre  Projectjonen  l  und  l'  dargestellt. 

Denkt  man  sich  durch  {l,  l')  die  beiden  möglichen  Tangential- 
ebenen F  und  Q  des  Hyperboloides  wirklieh  coiistruiert  und  hierauf 
das  letztere  affiu  in  ein  Rotationsbyperboloid  transformiert,  so  über- 
geht gleichzeitig  die  Gerade  {/,  (')  durch  die  gleiche  Afßnitätstrans- 
formation  iu  eine  andere  Gerade  ?,,  und  die  beiden  durch  l  gehenden 
Berührebenen  P  und  Q  des  ursprfingliehen  Hyperboloides  in  die  zwei 
durch  l„  gehenden  Berührebenen  P^  und  Q^  des  Rotation shyper- 
boloidfis. 

Behufs  Durchführung  des  Angedeuteten,  denken  wir  uns  das  ge- 
gebene Hyperboloid  wie  im  vorhergehenden  Falle  durch  Affinität  in 
ein  TJmdrehungshyperboloid  verwandelt,  indem  wir  die  Ebene  e,  welche 
durch  die  Acbseu  (AB,  A'B'}  und  {FE,  F'E')  geht,  als  Afiiüitäts- 
ebene  und  das  Verhältnis  der  Achsen  CD  und  AB  als  Aftinitäts- 
modul  annehmen. 

Gleichzeitig  transformieren  wir  die  gegebene  Gerade  (^.i'j.  Hiebei 
bleibt   deren  Vertiealprojection  l  ungeändevt,    während   an  die  ytelle 
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TOii  l'  eine  Gerade  l'^  tritt,  welclie  mit  l',  in  Bezug  auf  C;,  als  Affi- 
uitätsaclise   und   -j,^-,-  =  -prjri  als  Affinitätsmodul  orthogoniil  affin  ist. 

Die  transformierte  Gerade  l^  wird  demgemäß  folgendermaßen 
erhalten.  Man  denke  sich  von  irgend  einem  Punkte  der  Geraden  (Z,;'), 
beispielsweise  von  dem  horizontalen  Durchstoßpunkte  h'  eine  Senkrechte 
h'(p  zu   eh   gezogen  und  auf  derselben  den  zu  h'  affinen  Punkt  h\, 

derart  bestimmt,  dass  rr^  —  t<.—fv,  wii'd- 
'  h\  (fi       C't,  0' 

Verbindet  man  h'^  mit  dem  Punkte  ^'.  in  welchem  l'  die  Gerade 
en  trifft,  so  erhält  man  die  Gerade  l'„. 

Weiters  lege  man  nach  irgend  einer  der  vorher  besprochenen 
Methoden  durch  {l,  l'„)  die  beiden  Beruhrebenen  P*»  P*"*  und  Q"^  Q"/, 
an  das  Umdrehungshyperboloid,  bestimme  deren  Berübraugs- 
punkte  (p,p'b)  und  (5,$'d}.  sowie  auch,  vermittelst  der  durch  diese  Punkte 
gehenden  Erzeugenden  des  Kotationshyperboloides  die  Schnittpunkte 
(s,  s'o)  und  (ff,  e'u)  des  letzteren  mit  der  Geraden  (l,  l'„)  ;und  trans- 
formiere hierauf  diese  Ebenen  und  Punkte  in  die  entsprechende  Lage 
zurück.     Letzteres  kann  alleufalls  in  folgeuder  Weise  geschehen. 

Die  Horizontaltrace  F"h  trifft  die  Aftinitätsachse  e^  in  einem 
Punkte  a",  durch  welchen  Punkt  selbstverständlich  auch  die  transfor- 
mierte Trace  Pi,  gehen  wird. 

Nachdem  aber  P^  gleichzeitig  auch  dm-eh  ä'„  zu  führen  ist, 
muss  Ph  durch  h'  gehen  und  wird  sonach  durch  die  Verbindungs- 
gerade von  a'  und  /('  dargestellt  erscheinen.  Die  Horizontaltrace  P/, 
trifft  die  Grundlinie  X  in  einem  Punkte  y,  welcher  offenbar  auch  der 
Vertiealtrace  P„  angehört. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  Ebene  P,  die  aur  verticaleri  Pro- 
jeotionsebene  parallele  Affinitätsebene  e  in  der  nämlichen  Geraden,  wie 
die  Ebene  P„  schneiden  muss,  so  folgt  unmittelbar,  dass  dieVertical- 
tracen  der  Ebenen  P  und  Pg  parallel  sein  müssen.  Die  Trace  P, 
wird  somit  erhalten,  indem  man  durch  /  eine  Parallele  zu  P^^  zieht. 

Der  Berührungspunkt  p„'  wird  nach  p'  traasferiert,  indem  man 
von  einem  Paare  bekannter  affiner  Punkte,  etwa  von  D'  und  B^,' 
Gebrauch  macht.  In  ganz  gleicher  Weise  kann  die  Transformation 
der  Ebene  Q„  in  der  Ebene  Q,  deren  Berührungspunkt  {q,  q^')  nach 
{(j,ä')  und  endlich  auch  die  Überführung  der  Schnittpunkte  (s.s^')  und 
(ff,a„')  der  Geraden  (ZJaO  mit  dem  Kotationsbyperboloide  in  die  Schnitt- 
punkte (s.s')  und  (0,0')  von  {1,1')  mit  dem  gegebenen  dreiachsigen  Hyper- 
boloide erfolgen. 
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In  analoger  Weise  lassen  sich  alle  nicht  metrischen  Pro- 
bleme, bezüglich  eiües  allgemeinen  windschiefen  Hyperboloides,  auf 
solche  eines  Kotationshyperholoides  zurückführen. 

§.  127. 
Kegelschnittst  uns  tiu  et  ionen  mit  Hilfe  windschiefer  Hyiierboloide. 

Die  Eigenschäften  des  windschiefen  Hyperboloides  lassen  sich 
unter  anderem  auch  voitheilhaft  zur  Lösung  gewisser,  der 
O'eometrie  der  Ebene  angehöreuden  Aufgaben  verwende«. 
Einige  Beispiele  mögen  die  liichtigkeit  des  Gesagten  bestätigen. 

15.  Äiifgahc.  „Eine  Hyperbel  ist  durch  lire  Aelisen  bestimmt. 
Zwischen  den  Ästen  derselben  sind  drei  Punkte  gegeben;  es  ist  ein 
Kegelsehnitt  zu  construieren,  welcher  durch  die  drei  Punkte  geht  und 
die  Hyperbel  in  zwei  Punkten  berührt." 

Die  Hyperbel  £  (Taf.  Vlil,  Fig.  42)  ist  durch  ihre  reelle  Achse 
AB  und  die  imaginäre  Achse  CD  festgestellt;  die  drei  gegebeneu 
Punkte  seien  a-,  b  und  c.  Besagte  Hyperbel  wollen  wir  behufs  Lösuug 
der  gestellten  Aufgabe,  als  die  Contour  eines  Kotationshyperboloides 
(bezogen  auf  die  Terticale  Projeetionsebene,  welciie  durch  die  Ebene  der 
Hyperbel  (Zeichnungsebene)  selbst  repräsentiert  werden  mag),  auffassen. 
Die  horizontale  Projectionsebene  wählen  wir  senkrecht  zu  der  imagi- 
nären Achse  CD  der  Hyperbel,  oder  mit  anderen  Worten,  senkrecht 
zur  Drehachse  des  Hyperboloides.  Diesen  Voraussetzungen  gemäß  nehmen 
wir  als  Grundlinie  QG,  eine  beliebige,  auf  Ci>  senkrechte  Gerade  an. 

Die  Achse  AB  bestimmt  diesfalls  den  Durehmesser  des  Kehl- 
kreises (K,  K').  Die  Geraden  A^  und  An,  welche  durch  den  Mittel- 
punkt C  der  Hyperbel,  parallel  zu  AG  und  AD  gezogen  werden, 
stellen  die  Asymptoten  der  Hyperbel  H  und  gleichzeitig  die  in  der 
verticaleu  Projectionsebene  liegenden  Erzeugenden  des  Asymptoten- 
kegels dar.  Das  auf  diese  Weise  construierte  Botationshyperboloid 
schneidet  die  verticale  Projectionsebene  in  der  Hyperbel  2^,  welch' 
letztere  zugleich  auch  die  Berühr uugscurve  des  Hyperboloides  mit  dem 
demselben  umschriebenen  verticalprojiciereiiden  Cylinder  repräsentiert. 

Denken  wir  uns  nun  das  Hyperboloid  durch  eine  beliebige  Ebene 
E  geschnitten.  Diese  Ebene  £  möge  die  Hyperbel  U  in  zwei  Punkten 
ci-  und  y  treffen.  Die  Schnittcurve  derselben  mit  dem  Hyperboloide  ist 
ein  Kegelschnitt,  und  wird  das  Gleiche  auch  von  deren  verticaler  Pro- 
jection  gelten. 

Die  Tangenten  der  Schnittcurve  in  den  Punkten  x  und  y  liegen 
selbstverständiich  in  den  Berührungsehenen  des  Hyperboloides,  welche 
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in  den  nämlichen  Punkten  an  das  letztere  geführt  werden  können. 
Kaehdem  aber  diese  Ebeiien  verticalprojicierend  sind,  so  folgt,  dass  die 
verticalen  Projectionen  der  obgeiiannten  zwei  Tangenten  der  Schnitt- 
curve  in  den  Poökteii  x  und  y  mit  den  Tangenten  der  Hyperbel  2 
in  den  Punktea  x  und  y  Busammenfallen,  oder  mit  anderen  Worten, 
dass  die  verticale  Projection  des  ebenen  Schnittes  die  Contonreurve  X 
in  jenen  zwei  Punkten  berühren  müsse,  in  welchen  die  Contourcnrve 
S  von  der  schneidenden  Ebene  getroffen  wird. 

Nachdem  die  Fordernag  gestellt  ist,  einen  Kegelschnitt  au  con- 
struieren,  welcher  die  Hyperbel  ^  in  zwei  Punkten  beröhrt,  und  durch 
die  gegebenen  drei  Punkte  a,  h,  c  geht,  so  betrachten  wir  zu  diesem 
Zwecke  die  drei  Punkte  «,  fc,  c  als  die  Verticalprojeetionen  dreier  auf 
dem  Hyperboloid  liegender  Punkte  («,«').  (^.'*')  und  {c,c').  Die  Hori- 
zontalp rojeetionen  rt',  h'  und  c'  dieser  Punkte  können  leicht  auf  nach- 
foigende  Weise  ermittelt  werden. 

Um  beipielsweise  die  Horizontalprojection  a'  zu  finden,  denken 
wir  uns  durch  a  eine  zur  horizoBtalen  Projectionsebene  parallele  Ebene 
£,  gelegt.  Diese  Ebene  schneidet  das  Hyperboloid  in  einem  Kreise 
{K^,  K^'),  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Drehachse  (CD,  CD')  liegt.  Ein 
Punkt  («,((')  desselben  ergibt  sich  als  DurchstoÜpunkt  der  Kbene  «1  mit 
irgend  einer  Erzeugenden  {g,(j')  des  Hyperboloides,  und  da  der  gesuchte 
Punkt  auch  auf  dem  vorerwähnten  Kreise  liegen  muss,  so  erhalten 
wir  dessen  Horizontalprojection  a'  im  Schnitte  von  K^'  mit  der  von  a 
aus  senkrecht  zur  Grundlinie  gezogenen  Geraden,  Zwischen  den  beiden 
sich  diesfalls  ergebenden  Schnittpunkten  kann,  wenn  keine  weitere  Be- 
dingung vorliegt,  beliebig  gewählt  werden;  jeder  derselben  führt  zu 
einer  Lösung  der  Aufgabe.  Die  Horizontalprojeetionen  der  übrigen 
Punkte  6  und  c  können  in  gleicher  Weise  bestimmt  werden. 

Legt  man  nun  durch  die  drei  Punkte  {a, «'),  {&,  b'),  {c,  c")  eine 
Ebene  E^E,,.  und  bestimmt  den  Schnitt  derselben  mit  dem  Hyper- 
boloide [(III,  I'W)  und  [IIIIV,  III'IV)  sind  die  Achsen  dieses 
Schnittes],  so  repräsentiert  besagte  Sehnittfigur  einen  Kegelschuitt, 
welcher  gleichfalls  durch  die  drei  eben  genannten  Punkte  (ß,a'),  {h,b'), 
{c,c')  geht. 

Die  verticale  Projection  dieses  Kegelschnittes  ist  selbst  wieder 
ein  Kegelschnitt,  welcher  durch  die  drei  Punkte  a,  b,  c  fuhrt  und, 
den  vorhergehenden  Auseinandersetzungen  gemäß,  die  Hyperbel  27  in 
zwei  Punkten  berührt. 

Die  Berührungspunkte  sind  jene,  in  welchen  die  schneidende 
Ebene  E.E/,  die  Hyperbel  2;  trifft.  Nach  der  diesfalls  getrofi'enen  An- 
ordnung   der   ProjectioQsebenea    sind    aber    die   bezeichueten    Punkte 
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keine  anderen,  als  die  Schnittpunkte  der  Hyperbel  ^  mit  der  Vertieal- 
traee  E„,  und  können  dieselben  direct,  wie  in  Aufgabe  8)  gezeigt  wurde, 
ermittelt  werden. 

Da  einem  jeden  der  drei  Punkte  a,  h  und  c  zwei  Horizontal- 
projectioneu  entsprechen,  so  lassen  sich  diese  drei  Punkte  auf  acht- 
fache Art  gruppieren;  man  evhält  somit  aubt  zur  Lösung  der  Aufgabe 
führende  Ebenen  E. 

Berücksichtigt  man  jedoch,  dass  diese  acht  Ebenen  zu  je  zwei 
symmetrisch  gegen  die  verticale  Projectionsebene  und  gegen  das  Hyper- 
boloid Hegen,  dass  also  die  Schnitte  von  zwei  derartigen  Ebenen  mit  dem 
Hyperboloide  die  nämliche  Verticalprojection  besitzen,  so  ist  einleuchtend, 
dass  sich  die  Zahl  der  möglichen  Lösungen  der  vorstehenden  Aufgabe 
auf  die  Hälfte,  d.  i.  auf  „vier"  reduciert. 

Es  gibt  sonach  vier  Kegelschaitte,  welche  durch  a,  b  und  c  hin- 
durchgehen und  die  Hyperbel  ^  doppelt  berühren,  wobei  allerdings 
die  Berübrpunkte  auch  imaginär  sein  könneu.  Letzterer  Fall  tritt  dann 
ein,  wenn  E,  die  Hyperbel  ^  in  nicht  reelieü  Punkten  schneidet. 

§.  128. 

16.  Aufgabe.  Gegeben  ist  eine  Hyperbel  durch  ihre  Achsen  und 
ein  Punkt  zwischen  den  Ästen  derselben;  es  ist  ein  Kreis  zu  con- 
stmieren,  welcher  dnrch  diesen  Punkt  geht  und  die  beiden  Hyperbel- 
äste berührt. 

Wie  im  vorhergehenden  Falte  denken  wir  uns  die  Hyperbel  A  B, 
CD  (Tai'.  VlII,  Fig.  43)  als  verticale  Oontour  eines  ümdrehungs- 
hyperboloides  und  betrachten  den  gegebenen  Punkt  a  als  Vertical- 
projection eines  Punktes  auf  dem  besagten  Rotationshyperboloide.  Die 
Horizontalprojection  a'  dieses  Punktes  ist  leicht  zu  bestimmen. 

Es  wird  sied  nun  bloß  darum  handeln,  durch  den  Punkt  {a,a') 
eiae  Ebene  E  derart  zu  Jegeu,  dass  die  verticale  Projection  ihrer 
Scbnittcurve  mit  dem  Hyperboloide  ein  Kreis  werde.  Dieser  Kreis 
wird  sodann  durch  a  gehen  und  beide  Äste  des  Hypeiboloides  berühren, 
mithin  der  gestellten  Aufgabe  entsprechen. 

Um  die  Lage  der  Ebene  E  zu  finden ,  werden  wir  zunächst  zu 
beachten  haben ,  dass  ein  windschiefes  Hyperboloid  von  paralielea 
Ebenen  in  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten  getroffen  wird. 

Denken  wir  uns  demgemäß  P,  und  Pg  als  zwei  derartige  Kegel- 
schnitte, Die  Achsen  des  einen  sind  parallel  zu  jenen  des  anderen, 
und  die  Achsen  des  einen  Kegelschnittes  stehen  in  demselben  Ver- 
hältnisse zu  einander,  wie  die  Achsen  des  zweiten  Kegelschnittes. 
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Hieraus  folgt  aber  mimittelbar,  das3  die  ortbogonalea  Projectionen 
dieser  Kegelschnitte  auf  irgend  eine  Ebene  bezogen  zwei  ähnliche  und 
ähnlich  gelegene  Kegelschoitte  sein  müssen,  indem  die  Projeetion  der 
parallelen  Achsen  der  ersteren,  parallele  conjngierte  Durchmesser  der 
letzteren  ergeben.  Ferner  stehen  die  Längen  dieser  conjugierten 
Durchmesser  in  beiden  Kegelschnitten  in  dem  nämlichen  Ver- 
hältnisse. Dieses  Verhältnis  ist  dem  Ächsecverhäifcoisse  der  beiden 
Kegelschnitte  im  Räume,  multiplieiert  mit  dem  Verhältnisse  der  Cosi- 
nusse jener  Winkel,  welchen  die  Achsen  mit  der  Projectionsebene  ein- 
schließen, gleich. 

Es  ergibt  sich  daher  der  Sata: 

114.  „Die  FaraUelprojedionen  paralleler  Schnitte  eines  winä- 
schiefen  Hyperboloides  auf  eine  Ebene  sind  ähnliche  und  ähnlich  ge- 
legene Kegelschnitte.'^ 

Die  diese  Projectionen  einhüllende  Curve  ist  selbstverständ- 
lich keine  andere,  als  die  Contojir  des  Hyperboloides  auf  die 
betreffende  Projectionsebene. 

Diese  Eigenschaft  erlaubt  uns,  die  gestellte  Aufgabe  in  nach- 
stehender Weise  zu  lösen. 

Wir  zeichnen  über  der  reellen  Achse  AB  der  Hyperbel  2  als 
Durchmesser  einen  Kreis  C  und  betrachten  denselben  als  vertieale 
ProjectiOQ  eines  ebenen  Schnittes  des  ümdrehungshyperboloides. 

Da  der  besagte  Kreis  die  Contourhyperbel  in  A  und  B  berührt, 
so  muss  auf  Grund  der  vorausgesehicktea  Erörterungen  die  schneidende 
Ebene  durch  die  Punkte  A  und  B,  d.  i.  durch  die  Achse  AB  gehen. 
Nachdem  ferner  der  Kreis  C  die  Projeetion  eines  auf  dem  Hyperbo- 
loide liegenden  Kegelschnittes  darstellen  soll,  so  wird  es  genügen, 
ii^end  einen  Punkt  m  auf  dem  Kreise  C  anzunehmen  und  dessen 
Horizontalprojection  m'  derart  zu  bestimmen,  dass  (m,ni')  thatsächlich 
die  Projectionen    eines  Pimktes  auf  dem  Hyperboloide   repräsentiere. 

Denkt  man  sich  weiters  durch  (AB,  A' £')  und  durch  (m,  m') 
eine  Ebene  e  gelegt,  so  schneidet  diese  das  Hyperboloid  nach  einem 
Kegelschnitt,  dessen  verticale  Projeetion  durch  m  geht  und  die  Con- 
tourhyperbel ^  in  A  und  B  berührt.  Besagte  Kegelschnittprojection 
muss  sonach  mit  dem  Kreise  C  zusammenfallen. 

Nach  obigem  Satze  114)  wird  es  nunmehr  hinreichen,  durch  den 
gegebenen  Punkt  (a,  a')  eine  Ebene  E  parallel  zu  dieser  Ebene  e  zu 
führen. 

Um  letzteres  constmetiv  durchzuführen,  denken  wir  uns  die 
Profil-  oder  Kreuzrissebene   durch   die  Achse  CD    gelegt.     Es    ergibt 
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sich  sodann  nach  bekannter  Operation  die  Profiltrace  der  Ebene  e  ia 
et  (als  Verbindungsgerade  von  0  mit  der  Profliprojection  m"  des 
Punittes  {m,  m').  Führt  man  nun  durch  die  Profliprojection  a"  des 
Punktes  {a,a')  eine  Parallele  Ek  zur  Trace  c^,  so  repräsentiert  i^t  die 
Profiltrace  der  zu  suchenden  Ebene  E. 

Die  Gemde  .Et  trifft  die  Profilachse  Z  ia  eiaeni  Punkte  s.  Selbst- 
verständlich mnss  durch  dieses  Punkt  s  die  Verticaltrace  E^  der  ver- 
langten Ebene  parallel  zu  AB  gefßhrt  werden. 

Die  Ebene  E  schneidet  (nach  dem  früher  bewiesenen  Satze  114), 
das  Hyperboloid  ia  einem  Kegelschnitte,  dessen  verticale  Projection 
durch  a  geht  and  mit  C  ähnlich,  folglieh  selbst  wieder  ein  Kreis  ist. 
Dieser  Kreis  wird  die  Contourhyperbel  2"  in  den  zwei  Punkten  «  und 
ß  berühren,  ia  welchen  die  letztere  von  der  schaeidendea  Ebeae  E 
getroffea  wird. 

Der  getroffeaen  Disposition  der  Projection  sebeaea  zafolge,  siad 
diese  Puakte  a  und  ß  keiae  anderea,  als  die  Sehaittpaakte  voa  E, 
mit  der  Hyperbel  2,  welche  aaf  eiafache  Weise  vermittelst  jeaes 
Kreises,  in  welchem  die  horizontale  durch  E^  gehende  Ebene  das 
'  Hyperboloid  schneidet,  bestimmt  werden  können. 

Der  daich  die  drei  Puakte  «,  a  und  ß  gelegte  Kreis  berührt  die 
Hyperbel  ^  ia  «  und  ß,  uad  genügt  daher  den  Bedingungen  der  ge- 
stellten Aafgahe. 

Bei  Bestimmuag  der  Horizoatalprojection  a'  des  Paaktes  a  fiadet 
man,  dass  die  durch  a  seakrecht  zur  Gruadliaie  gezogene  Gerade  den 
durch  a  geheadea  Paralleikreis  außer  ia  dem  Punkte  a'  noch  in  einem 
zweiten  Punkte  a\  trifft.  Der  Punkt  a  kann  daher  als  die  ver- 
einigte verticale  Projection  zweier  verschiedener  auf  dem  Rotatioas- 
hyperboloide  liegeader  Puakte  betrachtet  werdea.  Diese  Puakte  liegen 
symmetrisch  gegen  die  Ebene  der  Hyperbel  Z 

Offenbar  kann  maa  sowohl  durch  den  Punkt  («,  a'),  als  auch 
darch  den  Punkt  {a,a',)  eine  Ebene  parallel  zu  der  Ebeae  e  legen. 
Beide  Ebenen  werden  das  Hyperboloid  nach  Kegelschnitten  schneiden, 
derea  verticale  Projectionen  Kreise  sind,  welche  durch  a  gehen  und 
die  Contourhyperbel  2  ia  zwei  Punkten  berühren. 

Hieraus  folgt,  dass  die  gestellte  Aufgabe  zwei  Lösungen  zulässt, 
dass  es  also  zwei  verschiedene  Kreise  gebe,  welche  den  gestellten  For- 
derungen entsprechen. 

Zu  dem  nämlichea  Resaltate  gelaagt  maa  auch  auf 
einem  aaderea  Wege.  Bei  Bestimmang  der  horizoatalea  Projec- 
tioa  m'  tritt  nämlich  ebenfalls   eine  Zweideutigkeit  auf;    es    ergeben 
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sieh  daseibat  auch  zwei  Punkte  (m,  m')  und  (m,  m',),  welche  symme- 
triäch  gegen  die  Ebene  der  Hyperbel  ^  liegen. 

Infoige  dessen  kann  der  Kreis  C  als  die  Projeetion  zweier  ver- 
schiedener Kegelschnitte  des  Hyperboloides  betrachtet  werden,  deren 
Ebenen  durch  ÄS  gehen  und  symmetrisch  gegen  die  Ebene  der  Hy- 
perbel 2^  gelagert  sind.  Man  kann  daher  parallel  zu  diesen  Ebenen 
durch  den  Punkt  (a,  a')  zwei  Ebenen  legen,  deren  jede  zu  einer  an- 
deren Lfisung  der  gestellten  Aufgabe  frihrt. 

Die  vorstehenden  Aufgaben  gestatten  die  verschiedenartigsten 
Variationen  ,  indem  man  statt  der  drei  Punkte,  durch  welche  der  die 
Hyperbel  doppelt  berührende  Kegelschnitt  zu  gehen  hat,  theilweise 
oder  durchwegs  Gerade  snpponiert,  mit  welchen  derselbe  eine  Berüh- 
rung eingeben  soll.  Am  scliwierigsten  ist  die  Aufgabe  dann  zu  lösen, 
wenn  der  die  Hyperbel  doppelt  beröhrende  Kegelschnitt  drei  gegebene 
Geraden  zu  berühren  hat,  da  es  sieh  diesfalls  darum  handeln  würde, 
die  drei  gegebenen  Geraden  als  Vertiealprojectionen  dreier  in  einer 
und  derselben  (näher  zu  ermittelnden)  Ebene  liegenden  Tangenten  des 
Hyperboloides  zu  betrachten  und  unter  dieser  Bedingung  ihre  zweiten 
Projectionen  zu  bestimmen. 

Es  ist  jedoch  leicht  möglich,  das  letztgenannte  Problem  auf  jenes 
au  reducieren,  durch  welches  die  Forderung  gestellt  wird,  dass  der 
die  Hyperbel  doppelt  berührende  Kegelschnitt  durch  drei  Punkte  gehe. 

Diesen  interessanten  Fall  wollen  wir  im  Nachstehenden  durch- 
führen. 

§.  129. 

17.  Aufgahe.  Es  ist  eine  Hyperbel  durch  ihre  Achsen  bestimmt, 
femer  sind  drei  Geraden  gegeben;  es  soll  ein  Kegelschnitt  coastruiert 
werden,  welcher  diese  Geraden  in  je  einem  Punkte  und  die  Hyperbel 
selbst  in  zwei  Punkten  berührt. 

Die  gegebene  Hyperbel  2;  (Taf.  VIII,  Pig.  44)  sei  durch  ihre 
reelle  Achse  AB  and  die  Asymptoten  A,  und  Ä^  fixiert;  die  drei 
gegebenen  Geraden  seien  l,,  l^  und  (3. 

Denken  wir  uns  zunüchst  den  Kegelschnitt  K,  welcher  der  Auf- 
gabe Genüge  leistet,  bereits  construiert. 

Setzen  wir  weiters  voraus,  dass  der  gedachte  Kegelschnitt  die 
Hyperbel  U  in  den  Punkten  0:  und  ß  berühre,  und  dass  die  diesen 
Punkten  entsprechenden  Tangenten  t^  und  tß  sein  mögen.  Die  Ge- 
raden Ij,  \  und  l^  mögen  von  K  beziehungsweise  in  den  Punkten  py^ 
jjj  und  p^  berührt  werden. 
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Nehmen  wir  nun  noch  einen  beliehigen  anderweitigen  Keg'el- 
sehnitt  B  an  und  betrachten  wir  denselben  als  Direetris  einer  polaren 
Keciprocität,  ao  wird,  wenn  man  die  bisherigen  Gebilde  in  Bezug  auf 
D  polar  transformiert,  Folgendes  eintreten: 

Der  Hyperbel  27  und  dem  Kegelschnitte  K  entsprechen  polar- 
reciprok  wieder  zwei  Kegelschnitte  Z"  und  K'  und  zwar  derart,  dass 
die  Polare  eines  jeden  Punktes  von  beziehungsweise  S  und  K  eine 
Tangente  des  Kegelschnittes  ^'  resp.  K'  ist. 

Die  beiden  Kegelschnitte  K  und  ^  berühren  sieb  aber  auf  Grund 
der  Voraussetzung  in  a  und  ß,  d.  h.  sie  haben  die  Punkte  «  und  ß 
nnd  die  ihnen  zugehörigen  Tangenten  t^  und  tß  gemein.  Infolge  dessen 
werden  aber  auch  die  Kegelschnitte  ^'  und  K'  zwei  Puakte,  sowie 
die  denselben  entsprecbenden  Tangenten  gemein  haben,  oder  mit  an- 
deren Worten:  2'  und  K'  werden  sich  in  zwei  Punkten  berühren, 
welche  die  Pole  der  Tangenten  t^  und  tß  in  Bezug  auf  D  sind. 

Denn  drei  Tangenten  \,  1^  und  l^  des  Kegelschnittes  K  ent- 
sprechen als  Pole  drei  Punkte  i,,  L^  und  L^,  welche  dem  Kegel- 
schnitte K'  angehören. 

Denken  wir  uns  daher  außer  der  gegebenen  Hyperbel  ^  nnd  den 
drei  gegebenen  Tangenten  I,,  l^  und  l^  den  vorerwähnten  Kegelschnitt 
D  als  Directrix  einer  Polarreciprocität  angenommen  und  bestimmen 
wir  die  Poiarcurve  E'  zu  ^  und  die  Pole  £„  i,,  L^  der  drei  Gera- 
den l,,  7a  und  ?3,  so  ist  die  vorige  Aufgabe  mit  jener  in  Verbindung 
gebracht,  die  darin  besteht:  „Einen  Kegelschnitt  K'  zu  construieren, 
welcher  den  Kegelschnitt  2'  in  zwei  Punkten  berührt  und  durch  die 
drei  Punkte  i,,  L^  und  L^  geht." 

Die  Polare  des  Kegelschnittes  K'  wird  sodann  offenbar  ein  Kegel- 
schnitt K  sein,  welcher  die  Hyperbel  5  in  zwei  Punkten  berührt, 
nebstbei  aber  auch  die  drei  Geraden  l-^^,  l„,  l^  tangiert  und  mithin  den 
gegebenen  Bedingungen  entspricht. 

Sind  wir  nun  im  Stande  die  Directrix  der  Polarreciprocität,  d.  h. 
den  Kegelschnitt  D  so  zu  wählen,  dass  die  Polarcurve  y  der  Hyperbel 
£  wieder  eine  Hyperbel  wird,  so  können  wir  mit  Rücksicht  auf  die 
Aufgabe  15)  auch  die  eben  gestellte  anstandslos  lösen.  Dass  das  Gesagte 
in  der  That  leicht  möglich  sei,  wird  nachstehende  Betrachtung  recht- 
fertigen. 

Denken  wir  uns  als  Directrix  der  Keciprocität  jenen  Kreis  C 
(Taf.  VIII,  Fig.  44)  angenommen,  welcher  mit  der  gegebenen  Hyperbel 
.^  concentriseh  ist  und  durch  die  Endpunkte  A  und  B  der  reellen  Achse 
geht,  so  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  zeigen,  dass  die  Polarcurve 
2'  der  Hyperbel  2   in   diesem  Falle  selbst   wieder   eine  Hyperbel  sei. 
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Der  Gfiraden  A^  (Asymptote  der  Hyperbel  2^)  entspricht  ais  Pol 
ein  uaeudlich  ferner  Paakt,  und  zwar  der  iineodlicii  ferne  Punkt  des 
zu  A,  senkrechten  Kreisdurehmessers  A'„  da  Ä^  ein  Dnrcbmesser  der 
Directris  ist.  Nachdem  aber  A,  andererseits  eine  Asymptote,  d.  i,  eini* 
Tangente  der  Hyperbel  ^  ist,  so  muss  ihr  Pol  —  der  eben  erwähnte 
unendlich  ferne  Punkt  ¥on  Ä\  —  ein  Punkt  der  Polarcurve  2'  sein. 

Aus  ganz  gleichen  Gründen  findet  man,  dass  der  unendlich  ferne 
Punkt  des  zur  Asymptote  A^^  Henkrechten  Kreisdurchmessers  A'^  gleich- 
falls ein  Punkt  der  Polareurve  sein  müsse. 

Die  Polareurve  J?' der  Hyperbel  J^  besitzt  also  zwei  unendlich 
ferne  Punkte,  ist  daher  selbst  wieder  eine  Hyperbel.  Es  erübrigt 
noch,  diese  Hj'perbel  näher  zu  bestimmen. 

Der  Annahme  gemäß,  berührt  die  Hyperbel  J5  die  Directrix  C 
in  den  Punkten  A  und  B.  Eine  natürliche  Folge  hievon  ist,  dass 
auch  die  Polarcurve,  d.  i.  die  Hyperbel  Z'  die  Directrix  C  in  den 
nämlichen  zwei  Punkten  A  und  B  berühren  werde. 

Dies  vorausgesetzt,  muss  aber  AB  uotbwendig  auch  die  reelle 
Achse  der  Polarhyperhel  5',  0  deren  Mittelpunkt  und  müssen  A\  und 
A'^  ihre  Asymptoten  sein.  Letzteres  wird  aus  dem  Grunde  stattfinden, 
weil  diese  einerseits  durch  den  Mittelpunkt  0  der  Hyperbel  gehen 
und  weil  andererseits,  wie  oben  gezeigt  wurde,  ihre  unendlich  fernen 
Punkte  der  Hyperbel  angehören. 

Es  lässt  sich  jedoch  auch  direct  nachweisen,  dass  A\  und  A'^ 
die  Asymptoten  der  Polarhyperhel  .2  sind.  Da  nämlich  die  Gerade  A\ 
den  zu  A,  senkrechten  Kreisdurchmesser  darstellt,  so  ist  diese  die 
Polare  des  unendlich  fernen  Punktes  von  A,,  Nachdem  aber  der  be- 
sagte Punkt  ein  Punkt  der  Hyperbel  .5  ist,  so  muss  A',  eine  Tangente 
der  Hyperbel  y  sein. 

Weiters  ist  bekannt,  dass  die  Tangente  eines  Kegelschnittes  mit 
dem  letzteren,  außer  dem  Berührungspunkte,  keinen  Punkt  gemein 
haben  kann.  Im  vorliegenden  Falle  wurde  aber  gefunden,  dass  die 
Gerade  A\  einerseits  einen  unendlich  fernen  Punkt  der  Hyperbel  Z' 
enthalte  und  andererseits  eine  Tangeute  der  letzteren  sei.  Dieselbe 
kann  somit  nur  die  Tangente  in  diesem  unendlich  fernen  Punkte, 
d.  i.  eine  Asymptote  von  y  sein.  Dasselbe  gilt  von  der  Geraden  A'^. 

Durch  die  vorgenommene  polarreciproke  Transformation  wurde 
also  die  Hyperbel  .^  in  eine  zweite  Hyperbel  27  verwandelt,  welche 
mit  der  ersteren  die  nämliche  reelle  Achse  Aß  besitzt  und  deren 
Asymptoten  auf  jenen  der  ersteren  senkrecht  stehen. 

Denken  wir  uns  nun  gleichzeitig  die  Pole  i,,  L,  und  L^  der 
gegebenen  drei  Geraden  ?,,  l„  und  ^3  in  Bezug  auf    den  Kreis  C  er- 
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mittelt,  so  können  wir,  wie  seton  in  Aufgabe  15)  durchgeführt  wurde, 
einen  Kegelschnitt  K'  zeichnen,  weicher  durch  die  drei  Punkte  i,, 
ij  ucd  i,  geht  und  die  Hyperbel  2;'  in  zwei  Punkten  berührt. 

Suchen  wir  endlich  die  Polareurve  K  au  dam  ober  wähnten 
Kegelschnitt,  so  wird  diese,  den  früher  angestellten  Betrachtungen 
gemäß,  einen  Kegelschnitt  K  repräsentieren,  welcher  die  gegebene 
Hyperbel  S  in  zwei  Punkten  und  jede  der  drei  gegebenen  Geraden  \, 
l„  und  I3  in  je  einem  Punkte  berührt,  womit  der  gestellten  Aufgabe 
vollkommen  Genüge  geleistet  ist. 

Da  die  Forausgeschickte  Hilfsaufgabe,  wie  wir  gesehen  haben, 
vier  verschiedene  Lösungen  znläfst,  so  sind  auch  hier  vier  verschiedene 
Kegelschnitte  möglieh,  welche  sämmtlich  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe entsprechen  werden. 

§.  130. 

18.  Aufgabe.  Eine  Hyperbel  ist  dnreli  ihre  reelle  Achse  AB 
und  durch  ihre  Asymptoten  bestimmt ;  femer  sind  eine  Gerade  t  und 
zwei  Pimfete  «,  /'  gegeben.  Es  ist  ein  Kegelschnitt  zu  eOEstmieren, 
welcher  die  Hyperbel  in  zwei  Punkten,  die  Gerade  t  in  einem  Punkte 
berührt  and  durch  die  beiden  Punkte  «,  h  geht. 

Wenn  die  beiden  gegebenen  Punkte  a  und  h  (l'af.  VIII,  Fig.  45) 
in  jenem  Kaurae  awischeu  den  Hyperbelästen  liegen,  in  welchem  sich 
auch  die  Asymptoten  der  Hyperbel  vorfinden,  so  kann  die  gestellte 
Aufgabe  in  ähnlieber  Weise  wie  die  vorhergehenden,  mit  Zuhilfe- 
nahme eines  Eotationsbyperboloides  gelöst  werden. 

Die  Ebene  der  Hyperbel  E  {AB,  Ä^,  A„)  betrachten  wir  als  verti- 
cale  Projectionsebene;  die  Hyperbel  selbst  als  Schnitt  und  gleichzeitig 
als  verticale  Contour  eines  Eotationsbyperboloides.  Die  horizontale 
Projectionsebene  wählen  wir  senkrecht  zur  Drehachse  {Z,Z')  des  Hyper- 
boloides, als  welche  die  imaginäre  Achse  CD  der  Hyperbel  Ü  an- 
gesehen werden  kann.  Die  Grundlinie  X  ist  folglich  eine  zu  Z  senk- 
rechte Gerade. 

Das  Hyperboloid  ist  somit  dargestellt  durch  den  Kehlkreis  (.K, -ff') 
und  durch  die  in  der  verticalen  Projectionsebene  liegenden  Ümriss- 
Erzeugenden  A,  und  A^  des  Asymptotenkegels. 

Die  Lösung  der  Aufgabe  besteht  nun  in  Folgendem. 

Es  wird  znuäehst  eine  Ebene  aufzusuchen  sein,  welche  das  Hyper- 
boloid nach  einem  Kegelschnitte  schneidet,  dessen  verticale  Projection 
durch  die  Punkte  a  und  i  geht  und  überdies  die  Gerade  t  berührt. 

In  erster  Linie  muss  also  die  Ebene  durch  zwei  Punkte  des 
Hyperboloides    gehen,    deren  Verticalprojectionen  a  und  h  sind. 
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Diese  Punkte  lassen  sich  aus  a  und  h  vermittelst  der  durch  dieselben 
gehendpii  Kreise  des  Hyperboloides  ahleiten.  Die  diesfallsigen  Hori- 
zontalprojeetionea  erscheinen  sodann  durch  a'  und  &'  dargestellt. 

Die  zu  hestimmende  Ebene,  welche  durch  die  Punkte  («,«')  und 
(ö,J')  geht,  muss  aber  seih  st  verständlich  auch  deren  Verbindungsgerade 
\l,  V)  enthalten. 

Soll  ferner  die  zu  ermittelnde  Ebene  das  Hyperboloid  in  einem 
Kegelschnitte  schneiden,  dessen  verticale  Projection  von  der  Geraden  t 
berührt  wird,  so  ist  einleuchtend,  dass  (  die  verticale  Projection  einer 
in  dieser  Ebene  liegenden  Eegelschnittstangente,  oder,  was  dasselbe 
ist,  die  verticale  Projection  eiaer  die  Gerade  {l,V)  schneidenden  Tan- 
gente des  Hyperboloides  darstellen  müsse. 

Die  vertiealen  Projectionen  l  und  (  treffen  sieh  iu  einem  Punkte  s. 
Dieser  Punkt  {s,  s')  auf  der  Geraden  [l,V)  wird  mithin  derjenige  sein, 
durch  welchen  die  genannte  Tangente  zu  führen  ist. 

Demnach  ist  vor  allem  die  Aufgabe  zu  lösen: 

„Durch  den  Punkt  (s,s')  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  eine  ge- 
gebene, durch  s  gehende  Vcrticalprojeetion  t  besitzt,  und  das  Hyper- 
boloid heröhrt," 

Nachdem  diese  Gerade  offenbar  in  der  vertiealprojicierenden  Ebene 
£,  liegt,  deren  Verticaltrace  mit  (  zusammenfällt,  so  wird  sie  eine  der 
beiden  Tangenten  sein,  weiche  von  dem  Punkte  (s, .?')  an  den  in  der 
Ebene  e,  liegenden  Kegelschnitt  des  Hyperboloides  geführt  werdea 
können.  Es  genügt  daher,  die  horizontale  Projection  der  Schnittcurve 
der  Ebene  s^  mit  dem  Hyperboloide  zu  ermitteln,  und  an  dieselbe  von 
s'  aus  eine  Tangente  zu  ziehen,  um  durch  die  letz-tere  die  Horizontal- 
projection  V  der  gesuchten  Geraden  dargestellt  zu  erhalten, 

Behufs  VoUfQhrung  des  Gesagten  verfahren  wir  folgendermaßen. 

Wir  ziehen  an  den  Kehlkreis,  oder  beziehungsweise  an  dessen 
horizontale  Projection  K'  die  beiden  Tangenten  (j\  und  g'„^.  Jede  dieser 
beiden  Tangenten  bildet,  wie  bekannt,  mit  jeder  der  Geraden  A^  und 
A^  die  Projectionen  einer  zur  vertiealen  Projectionsebene  parallelen 
Erzeugenden  des  Hyperboloides.  —  Es  sind  mithin  (jl,,^',),  {Ä^,g'^, 
{jl,,^'g)  und  (j1„^'„)  vier  Erzeugende  des  Hyperboloides,  welche  von 
der  Ebene  f,  in  den  vier  Punkten  (»»,,*»',)  (ma,ff»y,  («i>n'i)  (Wa-^'g) 
geschnitten  werden. 

Die  horizontalen  Projectionen  m\,  m\,  n\  und  n'.^  sind  sodann 
bereits  vier  Punkte  jenes  Kegelschnittes,  welcher  die  horizontale  Pro- 
jection des  Schnittes  von  b„  mit  dem  Hyperboloide  repräsentiert.  Um 
diesen  Kegelschnitt  vollkommen  bestimmt  zu  erhalten,  denken  wir  uns 
noch  dessen  Tangente  in  einem  der  vier  Punkte,  etwa  in  n\,  ermittelt. 
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Wir  wissen  bereits,  dass  sioli  die  Taagentea  in  einem  Punkte 
eines  ebenen  Schnittes  einer  krummen  Fläche  als  Schnittgerade  der 
Ebene  jenes  Schnittes  mit  der  Berührungsebene  der  Fläche  in  dem 
betreffenden  Punkte  ergiht. 

Es  wird  also  vorerst  die  Tangentialebene  des  Hyperboloides  in 
dem  Punkte  («,,«',)  zu  construieren  sein.  Diese  enthält  die  beiden 
durch  (M[,n',)  gehenden  Erzeugenden  des  Hyperboloides,  deren  horizon- 
tale Projeetionen  n\  a  und  n\  S  die  von  n,  aus  an  K'  gezogenen  Tan- 
genten sind.  Die  eine  dieser  Erzeugenden  ist  die  Gerade  (j^^.j/',),  deren 
horizontaler  Durchstoßpunkt  S  ist. 

Besehreibt  man  aus  Z'  einen  durch  d  gehenden  Kreis  K'^,  so 
trifft  dieser  die  horizontale  Projection  an\  «,  der  zweiten  durch  n\ 
gehenden  Erzeugenden  in  deren  horizontalem  Durehstoßpunkte  k,  so, 
dass  sich  die  Horizontaltrace  Hk  der  ßerührungsebene  des  Hyper- 
boloides im  Piinkte  («,,«',)  als  Verbindungsgerade  der  Punkte  «  und  ä 
herausstellt.  Die  Verticaltrace  ^„  kann  direct  verzeichnet  werden;  die- 
selbe ist  bekanntlich  parallel  zu-ij,  da  die  Berührebene  die  zur  verti- 
caien  Projectionsebene  parallele  Erzeugende  fA„,gr'„)  des  Hyperboloides 
enthält. 

Der  Scbnitt  ((,,  t\)  der  Ebenen  £„  und  H^  ist  sodanu  die  Tan- 
gente des  ebenen  Schnittes  f,  im  Punkte  fw,,  n',). 

Die  Horizontalprojection  dieses  Schnittes  ist  somit  durch  die  vier 
Punkte  m', ,  m'^,  n\,  n'„  und  die  Tangente  (',  in  n\  vollkommen 
bestimmt. 

An  diesen  Kegelschnitt  soll  nun  durch  den  Punkt  s'  eine  Tan- 
gente gezogen  werden. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  Punkte  m',  und  m'j,  sowie  auch  n\ 
und  n\  symmetrisch  gegen  die  Grundlinie  liegen,  so  wird  auch  die 
Tangente  t\  im  Punkte  i>\  symmetrisch  zur  Tangente  t\  in  Bezug 
auf  die  Grundlinie  X  sein  müssen. 

Zeichnet  man  nunmehr  einen  Kreis  K^,  welcher  t\  und  t'^  in 
«',  und  ii'j  berührt,  so  kann  dieser  als  colliuear  mit  dem  ob- 
genannteu  Kegelschnitte  betrachtet  werden.  Die  Collineationsachse  ist 
«',«'„;  das  CoHineationscentrum  dagegen  der  Schnittpunkt  v'  von  t\ 
und  t'^.  Mittelst  dieser  Collineation  ist  es  jetzt  leicht,  auf  bereits 
bekannte  Weise  die  durch  s'  gehenden  Tangenten  des  Kegelschnittes 
{m,  «ij«.,  «g*,}  zu  construieren. 

Gesetzt  es  sei  f  eine  dieser  beiden  Tangenten.  Dieser  Annahme 
gemäß  sind  t  und  t'  die  Projeetionen  einer  Tangente  des  Hyperboloi- 
des, welche  gleichzeitig  die  Gerade  (1,1')  in  einem  Punkte  (s,s'}  trifft. 
Die  durch  {1,1-)  und  it,t')  gelegte  Ebene  E^E,,   wird  nun  das  Hyper- 


Hosted  by 


Google 


141 

boloid  iE  eiaem  Kegelschnitte  treffen,  welcher  durch  die  Punkte  {a,a') 
und  (fc,  h')  geht,  und  voo  der  Geraden   {t,  t')  berührt  wird. 

Die  vertieate  Projection  dieses  Kegelschnittes  ist  mithio  ein 
Kegelschnitt,  welcher  die  Hyperbel  doppelt  berührt,  die  Gerade  (  tan- 
giert und  durch  die  Punkte  a  und  h  geht,  somit  der  gestellten  Äuf- 


Berüciisichtigt  man,  dass  die  Punkte  a  und  6  als  Verticalpro- 
jectionen  je  zweier  verschiedenen  Punkte  des  Hyperboloides  betrachtet 
werden  können,  und  dass  in  jedem  dieser  Fälle  auch  an  den  betreffen- 
den Kegelschnitt  in  der  Ebeue  Sn  von  s'  aus  awei  Tangenten  möglich 
sind,  so  folgt,  dass  es  2.2.2=8  verschiedene  Lagen  der  schneidenden 
Ebeae  £,-Ea  gibt.  Nachdem  aber,  wie  man  sich  leicht  überzeugen 
kann,  diese  acht  Ebenen  gegen  die  verticale  Projectionsebeue  paar- 
weise symmetrisch  sind,  ihre  Schnitte  mit  dem  Hyperboloid  daher 
paarweise  zusammenfallende  verticale  Projectionsebenen  besitzen,  so 
folgt,    dass  die  gestellte  Aufgabe  vier  verschiedene  Lösungen  aulässt, 

§.   131. 

19,  Aufgabe.  Eine  Hyperbel,  zwei  Gerade  und  ein  Punkt  sind 
gegeben;  es  ist  ein  Kegelschnitt  zu  construieren ,  welcher  die  Hy- 
perbel in  zwei  Punkten  berührt,  die  beiden  Geraden  zu  Tangenten 
hat,  und  durch  den  obbezeichneten  Punkt  geht. 

Diese  Aufgabe  kann  unmittelbar  auf  die  vorhergehende  aurüek- 
gefiihrt  werden. 

Man  lege  durch  die  reelle  Achse  der  Hyperbel  als  Durchmesser 
einen  Kreis  I>,  und  betrachte  denselben  als  Directrix  einer  polaren 
Keciprocität. 

Der  Hyperbel  entspricht  sodann  polar  eine  zweite  mit  derselben 
reellen  Achse  und  zwei  Asymptoten,  welche  auf  jenen  dei  ersteren  senk- 
recht stehen.  (Sieiie  Aufgäbe  17.)  Den  beiden  Geraden  \  und  4  ent- 
sprechen zwei  Punkte  L^  und  L^,  und  dem  gegebenen  Punkte  L  ent- 
spricht eine  Gerade  l.  Construiert  man  nun,  sowie  vorher,  eineu 
Kegelschnitt  K',  welcher  die  zweite  Hyperbel  doppelt  berührt,  die 
Gerade  l  tangiert,  und  durch  die  beiden  Punkte  i,  und  L,^  geht ; 
sucht  man  hierauf  die  Polarcurve  X  zu  dem  oberwähuten  Kegelschnitte, 
so  wird  diese  die  gegebene  Hyperbel  doppelt,  die  beiden  Geraden  ?, 
und  ?j  einfach  berühren,  und  schließlieh  durch  den  Punkt  L  gehen, 
mithin  allen  Bedingungen  der  gestellten  Aufgabe  entsprechen.  Selbst- 
verständlich gestattet  auch  diese  Aufgabe  wieder  vier  verschiedene 
Lösungen. 
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Nebenbei  sei  noch  bemerkt,  dass  die  vorstehende  Aufgabe  vermit- 
telst eines  windschiefen  Rotationshyperboloidea  nur  dann  gelöst  werden 
kann,  wenn  die  Punkte  i,  und  L,^  (Pole  der  Geraden  \  und  /,)  zwi- 
schen den  Ästen  jener  Hyperbel  liegen,  welche  sich  als  Polareurve 
der  gegebenen  Hyperbel  ergibt,  da  nur  in  diesem  Falle  i,  und  L^  als 
Projectionen  zweier  Punkte  des  Hyperboloides  betrachtet  werden  können. 

§.  132. 

20.  Aufgabe.  Gegeben  ist  eine  Hyperbel,  zwei  Punkte  und  eine 
Gerade,  welche  durch  einen  dieser  Punkte  geht,  Es  ist  ein  Kegel- 
schnitt zn  conatruieren,  welcher  die  Hyperbel  doppelt  berührt,  durcli 
die  beiden  gegebenen  Punkte  geht  und  in  einem  derselben  von  der 
gegebenen  Geraden  berührt  wird, 

Die  gegebene  Hyperbel  3  \AB,  Ä^Ä^]  (Taf.  VUI,  Fig.  46;  be- 
trachten wir  wieder  als  den  verticalen  Schnitt  und  gleichzeitig  als  die 
verticale  Contour  eines  Umdrehungähyperboloides,  für  welches  A^  und 
A^  die  in  der  verticalen  Projectionsebene  liegenden  Erzeugenden  des 
Asymptotenkegels  vorstellen  und  dessen  Kehlki'eis  sich  direct  in 
{K,  K-)  ergibt. 

Sind  a  und  h  die  beiden  gegebenen  Punkte,  t  die  gegebene  durch 
a  gehende  Gerade,  so  wird  es  sich  auaächst  darum  handeln,  eine 
Ebene  E  derart  zu  bestimmen,  dass  dieselbe  durch  zwei  Punkte  des 
Hyperboloides,  deren  Vertical projectionen  a  und  h  sind,  gehe,  und 
nebstbei  eine  Tangente  des  Hyperboloides  im  Punkte  a,  deren  verti- 
cale Projeetion  mit  t  zusammenfällt,  enthalte, 

Sämmtliche  Tangenten  des  Hyperboloides  in  dem  Punkte  (a,  a') 
—  a'  und  h'  wurden  aus  a  und  t  auf  bekannte  Weise  abgeleitet  —  liegen 
in  der  durch  diesen  Punkt  geführten  Berührungsebene  des  Hyperboloides. 
Bestimmt  man  daher  vermittelst  der  Erzeugenden  (^,17'),  [^^^^j],  den 
Kreis  K^',  in  welchem  das  Hyperboloid  die  horizontale  Projections- 
ebene Bchaeidet  und  zieht  man  durch  a'  die  beiden  Tangenten  ■y^'  und 
yj'  an  die  horizontale  Projeetion  K'  des  Kehlkreises,  so  erhalten  wir 
die  horizontalen  Projectionen  der  durch  (a,  a');geheaden,  beziehungs- 
weise die  die  zugehörige  Berührebene  bestiromenden  Erzeugenden. 

Die  horizontale  Trace  Sh  dieser  Berührebene  ist  die  Verbin- 
dungslinie der  horizontalen  Durchstoß  punkte  It^'  und  li.,'  der  Erzeu- 
genden j-/  und  j-^',  d.  i.  die  Verhindungsgerade  jener  Punkte,  in 
welchen  y^'  und  y^'  den  Kreis  K^'  schneideu. 

Nachdem  i  die  Projeetion  einer  Tangente  des  Hyperboloides  im 
Punkte  {a,a'),  d.h.  die  verticale  Projeetion  einer  in  der  Berührebene 
B„Bu  liegenden  Geraden  darstellen  soll,  eo  ergibt  sich  sofort  deren 
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horizontaler  Darchstoßpunkfc  (/',/'')  in  der  Horizoutaltrace  B,,,  und 
weitere  die  horizontale  Frojection  t'  derselben,  als  Verbindungsgerade 
der  Punkte  h'  uud  a'. 

Legt  man  nun  durch  die  Gerade  (f,t')  und  den  Punkt  {b,h')  eine 
Ebene  EeEk,  uud  bestimmt  deren  Schnitt  mit  dem  Hyperboloide,  so 
erhält  man  eiuen  Kegelschnitt,  welcher  durch  den  Punkt  {b,  h')  geht 
und  die  Gerade  {i,  t')  im  Punkte  {a,  a')  berührt. 

Die  vertieale  Projeetiou  dieses  Kegelschnittes  berührt  die  Hyperbel 
Z:  in  awei  Punkten,  die  Gerade  t  m  a  und  geht  durch  den  gegebenen 
Punkt  6,  entspricht  somit  den  gestellten  Bedingungen. 

Da  GS  Kwei  Puakte  auf  dem  Hyperboloid  gibt,  deren  vertieale 
Projection  a  und  ebenso  zwei  Punkte  existieren,  deren  vertieale  Fro- 
jection li  ist,  so  gibt  es  im  ganzen  vier  Ebenen  E^E,,.  Nachdem  diese 
Ebenen  jedoch  paarweise  symmetrisch  gegen  die  vertieale  Projections- 
ebene  sind,  so  lässt  die  eben  gelöste  Aufgabe  nur  zwei  verschiedene 
Losungen  zu, 

§.  133. 

21.  Äufyühc.  Eine  Hyperbel,  zwei  Geraden  /  uud  t,  und  auf  i 
ein  Pnnkt  a  sind  gegeben;  es  ist  ein  Kegelschnitt  zu  eonstruieren. 
welcher  die  Hyperbel  doppelt,  die  Gerade  (,  einfach  und  endlieh  die 
Gerade  t  im  Punkte  a  berührt. 

Vorstehendes  Problem  kanu  auf  zweifache  Weise  mittelst  eines 
Kotati onshyperboloides  gelöst  werden. 

a)  Man  transformiert  durch  polare  Eeciprocität  die  gegebene 
Hyperbel  .S'  iu  eine  audere  1'.  Den  beiden  Geradeu  (  und  ^i  ent- 
sprechen polar  zwei  Punkte  T  und  T,,  während  dem  in  (  liegenden 
Punkte  a  eine  Gerade  A,  welche  durch  den  Punkt  T  geht,  entspricht. 
Construiert  man  nun  einen  Kegelschnitt  K',  welcher  die  Hyperbel  2' 
doppelt  berührt,  die  Gerade  A  m  2' tangiert  und  durch  den  Pnnkt  T■^ 
geht  (vorhergehende  Aufgabe),  so  wird  die  dieser  Curve  K'  polar- 
reciprok  entsprechende  Kegelschnittslinie  K  die  gestellten  Bedingungen 
erfüllen- 

h)  Man  betrachtet,  wie  in  der  vorher  gelösten  Aufgabe,  die  gegebene 
Hyperbel  als  die  vertieale  Contour  des  Rotatioashyperboloides  und  be- 
stimmt, wie  dort,  eine  Tangente  {t,t')  des  Hyperboloides,  welche  das- 
selbe im  Punkte  (0,0')  berührt  und  zur  verticalen  Projection  die  gegebene 
Gerade  t  hat. 

Ferner  ermittelt  man  (wie  in  Aufgabe  18)  eine  zweite  Taugente 
(/,,(,')  des  Hyperboloides,  welche  die  erstere  Tangente  {f,t')  in  einem 
Punkte  (s,s')  schneidet  und  deren  vertieale  Projection  mit  der  gegebenen 
Geraden  (,  zusammenfällt. 
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Eine  Ebene  E„Ei,,  welche  durch  die  Geraden  (t,t-)  und  it,,ti') 
gelegt  wird,  schneidet  das  Rotationshyperböloid  in  einem  Kegelschnitte, 
welcher  mit  den  beiden  Geraden  {t,t')  und  (ii,t,')  eine  Berührung  ein- 
geht, von  der  ersteren  aber  speeiell  im  Punkte  {a,a')  berührt  wird. 

Die  verticale  Projeetion  dieses  Kegelschnittes  ist  demgemäß  ein 
Kegelschnitt,  welcher  die  gegebene  Hyperbel  in  zwei  Punkten,  die 
Gerade  t  im  Punkte  a  und  endlich  auch  die  Gerade  tj  beiührt,  mithin 
den  gestellten  Bedingungen  entspricht. 

Nebenbei  sei  noch  erwähnt,  dasa  obige  Aufgabe  zwei  Lösungen 
zulasse. 

§.  134. 

Das  Hyperboloid  findet  auch  eine  vortheilhafte  Verwerthung  bei 
der  Lösung  von  Problemen,  durch  welche  die  Anforderung  gestellt 
wird,  Kegelschnitte  zu  zeichnen,  welche  eine  Ellipse  oder 
einen  Kreis  doppelt  berühren,  dessen  Punkte  aber  sämmt- 
lich  außerhalb  der  gegebenen  Curve  liegen.  Einige  Bei- 
spiele mögen  auch  in  dieser  Richtung  die  nothwendige  Erläuterung 
des  Angedeuteten  schaffen, 

22.  Aufgabe.  Gegeben  sei  ein  Kreis  K'  und  außerhalb  desselbea 
drei  Punkte  a',  h'  und  c';  es  ist  ein  Kegelschnitt  zu  constmieren 
und  durch  seine  Achsen  zu  bestimmen,  welcher  den  Kreis  in  zwei 
Punkten  berührt  und  durch  die  gegebenen  drei  Punkte  geht. 

Den  gegebenen  Kreis  K'  betrachten  wir  als  die  horizontale  Pro- 
jeetion des  Kehlkreises  eines  Hyperboloides. 

um  tlberflässige  Constructi orten  zu  vermeiden,  denken  wir  uns 
die  Projectionsehenen  bereits  derart  transformiert,  dass  die  Projeetions- 
achse,  resp.  die  Grundlinie  GG  als  eine  Gerade  erscheint,  welche  zu 
der  einen  von  a'  (Taf.  IX,  Fig.  47)  aus  an  K'  gezogenen  Tangente 
g'  parallel  läuft.  Der  Grund  dieser  Annahme  wird  sofort  klar  her- 
vortreten. Die  verticale  Projeetion  der  Drehungsachse  des  Hyperboloides 
ist  sodann,  der  gemachten  Voraussetzung  gemäß,  die  zu  GG  normale 
Gerade  Z,  welche  durch  den  Mittelpunkt  Z'  von  K'  gezogen  werden 
kann.  Als  Keblkreisebene  wählen  wir  eine  beliebige  zur  horizontalen 
Projectionsebene  parallele  Ebene  Sc  Besagte  Ebene  a„  schneidet  die 
Drehachse  {Z,  Z')  in  dem  Mittelpunkte  (0,  0')  des  Hyperboloides. 

Setzen  wir  weiters  noch  voraus,  der  Punkt  «'  gehöre  dem  Hyper- 
boloide an  und  liege  überdies  in  der  horizontalen  Projectionsebene, 
Die  verticale  Projeetion  a  desselben  ergibt  sieh  sodann  selbstverständ- 
lich in  der  Grundlinie. 
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Die  Gerade  g'  ist  als  Tangente  an  die  liorizontale  Projection  K' 
des  Kehlkreises,  gleicbzeiti^  die  horizontale  Projection  einer  Erzen- 
geaden (g,  g')  des  Hyperboloides.  Da  diese  Tangecte  au  der  GruEd- 
linie  parallel  läuft,  wird  die  genannte  Erzeugende  (g,g')  auch  parallel 
zur  vertioalen  Projeetionsebeae  sein.  Die  verticale  Projectiou  g  dieser 
Eraeugenden  geht  aber  diesfalls  durch  die  verticale  Projection  0  des 
Mittelpunktes  des  Hyperboloides,  und  ergibt  sich  demgemäß  als  die 
Verbindungsgerade  der  Punkte  a  und  0.  Durch  diese  Bestimmungs- 
ftüeke  ist  das  TJmdrehungshyperboloid  vollkommen  festgestellt. 

Betrachten  wir  nun  weiters  auch  die  Punkte  h'  und  c'  als  Hori- 
zoatalprojectionen  von  Punkten,  welche  auf  dem  nämlichen  Hyper- 
boloide liegen  sollen,  so  wird  es  sich  bloß  um  die  diesbezügliche  Be- 
stimmung der  vertiealen  Projectionen  derselben  handeln. 

Soll  beispielsweise  die  verticale  Projection  1)  des  Punktes  h'  er- 
mittelt werden,  so  denke  man  sich  aus  dem  Mittelpunkte  0'  einen 
durch  h'  gebenden  Kreis  K\  geKeiehuet.  Letzterer  stellt  nichts  anderes  als 
die  Horizontalprojection  jenes  Kreises  dar,  in  welchem  die  durch  den 
zu  suchenden  Punkt  {b,  h')  gelegte  horizontale  Ebene  jjp  das  Hyper- 
boloid schneidet.  Dieser  Kreis  K\  trifft  die  horizontale  Projection  g' 
der  zur  Bildebene  parallelen  Erzeugeoden  des  Hyperboloides  in  zwei 
Ponktea  jS'  und  ß\,  wovon  wir  den  einen  ß'  als  die  Horizontalpro- 
jection jenes  Punktes  {ß,^')  betrachten  wollen,  in  weichem  die  Erzeu- 
gende {ß,g')  von  der  Ebene  9j„  getroffen  wird.  Hierdurch  ergibt  sich 
unmittelbar  aut  g  die  Verticalprojection  ß  dieses  Punktes  und  durch 
denselben  sowohl  die  iur  Grundlinie  parallele  Trace  )j„  der  genannten 
Ebene  vi,  als  auch  zugleich  die  verticale  Projection  des  durch  (ö,6'} 
gehenden  Kreit.es  Die  durch  h'  zur  Grundlinie  senkrechte  Gerade 
trifft  1],  in  der  Veitiealprojeotion  h  des  gesuchten  Punktes  {b,h'). 

In  gleicherweise  bestimmt  man  zu  c'  die  Verticalprojection  c 
derart,  dass  der  Punkt  (c,  c')  auf  dem  Hyperboloide  liegt. 

Lpgen  wir  durch  die  drei  Punkte  {a,a'),  {h,h')  und  {c,c')  eine 
Ebene  EsEi,,  so  geht,  infolge  der  getroffenen  Annahme,  die  hori- 
zontale Trace  Bh  derselben  einerseits  durch  a'  und  andererseits  durch 
den  Durchstoßpuakt  h'  der  Geraden  {bc,  h'c')  mit  der  horizontalen 
Projectionsebene. 

Die  Ebene  EeEi,  schneidet  das  Hyperboloid  iu  einem  Kegel- 
schnitte, dessen  Achsen  (nach  Aufgabe  7)  direct  bestimmt  werden- 
können. Dieser  Kegelschnitt  geht  durch  die  drei  Punkte  [a,a'),Q},b') 
und  (c,c'),  seine  horizontale  Projection  mithin  durch  die  drei  gegebenen 
Punkte  a',  V  und  c'. 

Peeohka,  DurBteUeiiäc  n,  proJMtive  üfoniftrie.  IH.  JO 
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Es  lägst  sieh  aber  unschwer  Dachweisen,  dass  die  horizontale 
Projection  des  vorerwähnten  Kegelschnittes  die  Horizontalprojection  K' 
des  Kehlkreiaes  in  zwei  Punkten  berührt. 

Die  Ebene  £„-fci  trifft  nämlich  den  Kehlkreis  {K,  K')  in  zwei 
Punkten  {m,m')  und  {n,n'),  welche  dem  vorgenannten  Kegelschnitte 
angehören.  Die  Beruh rungsebenen  J9"  und  B"  des  Hyperboloides  in 
diesen  Punkten  sind,  wie  überhaupt  in  jedem  Punkte  des  Kehlkreises, 
horizontalprojieierende  Ebenen,  deren  horizontale  Tracen  B"^  und  B'^ 
den  Kreis  K'  in  m'  und  n'  berühren.  Die  Schnittgeraden  dieser  Be- 
rülrebenen  mit  der  Ebene  E„Ek  sind  bekanntlich  die  Tangenten  des 
Schnittes  in  den  Punkten  (m,m')und  («,«');  es  müssen  dümgemäfs  die 
Geraden  ß];'  und  B^  die  borizoatale  Projection  der  Schnittcurve  in  m' 
und  n'  berühren.  Hieraus  folgt  aber,  dass  die  horizontale  Projection 
des  ebenen  Schnittes  (E.E/,)  dea  Kreis  K'  selbst  in  den  beiden 
Punkten  m'  und  n'  berühren  müsse  und  mithin  den  gesuchten  Kegel- 
schnitt repräsentiert. 

Da  jeder  der  Punkte  a',  b'  und  c'  die  horizontale  Projection  zweier 
symmetrisch  gegen  diu  Kehl  kreisebene  liegender  Punkte  darstellt,  so 
gibt  es  im  ganzen  acht  verschiedene  Lagen  der  Ebene  E„  L\ ,  welche 
aber  wieder  paarweise  symmetrisch  gegen  die  Keiiikreisebene  gelagert 
sind.  Zwei  solche  symmetrisch  gelegene  Ebenen  E^E^  und  E^'E/,' 
sehneiden  offenbar  das  Hyperboloid  nach  Kegelschnitten,  welche  die 
nämliche  Horizontalprojection  besitzen.  Daraus  ersieht  man,  dass  ira 
ganzen  eigentlich  vier  verschiedene  Kegelschnitte  existieren,  welche 
den  gestellten  Bedingungen  Genüge  leisten. 

§.   135. 

23.  Aufyalß.  Eine  Hyperbel  ist  zu  construieren ,  welche  einen 
gegebenen  Kreis  K'  in  zwei  Punkten  berillirt,  durch  einen  gegebenen 
Punkt  a'  geht,  und  deren  Asymptoten  zu  zwei  gegebenen  Geraden 
27;  und  2.2  parallel  sind. 

Wir  denken  uns,  ebenso  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe,  ein 
Eotationshyperboloid  construiert,  für  welches  der  gegebene  Kreis  K' 
(Taf.Vin,  Fig.  48)  die  horizontale  Projection  des  Kehlkreises  vorstellt, 
und  dessen  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Erzeugende  {g,g') 
durch  den  (in  der  Horiaontalebene  liegenden)  Punkt  a'  gehen  möge. 
Die  Traee  des  Hyperboloides  auf  der  horizontalen  Projectionsebene  sei 
der  durch  a'  gehende  mit  Jf'  concentrische  Kreis  ^',^  die  Trace  des 
Asymptoteiikegels  werde  durch  den  ebenfalls  mit  K'  coneentrischen 
Kreis  K\  dargestellt.  Der  Zusammenhang ,  in  welchem  K\  und  K\ 
stehen,  ist  bekannt. 
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Behufs  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  wird  man  eine  Ebene  E^  ih 
zu  bestimmen  haben,  welche  das  Hyperboloid  nach  einem  Kegelsebtiitte 
(C,  C)  so  schneidet,  dass  dessen  Horizontalprojection  O  durch  den 
Punkt  a'  geht,  und  dass  dessen  Asymptotenprojectionen  den  gegebenen 
Asymptote nrichtungen  27,  und  Z^  parallel  sind. 

Eine  Ebene,  welche  durch  den  Seheitel  des  Äsymptotenkegels  zu 
einer  das  Hyperboloid  schneidenden  Ebene  parallel  gelegt  wird,  schneidet, 
wie  wir  wissen,  den  Asymptotenkegel  in  zwei  (reellen  oder  imaginären) 
Erzeugenden,  welche  bu  den  (reellen  oder  imaginären)  Asymptoten  des 
elienen  Schnittes  parallel  sind. 

Im  Yorliegenden  Falle  sind  aber  die  Riehtungen  der  Horizontal- 
projeetionen  der  Asymptoten,  also  auch  der  Horizontalprojectionen  jener 
Erzeugenden  des  Asymptotenkegels  durch  27,  und  Z'„  gegeben. 

Zieht  man  demgemäß  durch  0'  die  Geraden  O'r'  oder  0',  und 
O'ß'  oder  e'^  beziehungsweise  parallel  zu  2^^  und  27,,  so  erhält  man 
die  horizontalen  Projectionen  zweier  Erzeugenden  (c,,«',)  uad  (ffj,  o'j) 
des  Asymptotenkegels,  deren  verticale  Projectionen  Oa  oder  G^  und 
Oß  oder  G„  mittelst  der  horizontalen  Durchstoßpunkte  («,«')  und  {ß,ß') 
erhalten  werden  können. 

Legt  man  durch  (ff,,  o',)  und  (65,  ff'j)  eine  Ebene  £„6*,  uud  zu 
dieser  durch  den  Punkt  {a,a')  eine  parallele  Ebene  £,.^^^1  so  wird  die 
letztere  das  Umdrehungshyperboloid  in  einem  Kegelschnitte  treffen, 
welcher  durch  den  Punkt  {a,  «')  geht,  uad  deren  Asymptoten  zu  den 
Kegelerzeugenden  (ff,,  ff',)  und  (Ug,  e'j)  parallel  sind. 

Die  Horizontalprojection  dieses  Kegelschnittes  berührt  somit  zwei- 
mal den  Kreis  K',  geht  durch  den  Punkt  a\  und  die  Asymptoten  des- 
selben sind  parallel  zu  s',  und  a\,  folglich  auch  parallel  zu  27,  und 
27j.  Durch  diese  Horizoutalprojection  wird  sonach  der  verlangte  Kegel- 
schnitt dargestellt. 

Auf  demselben  Principe  wie  die  besprochenen  Probleme  beruhend, 
kann  nunmehr  eine  ganze  Reihe  von  Aufgaben  über  Kegelschnitte, 
welche  einen  gegebenen  Kegelschnitt  doppelt  berühren,  gelöst  werden. 
Auf  diese  und  ähnliche  Aufgaben  werden  wir  gelegentlich  und  ins- 
besondere bei  Besprechung  anderer  Flächen  zweiten  Grades  zurück- 
kommen. 

Nebenbei  wollen  wir  hier  noch  erwähnen,  dass  in  den  beiden 
letzt  erörterten  Aufgaben  statt  des  dort  benutzten  Kreises  selbstver- 
ständlich auch  eine  Ellipse  mit  der  gleichen  Berechtigung  gegeben  sein 
kann.  Dass  sodann  diese  letztere  als  Horizontalprojeetion  der  Kehlellipse 
eines  allgemeinen  windschiefen  Hyperboloides  zu  betrachten  sein  wird, 
braucht  wohl  kaum  besonders  bemerkt  an  werden. 
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Es  erübrigt  jedoch  noch  zu  zeigen,  dass  das  Kotationshyper- 
boloid  auch  zur  Constriiction  von  Kegelschnitten  verwendet 
werden  kann,  welche  eine  gegebene  Parabel  in  zwei 
Punkten  berühren  und  nebathei  drei  einfachen  Bedin- 
gungen Genüge  leisten. 

Bevor  wir  auf  die  Lösung  der  eben  angedenteten  Probleme  über- 
gehen, wollen  wir  noch  Einiges  vorausschicken,  da  wir  durch  seiner- 
zeitige entsprechende  Verwendung  des  Nachstehenden  das  oben  an- 
gegebene Zie!  leichter  erreichen  werden. 

§.  136. 

M.  Aufgabe.  Ein  Rotationshyperholoid ,  dessen  Drehachse  auf 
der  liorizontalen  Projectionsebeae  senkrecht  steht,  ist  gegeben;  es 
ist  die  Richtung  eiaes  zur  verticalen  Projeetionsebene  parallelen 
Strahles  zu  ermitteln,  für  welchen  als  „Projectionsstrahl"  die  Con- 
tour  des  Hyperboloides  auf  der  horizontalen  Projeetionsebene  als 
gleichseitige  Hyperbel  erscheint. 

Der  Kehlkreis  des  Hyperboloides  sei  (.ff,^')  (Taf.  IX,  Fig.  49), 
die  Drehungsachse  desselben  sei  {Z,Z')\iüi  (A^,A^)  stelie  die  verticale 
Contour  des  Asymptoten  kegeis  dar,  dessen  Spur  auf  der  horizontalen 
Projeetionsebene  sich  als  ein  Xreis  K\  ergibt. 

Wir  wählen  vorerst  eine  beliebige,  zu  der  verticalen  Projeetions- 
ebene parallele  Gerade  S  als  schief  projicierenden  Strahl  und  suchen 
jene  Eigeoschaften  auf,  welche  diesfalls  der  Contöur  des  Rotations- 
hyperboloides auf  der  horiaontalen  Projeetionsebene  für  die  Richtung  S 
der  Projectionsstrahlea  ankommen  werden. 

Die  fragliche  Contour  ist  die  Enveloppe  der  Horizontal- 
tracea  aller  Tangentialebenen  des  Hyperboloides,  welche  parallel  zu 
der  Geraden  S  au  dasselbe  gelegt  wurden. 

Jede  dieser  Horizontal tracen  berührt  die  Contour  in  jenem  Punkte, 
welcher  sich  als  die  schiefe  Projeetion  desjenigen  Punktes  ergibt,  in 
welchem  die  betreffende  Tangentialehene  das  Hyperboloid  berührt. 

Vor  allem  fallen  die  beiden  Berührungsebenen  1\  und  T^  des 
Hyperboloides  auf,  welche  zur  verticalen  Projeetionsebene  und  mithin 
auch  zu  dem  projicierenden  Strahle  S  parallel  siud.  Dieselben  be- 
rühren das  Hyperboloid  in  jenen  Punkten  («,«')  und  (b,b')  des  Kehl- 
kreises {K,K-),  weiche  auf  dem  zur  verticalen  Projeetionsebene  senk- 
rechten Durchmesser  des  genannten  Kreises  liegen. 

Die  Horizontaitracen  l'h  uud  T^,,  dieser  Taugentialebeaen  sind 
demuach  die  zur  Grundlinie  GG  parallelen  Taagenten  an  die  Hori- 
zontal projeetion  K'  des  Kehlkreises. 
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Dem  Obigen  zufolge  sind  die  Tvacen  aber  auch  Tangenten  an 
die  horizontale  Contour  des  Hyperboloides,  n.  zw.  berühren  besagte 
Traeen  diese  Contour  in  den  Punkten  a's  und  i's,  welche  sich  als  die 
schiefen  Projectionen  der  Punkte  (a,a')  und  (h,h')  ergaben. 

Da  a'il's  parallel  su  a'h'  ist  und  die  Tangenten  T'a  und  T'',,  in 
den  Endpunkten  a', ,  h',  zu  a's  b'a  senkrecht  stehen,  stellt  die  bezeich- 
nete Gerade  die  reelle  Achse  der  Contour  dar.  Der  Mittelpunkt 
o's  der  Strecke  a'gh's,  welcher  offenbar  die  schiefe  Projection  des  Mittel- 
punktes {0,  0')  des  Hyperboloides  darstellt,  ist  folglich  der  Mittel- 
,  punkt  der  Contour. 

Zieht  man  von  ö's  ans  die  Tangenten  £\  und  .B\  an  die  Hori- 
zontaispur  des  Asymptotenkegels,  so  repräsentieren  diese  Geraden  die 
Horizontaltracen  der  zur  Geraden  S  parallelen  Berührungsebenen  des 
Asymptotenkegels,  da  jede  dieser  Ebenen  die  zu  S  parallele  Gerade 
Ooa  enthält.  Nachdem  wir  aber  wissen,  dass  jede  Berührebene 
"des  Asymptotenkegels  gleichzeitig  eine  asymptotische,  d.  i.  eine  im 
Unendlichen  beröhrende  Ebene  des  Hyperboloides  ist,  so  müssen  als 
-  natürliche  Folge  die  Horizontaltracen  B '/,  und  B\  dieser  Ebenen 
ebenfalls  Tangenten  der  Contour  sein  und  da  diese  überdies  durch  den 
Mittelpunkt  o,  der  Contour  gehen,  so  werden  sie  inshesondere  die 
Asymptoten  der  letzteren  darstellen. 

Der  gestellten  Aufgabe  gemäß  soll  die  Contour  des  Hyperboloides 
-eine  gleichseitige  Hyperbel  sein;  es  müssen  also  die  beiden  Geraden 
(Asymptoten)  5';,  und  B"i,  wechselseitig  aufeinander  senkrecht  stehen. 

Man  wird  daher,  weil  der  schief  projicierende  Strahl  S  zur  ver- 
ticalen  Projectionsebene  parallel  sein  soll,  bloß  die  beiden  Tangenten 
B'a  und  B'^i,  an  die  Horizontalspur  K\  des  Asymptotenkegels  zu  ziehen 
haben,  um  sogleich  Geraden  zu  erhalten,  welche  mit  der  Grundlinie 
den  Winkel  von  45"  einschließen  und  mithin  als  solche  auch  aufein- 
ander senkrecht  stehen. 

Diese  Tangenten  repräsentieren  bereits  die  Asymptoten  der  ge- 
suchten Contour.  Der  Schnittpunkt  o's  derselben  ist  der  Mittelpunkt 
■der  Contour  und  gleichzeitig  die  schiefe  Projection  des  Mittelpunktes 
(0,  0')  des  Hyperboloides. 

Hiernach  ergibt  sich  die  gewünschte  Richtung  des  schief 
projicierenden  Strahles  als  Verbindungsgerade  der  Punkte  (0,  0') 
und  {05,  o's). 

Um  endlich  die  reelle  Achse  der  Contourhyperbel  zu  er- 
balten ,  hat  man  den  zur  verticalen  Projectionsebene  senkrechten 
Durehmesser  {ah,  a'h')  des  Kehlkreises  {K,K')  schief  nach  a'^h's 
zu  projieieren,    oder,   was   gleichbedeutend   ist,    man    hat    durch 
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o's  eine  Senkrechte  zur  Grundlinie  zu  ziehen  und  auf  derseJbeu  von 
o's  aus  zu  beiden  Seiten  die  Strecke  a'sO'j  =  h\o',  gleich  dem  Radius 
des  Kehlkreisea  aufzutragen,  um  in  a's  und  h'a  bereits  die  Scheitel  der 
Contourhyperbei  zu  erhalten. 

§■  137. 

Erzeugung  eines  Eotationshypcrboloides ,    wenn  verscliiedene  Elemente 
(lessellieu  gegeben  sind. 

25.  Aufgabe.  Ein  Rotationshyperholoid  ist  durch  zwei  Erzen- 
gende, welche  einem  nnd  demselben  Systeme  angehören  und  durch 
einen  Punkt  der  Fläche  gegeben;  es  soll  der  Mittelpunkt,  der  Kelil- 
kreis  nnd  der  Asymptotenkegel  bestimmt  werden. 

In  Anbetracht  der  Einfachheit  der  Lösung  der  gestellten  Auf- 
gabe dürfte  die  bloße  Angabe  derselben  auch  ohne  graphische  Durch- 
führung Toltkommen  hinieichea. 

Die  beiden  Erzeugenden  seien  jf,  und  g^,  der  gegebene  Punkt  sei  F. 

Nachdem  durch  jeden  Punkt  auf  einem  Hyperboloide  zwei  Erzeu- 
gende, welche  verschiedenen  Systemen  angehören,  gehen,  und  jede 
Erzeugende  des  eiuen  Systems  (})  sämmtliehe  Erzeugenden  des  anderen 
Systems  ig)  schneidet,  so  wird  man  unmittelbar  eine  Erzeugende  l 
finden,  wenn  man  jene  Gerade  aufsucht,  die  durch  den  Punkt  P  ge- 
führt, die  beiden  Geraden  g^  und  g^  schneidet. 

Da  weiters  das  Hyperboloid  ein  Umdrehungshyperboloid  sein  soll, 
so  müssen  dessen  sämmtliehe  Erzeugenden  zu  den  Erzeugenden  eines 
Kreiskegels  parallel  sein. 

Ein  solcher  Kreiskegel  (Richtungskegel)  wird  sogleich  er- 
halten, wenn  mau  irgend  einen  Punkt  S  als  den  Scheitel  desselben 
beliebig  wählt,  und  durch  S  drei  seiner  Erzeugenden  y,,  y^  und  A  als 
die  Parallelen  zu  den  Geraden  p,,  g.^  und  l  führt. 

Durch  die  drei  Erzeugenden  y,,  y^  und  A  ist  der  Kreiskegel  voll- 
kommen bestimmt.  Sehneidet  man  nämlieh  auf  diesen  Geraden  vom 
Punkte  S  drei  gleiche  Strecken  äk,  ,  Sa^  und  Sß  ab,  so  sind  y^,  /, 
und  X  gegen  die  Ebene  der  drei  Punkte  «i,  a^  und  ß  gleich  geneigt, 
woraus  folgt ,  dass  diese  Ebene  den  Kegel  nach  einem  Kreise  K 
schneidet,  welcher  durch  die  drei  Punkte  c,,  a,  und  ß  geht. 
Die  Gerade  So.  welche  den  Scheitel  S  mit  dem  Mittelpunkte  o  des 
Kreises  K  verbindet,  ist  die  Achse  des  Kegels,  zu  welcher,  wie  bekannt, 
die  Achse  des  Umdrehungshyperboloides  parallel  sein  muss. 
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Berücksichtigt  man,  dass  jeder  Eiehtungskegel  eines  Hyper- 
boloides an  dem  Asymptoteniegel  desselben  parallel  ist,  dass  also 
auch  jede  Beriihrungsebene  des  Richtnngskegels  zu  einer  asymp- 
totischen Ebene  des  Hyperboloides  parallel  sein  wiid,  so  ergeben  sich 
folgende  weitere  Construetionen.  Construiert  man  namlich  die  Be- 
rührungsebenen A;,  A'(j  und  B'  des  Richtungskegel'!  (b,K)  in  den 
drei  Erzeugenden  y^,  y^  und  K,  und  führt  min  duich  die  Erzeugenden 
g^t  f/j  und  l  des  Umdrehungshyperboloides  die  Parailelebenen  ^,,  A„ 
und  B  KU  jenen  drei  Ebenen,  so  repräsentieren  diese  die  asympto- 
tischen Ebenen  der  drei  Erzeugenden  j/,,  g^  und  l,  welche  sich  in  dem 
Mittelpunkte  0  des  Umdrehungshyperboloides  schneiden  werden.  Die 
Umdrehungsachse  Z  des  letzteren  ergibt  sieh  nun  direct  als  die  Pa- 
rallele durch  0  zu  der  Achse  So  des  Eichtungskegels. 

Führt  man  ferner  durch  0  eine  Ebene  e  senkrecht  zu  Z,  so  stellt 
diese  bereits  die  Kehlkreisebene  yor.  Den  Kehlkreis  selbst  erhält  man 
als  jenen  Kreis,  welcher  durch  die  Schnittpunkte  der  drei  Erzeugeß- 
den  (/,,  i/a  und  l  mit  der  Ebene  e  gelegt  werden  kann. 

Den  Asymptotenkegel  endlich  construiert  man  als  den  Parallel- 
kegel zu  dem  Richtungskegel  {S,  K),  sobald  als  Scheitel  des  letzteren 
der  Mittelpunkt  0  des  Hyperboloides  angenommen  wird. 

_    In  derselben  Weise  kann   auch   die  folgende,    die  Bestimmung 
eines  ümdrehungshyperboloides  betreffende  Aufgabe  gelöst  werden, 

§.  138. 

2G.  Aufgabe.  Ein  Eotationshyperboloid  ist  durch  zwei  Er- 
zeugende desselben  Systems  und  eine  Berührungsebene  gegeben;  es 
Ist  der  Kehlkreis  und  der  Asymptoteukegel  zu  eonstruleren, 

Sind  g^  und  y«  die  beiden  Erzeugenden  und  T  die  Tangierungs- 
oder  Berührungsebene,  so  beachte  man  einerseits,  dass  in  jeder  Be- 
rührungsebene zwei  Erzeugende  verschiedener  Systeme  liegen,  und 
andererseits,  dasa  jede  Erzeugende  des  einen  Systems  alle  Erzengendea 
des  anderen  Systems  schneidet. 

Bestimmt  man  somit  die  Dnrchstoßpunkte  z/,  und  J^  der  ge- 
gebenen Erzeugenden  (/,  und  g^  mit  der  Berührebene  I,  so  stellt  die 
Verbinduugsgerade  z/i^/,  der  obgenannten  Punkte  bereits  eine  Erzeu- 
gende des  Systems  (  vor. 

Im  weiteren  bleiben  die  Operationen  zur  Ermittelung  des  Kehl- 
kreises und  des  Asjmptoteukegels  genau  dieselben,  wie  diese  iß  der 
vorhergehenden  Aufgabe  auseinandergesetzt  wurden. 
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§.  139. 

27.  Aufgabe.  Ein  windseliiefes  Hyperboloid  ist  durch  einen 
Riehtungskegel  nnd  durcli  vier  Punkte  gegeben;  es  ist  die  Kehl- 
ellipse (der  Kehlkreis)  und  der  Asymptotenkegel  zu  eonstruieren. 

Da  das  Princip  der  Lösung  von  dem  Äehsenverbältnisse  des  ge- 
gebenen Richtuügskegels  unabhängig;  ist,  so  können  wir  ohne  der 
Allgemeinheit  Eiotrag  zu  thun,  diesen  Kegel  als  geraden  Kreiskegel, 
uud  mithin  das  Hyperboloid  als  Umdreiiungsbyperboloid  voraussetzen. 

Deoken  wir  uns  die  horizontale  Projectionsebene  seukrecht  zn 
der  Achse  des  gegebenen  Ricbtungskegels  gelegt,  so  wird  sich  die 
HorizoD talspur  des  letzteren  als  Kreis  {0,C')  (Taf.  IX,  Fig.  50)  dar- 
stellen. 

Die  vertieale  Projectionsebene  legen  wir,  um  die  Coustructionen 
zu  vereinfachen,  unmittelbar  durch  den  Scheitel  S  des  Ricbtungskegels, 

Die  Projectionen  der  vier  gegebenen  Punkte  des  Hyperboloides 
mögen  sieh,  auf  diese  beiden  Ebenes  bezogen,  in  {a,a'),  (p,h'),  {c,c'), 
(f7,  (if')  ergeben. 

Der  Ort  der  Mittelpunkte  paralleler  Sehnen  eines  windschiefen 
Hyperboloides  ist,  wie  wir  bereits  nachwiesen,  eine  Ebene,  und  zwar  die 
der  Richtung  der  genacGten  Sehnen  eonjugierte  Durchmesserebene.  Diese 
Sehnen  schneiden  aber  auch  den  dem  Hyperboloide  zugehörigen  Asylnp- 
totenkegel  in  je  zwei  Punkten,  usd  der  geometrische  Ort  aller  Hal- 
bierungspunkte der  von  diesen  Punktepaaren  gebildeten  Strecken  ist 
dieselbe  vorher  angeführte  Ebene. 

Berücksichtigt  mau,  dass  jeder  Richtungskegel  eines  Hyper- 
boloides, da  seine  Erzeugenden  zu  jenen  des  Hyperboloides  parallel 
sind,  auch  zu  dem  Asymptotenkegel  parallel  sein  muss,  der  Rich- 
tungskegel somit  stets  als  eine  Parallelversehiebung  des 
Asymptotenkegels  betrachtet  werden  kann,  so  ergeben  sich  fol- 
gende Coustructionen, 

Denken  wir  uns  zwei  der  gegebenen  Punkte,  allenfalls  (b,h')  und 
{c,c'),  durch  eine  Gerade  [bc,  ^f'c')  verbunden,  und  suchen  wir  die  zu 
der  Richtung    dieser   Geraden    eonjugierte  Durehmesser  ebene. 

Den  vorhergehenden  Auseinandersetzungen  gemäß  geht  diese 
Ebene  einerseits  durch  Mittelpunkt  {m,m')  der  Strecke  (bc,h'c')  und 
ist  dieselbe  andererseits  zu  jener  Durcbmesserebene  e\c'i,  des  Rich- 
tungskegels parallel,  welche  dem  durch  den  Kegelscheitel  S  parallel 
zu  Q>c,h'c')  gezogenen  Strahle  («,  ß')  conjugiert  ist. 

Die  Ebene  e'^e'k  kann,  wie  folgt,  bestimmt  werden.  Man  er- 
mittelt zunächst  die  Polare  c'h  des  Horizontaldiircbstoßpunktes  h'  des 
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Strahles  (a,  a')  in  Bezug  auf  den  Basiskreis  {C,G')  des  Riehtungskegels. 
Diese  Polare  e'j  stellt  bereits  die  Horizontaltrace  der  gesuchten  Ebene  e 
dar.  Da  weiters  die  besagte  Ebene  als  eine  Duvchmesserebene  des 
Kegels  durch  den  Scheitel  S  des  Kegels  gehen  muss  und  dieser  in  der 
verticalen  Projections ebene  liegt,  so  folgt,  dass  die  Verticaltraee  e\ 
durch  8  zn  führen  sei.  Legt  man  nun  durch  {m,m']  zu  der  Ebene  e'^e'^ 
eioe  Parallelehene  Et'E'h .  so  stellt  diese  diejenige  Durchmesserebene 
des  Hyperboloides  dar,  welche  die  Halbierpunkte  der  zu  {hc,  i'c'}  pa- 
rallelen Sehnen  enthält. 

Denkt  maa  sich  in  derselben  Weise  die  zu  der  Verbindangs- 
geraden  zweier  anderer  Punkte  («,«')  und  {(l,d')  cocjugierte  Dureh- 
.messerehene  JS^„JS\,  mit  Hilfeder  zur  Richtung  (ad^a'ä')  oder  (ß,ß') 
coDJugierten  Durchmesserebene  c%«;\  des  Richtungskegels  ermittelt, 
und  endlich  noch  eine  dritte  Ebene  E\E\  coastruiert,  welche  aber- 
mals zu  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte  (c,c')  uud  (d,rf')  eonjugiert 
ist,  so  ist  klar,  dass  der  Schnittpunkt  (0,  0')  dieser  drei  Ebenen  kein 
anderer  als  der  Mittelpunkt  des  Hyperboloides  sein  kann. 

Construiert  mau  nun  einen  Kegel  {0,K^)  parallel  zum  Eieh- 
tungskegel  {S,  C)  mit  (0,  0')  als  Scheitel,  so  repräsentiert  dieser  den 
Asymptotenkegel.  Die Contourzeugeuden  desselben  sind  inverticaler 
Projectiou  als  die  zu  den  Conto iirerzeugen den  des  Eiehtungskegels 
{5",  C)  parallelen  Geraden  Ä^  und  A^  dargestellt. 

Es  erübrigt  schließlich  nur  noch,  den  Kehlkreis  des  Hyper- 
boloides zu  construieren.  Hiezu  benützen  wir  einen  der  gegebenen 
vier  Punkte,  etwa  Q),h').  Die  durch  (h,l')  gelegte,  zur  Horizontalebene 
parallele  Ebene  t^  schneidet  das  Hyperboloid  in  einem  Kreise  {K^,K'g), 
welcher  durch  (b,h')  geht,  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Drehachse 
des  Hyperboloides,  d.i.  auf  der  durch  {0,0')  gehenden  horiaontalpro- 
jicierenden  Geraden  Z  liegt. 

Da  weiters  im  Hyperboloide  Erzeugende  vorkommen,  welche  zur 
verticalen  ProjectionseLeue  parallel  sind,  und  die  Gerade  A,  die  verti- 
cale  Projection  g  zweier  solcher  Erzeugenden  repräsentiert,  so  schneidet 
der  genannte  Kreis  (K^,K'^)  die  Gerade  ^4,  in  einem  Punkte  {6,6'}, 
welcher  dem  Hyperboloide,  also  aach  der  zu  suchenden  Erzeugenden 
(g,g')  angehört- 

Durch  d'  geilt  die  horizontale  Projectiou  g'  dieser  Erzeugenden; 
dieselbe  ist  hiedurch,  indem  sie  zur  Grundlinie  parallel  sein  muss, 
vollständig  bestimmt. 

Beschreibt  man  endlich  aus  dem  Mittelpunkte  0'  einen  Kreis  K\ 
welcher  die  Gerade  g'  in  o'  berührt,  so  ist  einleuchtend,  dass  derselbe 
nichts  anderes  als  die  Horizontalprojection  des  Kehlkreises 
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(K,K-)  darstellt.    Die  Ebene  des  Kehlkreises  ist  die  zur  hori- 
zontalea  Projeetionsebene  durch  (0,  0')  gehende  parallele  Ebene  tJi,. 

Wäre  der  Richtungskegel  ein  gerader  elliptischer 
Kegel,  so  wird  man  überall  dort,  wo  in  der  eben  besprochenen  Auf- 
gabe Kreise  gezeichnet  wurden,  coneentrische,  ähnlich  gelegene 
und  zum  Hauptschiiitte  des  Richtuagskegeis  ähnliehe 
Ellipsen  zur  Construction  in  Verwendung  bringen  müssen. 

§.  141. 

28.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Gerade  zu  bestimmen,  welche  drei  sieh 
kreuzende  Geraden  schneidet  tind  einen  Kegel  zweiten  Grades  berührt. 

Die  drei  sieh  kreuzenden  Geraden  seien  {l„  l\),  (l^,  l'^)  und  (l^,  l^') 
(Taf.  X,  Fig.  51).  Ferner  möge  der  Kegel  durcd  seinen  Seheitel  (S,  S') 
und  seine  Horizontalspur  {K,  K')  gegeben  sein. 

Fassen  wir  die  drei  Geraden  \,  l^  und  l^  als  die  Leitgeraden 
für  ein  windschiefes  Hyperboloid  auf,  so  wird  jede  Gerade,  welche 
i,,  Jj  und  \  schneidet,  eine  Erzeugende  dieses  Hyperboloides  vor- 
stellen. Unter  diesen  Erzeugenden  haben  wir  nun  jene  Erzeugende 
G  zu  bestimmen,  welche  gleichzeitig  eine  Tangente  des  gegebenen 
Kegels  {S,  K)  repräsentiert. 

Die  Ebene,  weiche  durch  diese  Erzeugende  G  und  durch  den 
Eegelscheitel  {S,S')  gelegt  wird,  muss  demnach  eine  Tangentialebene 
des  Kegels  {S,K)  sowohl,  als  auch  eine  Tangentialebene  des  Hyper- 
boloides darstellen,  oder  mit  anderen  Worten,  die  zu  bestimmende 
Gerade  wird  eine  von  jenen  Erzeugenden  des  Hyperboloides  (?,  (,  Q 
sein  mösseu,  welche  gleichzeitig  in  einer  der  vier  gemeinschaftlichen 
Berührebenen  des  Kegels  [S,  K)  und  des  aus  dem  Punkte  (S,  8'), 
dem  Hyperboloide  umschriebenen  Kegels  liegt. 

Hiemit  ist  die  Lösung  der  Aufgabe  principieil  erledigt;  bezüg- 
lich der  eonstruetiveu  Durchfuhrung  dürfte  sich  jedoch  folgende 
Form  empfehlen. 

Wir  betrachten  vorübergehend  die  horizontale  Projeetionsebene 
als  Bildebene  für  ncentrale  Projectionu.'und  den  Kegelscheitel  {S,&) 
als  das  gewählte  Projectionscentrum.  Auf  Grund  dieser  Voraussetzung 
ist  einleuchtend,  dass  die  Centralprojection  einer  jeden  Tangente  des 
Kegels  {8,  K')  eine  Tangente  des  Kegelschnittes  K'  sein  müsse. 

Ferner  ist  bekannt,  dass  die  Centralprojectionea  der  beiden 
Systeme  vou  Erzeugenden  eines  Hyperboloides,  einen  und  denselben 
Kegelschnitt  E  —  die  Contour  des  Hyperboloides  —  einhüllen. 
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Es  wird  sich  demnach  zunächst  um  diese  Contourbestimniung 
handeln.  Behufs  ihrer  Feststellung  construieren  wir  vorerst  die  Central- 
projectionen  lj=d',v\;  l^=:id\v'„  und  l^  =:  d'^v'^  der  drei  Leit- 
geraden l^,  It,  und  l„  indem  wir  die  Horizontaldurchstoß  punkte  d\, 
(i'j,  d'3  derselben,  sowie  auch  die  Horizontaldurohstoßpunkte  v',,  v'^ 
und  «'3  ihrer  Fluchtstrahlen  ermitteln. 

Vermittelst  dieser  Centralprojectiooen  kann  man  weiters  ohne 
jedwede  Schwierigkeit  die  Centralprojectionen  ä\(p,  und  d^tp«  zweier 
Erzeugenden  des  Hyperboloides  finden.  Zur  Erreichung  dieses  Zweckes 
werden  wir  einfach  jene  Erzeugenden  der  geoanuten  Fläche  bestimmen, 
welche  in  zwei  durch  d^v.^  beliebig  gelegten  Ebenen  c'^e^  und 
c'je^  liegen. 

Die  Projectionen  J,,  l^,  l^,  8^q>i  und  ä^(f^  der  fünf  auf  dem 
Hyperboloide  liegenden  Geraden  bestimmen  „als  Tangenten"  den  vor- 
genannten Kegelschnitt  -S,  welcher  aus  diesen  fünf  Tangenten  auf 
irgend  eine  der  bekannten  Arten  coastruiert  werden  kann. 

Ziehen  wir  nun  eine  von  den  vier  gemeinschaftliehen  Tangenten 
der  beiden  Kegelschnitte  K'  und  2^,  beispielsweise  1),  =  G,  so 
repräsentiert  dieselbe  die  Centralprojection  einer  Erzeugenden  des 
Hyperboloides,  welche  gleichzeitig  den  Kegel  {S,  K')  berührt,  also 
der  gestellten  Aufgabe  genügt. 

Die  orthogonalen  Projectionen  g  und  g'  der  obbezeieh- 
neten  Geraden  können  nunmehr  anstandslos  und  höchst  einfach  in 
nachstehender  Weise  ermittelt  werden. 

Die  Punkte  A^,  A^  und  A^,  in  welchen  G  die  Geraden  L,,  L^ 
und  i,  trifft,  sind  die  Centralprojectionen  jener  drei  Punkte  {ö.,,«',), 
(«5,«',)  und  («3,  «'3),  in  welchen  (g,g')  die  drei  Leitgeraden  /,,  Ij,  I3 
schneidet;  man  erhält  daher  a\,  a\  und  «'3  im  Schnitte  von  l\,  l'^ 
und  ^'3  mit  den  Horizontalprojectionen  S'A^,  1SM3  und  S'A^  der 
diese  Punkte  A^,  Ä^  und  Ä^  centralprojicierenden  Strahlen.  Die  Ver- 
ticalprojectionen  a,,  «2  und  a^  der  Schnittpunkte  können,  wie  bekannt, 
nnmittelbar  aus  den  Horizontal  projectionen  a\,  a\  und  a\  abgeleitet 
werden, 
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X.  Capitel. 
Aufgaben  und  Constructionen  über  das  hyperbolische  Paraboloid. 

§■  142. 

39.  Aufgabe.  CtegebeB  sind  drei  sieh  kreuzende  Geraden;  es  ist 
eine  Gerade  zu  finden,  welche  jede  dieser  drei  Geraden  ia  einem 
Punkte  schneidet,  und  zu  einer  gegebenen  Ebene  parallel  ist. 

Wir  nehmen  diesfalls  die  gegebene  Ebene  uamittelbar  mit  einer 
der  Projectionsebenen ,  etwa  mit  der  horizontalen  Ebene,  zusammen- 
fallend an.  Die  drei  gegebenen  Geraden  mögen  in  BeKug  auf  diese 
und  die  an  beliebiger  Stelle  geführte  yertieale  Projectionsebene  durch 
(;,,  l\),  (;„  i'a)  und  {S,  S')  (Taf.  XI,  Fig.  52)  dargestelit  erscheinen. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  fordert  die  Aufgabe  die  Constrnction 
einer  zur  Horizontalprojeetionsebene  parallelen  Geraden,  welche  mit 
jeder  der  drei  Geraden  {l,,l\),  (J^,  l'^) ,  (S,  S')  je  einen  Punkt 
gemein  hat. 

Kassen  wir  zu  diesem  Behufe  die  beiden  Geraden  (lt,l\)  und 
((,,!'„)  als  „Leitgeraden"  und  die  horizontale  Projectionsebene  als 
„Richtebene"  für  ein  hyperbolisches  Paraboloid  auf.  Dieses  Para- 
boloid wird  von  der  Geraden  {S.S'j  in  zwei  Punkten  getroffen,  und 
die  durch  diese  Punkte  gehenden  Erzeugenden  sind  sodann  oifenbar 
die  verlangten  Geraden. 

um  die  Diirchstoßpunkte  der  Geraden  (8,  S')  mit  dem  Para. 
boloide  festzustellen,  denken  wir  uns  die  Kichtung  der  Geraden 
(iS, iS') gleichzeitig  als  jene  eines  schief  projicier enden  Strahles, 
und  bestimmen  unter  dieser  Annahme  die  Contour  des  Paraboloides 
auf  der  horizontalen  Projectionsebene.  Besagte  Contour  ist  bekanatlich 
(Satz  87)  eine  Parabel,  welche  von  den  schiefen  Projectionen  aller 
Erzeugenden  des  Paraboioides  umhüllt  wird. 

Nachdem  die  gegebene  Gerade  (S,S')  zum  schief  projicierenden 
Strahle  parallel  ist,  so  erscheint  dieselbe  in  der  schiefen  Projeetion 
als  ein  Punkt,  der  mit  dem  Horizontaldurchstoßpuukt  {H,R')  der- 
selben identisch  ist.  Die  durch  den  Punkt  {H,H')  an  die  Contour- 
parabel  gezogenen  Tangenten  sind  offenbar  die  schiefen  Projectionen 
jener  Erzeugenden  des  Paraboioides,  welche  die  Gerade  (Ä,  S')  schneiden. 

Die  Contourparabel  selbst  bestimmt  man  durch  vier  Tangenten 
in  der  folgenden  höchst  einfachen  Weise.  Die  Gerade  git,  welche  die 
Horizontaldurehstoßpuukte  i}ij_,h\)  und  {h^,h\)  der  beiden  Leitgeraden 
verbindet,   ist   eine  Erzeugende   des  Paraboioides,   und  da  dieselbe  iu 
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der  horizontalen  Projectionsebene  liegt,  so  ist  sie  (als  ihre  eigene 
schiefe  Projeetion)  gleichzeitig  eine  Tangente  der  ContOurparabe!. 

Die  verticai-projicierende  Gerade  (ßi.  g',),  derea  vertieale  Pro- 
jeetion der  Schnittpunkt  g,,  der  vertiealen  Projectionen  1^  und  l^  der 
beiden  Leitgeraden  ist,  stellt  gleichfalls  eine  Erzeugende  des  Para- 
boloides  dar,  indem  dieselbe  die  beiden  Leitgeradeu  in  jenen  Punkten 
(p,,  p'i)  und  (p^,  p'^)  schneidet,  deren  Verfcicalprojectionen  mit  dem 
Schnittpunkte  von  l^  und  l^  zusammenfallen. 

Die  schiefe  Projeetion  g'a  dieser  Erzeugenden  ist  eine  zweite 
Tangente  der  Contourparabel.  Auf  derselben  liegen  auch  die  schiefen 
Projectionen  p\  und  ^%  der  den  Geraden  l^  und  l^  angehörigen 
Punkte  (p,,p',)  und  (p^,p'i),  so  dass  sich  die  schiefen  Projectionen  der 
erstereu  in  den  Verbindungsgeraden  l'a  un-i  i%  der  Punkte  /*',  und  p'a, 
resp.  der  Punkte  h'^  uad  2>''s  ergeben.  Diese  schiefen  Projectionen 
Vs  und  l\  sind   zwei   weitere  Tangenten   der   vorerwähnten  Parabel. 

Durch  die  vier  Tangenten  gi,,  ys,  l's  und  Ps  ist  die  Contour- 
parabel vollkommen  bestimmt,  und  nnn  kann  imnmehr  constructir 
die    durch   den   Punkt  H'   gehenden    Tingenten   derselben   ermittelü. 

Wir  wissen  nämlich,  dass  die  sammtUchen  Tangenten  einer 
Parabel  auf  zwei  festen  Tangenten  l\  und  l\  deiselben,  ähnliche 
Punktreihen  bestimmen,  Projieiert  man  die&e  beiden  Punktreihen 
vom  Punkte  H',  als  Scheitel,  durch  zwei  piojectnische  coneeutrische 
Strahlenbüsehel,  so  stellen  bekanntlich  die  Doppelstrahlen  dieser  beiden 
Büschel  die  von  //'  ausgehenden  Tangenten  der  Parabel  dar. 

Da  drei  Paare  entsprechender  Punkte  beider  Reihen,  d,  i.  die 
Punkte  Ä',  und  h'^;  p\  und  ^'3,  sowie  die  unendlich  fernen  Punkte 
beider  Reihen  bekannt  sind,  so  kennt  man  auch  drei  Paare  ent- 
spreebender  Strahlen  in  den  concentrischen ,  projectivischen  Büscheln, 
d.  i.  die  Strahlen:  a^a^,  ßißs<  Ay«'  welche  diese  Puaktpaare  pro- 
jicieren. 

Mit  Zuhilfenahme  dieser  Strahlen  kann  man  nach  der  bekannten 
Steiner'sehen  Methode  die  Doppelstrahlen  g"^'  und  g'^  leicht  con- 
struieren. 

Beide  sind ,  als  Tangenten  der  Contourparabel ,  schiefe  Pro- 
jectionen zweier  Erzeugenden,  welche  die  schief  projicierende  Gerade 
(S,  S')  schneiden.  Um  diese  Erzeugenden ,  beispielsweise  jene  der 
Geraden  g^  entsprechende  Erzeugende  (gm,g'm)  zu  finden,  hat  man  nur 
zu  beachten,  dass  der  Punkt  jmj,  in  welchem  g'^  die  Gerade  l^s 
trifft,  die  schiefe  Projeetion  jenes  Punktes  (m,m')  sei,  durch  welchen 
!  (</m,g',«)  geht.    Der  Punkt    {m,m')  ist  ver- 
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mittelst  des  durch  nu  geführten  schief  projicierendeu  Strahles  leicht 
ermittelt. 

Führt  man  endlich  durch  m  die  Parallele  g^  zur  örundiinie,  so 
repräsentiert  diese  die  Verticalprojection  der  gesuchten  Erzeugenden, 
während  sieh  die  horizontale  Projection  g'm  als  die  Parallele  durch  m' 
zu  3™  ergibt. 

In  ganz  gleicher  Weise  Itann  auch  die  der  schiefen  Projeetion 
g"  entsprechende  Erzeugende  (g„,  g'„)  construiert  werden.  Hiermit  hat 
die  gestellte  Aufgabe  ihre  Lösung  gefunden. 

§.  14.3. 

30.  Aufgabe.  Vier  sieh  kreuzende,  zu  eiuer  und  derselben 
Ebene  parallele  Geraden  sind  gegeben:  es  ist  eine  fünfte  Gferade  zu 
eonstruieren,  welche  jede  der  gegebenen  Geraden  in  je  einem  Punkte 
schneidet. 

Diese  Aufgabe  kann  auf  zweierlei  Weise  gelöst  werden.  Die 
erste  Lösung  ist  mit  der  in  Aufgabe  1)  gegebenen  Construction  iden- 
tisch; eine  zweite  besondere  Lösung  dagegen  ist  durch  die  Bedingung, 
dass  die  vier  gegebenen  Geraden  zu  einer  und  derselben  Ebene  parallel 
sind,  ermöglicht. 

Die  gegebene  Ebene,  zu  welcher  die  vier  Geraden  parallel  sind, 
wählen  wir  als  horizontale  Projectionsebene,  die  verticale  Ebene  dagegen, 
welche  wir  an  beliebiger  Stelle  senkrecht  zu  der  ersteren  führen 
können,  nehmen  wir,  um  constructive  Vereinfachungen  zu  erzielen, 
so  an,  dass  sie  durch  die  eine  der  gegebenen  Geraden,  etwa  durch 
;,,  hindurchgehe.  Die  übrigen  drei  Geraden  ((j,  ?'j),  {l^,  V^  uud  (Z^,  /',) 
(Taf.  X,  Fig.  53)  haben  diesfalls,  der  obigen  Voraussetzung  gemäß,  zur 
Grundlinie  parallele  Verticalprojectionen  (^,  /g  und  l^. 

Das  Princip  der  Lösung  der  vorstehenden  Aufgabe  beruht  nun 
auf  folgender  Anschauung. 

Wir  können  (nach  Sata  95)  drei  beliebige  von  den  vier  gege- 
benen Geraden,  beispielsweise  ?,,  \  und  l^,  da  sie  zu  der  nämlichen 
Ebene,  diesfalls,  auf  Grund  der  getroffenen  Wahl,  zu  der  horizontalen 
Projectionsebene  parallel  sind ,  als  Leitlinien  für  ein  hyper- 
bolisches Paraboloid   annehmen. 

Werden  zwei  Erzeugende  dieses  Paraboloides  bestimmt ,  und 
eine  zu  beiden  parallele  Ebene  It^  construiert,  so  ist  diese,  wie  wir 
aus  der  vorausgeschickten  Theorie  dieser  Fläche  wissen,  die  zweite 
Kichtebeue.  Die  erste  der  diesbezüglichen  Kichtebenen  wird  unmittel- 
bar durch  die  horizontale  Projectionsebene  vertreten. 
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Jede  Gerade,  welche  zu  dieser  Ebene  Ä,  parallel  läuft,  und 
die  Geraden  (,  und  '2  schneidet,  ist,  wie  wir  wissen,  eine  Erzeugende  des 
Paraboloides,  welche  nothweudig  auch  die  dritte  Gerade  ?,  sehneiden  muss. 

Nehmen  wir  ferner  die  Geraden  1,,  h  und  l^  als  Leitlinien  eines 
zweiten  Paraboloides  an,  construieren  wieder  zwei  Erzeugende  des- 
selben und  legen  parallel  zu  beiden  eine  Ebene  B^,  so  stellt  diese 
Ebene  offenbar  die  aweite  Richtebene  7f„  des  Paraboloides  dar; 
während  die  zugehörige  erste  Eichtebeue  auch  hier  durch  die  hoii- 
zontale  Projectionsebene  repräsentiert  erscheint.  Eine  jede  Gerade, 
welche  zu  R„  parallel  ist,  und  die  Geraden  l^  und  l^  schneidet,  ist 
eine  Erzeugende  des  betreffenden  Paraboloides.  Letztere  wird  selbst- 
verständlich auch  die  IjeitgeiaJe  7^  in   einem  Punkte   treffen  müssen. 

Ermittelt  man  nun  den  Schnitt  S  der  beiden  Richtebenen  if, 
und  ü'j,  und  sucht  jene  Geride  g,  welche  zu  S  parallel  ist  uiid  die 
beiden  Geraden  ?j  und  L  schneidet,  so  ist  dieselbe  eine  Erzeugende, 
sowohl  des  einea,  als  auch  des  anderen  Paraboloides,  und  muss  dem- 
gemäß auch  die  beiden  Geiaden  J^  und  l^  schneiden;  dieselbe  erfüllt 
somit  die  durch  die  vorliegende  Aufgabe  gestellten  Forderungen. 

Was  die  giaphische  Duichführung  anbelangt,  so  dürfte 
man  auf  Grund  der  hier  getroffenen  Anordnungen  das  angestrebte 
Ziel  folgendermassen  am  einfachsten  erreichen. 

Die  beiden  Paraboloide,  welche  beziehungsweise  durch  ?,,  1^ 
und  I3  und  durch  l,,  L  und  i,  als  Leitgeraden  gegeben  sind,  be- 
zeichnen wir  der  Kürze  halber  mit  P  (i33}  und  P  {134). 

Um  irgend  eine  Erzeugende  (gig\)  des  Paraboloides  P  {123) 
zu  finden,  nehmen  wir  auf  der  in  der  vertiealen  Projectionsebene 
liegenden  Leitgeraden  l^  einen  beliebigen  Punkt  (Aj,«',)  an  und  führen 
durch  diesen  Punkt  und  durch  die  Leitgerade  (l„J'„)  eine  Ebene  e^.  Die 
Vertiealtrace  e\  dieser  Ebene  geht  durch  «  und  durch  den  verti- 
ealen Durchstoßpunkt  {v,f')  der  Geraden  Q^A'^)-  Die  Horizontaltrace 
e's  (die,  weil  nicht  nothwendig,  auch  nicht  verzeichnet  wurde)  ist 
parallel  zur  Horizoatalprojection  l'^.  Ermittelt  man  weiters  den 
Schnitt  der  Ebene  e,  mit  der  Leitgeraden  ((3,  l'.^)  etwa  dadurch,  dass 
man  sich  durcb  /j  eine  horizontale  Ebene  gelegt  denkt,  welche  e,  in 
einer  zu  (J^^V^  parallelen  Geraden  (ff,, ff',)  schneidet,  ihrerseits  dagegen 
die  Gerade  {lyl'^)  in  dem  gesuchten  Punkte  («,,«',)  trifft.  DieGerade 
(Si'9'i)  (Erzeugende)  ergibt  sich  sodann  als  die  Verbindaagsgerade 
der  Punkte  («,,«',)  und  («,,  0',). 

Eine  zweite  Erzeugende  {gi-g'^)  des  Paraboloides  P  (123)  findet 
man  auf  gleiche  Weise  durch  Zuhilfenahme  eines  zweiten  Punktes 
(«2,  a'^)  auf  {l^.  l\). 
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Die  nämlichen  Punkte  («,,«',)  und  {a^,a'^)  kann  man  auch  in 
Übereinstimmung  mit  dem  Vorhergehenden  aur  Coostrnction  der 
dnrch  dieselben  gehenden  Erzeugenden  {if^,  g'^)  und  (g^,  g\)  des  Para- 
boloides  P  {124)  benutzen. 

Die  leiden  Riehtebenen  B^  und  R^  der  Parabolojde  P  (123) 
und  P  {^24),  sowie  deren  gegenseitiger  Schnitt  (s,  s')  sind  nunmehr 
leicht  zu  constriiieren. 

Ziehen  wir  zu  diesem  Zwecke  durch  [«[, «',)  eine  Parallele 
(3's'3''i)  zur  Erzeugenden  (gi,g'^)  und  eine  Parallele  (y^ty'^)  zur  Er- 
zeugenden iSi^g'i),  so  ist  die  Bichtebene  Iti  durch  die  beiden  erst- 
genannten Geraden  igi,g\)  und  (^a,  y'j)  und  deren  Horizontaltraee 
R'h  durch  die  Verbindungsgerade  der  Horizoatalspuren  z)',  und  z/'j 
dieser  Geraden  bestimmt. 

Die  zweite  ßichtebene  P^  S^^^  durch  die  Geraden  {g^.g'^)  und 
ifvy'i}\  ihre  Horizontaltraee  -R'a  ist  die  Verbindungsgerade  der  Hori- 
zontalspuren z/'g  und  ^\  der  beiden  obbezeichneten  Geraden. 

Nachdem  die  beiden  Eichtebenen  -R,  und  J?j  durch  den  näm- 
lichen Punkt  («,,«'1)  gehen,  so  ist  derselbe  ein  Punkt  ihres  Schnittes 
{s,s');  ein  zweiter  Punkt  des  besagten  Schnittes  ist  der  den  Hori- 
zontaltracen  /i\  und  E^i,  gemeinschaftliche  Punkt  {rf,  d'). 

Die  erlangte  Schnittlinie  (s,  s')  ist  sonach  die  Verbind uugsgerade 
von  («i,  a\)  mit  {d,  d'). 

Es  erübrigt  endlich  noch  die  Bestimmung  einer  Geraden  {S,S'), 
weiche  zu  (s,s')  parallel  ist,  und  die  Geraden  (liJ',)  und  (l„,l'^) 
schneidet.  Diese  Gerade  muss,  da  (s,s')  und  (ij,  i'j)  einen  Punkt  («,,«',) 
gemein  haben,  in  der  durch  diese  beiden  Geraden  bestimmten  (zur 
Grundlinie  parallelen)  Ebene  E,Ejt  liegen. 

Hiernach  hat  man  bloß  den  Schnitt  der  Ebene  E^Hh  mit  der 
Geraden  {lq,l'i)  aufzusuchen,  und  durch  den  so  erhaltenen  Schnitt- 
punkt (A,A')  eine  Parallele  zu  (s,s')  zu  ziehen,  um  die  gewünschte, 
der  Aufgabe  entsprechende  Gerade  {S,S')  dargestellt  zu  erhalten.  Zu 
diesem  Behufe  kann  folgender  Weg  eingeschlagen  werden. 

Man  denke  sich  den  Schnitt  der  Ebene  £„£/,  mit  der  horizon- 
talen durch  {1^,1'^)  gelegten  Ebene  ermittelt,  und  zu  diesem  Zwecke 
in  einer  der  Ebene  £,£/.  angehörenden  Geraden,  beispielsweise  direct 
in  {s,s'),  den  Punkt  («,«')  so  bestimmt,  dass  dessen  Verticalprojection 
tt  in  l„  liegt,  und  durch  «'  eine  Parallele  (r,  tj')  zur  Grundlinie  ge- 
zogen. Letztere  schneidet  die  Gerade  (?i,  ('3),  wie  einleuchtend,  bereits 
in  dem  gesuchten  Punkte  {A,A').  Die  durch  iA,A')  parallel  zu  (s,s') 
geführte  Gerade  {S,S')  trifft  die  Geraden  {l„l\),  [l^J'^)  und  (J^,l\) 
beziehungsweise  in  den  Punkten  (F,  F'),  {B,  P')  und  {G,C'). 
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Vergleicht  mau  die  eljea  besprochene  Lösung  des  vorliegenden 
Problems  mit  der  allgemeinen  in  Aufgabe  1)  gegebenen,  so  findet 
matt,  dass  dort  zwei  Geraden  esistieren,  welche  den  daselbst  gestellten 
entsprechen,  während  im  vorstehenden  Falle  scheinbar 
!  solche  Gerada  iS,S')  vorhanden  ist.  Man  darf  hierbei  aber 
nicht  vergessen,  dass  der  Voraussetzung  nach  die  vier  Geraden  l  zu 
i  Ebene  (horizoatale  Projectionsebene)  parallel  sind,  und  dass 
I  unendlich  ferne  Gerade  dieser  Ebene,  die  zweite 
der  Aufgabe  entsprechende  Gerade  repräsentiert, 

§.  143- 

ö'l.  Aufyabc.  An  ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist  in  einem 
seiner  Punkte  eine  Berührebene  zu  construieren. 

Die  Richtebene  des  Paraboloides  nehmen  wir  direet  als  horizon- 
tale Projectionsebene  an.  Die  Projectionen  der  beiden  Leitgeraden 
seien  (l^,  l,\),  ((j,  i'^). 

Um  irgend  einen  auf  der  Fläche  des  Paraboloides  liegenden 
Punkt  zu  ermitteln,  bestimmen  wir  zunächst  eine  beliebige  Erzeugende 
(g,g'}  (Taf.  IX,  Fig.  54),  indem  wir,  obiger  Annahme  gemäß,  eine  Ge- 
rade g  an  willkürliclier  Steile  parallel  zur  Grundlinie  ziehen,  und  di'' 
horizontale  Projeetion  g'  vermittelst  der  den  Leitgeraden  ;,  und  l^  au- 
gehörigen Punkte  {a,a')  und  (&,&')  ableiten. 

Auf  der  so  bestimmten  Erzeugenden  {g,g')  sei  der  Punkt  (p,p'} 
gegeben,  in  welchem  die  das  Paraboloid  berührende  Ebene  constraierfc 
werden  soll. 

Wie  bereits  aus  früheren  Erörterungen  geläufig,  muss  die  letzt- 
genannte Ebene  die  Erzeugende  (g,g')  sowohl,  als  auch  die  durch  (p,p') 
gehende  Erzeugende  des  zweiten  Systems  enthalten.  Es  wird  sieh 
somit  hauptsächlich  um  die  Ermitteluiig  dieser  letzterwähnten  Erzeu- 
genden handeln. 

Die  vertiealprojicierende  Gerade  lffs,g's),  welche  durch  den  Durch- 
sehnittspunkt  ga  der  verticalen  Projectionen  l,  und  l^  der  beiden  Leit- 
geraden geht,  ist,  da  sie  einerseits  zur  Kichtebene  (horizontale  Projec- 
tionsebene) parallel  läuft,  andererseits  aber  die  beiden  Leitgeraden 
{l^,  l\)  und  {l.p  l\)  schneidet,  eine  zum  Systeme  (g)  gehörende  Er- 
zeugende. 

Diese  besondere  Lage  der  Erzeugenden  bietet  für  die  meisten 
Constructionen  wesentliche  Vortheile,  da  allen  ihren  Punkten  die  näm- 
liche Vertiealprojection  zukommt.  Von  deren  graphischer  Verwendbar- 
keit werden  wir  sofort  Gelegenheit  finden,    uns  zu  überzeugen.    Eiue 
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anderweitige  Eraengende  des  Systems  (g)  ist  die  Gerade  {gh,g'i,),  welche 
die  Horizontalspuron  h\  und  h'^  dei  Leitgeraden  (?,,^',)  und  (1^,1'^) 
verbindet. 

Die  durch  den  Pnnkt  {p,p')  der  Fläche  gehende  Erzeug;ende  {).,)-') 
des  zweiten  Systems  (i)  ist  eine  Gerade,  welche  bekanntlich  alle  Er- 
/.eugenden  des  Systems  (g),  mithin  auch  die  Geraden  (gs,g'a)  «nd  gi, 
schneiden  mnss.  Die  Verticalprojeetion  X  derselben  ergibt  sich  daher 
direct  als  Verbind ungsgerado  der  Punkte  p  and  g,,,  während  deren 
Horizontalprojection  A'  einerseits  durch  p',  andererseits  aber  durch  den 
Punkt  z/'  geht.  Letztgenannter  Punkt  ist  die  Horizontalprojection  des 
horizontalen  Durchstotipuaktes  (^,^')  von  {X,l')  und  daher  unmittel- 
bar aus  seiner  Verticalprojeetion  ^  (Schnitt  der  Gruadlinie  mit  X)  be- 
stimmbar. 

Die  Berührungsebene  J5cJ?*  ist  nunmehr  durch  diese  beiden 
Erzeugenden  g  und  l  vollständig  bestimmt.  Die  Horizontaltrace  Bh 
derselben  erhält  man  unmittelbar  als  die  durch  ^'  parallel  zu  g'  ge- 
führte Gerade  Sh,  während  deren  Verticaltrace  JSp  sodann  durch  die 
Verticalspur  v  von  (g,  g')  festgestellt  erscheint. 

§.  144. 

32.  Äufgahc.  Durch  die  Erzeugende  (;/,,'/')  eines  hyperbolischen 
Paraboloides  wurde  irgend  eine  beliebige  Ebene  gelegt;  es  ist  deren 
Berührungspunkt  mit  der  Fläche  zu  bestimmen. 

Denken  wir  uns  (unter  Beibehaltung  von  Fig.  54,  Tal'.  IX)  durch 
die  Erzeugende  {g,  g')  des  Paraboloides  eine  ganz  beliebige  Ebene 
B,Bk  gelegt. 

Die  vorausgeschickten  theoretischen  Betrachtungen  haben  gezeigt, 
dass  die  besagte  Ebene  das  Paraboloid  in  einem  gewissen  Punkte  der 
Erzeugenden  {g,g')  berühren  müsse.  Dieser  Punkt  wird  offenbar  gefunden 
sein,  wenn  man  die  dem  System  (?)  angehörende,  in  der  Ebene  B^Bi, 
liegende  Erzeugende  {l,  X')  kennt. 

Die  genannte  Erzeugende  muss  alle  Erzeugenden  des  Systems  {g), 
mithin  auch  die  Erzeugenden  gt  und  {gs,g's)  schneiden,  und  da  die- 
selbe überdies  in  der  Ebene  B^Bh  liegen  soll,  so  wird  sich  die  ver- 
langte Gerade  als  jene  ergehen,  welche  als  die  geradlinige  Verbindungs- 
linie der  DurchstoOpunkte  von  gi,  und  (gs,g'a)  mit  der  vorher  willkür- 
lich geführten  Ebene  Beßi,  erhalten  wird. 

Der  Schnittpunkt  von  gj,  und  B„Bi,  ist  der  Begegnangspunkt 
{^,  ^')    der  Trace  B^  und    der   Geraden  gi..     Der   Schnittpunkt    von 
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B^Bi.  mit  der  Geraden  {gs,<j's)  dagegen  hat  seine  Vertiealprojeetion 
in  Qs]  es  ist  daher  z^*/s  die  Vertiealprojeetion  X  der  gesuehten  Eraen- 
genden,  und  dar  Punkt  ^,  in  welchem  ^^s  die  Vertiealprojeetion  ^  der 
Erzeugenden  ig, 9')  trifft,  wird  bereits  die  Vertiealprojeetion  des  ge- 
suehten Berührungspunktes  {p,  p")  darstellen. 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  eben  gelöste  Aufgabe  die  bloße  Um- 
kebrung  der  vorhergehenden  Aufgabe  sei,  und  dass  zu  ihrer  Durch- 
fährung genau  dieselben  Construetionslinien  wie  vorher  erforderlich  sind. 

§.  145. 

33.  Aufgabi;.  Parallel  zu  einer  Ebene  ist  an  ein  hyperbolisches 
Paraboloid  eine  Beriihrungsebene  zu  legen  und  deren  Berührungs- 
punkt zu  ermitteln. 

Nehmen  wir  so  wie  vorher  aueh  jetzt  die  Richtebene  als  hori- 
Bontaie  Projectionsebene  an.  Die  beiden  Leitgeraden  seien  G,,^'])  und 
(?j,J'j)  (Taf.  X,  Fig.  55).  Die  gegebene  Ebene  E  ist  durch  ihre  Tracen 
E^Ek  bestimmt. 

Soll  die  au  suchende  Ebene  B  zu  der  Ebene  Si^a  parallel  sein, 
so  müssen  aueh  die  beiden  Erzeugenden,  welche  sie  enthält,  eine  zu 
E^Eh  parallele  Lage  besitzen. 

Die  Erzeugende  {g,g')  des  Systems  g,  welche  in  der  gesuchten 
Berührebene  liegen  soll,  ist  aber  aueh  zu  der  betreffenden  Kiehtebene, 
diesfalls  also  zur  Horizontalebene,  parallel;  die  Gerade  (3,3')  wird  dem- 
gemäß zu  dem  Schnitte  dieser  beiden  Ebenen,  d.  i.  zur  Horizontal- 
traee  Eh  parallel  sein. 

Es  ist  somit  zunächst  die  Aufgabe  zu  lösen,  eine  Gerade  (g,g')  zu 
finden,  welche  z\xEk  parallel  ist  und  die  beiden  Leifcgeraden  \  und 
l^  schneidet. 

Die  verlangte  Gerade  wird  erhalten,  wenn  man  durch  (l^,l\) 
eine  Ebene  e^ei,  parallel  zu  E^  legt,  d.  i.  eine  Ebeae  parallel  au 
(i,,^',)  fahrt,  deren  Horizontaltraee  e^  parallel  zu  JS^  ist,  sodann  den 
Schnittpunkt  {b,h')  dieser  Ebene  e,eh  mit  der  zweiten  Leitgeraden  {(,,  l'^ 
ermittelt  und  durch  Q>,h')  die  Gerade  (<i,g')  parallel  zn  el  oder  Ei,  zieht. 

Legt  man  schließlich  durch  diese  Erzeugende  {g,g')  eine  Ebene 
B^Bi,  parallel  zur  Ebene  E^Eh,  so  stellt  diese  bereits  die  gesuchte 
Berührebeiie  dar.  Der  Berühniagspunkt  {p,p')  derselben  mit  der  Fläche 
kann,  in  Übereinstimmung  mit  dem  in  der  vorigen  Aufgabe  aus- 
i  Verfahren,  festgestellt  werden. 
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§.  146. 

34.  Aufgabe.  An  ein  liyperbolisclies  Paraboloid  ist  durch  eine 
Gerade  eine  BerüliruEgsebene  zu  legen  und  deren  Berührungspunkt 
zu  besHinmen. 

Das  Paraboloid  ist  durch  die  ßichtebene  (horizontale  Projectioiis- 
ebene)  und  die  beiden  Leitgeraden  {?,,(',")  und  (1^,1'^  festgestellt.  Die 
gegebene  Gerade  sei  {S,S')  (siehe  Taf.  XI,  Fig.  52). 

Die  durch  {S,S')  gehenden  BerQhrehenen  müssen,  sowie  jede 
andere  Beriihrungsebene,  Ersieugende  beider  Systeme  des  hyperbolischen 
Paraboloides  enthalten,  welche. sieh,  im  jeweiligen  Berührungspunkte 
(der  KbeflB  mit  der  Fläcbe)  Ecbneiden.  Nachdem  aber  jede  Ebene, 
welche  eine  Erzeugende  des  Paraboloides  enthält ,  eine  Berührebsne 
desselben  ist,  so  wird  man,  wie  in  Aufgabe  29),  diejenigen  Erzengen- 
den {gm,g'm)  und  (gn,g'n)  des  Paraboloides  zu  bestimmen  haben,  welche 
die  gegebene  Gerade  (S,S')  schneiden. 

Die  Ebenen,  welche  durch  {S,S')  und  jede  dieser  beiden  Er- 
Keugenden  geführt  werden,  sind  sodann  offenbar  die  gesuchten  Tan- 
gentialebenen, und  tonnen  deren  Berührungspunkte  wie  in  Aufgabe  32) 
festgestellt  werden. 

§■  147. 

35.  Aufgabe.  Durch  einen  Punkt  außerhalb  der  Fläche  eines 
hyperbolisehen  Paraboloides  ist  eine  Berührebene  zu  legen  und  der 
Berührungspunkt  derselben  zu  bestimmen. 

Die  in  der  vorstehenden  Form  gestellte  Aufgabe  ist  unbestimmt, 
da  jede  Ebene,  welche  durch  den  gegebenen  Punkt  und  irgend 
eine  beliebige  Erzeugende  des  Paraboloides  gelegt  wird,  das  letztere  in 
irgend  einem  Punkte  der  genannten  Erzeugenden  berührt,  und  folglich 
der  gestellten  Aufgabe  entspricht.  —  Das  Gleiche  gilt  von  der  nach- 
stehend en  Aufgabe. 

§.  148. 

36.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Geraden  ist  an  ein 
hyperbolisches  Paraboloid  eine  Berührebene  zu  legen  und  deren  Be- 
rührungspunkt zu  fixieren. 

Jede  Ebene,  welche  parallel  zu  der  gegebenen  Geraden  durch 
eine  beliebige  Erzeugende  des  Paraboloides  gelegt  wird,  berührt  das 
letztere  in  einem  Punkte  dieser  Erzeugenden.  Der  besagte  Berüh- 
rungspunkt kann,  wie  in  Aufgabe  32)  gezeigt  wurde,  bestimmt  werden. 
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Die  beidea  voraüge führten  Aufgaben  werden  wir  in  der  Folge  ein- 
gehend behandeln,  wobei  wir  gleichzeitig  auch  die  Gesammtheit  der 
möglichen  Berübrebenen  und  die  ihnen  entsprechenden  Berührungs- 
punkte in  Betracht  ziehen  werden, 

§.   149. 

87.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eiues  hyperbolischen  Paraboloi- 
des  mit  einer  Ebene  zu  eonstraieren  und  die  Sehnittflgur  durch  deren 
Achsen  darzustellen. 

a)  Die  sc !i neidende  Ebene  hat  eine  allgemeine  Lage 
gegen  das  hyperbolische  Paraboloid. 

Wie  wir  bereits  wissen,  ist  der  ebene  Schnitt  eines  hyperboli- 
schen Paraboloides,  bei  allgemeiner  Lage  der  schneidenden  Ebene, 
stets  eine  Hyperbel.  Sind  die  Asymtoten  dieser  Hyperbel  ermittelt, 
so  unterliegt  es  selbatyerständlicb  auch  keiner  weiteren  Schwierig- 
keit, die  Achsen  derselben  zu  bestimmen.  Von  diesen  Grundzagen 
wollen  wir  bei  der  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  ausgehen. 

Das  Paraboloid  sei  (Taf.  XI,  Fig.  56)  durch  die  Leitgeraden 
(?,,  l\)  und  (^2,  Cj)  gegeben;  die  zugehörige  Kichtebene  sei  die  hori- 
zontale Projectionsebene.  Die  schneidende  Ebene  E  sei  durch  ihre 
Tracen  E,  und  E/t  bestimmt. 

Zunächst  dörfte  es  zweckmäßig  sein,  einige  vorbereitende  Con- 
structionen  durchzuführen,  und  wollen  wir  uns  in  erster  Linie  mit 
der  Bestimmung  der  zweiten  Kichtebene  F^F^i,,  d.  i.  jener  Ebene 
beschäftigen,  welche  zu  den  Leitgeraden  l^  und  l^  parallel  läuft. 
Ferner  eonstruieren  wir  die  zum  Systeme  (g)  gehörende  vertical  proji- 
cierende  Erzeugende  [gs,  g's),  sowie  CEdlich  die  in  der  horizontalen 
Projectionsebene  liegende  Erzeugende  (jh,  d.  i.  die  Verbinduiigsgerade 
der  Horizontalspuren  A',  und  h'^  von  (i,,  (',)  und  {l«l'^,  desselben 
Systems. 

In  jedem  Systeme  wird  eine  Erzeugende  existieren,  welche  zn 
der  sehneidenden  Ebene  E  parallel  ist;  dieselben  werden  daher  als 
solche  einen  unendlich  fernen  Punkt  der  Hyperbel  liefern. 

Um  die  diesbezügliche  Erzeugende  (^f,  g')  im  Systeme  (g)  au  bil- 
den, berücksichtigen  wir,  dass  dieselbe  als  zu  der  gegebenen  Ebene 
EcEh  sowohl,  als  auch  zur  Kichtebene  (horizontalen  Projectionsebene) 
parallel,  nothwendig  auch  zu  dem  Schnitte  dieser  beiden  Ebenen,  d.i. 
zur  Horizontaltrace  Eh  parallel  sein  muss.  Die  Erzeugende  (g,  g'), 
welche  dieser  Forderung  entspricht,  wird  vermittelst  der  durch  {ij,  l\) 
zu  Ei  parallel  gelegten  Hilfsebene  e,e,,  (wie  in  Aufgabe  33  angedeutet) 
construiert. 
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Um  die  dem  Systeme  (l)  angehörige,  zur  Ebene  E„Eh  parallele 
Erzeugende  (?,  i')  festzusteilen ,  ist  zu  beachten,  dass  dieselbe,  da  sie 
zu  den  beiden  Ebenen  E^ Eh  and  M^Hh  gleichzeitig  parallel  sein  soll, 
auch  KU  den  Schnittgeraden  (A,  l')   dieser  Ebenen  parallel   sein  muss. 

Da  ferner  alle  ErKeugenden  des  Systems  (0  die  projicierende 
Erzeugende  (gs,g's)  schneiden,  so  erhält  man  die  vertieale  Projection 
l  der  verlangten  Erzeugenden  als  diejenige  Gerade,  welche  durch  g^ 
parallel  zu  X  geführt  werden  kann.  Nachdem  dieselbe  aber  auch  die 
Erzeugende  gi,  in  einem  Punkte  (S,  S')  schneiden  mnss,  welcher  durch 
seine  Verticalprojection  $  (Schnitt  von  l  mit  der  Grundlinie)  bereits 
bestimmt  ist,  so  kann  deren  Horizontalprojection  l'  durch  Ö'  parallel 
zu  i.'  direct  gezeichnet  werden. 

Die  unendlich  fernen  Punkte  der  beiden  Erzeugenden  (g,  g") 
und  {l,  l')  sind  selbstverständlich  gleichzeitig  auch  unendlich  ferne 
Punkte  der  Sehnitthyperhel. 

Um  die  diesen  Punkten  entsprechenden  Asymptoten  zu  finden, 
bestimmen  wir  die  Beröhrungsebenen  des  Paraboloides  in  denselben, 
oder  mit  anderen  Worten,  ermitteln  wir  die  asymptotischen  Ebenen 
der  Erzeugenden  (g,  g')  und  (l,  V).  Die  erste  dieser  Ebenen  ist  die 
durch  (^,^')  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallel  geführte  Ebene. 
Dieselbe  ergibt  mit  E^Ei,  die  Schnittgerade  {E^,2\),  welche  bereits 
die  eine  Asyratote  der  Schnitthyperbel  repräsentiert. 

Die  Asymptotenebene  der  Erzeugenden  {l,  V)  ist  die  Ebene  T„Ti„ 
welche  durch  {1,1')  parallel  zur  Kichtebene  litRh  gelegt  wird.  Die- 
selbe schneidet  die  Ebene  E,  Ei,  in  der  Geraden  {S^,  H'^),  welche  die 
aweite  Asymptote  der  Schnitthyperbel  darstellt.  Der  Schnittpunkt 
(0,  0')  der  beiden  Asymptoten  (.^i,  Z\)  und  (2.g,  2^^)  bestimmt  den 
Mittelpunkt  der  Hyperbel. 

Die  Achsen  der  Hyperbel  werden  einfach  dadurch  bestimmt,  dass 
man  die  Winkel,  welche  die  Asymptoten  mit  einander  bilden,  halbiert. 
Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  die  beiden  Asymptoten  .£,  und  2^  um 
die  Honzontaltraee  Ei,  in  die  horizontale  Projectionsebene  nach  X°i 
und  2?"5  um  und  halbieren  die  betreffenden  Winkel  durch  die  Ge- 
raden A^  und  Y^;  die  letzteren  repräsentieren  bereits  die  umge- 
legten Achsen. 

Die  Projectionen  (X,  X')  und  ( Y,  Y')  derselben  werden  auf  be- 
kannte Weise  durch  Zurückführen  der  umgelegteu  Gebilde  gefunden. 
Dieselben  stellen  bekanntlich  conjugierte  Durehmesser  jener  beiden 
Hyperbeln  dar,  in  welchen  sich  die  Schnitthyperbel  beziehungsweise 
auf  die  vertieale  und  horizontale  Projectionsebene  projiciert. 
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Bezuglieh  der  BestimmuDg  der  Eadpuiikte  der  reellen  Äebse 
wurde  folgender  Weg  eingeschlagen. 

Wir  suchen  vorerst  einen  beliebigen  l'unift  der  Schnittliypörbel. 
Als  solcher  ergibt  sieh  am  einfachsten  sofort  der  Punkt  (a,  a'),  in 
welchem  die  Horizontaltrace  Ei,  die  in  der  horizontalen  Projections- 
ebene  liegende  Erzeugende  (gt,  <j'i,)  trifl't. 

Der  Punkt  a'  bestimmt  mit  den  Asymptoten  S'i  und  i\  die 
horizontale  Projectiou  der  Schnitthyperbei  Yollstäadig,  und  man  kann 
demgemäß  ihren  Schnitt  mit  der  geraden  X'  folgendermaßen  erhalten. 

Wir  denken  uns  die  Hyperbel  [Z\,Z'^,a')  als  Coilinear- 
figur  eines  Kreises  K^,,  welchen  wir  an  heüebiger  Stelle  den 
Asymptoten  2/",  und  2^g  einschreiben.  Die  Verbindungsgerade  der 
Berührungspunkte  a^  und  ß„  repräsentiert  diesfalls  die  der  unendlich 
fernen  Geraden  colünear  entsprechende  Gerade,  d.  i.  eine  Gegenachse. 
Das  Collineationscentrum  ist  0',  während  0' X'  gleichzeitig  einen 
Collineationssti-ahl  darstellt.  Derselbe  trifft  den  Kreis  K„  in  A^  und 
Bg.  Es  wird  sieh  jetzt  darum  handeln,  die  diesen  Punkten  ent- 
sprechenden Punkte  der  Hyperbel  zu  finden.  Zu  diesem  Zwecke  suchen 
wir  auf  dem  Kreise  K^  den  dem  Punkte  a'  coUinearen  Punkt  a„ 
vermittelst  des  Collineationsstrafales  O'a'a^.  Der  Geraden  a^Ag  ent- 
spricht sodann  eine  durch  a'  gehende  Gerade  a' A',  welche  dadurch 
erhalten  wird,  dass  man  zu  dem  CoUineationsstrahle  Oy^,  welcher 
den  Fluchtpunkt  y^  von  %A„  projiciert,  durch  a'  eine  Parallele  zieht. 
Dieselbe  trifft  den  Strahl  0' X'  in  dem  gesuchten  Punkte  A'.  Macht 
man  endlich  B'O'  ==  Ä'O'  und  projiciert  die  Punkte  Ä'  und  B'  in 
die  Gerade  OX,  so  stellt  (AB,  A'B')  die  reelle  Achse  der 
S  c  h  ni  1 1  hyperbel  dar,  womit  die  vorliegende  Aufgabe  voll- 
ständig gelöst  erscheint. 

§.  150. 

h)  Die  schneidende  Ebene  ist  parallel  zur  Achse  des 
hyperbolischen  Paraboloides. 

Die  beiden  Leitlinien  seien  durch  {l^,  l\')  und  (/,,  l'^)  (Taf.  SI, 
Fig.  57)  dargestellt.  Die  Riehtebene  des  Paraboloides  werde  als  mit 
einer  der  Projeetionsebenen,  etwa  mit  der  horizontalen,  ausammen- 
fallend  angenommen. 

Wir  wissen,  dass  die  Achse  des  hyperbolischen  Paraboloides  zu 
der  Sehnittgeraden  der  beiden  Kichtebenen  parallel  ist. 

Ermitteln  wir  daher  die  zweite  Kichtebene  B^lii,,  welche  zu 
den  beiden  Leitgemden  \  und  l^  pamllel  ist,  so  bestimmt  der  Schnitt 
derselben  mit  der  ersten  (horizontalen)  Kichtebene,  d.  i.  die  Hori- 
zontaltrace lih,  die  Richtung  der  Achse  des  Paraboloides. 
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Soll  die  schneideMe  Ebene  M„Ei,  /,ur  Achse  des  Paraboloides 
parallel  sein,  so  muss  dieselbe  auch  eine  -m  E,,  parallele  Lage  haben. 
Letzteres  wird  offenbar  dann  der  Fall  sein,  wenn  dieselbe  eine  zu 
-R/,  parallele  Horizontaltrace  Ei,  besitzt. 

In  der  vorausgeschickten  „Theorie  der  Kegel  flächen"  wurde 
nachgewiesen,  dass  eine  zur  Achse  des  Paraboloides  parallele  Ebene 
das  let-Ktere  in  einer  Parabel  schneidet,  deren  Achse  zu  jener  des 
Paraboloides  parallel  ist. 

Die  Achse  des  parabolischen  Schnittes  haben  wir  im  vorliegenden 
Falle  aufzusuchen.  Da  die  Achse  einer  Parabel  leicht  verzeichnet  werden 
kann,  wenn  man  zwei  Tangenten  derselben  und  deren  Berührungs- 
punkte kennt,  wollen  wir  diesen  Umstand  als  Grundlage  für  unsere 
auszuführenden  Constructionen  wählen. 

Zwei  Punkte  der  Parabel  erhält  man  ohne  weiteres  in  den 
Durehstoßpunkten  («i,a\)und  ih„,h'^)  der Leitgeraden  (l„l',)  und  (h^l'^) 
mit  der  schneidenden  Ebene  JS„E/,. 

Cm  die  Tangenten  der  Parabel  in  diesen  Punkten  zu  bestimmen, 
iiaben  wir  die  Berührebenen  des  Paraboloides  in  den  besagten  Punkten 
zu  construieren,  und  mit  der  Ebene  EeEi,  zum  Schnitte  zu  bringen. 
Letzteres  kann  in  möglichst  einfacher  Weise  wie  folgt  geschehen. 

Die  ßerührungsebene  T,  des  Paraboloides  im  Punkte  («,,  a\) 
enthält  die  Leittrerade  (l^,  l\)  und  die  durch  («[,  a\)  gehende  Erzeu- 
gende (<),,  g')  des  zweiten  Systems.  Die  Horizontaltrace  T'a  dieser 
geht  mithin  durch  die  Horizontalspur  }t\  der  Leit- 
I  (^1,  l',)  und  ist  parallel  au  der  Horizontalprojection  ij\  der 
genanaten  liorizontalen  Erzeugenden  (y^,  </\}. 

Die  Ebenen  E^Eh  und  2^2"/,  haben  nun  einerseits  den  Punkt 
((!,,  a\),  audererseits  aber  auch  den  Punkt  (i?, ,  tj',)  gemein,  in  welchem 
sieh  ihre  Horizontal tracen  £"*  «od  T\  schneiden.  Die  Verbindungs- 
gerade  {i„t\')  der  beiden  Punkte  (a„a\)  und  (:>},,  r/,)  ist  die  Schnitt- 
linie obgenannter  Ebenen,  und  mithin  die  Tangente  der  Schnitt- 
curve  im  Punkte  («i,  a\). 

In  analoger  Weise  construiert  man  die  Tangente  (t^,  t'^)  der 
Schnittcurve  im  Punkte  {h^,  h'^). 

Die  Parabel,  weiche  als  Schnitt  des  Paraboloides  mit  i!(>r  Ebene 
y^-'u^J;,  resultiert,  ist  somit  durch  die  beiden  Tangenten  (i,,/', )  und 
{(j,  i'g)  und  deren  Berührungspunkte  («,,«',)  und  (iig,  6'n)  vollständig 
bestimmt.  Aus  den  beiden  Tangenten  i,  und  #„  und  ihren  Berührungs- 
punkten kann  nunmehr  die  Achse  der  Parabel  sowohl,  als  auch 
die  Scheitel tangente  anstandslos  bestimmt  werden. 
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Die  Aclise  der  Parabel  ist  parallel  zur  Eorizontaltrace  Ei,  der 
schneideudeü  Ebene.  Nachdem  niia  die  Scheiteltangeute  zur  Achse 
normal  stellt,  so  wird  auch  die  horizontale  Projection  derselben,  infolge 
der  horizontalen  Lage  der  Achse,  auf  der  horizontalen  Projection  der 
letzteren  senkrecht  stehen,  d.  h.  mit  anderen  "Worten:  der  Scheitel, 
die  Haupttangente  und  die  Achse  der  Horizontalprojection  der  Schnitt- 
parabel sind  horizontale  Projeetionea  des  Scheitels,  der  Haupttangente 
und  der  Achse  der  Schnittparabel  selbst. 

Die  horizontale  Projection  27  dar  Parabel  ist  durch  die  Tan- 
genten t\  und  Cj  und  durch  deren  Berührungspunkte  a',  und  b'^  ge- 
geben. Berücksichtigt  man  nun,  dass  einerseits  die  Achse  der  Parabel 
1/  parallel  aa  .E;,  ist,  und  dass  andererseits  die  Tangente  einer  Pa- 
rabel die  Achse  in  einem  Punkte  schneidet,  welcher  von  dem  Scheitel 
ebenso  weit  absteht,  wie  die  orthogonale  Projection  des  Berührungs- 
punktes auf  diese  Achse  von  dem  nämlichen  Punkte,  so  ergibt  sich 
folgende  Construction. 

Mau  ziehe  von  a\  eine  Senkrechte  zur  Achse,  d.  \.  eine  Senk- 
rechte zu  Ei,  welche  von  dieser  in  a,  getroffen  werden  mag,  Theilt 
man  nun  die  Strecke  zwischen  a,  und  dem  Punkte  »j',,  in  welchem  t\ 
die  Gerade  Eh  trifft,  durch  den  Punkt  o,  in  zwei  gleiche  Theiie,  so 
haben  die  drei  Geraden  «',«,,  a'^o^  und  «', tj',  die  Eigenschaft,  dass 
sie  auf  jeder  zu  Eh  parallelen  Geraden,  also  auch  auf  der  Achse  der 
Parabel,  zwei  gleiche  Strecken  bestimmen.  Aus  der  vorerwähnten 
Eigenschaft  folgt,  dass  der  Scheitel  der  Parabel  auf  der  Geraden  a',«, 
liegen  müsse. 

Eine  gleiche  Construction  ergibt  sich  in  Beaug  auf  die  Tan- 
gente Cj  und  deren  Berührungspunkt  &'„,  gemäß  welcher  der  Seheitel 
der  Parabel  auch  auf  der  Geraden  6'„0j  liegen  muss.  Der  Scheitel  A' 
ergibt  sich  daher  im  Schnitt  der  beiden  Geraden  a'^o^  und  b'^o^. 

Die  Achse  X'  der  Parabel  I?  gebt  durch  A'  parallel  zu  Ei,  und 
die  Scheiteltangente  T'  durch  A'  senkrecht  zu  E/,. 

Hiernach  sind  die  horizontalen  Projectionen  der  erforderlichen 
Bestimmungsstücke  der  Schnittparabel  festgestellt.  Die  zugehörigen 
verticalen  Projectionen  A,  X  und  T  derselben  ergeben  sich  unmittelbar, 
wenn  man  beachtet,  dass  diese  Stucke  sämmtllch  in  der  Ebene  EcE/, 
liegen. 

§■  151. 

38.  Aufgabe.  Es  ist  die  Ebene  der  Berühruugscurve  eines  hyper- 
bolischen Paraboloides  mit  einem  demselben  umschriebenen  Cylinder 
von  gegebener  Eichtuag  zu  construieren. 
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Das  hyperbolische  Paraboloid  sei  durch  die  beiden  Leitgeraden 
(l.,,l\)  lind  ((j,  i'i)  {Taf.  XII,  Fig.  58)  und  die  horizontale  Projections- 
ebene  als  Richtebene  gegeben.  Die  Eichtung  der  Erzeugenden  des 
dem.  Paraboloide  umsehriebeßen  Cylinders  sei  durch  die  Gerade  (S,S') 
hestimmt. 

Die  Ebene  der  Berührungsciirve  dieses  Cylinders  wird  offenbar 
hestimmt  sein ,  wenn  man  diei  derselben  angehörjge  Pnnkte  kennt. 

Ein  Punkt  der  Berührungscurve  ergibt  sich  als  Berührungspunkt 
des  Paraboloides  mit  einer  durch  eine  beHebige,  dem  ersten  oder 
/weiten  Systeme  dieser  Fläche  angehörige  Erzeugende  nur  gegebenen 
Richtung  {S,  5")  parallel  gelegten  Ebene. 

Im  TOrliegenden  Falle  wird  es  am  einfachsten  sein,  als  die  ge- 
nannten Erzeugenden  sofort  die  beiden  Leitgeraden  {l„l\)  und  {lq,l'o) 
■/.a  benutzen.  Wir  legen  daher  parallel  zu  (S,  8')  durch  (?,,?',)  die 
Berührehene  e'ee'h,  und  ebenso  durch  (?a,J'j)  die  Berührehene  ß^e'/,. 

Qm  die  Berührungspunkte  dieser  Ebenen  zu  ermitteln,  haben 
wir  bekanntlich  die  in  denselben  liegenden  Erzeugenden  des  zweiten 
Systems,  d.  i,  jene  Geraden,  welche  zur  horizontalen  Projectionsebene 
parallel  sind,  zu  construieren.  Letzteres  vollführen  wir  in  nachstehen- 
der Weise.  Die  beiden  Ebecen  e'^e'*  und  e\e\  schneiden  sieh  in 
einer  Geraden  (s,s'),  welche  die  Leitgeraden  {l,,l\)  und  (1^,1'^)  be- 
ziehungsweise in  den  Punkten  (a^,a'^)  resp.  {b^,h',)  schneidet. 

Der  Punkt  (a^,a'^}  stellt  offenbar  den  Durchstoßpunkt  der  Ebene 
(e\,e\)  mit  der  Erzeugeoden  {lj,l'i)  dar.  Zieht  man  daher  durch 
(cf j,  fl'j)  eine  Gerade  {g^,  g\)  parallel  zur  Horizontaltrace  e^h ,  so  ist 
diese,  nachdem  sie  beide  Leitgeraden  ?,  und  l„  schneidet,  in  der 
Ebene  e%e''i,  liegt,  und  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallel  ist, 
die  in  der  Berührehene  e*„e\  liegende  Erzeugende  des  Systems  (g), 
während  ihr  Schnittpunkt  (&,,&'s)  mit  der  Leitgeraden  (\,l\)  den  Be- 
rührungspunkt des  Paraboloides  mit  der  Ebene  e^^eh  gibt. 

In  gleicherweise  erhält  man  die  in  der  Ebene  e\e'k  liegende 
Erzeigende  {g,,g\)  des  Systems  g,  als  die  durch  den  Punkt  if)„b\) 
zur  Horizontaltrace  e'^  geführte  Parallele.  Dieselbe  trifft  die  Leit- 
gerade (l„l\}  in  dem  Berührungspunkte  («,,«',)  der  Ebene  e'i,e\  mit 
dem  Paraboloide. 

Hiermit  gelangten  wir  zur  Kenntnis  zweier  Punkte  («i,«',)  und 
(6^,6',)  der  Berührungscurve  des  Cylinders,  also  auch  der  Ebene  dieser 
Berührungscurve.  Letztbezeichnete  Ebene  selbst  kann  nun  auf  ver- 
^e  construiert  werden.  Nach  Satz  80)  und  86)  wissen 
se,  dass  dieselbe  parallel  zur  Achse  des  Para- 
boloides, d,  h.  parallel  zu  der  Schnittgeraden  der  beiden 
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Kichtebenen  sein  müsse.  Besagte  Ebene  würde  demnach  erhalten, 
wenn  man  zunächst  die  vorerwähnte  Schnittlinie  bestimmte,  und  pa- 
rallel zu  derselben  durch  die  Gerade  («,  b^,  a\  h\)  eine  Ebene  legen 
würde. 

Man  kaan  jedoch  die  Ebene  A-Da  der  Berührungscurve  auch 
auf  folgende  einfache  "Weise  finden. 

Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  93)  ist  bekannt,  dass  dieselbe 
die  Mittelpunkte  aller  zur  Richtung  der  Cylindererzeugenden  parallelen 
Sehnen  des  Paraboloidea  enthält. 

Die  beiden  Ebenen  e^  und  e'  sind  zu  {S,  S')  parallel;  es  wird 
daher  das  Gleiche  auch  von  ihrer  Schnittgeraden  (s,  s')  gelten.  Die 
Gerade  (s,s')  ist  aber  gleichzeitig  eine  Sehne  des  Paraboloides,  welches 
die  erstere  in  den  Punkten  (a^,a'^)  uad  (öpö'J  trifft.  Halbiert  mau 
nun  diese  Sehne  in  {m,m'),  so  ist  die  Ebene  D^D^  der  Beruhrcurve 
durch  die  drei  Punkte  («,,  a\),  {\,  i\)  und  (m,  m')  voUstäudig  bestimmt. 

§.  152. 

39.  Aufgabe.  Es  ist  die  Ebene  der  Beröhrnngscurve  eines  einem 
hyperbolischen  Paraboloide  umschriebenen  Kegels  zu  conatraiereu. 

Das  Paraboloid  ist  durch  zwei  Leitgeraden  (l„  l')  und  {l^,  l'^'j 
(Taf.  XII,  Fig.  59)  und  die  horizontale  Projeetion  sehen  e  als  ßichtebene 
gegeben.     (S,  S')  seien  die  Projectionen  des  Kegelscbeitels, 

Die  Berübrungscurve  des  dem  Paraboloide  aus  dem  Scheitel  (5,  S') 
umschriebenen  Kegels  wird  von  den  Berührungspunkten  der  durch 
(S,  S')  gehenden  Berfthrebenen  der  Fläche  gebildet. 

Um  diese  zu  bestimmen  wird  man,  um  möglichst  einfach  zum 
Ziele  zu  gelangen,  sowie  in  dem  früheren  Falle  zu  Werke  geheu. 
Man  wird  also  aunächst  die  auf  den  Leitgeraden  (?,,  /', )  und  {l^,  l'g) 
liegenden  Punkte  der  Berübrungscurve  ermitteln.  Zu  diesem  Zwecke 
bestimmen  wir  die  Ebenen  e'„e'/,  und  e^e'^^,  welche  durch  den  Punkt 
{S,S']  und  beziehungsweise  durch  die  Leitgeraden  (li,l't)  und  (l^J',,) 
gehen.  Die  Berflhrungspunkte  derselben  ermitteln  wir  auf  nachstehende 
Weise.  Die  beiden  Ebenen  e,  und  e„  schneiden  sich  in  einer  durch 
{S,S')  gehenden  Geraden  (s,s'),  welche  die  Leitgeraden  (?,,(',)  und  (1^,1'^} 
beziehungsweise  in  den  Punkten  {a^,  a„')  und  {l)^,  b',)  trifft.  Der  Punkt 
(ip  &',)  repräsentiert  daher  den  Durchstolipuakt  der  Leitgeraden  {1^,1'^) 
mit  der  Ebene  e'i,eV  Zieht  mau  durch  {ft,,Ö',)  die  Gerade  (g,,g\) 
parallel  zur  Horizontaltraee  e'^,  so  stellt  diese  die  iu  der  Ebene  e'.e's 
liegende  Erzeugende  des  Paraboloides,  und  folglich  deren  Schnittpunkt 
(«i,«',)  mit  der  Leitgeraden  {l,,l\),  den  Berührungspunkt  der  Ebene 
e\e'h  dar. 
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In  voller  Übereinstimmung  ergibt  sich  auch  die  iu  der  Ebene 
e^e^A  liegende  Erzeugende  {g^,  n'^)  als  die  durch  («j, «'»)  zm-  Hori- 
aontaltrace  e\  geführte  Parallele.  Dieselbe  trifft  die  Leitgerade  (?„, /'o) 
in  dem  gegenseitigen  BerühruDgspunkte  (K,h'f^)  der  Ebene  e\e\  mit 
dem  Paraboloide. 

Da  die  beiden  Punkte  {a^,a\)  and  {b^,'b\)  dev  Berührungscurve 
angehören,  muss  die  Ebene  Dci>Ä  der  letzteren  selbstverstäadlicb 
durch  dieselben  hindurchgehen. 

Ein  dritter  Punkt  der  Ebene  D.Z'a  ergibt  sich  auf  Grund  nach- 
stehender Betrachtung. 

Die  BeriibrungseurTe  des  Paraboloides  mit  dem  aus  S  demselben 
umschriebenen  Kegel  ist  auch  der  Ort  der  Berührungspunkte  aller 
durch  den  Punkt  lS,S')  gehenden  Taugenteu. 

Denken  wir  uns  nun  durch  die  Gerade  (s,  s'),  welche  den  Punkt 
(S,  S')  enthält,  und  das  Paraboloid  in  den  Punkten  (a^,  a'^)  und 
(&„  b\)  berührt,  eine  Ebene  gelegt,  so  schneidet  diese  das  Paraboloid 
in  einem  Kegelschnitte,  welcher  durch  die  Punkte  («j,  «'2)  und 
(61,6',)  geht. 

Denken  wir  uns  weiters  an  diesen  Kegelschnitt  yom  Punkte 
{S,  S')  aus,  die  beiden  Tangenten  gezogen,  so  sind  dieselben  offenbar 
auch  Tangenten  des  Paraboloides.  Die  ßerOhruugspuukte  derselben  ge- 
hören sodann  selbstverständlich  der  Berührungscurve  an. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Verbindungsgerade  der  Be- 
rührungspunkte in  der  Ebene  der  Berührungscurve  liege. 

Berücksichtigt  man  aber,  dass  diese  Verbindungsgerade  aucli  die 
Polare  des  Punktes  (S,  S')  in  Beaug  auf  den  vorgenannten  Kegelschnitt 
darstellt,  so  wird  nothwendig  diese  die  Sehne  (s,  s')  in  einem  Punkte 
(m,  m')  treffen  müssen,  welcher  zu  den  drei  Punkten  {S,  S'),  (a^,  o'j) 
und  (&i,  h\)  harmonisch  ist.  Den  ebb ezei ebneten  Punkt  im,  in')  können 
wir  ohneweiters  mittelst  der  bekannten  Vierecksconstruction  {a  a  ß  o) 
bestimmen.  Da  derselbe  auf  den  Verbindungsgeradeu  zweier  Punkte 
der  Berührungscurven  liegt,  so  ist  er  offenbar  auch  ein  Punkt  der 
Ebene  i)„  B,,  dieser  letzteren.  Besagte  Ebene  ergibt  sieh  demgemäß 
als  diejenige,  welche  durch  die  drei  Punkte  [m,  m'),  («j,  a'i)  und 
(^21  ^'2)  gslegt  werden  kann. 

§.  153. 

iO.  Aufgabe.  Durch  eine  gegebene  Gerade  ist  eine  Ebene  zu 
füliren,  welelie  ein  hyperbolisches  Paraboloid  in  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  schneidet. 

Die  Leitgeradeu  des  Paraboloides  seien  (^i,  i'^)  und  {li,l'^)  (Taf,  X, 
Fig.  00).     Die  Ricbtebene  sei    die   horizontale   Projectionsebene.     Die 
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gegebene  Gerade  endlich  sei  durch  ibre  Projectionen  (S,  S')  ge- 
geben. 

Soll  eine  Ebene  das  Paraboloid  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel, 
d.  i.  in  einer  Hyperbel,  deren  Asymptoten  auf  einander  seukreeht 
stehen,  schneiden,  so  muss,  weil  bekanntlich  die  Asymptoten  eines 
beliebigen  ebenen  Schnittes  eines  Paraboloides  zu  den  beiden  Geraden, 
in  welchen  die  sehneidende  Ebene  die  beiden  Eichtebeneii  trifft,  parallel 
sind,  im  vorliegenden  Falle  die  schneidende  Ebene,  die  Richtebenen 
in  zwei  Geraden  schneiden,  welche  einen  rechten  Winkel  einschließen. 
Die  Aufgabe  reduciert  sich  mithin  auf  die  folgende: 

„Durch  die  Gerade  {S,  5")  ist  eine  Ebene  zu  lögen, 
welche  die  beiden  Eichtebenen  in  zwei  auf  einander 
senkrecht  stehenden  Geraden  schneidet." 

Wir  haben  demgemäß  vor  allem  die  Kweite  ßiehtebene  zu  con- 
struieren.  Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  durch  einen  beliebigen 
Punkt  {cc,  x')  der  Geraden  (S,  S'),  die  beiden  Geraden  (A,,  l'-^  and 
{k^,  A'j)  beziehungsweise  parallel  zu  den  gegebenen  Leitgeraden  (l^,  l\) 
und  {^j,  i'j).  Die  durch  diese  Geraden  l^  und  Aj  gelegte  Ebene  Il„  Ri,, 
bestimmt  bereits  die  obverlaugte  Richtobene. 

Repräsentiert  nuu  {h,  h')  den  Honzontaldurchstoßpuukt  der  Ge- 
raden {S,  S')  mit  der  horizontalen  Projectionsebene,  so  wird  es  sich, 
weil  letztere  mit  der  ersten  Ricbtebene  zusammeai^llt,  bloß  darum 
handeln,  in  der  Traee  Ru  einen  Punkt  zu  finden,  welcher  mit  den 
Punkten  (a:,  x')  und  (/*,  h')  verbunden,  zwei  auf  einander  senkrecht 
stehende  Gerade  ergibt. 

Setzen  wir  beispielsweise  voraus,  dass  in'  ein  derartiger  Punkt 
wäre,  so  müssen  die  Geraden  {m'  h',  m  Ji)  und  (x  m,  x'  m')  im  Räume 
einen  rechten  Winkel  einschließen.  Nachdem  aber  die  Gerade  {m  h, 
m'  h')  in  der  horizontalen  Projectionsebene  liegt,  wird  die  Horizontal- 
projecfcion  jeder  auf  ihr  senkrecht  stehenden  Geraden,  also  auch 
die  Horizontalprojection  x' m'  auf  m' h'  senkrecht  stehen  müssen, 
d.  h.  der  Winkel  x'  m'  h'  muss  gleich  90"  sein. 

Legt  mau  daher  über  x'  h'  als  Dui'chmesser  einen  Kreis  K,  so 
schneidet  dieser  die  Trace  Bi,  in  zwei  Punkten  m'  und  n'  von  der 
vorgenannten  Beschaffenheit.  Der  Winkel  {x  m  Ji,  x'  m'  h')  ist  mithin 
ein  rechter  und  die  Ebene  E'^  E'i,  desselben  (die  Horizontaltrace  E'i, 
derselben  ist  bereits  durch  m'  h'  gegeben)  demnach  die  gesuchte.  Der 
Punkt  («,«')  ergibt  eine  zweite  Lage  der  der  Aufgabe  ent- 
sprechenden Ebene  E\  E"^},. 
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§.  154. 

41.  Aufyule.  Eia  hyperbolisches  Paraboloid  ist  diircli  zwei 
Eraeugende  eines  und  desselben  Systems  und  durch  zwei  Berührungs- 
ebenen  gegeben;  dasselbe  ist  durch  die  Ermittelung  von  Erzeugenden 
des  zweiten  Systems  zu  bestimmen. 

Seien  (i^,  l\)  und  {l^,  l'„)  (Taf.  XI,  Fig.  61)  die  gegebenen  Er- 
zeugenden, e',  e'h)  und  e\  e°h  die  beiden  gegebenen  Berübrebeuen. 

Das  Paraboloid  ist  durch  diese  Bestimmuagsstücke  vollständig 
festgestellt,  denn,  da  jede  Berührebene  desselben  sowohl  eine  Er- 
zeugende des  Systems  (l)  als  auch  eioe  Erzeugende  des  Systems 
(j))  enthält,  und  überdies  jede  Erzeugende  des  Systems  (g)  alle  Er- 
aeugenden  des  Systems  (l)  schneidet  und  umgekehrt,  so  ist  einleuchtend, 
dass  man  bloß  die  Schnittpunkte  (a-^,  a\)  und  (b^,  h\)  der  Geraden 
{üi,  ?',)  und  (^5,  ?'„)  mit  der  Ebene  e\e'i,  zu  bestimmen  braucht, 
um  in  der  Verbindungsgeraden  (ffi,  9'i)  derselben  eine  Erzeugende 
des  Paraboloides  zu  erbalten. 

In  gleicher  Weise  erbält  loan  eine  zweite  Erzeugende  (g.^,  y'«), 
als  Verbiadungsgerade  der  Durehschnittspunkte  («j,  a'„)  und  (b.j,  l\) 
der  Geraden  (l„  l\)  und  {1^,1',^)  mit  der  Ebene  e\e\  Betrachtet 
man  nun  (?,,  l\)  und  [l^,  l'^)  als  Leitgeraden  und  bestimmt  die  zu 
den  beiden  Erzeugenden  (g,,  g',)  und  (t/a,  g'^)  parallele  Eichfcebeae 
BcRh,  so  kaun  man  beliebig  viele  Erzeugende  (g)  des  Paraboloides 
ermitteln. 

§,  lob. 

42.  Aufgabe.  Ein  hyperboliselies  Paraboloid  ist  durch  zwei 
Erzengenden  eines  Systems  und  zwei  seiner  Punkte  gegeben;  es 
sind  beide  Richtebenen  zu  bestimmen. 

Sind  li  und  l^  die  beiden  Erzeugenden  des  einen  Systems,  so 
ist  eine  Ebene  R^,  welche  ku  denselben  parallel  geführt  wird,  bereits 
die  eine  der  verlangten  Kichtebenen, 

Die  Eichtebene  des  anderen  Systems  findet  mau  durch  folgende 
Constmctiouen. 

Sind  a^  und  a^  die  beiden  gegebenen  Punkte,  so  können  die 
Erzeugenden  g^  und  g^  des  Systems  {g),  welche  durch  diese  Punkte 
gehen,  keine  anderen  Geraden  als  jene  sein,  welche  sowohl  l^  als 
auch  ig  schneiden.  Ermittelt  man  daher  die  dieser  Anforderung  ent- 
sprechenden Geraden  g^  und  g^,  so  wird  eine  bh  denselben  parallel 
gelegte  Ebene  B^  die  verlangte  zweite  Eichtebene  darstellen. 
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§.  156. 

43.  Aufgabe.  Von  einem  hypertiolieclien  Paraboloide  sind  zwei 
Erzeugenden  l^  nnd  h  des  einen  Systemes,  eine  Erzengende  g  des 
zweiten  Systemes,  ferner  ein  Panitt  p  auf  </  und  die  ihm  ent- 
spreeliende  Berührebene  T^  des  Paraboloides  gegeben;  es  Ist  die  zu 
'/  parallfile  Riehtebene  zu  ermitteln. 

In  der  Beri^bribeue  Tp  muss  nothwendigerweise  außer  der  Er- 
zpugenden  3  ■iucb  eine  Erzeugende  A,  welche  durch  den  Berührungs- 
punkt p  geht  und  dem  bysteme  (i)  angehört,  liegen.  Diese  Erzeugendo 
erhalt  man  offenbai  als  Schnittgerade  der  Ebene  Tp  mit  der  durch  p 
parallel  zur  Bichtebeiie  des  Sj'stems  (l)  geführten  Ebene,  d.  i,  einer 
Ebene   welche  zu  l,  uud  ?j  parallel  läuft. 

Hieimit  kennt  mau  drei  dem  nämlichen  Systeme  angehörende 
Erzeugenden  ?, ,  U  und  A  Bestimmt  man  daher,  wie  bekannt,  eine 
Gerade  (/i  welche  die  drei  Geraden  J^ ,  l^  und  A  in  je  einem  Punkte 
trifft,  ''0  repräsentiert  diese  eine  Erzeugende  des  Systems  (g).  Es  wird 
somit  jene  Ebene,  welche  zu  dieser  und  zu  der  gegebenen  Erzeu- 
genden parallel  geführt  wird,  die  gesuchte  Ebene  darstellen. 

§.  157. 

44.  Aufgabe.  In  der  borizontalea  Projeetionsebene  ist  eine 
Parabel  als  Spur  eines  einem  hyperbolischen  Paraboloide  umschrie- 
benen Cylinders  gegeben;  von  dem  Paraboloide  selbst  sind  zwei 
Erzeugenden,  welche  demselben  System  angehören,  bestimmt;  es 
sind  die  beiden  Richtebenen,  als  auch  die  Richtung  der  Erzeugenden 
des  umschriebenen  Cylinders  festzustellen. 

Die  gegebene  Parabel  sei  P  (Taf.  XIII,  Fig.  62).  Die  beiden  ge- 
gebenea  Erzeugenden  seien  {li,  l\)  und  (Jj,  l\). 

Denken  wir  uns  durch  die  beiden  Erzeugenden  (t^,  l\)  und  {l^,  l'q) 
zu  der  (bisher  noch  unbekannten)  Richtung  der  Cylindererzeugenden 
parallele  Ebenen  gelegt,  so  werden  dieselben  sowohl  das  Paraboloid 
als  auch  den  umschriebenen  Cyiinder  berShien.  Die  Horizontaltraoen 
besagter  Ebenen  werden  mithin  einerseits  durch  die  Horizontalspuren 
h\  und  Ä'5  der  Geraden  {l„  l\j  und  (?g,  l\)  gehen,  andererseits  aber 
die  Parabel  P  berühren  müssen. 

Führen  wir  demnach  durcfi  h\  und  k'^  die  beideu  möglichen 
Tangenten  T'i,  und  T'h  au  die  Parabel,  so  repräsentieren  diese  bereits 
die  HoriKontaltraceu  der  beziehungsweise  durch  ((,,  l\)  und  {l^,  ('„) 
gehenden  Berührebenen  T\,  'I'i,  und  2^^,  2^a  des  Cylinders.  Die 
verticalen  Tracen  2'%  und  'I'^„  werden  in  der  herkömmlichen  be- 
kannten Weise  bestimmt. 
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Die  beiden  Ebenen  T\T\  und  T\  T\  schneiden  aicli,  da 
jede  von  ihnen  eine  Erzeugende  des  Cylinders  enthält,  in  einer 
Geraden  {S,  S'),  welche  zn  diesen  Cjlindererzengenden  parallel  läuft. 
Hiermit  ist  der  eine  Tlieil  der  gestellten  Aufgabe  hereits  gelöst. 

Sei  ferner  a\  der  Berührungspunkt  der  Trace  l"k  mit  der 
Parabel  P,  und  i\  jener  der  Tangente  I^t.  Führt  man  durch  i'b  die 
Parallele  (ff,,  ff',)  zu  (S,  S'),  so  stellt  diese  Gerade  offenbar  jene 
Erzeugende  des  Cylinders  dar,  längs  welcher  derselbe  lun  dei  Ebene 
T\  T\  berührt  wird. 

Nachdem  aber  jede  Berührebene  des  umschriebenen  Cylinders 
gleichartig  eine  Berührebene  des  Paraboloides  ist,  und  der  Be- 
rdhrungspunkt  derselben  mit  dem  Paraboloide  auch  auf  der  Berüh- 
rungserzeugenden des  Cylinders  liegt;  aacbdem  ferner  der  Berührungs- 
punkt einer  Ebene  mit  dem  Paraboloide  immer  auf  den  in  dieser  Ebene 
sich  vorfindenden  Erzeugenden  des  Paraboloides  liegen  muss,  so  folgt 
unmittelbar,  dass  der  Schnitt  der  Berühruugserzeugenden  (ffj,  3'j)  des 
Cyliuders  mit  der  Erzeugenden  (?,,  l\)  des  Paraboloides,  der  Berüh- 
rungspunkt («,,«',)  des  letzteren  mit  der  Ebene  2"„  T',,   sein    werde. 

Auf  der  gleichen  Schlassfolgernng  beruhend,  ergibt  sich  aus  den 
nämlichen  Grüaden,  dass  die  ku  (ß,  S')  durch  i^^  parallel  gezogene 
Gerade  (ff,,  ff  j),  die  Erzeugende  {l^,l\)  in  demselben  Punkte  (&,,  ö'^) 
trifft,  in  welchem  das  Paraboloid  von  der  Ebene  2^,  T"-/,  berührt  wird. 

Berücksichtigt  man  jetzt,  dass  durch  den  Berührungspunkt 
{a„  a\)  des  Paraboloides  mit  der  Ebene  T'„  2'\  außer  der  Geraden 
{l^,  l\)  auch  noch  eine  Erzeugende  {g^,  <j\)  des  anderen  Systems  gehen 
müsse,  welcbe  in  der  Ebene  T^t  2"^  liegt,  und  dass  diese  Erzeugende 
(ffi'ffW  die  gegebene  Erzeugende  (1^,1'^)  in  einem  Punkte  treffen 
müsse,  welcher  kein  anderer  als  der  Durchschnittspunkt  {b„h\)  der 
Geraden  {1,^,  l'.,)  mit  der  Ebene  T'^  T\  sein  kann,  so  ergibt  sich 
besagte  Erzeugende  als  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Punkte 
(«,,  a',)  und  (6,,  6',).  Hiebei  ist  zu  bemerken,  dass  sich  der  Dnrch- 
stoßpuakt  (b^,h\)  der  Geraden  (l,i,l\)  mit  der  Ebene  T'„  T'i,  direct 
als  jener  Punkt  herausstellt,  in  welchem  die  Gerade  {S,  S')  von  (l^,  I'g) 
getroffen  wird. 

Eine  zweite  Erzeugende  (g^,  g'^  des  Paraboloides  findet  man  auf 
Grund  der  nämlichen  Betrachtungen,  als  Verbindungsgerade  des  Punk- 
tes (63,  6'j)  mit  jenem  Punkte  {a^,  a'^),  in  welchem  die  Gerade  (i,,  l\) 
die  Ebene  T\  T\  schneidet. 

Hiernach  kennen  wir  zwei  Erzeugende  (l„  l\)  und  {I2,  l'^)  des 
einen  Systems,  und  ebenso  zwei  Erzeugenden  (j/i,  ^',)  und  (9^,9'^)  des 
anderen  Systems, 
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Die  zu  {l„  l\)  und  (l^,  l'^)  an  beliebiger  Stelle  parallel  gelegt« 
Ebene  JUVÄ'i  ist  sodann  die  Ricbtebene  des  einen,  und  die  parallel 
zu  (g^,g\)  und  (ffstS'-i)  geführte  Ebene  R\M\  jene  des  zweiten  Systems 
der  ErzeugeudeQ  des  byperbolischen  Paraboloides. 

Da  von  jedem  der  beiden  Punkte  h',  und  h'^  zwei  verschiedene 
Tangenten  an  die  gegebene  Parabel  P  gelegt  werden  können,  und  jede 
Tangente  des  ersteren  Paares  mit  jeder  Tangente  des  zweiten  Paares 
combiniert  werden  kann,  so  folgt,  dass  es  vier  verschiedene  Para- 
boloide  gibt,  welche  der  gestellten  Aufgabe  entsprechen. 

§.  158. 

45.  Aufgahe.  Ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist  durch  eine  der 
Eiehtebenen  und  durch  zwei  Tangentialebenen  sammt  deren  Berüh- 
rungspunkten gegeben;  die  zweite  Riehtebene  ist  zu  suchen. 

Die  gegebene  ßiclitebene  werde  als  horizontale  Projeetionsebene 
angenommen.  Die  beiden  gegebenen  Ebenen  seien  durch  e',  eV  und 
'>%  e\  (Taf.  XI,  Fig.  63)  und  die  in  denselben  liegenden  Berührungs- 
punkte durch  («,  a')  und  (&,  b')  dargestellt. 

Die  Ebene  e'^e'h  enthält  zwei  durch  den  Punkt  (a,  a')  gehende 
Erzeugenden  des  Paraboloides,  wovon  die  eine  (gi,g',),  parallel  zur 
horizontalen  Projectionsebene  als  Eichtebene,  also  insbesondere  parallel 
zur  Trace  e\  sein  muss.  Ebenso  findet  man  die  in  der  Ebene  e\  e-/, 
liegende ,  durch  den  Berührungspunkt  (b,  b')  gebende  Erzeugende 
{^j,  f/'a),  als  die  Parallele  zur  Horizontaltrace  e\. 

In  der  Ebene  e'„e'/.  üegt  aber  auch  die  durch  den  Punkt  (a,  a') 
gehende  Erzeugende  ((,,  l\)  des  aweiten  Systems.  Nachdem  dieselbe 
jene  dem  anderen  Systeme  angehörende  Erzeugende  (^a,  g'^)  in  einem 
Punkte  treffen  muas,  welcher  mit  dem  Durchschnittspunkte  {ß,  ß') 
der  Geraden  (g^,  g'^)  mit  der  Ebene  c'jC'ji  zusammenfällt,  so  ergibt 
sich  diese  Erzeugende  {l^,  l\)  unmittelbar  als  Verbindungsgerade  der 
Punkte  (a,  a')  und  {ß,  ß').  Der  Durchstoß punkt  (ß,  ß')  von  e'„  e'h  mit 
der  Geraden  (^2' ff'z)  ist  offenbar  derjenige  Punkt,  in  welchem  die 
letztere  von  der  Schnittgeraden  (.«,  s')  der  beiden  Ebenen  e%  e'/, 
und  e\e^A  getroffen  wird. 

Auf  gleiche  Weise  findet  man  eine  zweite  Erzeugende  (^2,  l's)^ 
als  die  Verbindungsgerade  des  Punktes  {!>,  &')  mit  jenem  Punkte  (0:,  a'), 
in  welchem  die  Ebene  c\e\  die  Erzeugenden  (gi,  (j\)  schneidet.  Der 
Punkt  (((,«')  ist  gleichzeitig  jener,  in  welchem  die  Gerade  (gi,  g'-,) 
die  Schnittgerade  (s,  s')  der  Ebenen  c\e\  und  e*„e*  trifft. 
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Führt  man  nun  durch  einen  beliebigen  Pniikt  (x,^')  eine  Ebene 
parallel  zu  den  ErMUgenden  (?,,  /',)  und  (Z^,  l'.^),  so  wird  durch  diese 
die  gesuchte  zweite  Kiehtebene  11^  Rh  dargestellt. 

§.  169. 

46.  Aufyuba.  Ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist  durch  die 
beiden  Riclitebeneii,  durch  zwei  Tangentialebenen  und  endlich  dureh 
den  Berührungspunkt  der  einen  von  den  letztgenannten  Ebenen 
gegeben;  es  soll  der Berüirungspiiakt  der  zweiten  gefunden  werden. 

Wir  denken  uns  die  eine  Kiehtebene  wieder  als  horizontale 
Projeetionsebene ,  die  verticale  Projoctionsebene  hingegen  wählen  wir 
tienkreeht  zu  der  zweiten  Bichtebene  R^,  so,  dass  die  letztere  als 
eine  vertical  projicierende  Ebene  B^Rk  (Taf.  XII,  Fig.  64)  erscheint. 
Die  beiden  Tangentialebenen  seien  durch  t^jeV  und  e\e\  bestimmt, 
und  eadüeb  sei  (a,  «')  der  Berührungspunkt  von  e'^eV 

Behufs  Bestimmung  des  Berührungspunktes  der  zweiten  Ebene 
e%e\  wird  es  sich  selbst Ferständlich  zunächst  darnin  handeln,  die  in 
dieser  Ebene  liegende«  Erzeugenden  des  Paraboloides  aufzufinden. 
Letzteres  kann  in  nachstehender  Weise  bewirkt  werden. 

Die  durch  den  Berührungspunkt  (a,  a')  gehenden  Erzeugenden 
des  Paraboloides  sind  offenbar  zwei  in  der  Bcrüiirnngsebeue  e\e'h 
liegende  Geraden,  welche  beziehungsweise  zur  horizontalen  Projections- 
ebene  und  xur  zweiten  Riehtebene  R^Rh  parallel  sein  niiissen. 

Die  eine  derselben  {g^,  g\)  wird  man  daher  als  Schnitt  der 
Ebene  e\e'i,  mit  der  durch  {a,  «')  parallel  zur  horizontalen  Pro- 
jectionsebene  gelegten  Ebene  b\  erhalten;  die  zweite  (l^,  l\)  dagegen 
als  die  Schuittgerade  der  Ebene  e\e\  mit  der  durch  («,  a')  parallel 
zur  zweiten  ßicbtebene  JJ^S*  gelegten  Ebene  Q',Q'k  finden. 

Bestimmen  wir  weiters  den  Schnitt  (s,  s'j  der  Ebene  (i\e'k  mit 
der  zweiten  Berührebene  e%e\,  so  wird  die  besagte  Schnittgerade 
(s,  s')  die  beiden  Erzeugenden  {§1,  g\)  und  (i,,  ?',)  in  jenen  Punkten 
(k,  tt')  und  iß,  \,')  treffen,  in  welchen  dieselben  die  BerShrebene 
e*ie\  selineiden. 

Die  Ebene  e*ie\  muss  zwei  Erzeugenden  verschiedener  Sj'steme, 
welche  durch  den  zu  suchenden  Berührungspunkt  gehen,  enthalten, 
Xennen  wir  diese  beiden  Erzeugenden  {g^,  g'^  und  (7j,  V^. 

Die  Erzeugende  (^g,  g\)  wird  alle  Erzeugenden  des  Systems  il], 
also  auch  die  Gerade  {l^,  l\)  schneiden.  Letzteres  kann  aber  nur,  weil 
(Oq'9'q)  '1  der  Ebene  e\e\  liegt,  in  jenem  Punkte  {ß,  ß')  erfolgen,  in 
welchem  die  letztgenannte  Ebene  von  der  Erzeugenden  (/,,  l\)  ge- 
troffen wird.  Die  gesuchte  Erzeugende  {g,,,  g\)  muss  daher  durch  den 
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Punkt  (ß,  /SO  gehen.  Andererseits  muss  dieselbe  aber  auch  zur  hori- 
aoatalea  Projectionaebene,  als  Kichtebene,  parallel  sein,  und  wird  sich 
daher  als  Schnittgerade  der  Ebene  e\e\  mit  der  durch  {ß,  ß')  ge- 
legten Horizontalebene  s\  ergeben. 

Analog  findet  man  die  zweite  in  e\e\  liegende  Erzeugende 
(l^,l\).  Dieselbe  muss  sämmtliche  Erzeugenden  (jr),  also  auch  die  Ge- 
rade (^1,  ö''i)  schneiden,  was  wiederum  nur  in  jenem  Punkte  (a,  «') 
stattfinden  iianu ,  ia  welchem  die  Erzeugende  (g^,  g\)  die  Ebene 
e\  e\  trifft.  Die  gesuchte  Erzeugende  {l^ ,  l'^)  muss  daher  durch 
diesen  Punkt  (a,  «*)  gehen.  Dieselbe  muss  aber  auch  andererseits  zu 
der  Kichtebene  RbBa  parallel  sein,  und  wird  sich  demgemäß  als  die 
Schnittgerade  der  Ebene  e*,  e^  mit  jener  Ebene  p'up'a  ergeben, 
welche  durch  den  Punkt  (a,  a')  parallel  zu  der  Richtebene  E^  R/, 
gelegt  werdea  kann. 

Die  beiden  Erzeugenden  i'^j,  g'^)  und  (l^,  l\)  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  (F,  P'),  welcher  den  Berührungspunkt  der  Ebene  e^  e^ 
mit  dem  hyperbolischen  Paraboloide  darstellt.  Hiermit  erscheint  die 
gestellte  Aufgabe  gelöst.  Nebenbei  sei  erwähnt,  dass  durch  die  voll- 
führten Coastructionen  das  Paraboloid  auf  die  gewöhnlich  gegebenen 
Bestimmungsätücke  „zwei  Leitgeraden"  l^,  1^  (resp.  g^  und  g^  und 
„eine  Riebtebeue"  (horizontale  Ebene,  resp.  Ebene  B^Rh)  zurück- 
geführt wurde. 

Auf  ähnlichem  Wege  wird  man  auch  zur  Lösung  und  .Durch- 
führung der  umgekehrten  Aufgabe,  wie  folgt,  gelangen. 

§.   160. 

47.  Aufgabe.  Ein  hyperbolisclies  Paraboloid  ist  duroll  die 
beiden  Eiehtebenen,  dureli  eine  Tangentialebene  und  deren  Be- 
rührungspunkt, sowie  endlich  dnreli  einen  Punkt  der  Pläclie  selbst 
gegeben;  es  ist  die  Berührungsebene  im  letztgenannten  Punkte  zu 
bestimmen. 

Wie  im  vorhergehenden  Falle,  nehmen  wir  auch  hier  die 
eine  Richtebene  als  die  horizontale  Projectiousebene  an  und  wählen 
die  verticale  Projeetionsebene  senkrecht  au  der  zweiten  Ricbtebene, 
wodurch  sich  diese  letztere  als  eine  verticalprojieierende  Ebene  RiiJ* 
darstellt. 

Die  gegebene  Berührebene  sei  e^eA  (Taf.  XH,  Pig.  65),' («,»')  deren 
Berührungspunkt  und  (.p,p')  der  gegebene  Punkt  der  Fläche. 

Um  durch  den  letztgenannten  Punkt  die  Beriihrungsebene  des 
Paraboloides  legen  zu  können,  wird  es,  wie  sofort  einleuchtet,  am 
zweekmäliigsten  sein,   die  durch  denselben  gehendt 
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beiden  Systeme  zu  construiereD.  Letzteres  führen  wir  folgendermaßen 
durch. 

Man  bestimmt  zunächst  die  beides  Erzeugenden,  welche  in  der 
Berührungsebene  e„e(,  liegen,  in  derselben  Weise,  wie  dies  bei  Bespre- 
chung des  vorhergehenden  Problems  geschah.  Dieselben  ergeben  sieh 
nämlich  beziehungsweise  als  die  Schnittgeraden  {g,.g\)  und  (I,,^',) 
der  Ebene  e^et  mit  jenen  beiden  Ebenen  £\  und  p'»?'*,  welche  durch 
den  Berührungspunfet  (a,  a-)  parallel  zu  den  Richtebenen  (horizontale 
Project.ionsebene  und  Ebene  RtE-h)  gelegt  werden. 

Die  Erzeugende  {gz,g'^),  welche  durch  den  Punkt  {p,p')  geht, 
muss  einerseits  parallel  mr  horizontalen  Richtebene  sein,  andererseits 
aber  die  oben  gefundene  Erzeugende  {(,,  (',)  des  zweiten  Systems 
schneiden.  Dieselbe  wird  sich  daher  als  Verbindungsgerade  des  Punktes 
ip,p')  mit  jenem  Punkte  («,-«*)  ergeben,  in  welchem  die  Erzeugende 
(lj,l\)  von  der  durch  (p,p')  gelegten  horizontalen  Ebene  s\  ge- 
troffen wird. 

Die  aweite  durch  (p,p')  gehende  Erzeugende  (ij,i'j)  wird  einer- 
seits zur  Eichtebene  Btlii,  parallel  sein  und  andererseits  die  dem 
zweiten  System  angehörige  Erzeugende  {gi,ff\)  schneiden  müssen.  Be- 
sagte Erzeugende  wird  mithin  als  die  Verbindungsgerado  des  Punktes 
(p,p')  mit  dem  Punkte  (ß,  ß'),  in  welchem  die  Erzeugende  (ß„g'i)  von 
der  durch  {p,p')  parallel  zur  Richtebene  B^Bi,  gelegten  Ebene  q\q% 
getroifen  wird,  erhalten  werden. 

Legt  man  nun  durch  die  beiden  Erzeugenden  ((/a,5'a)  und  {l^,}\} 
eine  Ebene,  so  repräsentiert  diese  bereits  die  geforderte  Berührungs- 
ebene  T,l\  im  Punkte  (p,p')  des  Paraboloides. 

Weitere  Erzeugende  des  Systems  (g)  auf  dem  Paraboloide  können 
leicht  gefunden  werden,  wenn  man  (i, ,  l\)  und  (l^,  i'j)  als  Leitgeraden 
und  die  horizontale  Projectionsebene  als  Riehtebene  voraussetzt;  ebenso 
bequem  werden  sich  Erzeugende  des  Systems  (I)  ergeben,  wenn  man 
ig,,  g\)  und  {g^,  g'^)  als  Leitgeraden  und  die  Ebene  Ji^M^  als  Richt- 
ebene annimmt. 

§.  161- 

48.  Aufgabe.  Ein  hyperbolisches  Parabolold  ist  durch  eine 
Richtebene,  durch  eine  Erzengende,  welche  zu  dieser  Riehtebene 
nicht  parallel  ist,  und  durch  drei  Punkte  gegeben ;  es  ist  die  zweite 
Riehtebene  auszumltteln. 

Die  gegebene  Riehtebene  seiiJ, ,  die  gegebene  Erzeugende  sei  I, 
und  die  drei  gegebenen  Punkte  seien  a,,  a,  und  a^. 
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Die  ErzeugeDden  des  Systems  (g),  welche  durch  die  Puakte  Uy, 
a.,  und  «3  gehen,  sind  drei  Geraden  3,,  g.,  und  g^,  welche  sämmtlich 
die  Gerade  \  des  anderen  Systems  sehneiden  uud  zur  Eichtebene  J2, 
parallel  sein  müssen.  Bezeichnete  Geraden  der  Fläche  werden  dem- 
gemäß erhalten,  wenn  mau  durch  a„  a^  und  Ö3  die  Ebenen  p',,  p*, 
und  q\  parallel  zu  Ji,  legt,  und  die  Durehstoßpunkte  tt,,  a„  und  «3 
derselben  mit  der  Geraden  /,,  beziehungsweise  mit  den  Punkten  w,, 
ß.,  und  «3  verbindet. 

Hiernach  kennt  man  drei  Erzeugende  g^,g^  und  ^3  des  Systems  (g), 
und  es  unterliegt  demnach  keinerlei  Schwierigkeit,  vermittelst  der- 
selben eine  Erzeugende  l^  zu  finden,  d.  i.  eine  von  jenen  Geraden  an- 
zugehen, welche  mit  g^,  g^  und  ^3  je  einen  Punkt  gemein  haben,  — 
Legt  man  sodann  zu  ?,  und  l^  eine  parallele  Ebene,  so  repräsentiert 
diese  bereits  die  gesuchte  zweite  Richtebene. 

§.  162. 

49.  Aufgabe.  Von  einem  hyperbolischen  Paraholoide  sind  vier 
Punkte  und  die  beiden  Richtebenen  gegeben;  es  sind  zwei  Erzen- 
gende desselben,  welche  dem  nämlichen  System  angehören,  zu  be- 
stimmen. 

Vorstehendes  Problem  iässt  sieh  vermittelst  geeigneter  Constriic- 
tion  auf  eiti  früher  besprocbenes  und  zwar  auf  dasjenige  zuriickfübren, 
bei  welchem  das  Paraboloid  durch  zwei  Richtebenen,  zwei  Punkte  und 
die  Tangentialebene  in  einem  dieser  Punkte  gegeben  war. 

Wir  denken  uns  behufs  der  leichteren  constructiven  Durchfuh- 
rung die  Transformation  der  gegebenen  Beatimmungsstücke  bereits  in 
der  Weise  vollzogen,  dass  die  eine  Richtebene  wieder  als  horizontale 
Projectionsebene  erscheint  und  die  vertieale  Projeetionsebene  so  ge- 
wählt, dass  dieselbe  zur  zweiten  Richtebene  senkrecht  wird;  die  letz- 
tere folglich  als  eine  verticalprojicierende  Ebene  J^oüj,  sich  darstellt. 
Die  vier  gegebenen  Punkte  des  Paraboloides  seien  (a,a'),  {h,h'),  [c,e') 
und  (d,  d-)  (Taf.  XIU,  Eig.  66). 

Zunächst  legen  wir  durch  drei  dieser  Punkte,  allenfalls  durch 
ia,a'),  {b,b')  und  {c,  c")  eine  Ebene  s'vs'^.  Letztere  schneidet  das 
Paraboloid  in  einer  Hyperbel,  welche  durch  diese  drei  Punkte  geht. 
Die  Asymptoten  derselben  werden  selbstverständlich  eine  zu  den 
Sehnittgeraden  der  Ebene  s'^  s'h  mit  den  beiden  Eichtebenen  pa- 
rallele Lage  haben. 

Nachdem  aber  die  beiden  Richtebenen  verticalprojicierend  sind, 
demgemäß  die  verticalen  Projectioneu  aller  Geraden,  die  in  der  einen 
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liegen,  in  die  Grundlinie,  und  jene  aller  Geraden,  die  in  der  zweiten 
liegen,  in  die  Verticaitvace  ü,  fallen,  so  folgt,  dass  auch  die  verticale 
Projection  der  Schnitthyperbel  wieder  eine  Hyperbel  sein  wird,  welche 
durch  die  drei  Punkte  a,  b  «od  c  geht,  und  deren  Asymptoten  be- 
ziehungsweise zu  der  Grundlinie  und  zur  Trace  ü„  parallel  sein  werden. 

Durch  diese  Elemente  ist  die  Hyperbel  vollkommen  bestimmt, 
und  kann  man  die  Tangente  in  einem  ihrer  Punkte,  beispielsweise 
in  a,  mittelst  der  bekannten  aus  dem  Pascal'scbeL  Satze  folgenden 
Construction  ermitteln. 

Die  unendlich  fernen  Punkte  e  und  f  von  B^  und  GG  bilden 
mit  a,  h  und  c  ein  der  Hyperbel  eingeschriebenes  Fünfeck,  weiches 
im  Vereine  mit  der  fraglichen  Tangente  t,  als  Sechseck  aufgefasst 
werden  kann. 

Die  Gegenseitenpaare  af  und  hc,  ab  und  ce,  f,  und  cf  sehneiden 
sich  auf  derselben  Geraden  aßy,  woraus  unmittelbar  die  Construction 
der  Tangente  t,  folgt. 

Die  Gerade  t^  ist  somit  die  verticale  Projection  der  Tau- 
gente der  Scbiiitthyperbel  in  dem  Punkte  (a.a'j.  Die  Horizontai- 
projectioü  t\  derselben  ist,  da  sie  io  der  Ebene  E\£'h  liegt,  aus 
der  Verticalprojection  t,  leicht  abzuleiten. 

Als  Tangente  der  Schnitthyperbel  ist  die  Gerade  {t„t\)  gleich- 
zeitig eine  Tangente  des  Paraboloides  im  Punkte  {a,a'). 

Auf  gleiche  Weise  kann  auch  eine  zweite  Tangente  it„,  t'^)  des 
Paraboloides  im  Punkte  («,  a')  ermittelt  werden.  Man  wird  nämlich 
durch  (a,  a')  und  zwei  andere  Punkte,  etwa  durch  (b,  b')  und  (ä.  d'), 
eine  Ebene  «',«%  legen,  uod  indem  man  die  vorigen  Constructionen 
wiederholt,  die  Tangente  {t^,  t'^)  der  mit  dieser  Ebene  e^  resultieren- 
den Schnitthyperbel  im  Punkte  (a,  a')  construieren. 

Eine  Ebene  ecCi,,  welche  man  durch  die  beiden  Tangenten  (^i,'',) 
und  (ij,  Cj)  legt,  berührt  das  Paraboloid  im  Punkte  (a,  a'). 

Diese  Ebene  mit  dem  Berührungspunkte  (ö,  a')  und  einer  von 
den  drei  übrigen  Puakten  können  nun,  wie  in  Aufgabe  47)  dazu  be- 
nützt werden,  um  ein  Paar  toq  Erzeugenden  jedes  einzelnen  Systems 
der  Fläche  ausfindig  au  machen,  womit  die  Aufgabe  auf  Bekanntes 
redueiert  und  demnach  vollständig  gelöst  erscheint. 
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XL  Capitel. 

Die  Strictionslinien  der  Regelfiächen  zweiten  Grades. 

§.  163. 
A.  Die  .Strictionslinie  des  dreiachsigen  Hyperboloides. 

Das  HyperlDoSoid  sei  durch  seine,  Kohlellipse  (K,  K')  (Taf.  XITI. 
Fig.  67)  io  einer  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallelen  Ebeoe 
E„  und  durch  seine  Horizontalspur  [Ki,K\)  gegeben;  weiters  denken 
wir  uns  dasselbe  durch  eine  zweite  horizontale  Ebene  s\,  welche  von 
der  Ebene  b,  deo  nämlichen  Abstand  wie  die  horizontale  Projections- 
ebene  besitzt,  nach  der  Ellipse  (ff'j,  K'^  begrenzt. 

Die  horizontale  Projection  K\  dieser  Ellipse  fällt  mit  der  Hori- 
zoatalspur  K\  des  Hyperboloides  zusammen;  ferner  ist  dieselbe  mit 
der  horizontalen  Projection  K'  der  Kehlellipse  coacentrisch  und  ähn- 
lieh. Scbließlich  wollen  wir  noch  voraussetzen,  dass  die  verticale 
Projectionsebenc  zu  einer  der  beiden  Hauptebenen,  welche  auf  der 
Kbene  der  Kehlellipse  senkrecht  stehen,  (beispielsweise  zu  jener, 
weiche  die  grolie  Achse  {AB,  Ä'B')  von  {K,K')  enthält)  parallel  sei. 
Wir  wissen  bereits,  dass  durch  jede  Erzeugende  einer  windschiefen 
Fläche  eine  bestimmte  Ebeoe  —  die  „asymptotische  Ebene 
dieser  Erzeugenden"  —  gehe,  welche  die  Fläche  in  dem  unend- 
lich fernen  Punkte  der  betreffenden  Erzeugenden  berührt. 

Eine  ebensolche  besondere  Berührungsebene  durch  jede 
der  Erzeugenden  ist  die  „Centralebeue",  d.  i.  jene  Ebene, welche 
durch  diese  Erzeugende,  senkrecht  zu  der  betreffenden  asymptotischen 
Ebene  gelegt  werden  kann. 

Der  BerflhruDgspunkt  dieser  Ebene  beißt  der  „Centralpunkt" 
der  Erzeugenden  und  der  geometrische  Ort  der  Centralpunkte 
aller  Erzeugenden  ist  die  „Str ictionslinie"  der  betreffen- 
den Eegeifläche. 

Dieser  Auseinandersetzung  gemäß  haben  wir  im  vorliegenden 
Falle,  behufs  Construction  der  Strictionslinie,  nichts  anderes  zu  thun 
als  die  Centralpunkte  einer  beliebig  gewählten  Anzahl  vou  Er- 
zeugenden des  Hyperboloides  zu  ermitteln.  In  Folgendem  möge  die 
Construction  eines  solchen  Centralpunktes  entwickelt  werden. 

Sei  demnach  {g,g')  eine  beliebige  Erzeugende  des  Hyperboloides. 
Um  den  Centralpunkt  derselben  zu  finden,  haben  wir,  wie  oben  im 
allgemeinen   gesagt  wurde,    die   asymptotische  Beriibrebene  von  {g,g') 
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zu  suchen,  durch  {g,g')  sodann  auf  dieselbe  eine  normale  Ebene  zu 
führen  und  den  Berührungspunkt  der  letzteren  zu  construieren. 

Nach  früherem  ist  bekanut,  dass  die  asymptotische  Ebene  der 
Erzeugenden  (17,3')  eines  Hyperboloides,  außer  (17,3''),  aucb  die  zu  dieser 
Erzeugenden  (!/,g')  parallele  Erzeugende  {1,1'}  des  zweiten  Systems 
enthalte.  Ist  die  letztere  ausgemittelt,  so  wird  es  sieb  darum  bandeln, 
die  Centialebene  der  Erzeugenden  (ß,g')  zu  finden,  d.  i.  jene 
durcb  iHjg')  gebende  Ebene  E  zu  bestimmen,  welche  auf  der  durch 
{g,g')  und  {1,1')  bestimmten  (asymptotischen)  Ebene  senkrecht  steht. 
Besagte  Ebene  kann,  wie  folgt,  festgestellt  werden. 

Wir  legen  an  beliebiger  Stelle  der  Erzengenden  {1,1')  beispiels- 
weise durcb  deren  Horiaontaldurehstoßpunkt  7i',  eine  Hilfsebene  S  senk- 
recht zur  Geraden  lg,g').  Die  Horizoataltrace  Si,  derselben  gebt  sodann 
durch  h'i  und  ist  senkrecht  auf  {g,g')-  Diese  Ebene  schneidet  die 
(jerade  {g,g')  in  einem  Punkte  r  (durch  Umlegung  von  (ß,g')  um  g' 
nach  go  ist  derselbe  leicht  bestimmbar),  welcher  nach  der  ümlegung 
der  Ebene  S  um  ihre  Horizontaltraeen  Si,  nach  ro  gelangt.  Verbindet 
man  hierauf  Vg  mit  h'^,  so  stellt  diese  Gerade  rgW^  die  Schnittlinie 
der  Hilfsebene  Si,  mit  der  asymptotischen  Ebene  (g,l)  nach  ihrer 
Umiegung  um  Sh  dar. 

Nachdem  aber  die  Centralebene  E  zu  der  asymptotiseJien  Ebene 
(g,l)  normal  steht,  so  schneidet  sie  die  Ebene  S  in  einer  durch  r„ 
gehenden  zu  rgli',  senkiechten  Geraden  r^v,  welche  die  Traee  Si,  in 
dem  Punkte  0  trifft  Die  Horizontaltrace  £;,  der  gesuchten  Central- 
ebene geht  lun  offenbar  emerseits  durch  den  so  erhaltenen  Punkt  '■, 
indererseitb  abei  auch  durch  die  Horizontalspur  Ji'  der  gegebenen  Er- 
zeugenden {g  q^  so  dass  dieselbe  durch  die  Verbindungsgerade  vh' 
dargestellt  er^jchemt 

Um  den  Berubinugspuukt  dieser  Ebene  E  zu  finden,  wird  bloß 
zu  beachten  sein  diss  dieaelbe  außer  der  Erzengenden  {g,  g')  noch  eine 
Erzeugende  des  andeien  Sjstems  enthalten  müsse.  Die  horizontale 
Piojection  li  dieser  Erzeugenden  geht  einerseits  durch  den  Punkt  d\ 
in  welchem  die  Traee  Ei,  die  Ilori^ontalspur  des  Hyperboloides,  d.  i, 
die  Ellipse  K'^  zum  zweitenmale  trifft,  andererseits  aber  bat  dieselbe 
als  Tangente  an  die  horizontale  Projeetiou  K'  der  Kehlellipse  mit 
dieser  den  Berührungspunkt  gemein.  Hiemit  ist  die  horizontale  Pio- 
jection der  Erzeugenden  \   vollständig  bestimmt. 

Die  Geraden  l\  und  g'  schneiden  sich  in  einem  Punkte  p\ 
welcher  die  horizontale  Projeetion  des  Berührungspunktes  {p,p')  der 
i'Jbene  E,  d.  i,  des  gesuchten  Ceiitralpunktes  darstellt. 
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In  gleicher  Weise  kann  man  die  Centralpunkte  beliebig  vieler 
anderer  Erzeugenden  finden,  und  erhält  sodann,  ais  Ort  derselben, 
die  Strictionslinie  des  Hyperboloides. 

Da  das  Hyperboloid  drei  SyrDmetrieebenen  besitzt,  so  muas  selbst- 
verständlich auch  die  Strictionslinie  gegen  diese  Ebenen 
symmetrisch  sein. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dasa  die  Strictionslinie  die  Kehlellipse 
in  deren  Scheiteln  A,  B,  C  und  D  treffen  muss.  Letzteres  sagt  aber 
nichts  anderes  aus,  als  dass  dieselbe  mit  der  Ebene  der  Kehlellipse 
diese  vier  Punkte  gemein  hat  und  daher  eine  Eaumcurve  vierter 
Ordnung  ist. 

§.  164. 
-E.  Die  Strictionslinie  des  windschiefen  Rotationsliyperboloides- 

Man  kann  von  vornherein  behaupten,  dass  die  Strictionslinie 
eines  Rotationshyperboloides  durch  einen  oder  mehrere  Kreise  dar- 
gestellt sein  werde. 

Denn ,  denkt  man  sich  den  Centralpunkt  einer  beliebigen  Er- 
zeugenden eines  Kotationshyperboloides  ermittelt,  so  wird,  falls  mau 
diese  Erzeugende  um  die  Achse  rotieren  lässt,  der  genannte  Central- 
punkt einen  Kreis  heschroibeo,  ohne  dass  er  ia  irgend  einer  Lage 
aufhören  würde,  der  Centralpunkt  der  betreffenden  Lage  der  Erzeu- 
genden zu  sein. 

Da  im  allgemeinen  Falle  die  Strictionslinie  als  eine  Curve  vierter 
Ordnung  sieh  herausstellte,  so  muss  dieselbe  dermalen  aus  zwei 
Kreisen  bestehen. 

Hierbei  sind  folgende  awei  Fälle  denkbar: 

ö)  Die  beiden  Kreise  liegen  symmetrisch  gegen  die  Ebene  des 
Kehlkreises,  oder 

h)  beide  Kreise  fallen  mit  dem  Kehlkreise  zusammen. 

Die  nachstehende  Betrachtung  wird  zeigen,  dass  der  letztere 
Fall  eintritt. 

Sei  £' (Taf.SIII,  Fig.  68)  die  horizontale  Projeetion  des  parallel 
Kur  horizontalen  Projectionsebene  vorausgesetzten  Kehlkreises,  und  K\ 
die  Horizontalspur  des  Kotationshyperboloides,  dargestellt  durch  einen 
mit  K'  concentrisohea  Kreis. 

Zieht  man  an  den  Kreis  K'  irgend  eine  beliebige  Tangente  g', 
so  repräsentiert  diese  die  horizontale  Projeetion  einer  Erzeugenden 
des  Hyperboloides.  Einer  von  jenen  Punkten,  in  welchem  diese  Ge- 
rade den  Kreis  K',  trifft,  ist  der  Horizontaldurchstoßpunkt  h'  der 
genannten  Erzeugenden. 
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um  die  asymptotische  Ebene  A  dieser  Erzeugeüden  zu 
finden,  wird  bloß  zu  beriioksichtigen  sein,  dass  die  genannte  Ebene 
außer  der  Erzeugenden  g  auch  die  zu  derselben  parallele  Erzengende  l 
des  anderen  Systems  enthalten  müsse.  Die  horizontale  Projection  l' 
dieser  Erzeugenden  ist  die  zu  g'  parallele  Tangente  des  Kreises  K'. 
Der  Horizontaldurehstoüpunkt  derselben  wird  durch  h',  repräsentiert. 
Die  Gerade  h'  h\  stellt  demnach  die  horizoßtale  Traee  Aj,  der  asymp- 
totischen Ebene  dar.  Es  bedarf  wohl  keines  besonderen  Beweises,  dass 
die  Gerade  h'  h\  auf  g'  und  ('  senkrecht  steht. 

Wir  gelangen  hiernach  unmittelbar  zu  dem  Schlüsse,  dass  die 
Centralebene  der  Erzeugenden  g,  d.  h,  die  durch  g  senkrecht  zur 
Ebene  A  geführte  Ebene,  keine  andere  als  die  durch  g  gehende  hori- 
zontal projicierende  Ebene  JE,  deren  Horizontaltrace  Eh  mit  der  Pro- 
jection g'  zusammenfallt,  sein  könne.  Der  Berührungspunkt  p 
dieser  Ebene  ist  aber  bekanntlich  jener  Punkt,  in  welchem  die  Er- 
zeugende g  den  Kehlkreis  {K,  K-)  trifft. 

HieraBs  ist  ersichtlich,  dass  der  Centralpunkt  einer  beliebigen 
Erzeugenden  g  eines  Eotationshyperboloides  jener  Punkt  sei,  in  welchem 
der  Kehlkreis  von  dieser  Erzeugenden  getroffen  wird.  Der  Kehlkreis 
ist  demnach  der  geometrische  Ort  der  Cen tralpunkto 
aller  Erzeugenden  g,  woraus  weiter  folgt,  dass  der  Kehlkreis 
die    Strictionslinie    des    Eotationshyperlioloidea    darstellt. 

Es  ist  an  und  für  sich  einleuchtend,  dass  dieser  Kreis  doppelt 
zu  zählen  sei,  da  derselbe  die  Strictionslinie  für  die  Erzeugenden  des 
Systems  ig)  sowohl,  als  auch  jene  für  die  Erzeugenden  des  Systems  Q)  ■ 
repräsentiert. 

§.  165. 
C  Die  Strictionslinie  des  hyperbolischen  Paraboloides. 

Die  asymptotische  Ebene  einer  jeden  Erzeugenden  des  hyper- 
bolischen Paraboloides  ist,  wie  wir  bereits  dargethan,  diejenige  Ebene, 
welche  durch  die  betreffenden  Erzeugenden  parallel  zu  der  betreffen- 
den Eichtebene  gelegt  wird.  Die  asymptotischen  Ebenen  aller  Erzeu- 
genden des  einen  Systems  sind  somit  zu  der  Eichtebene  desselben 
Systems  parallel. 

Aus  diesen  im  Vorhergegangenen  festgestellten  Thatsaehen  folgt 
aber  unmittelbar,  dass  die  Ceutralebenen  ailer  Erzeugenden 
eines  Systems  —  weil  senkrecht  zu  deren  asymptotischen  Ebenen 
—  auch  senkrecht  zu  der  betreffenden  Eichtebene,  oder, 
was  dasselbe  ist,  parallel  zu  einer  und  derselben  Geraden,  d.  i.  pa- 
rallel  zu   der  Normalen  der  bezüglichen  Eichtebene,   sein 
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Die  CentralebeueD  aller  Erzeugeaden  eines  Systems 
umhüllen  daher  einen  CjUnder,  dessen  Erzeugenden  normal  zu 
der  Richtehene  dieses  Systems  stehen,  und  welcher  das  Paraboloid 
längs  der  Strictionslinie  berührt. 

Aus  den  Ergebnissen  vorausgeschickter  Untersuchungen  wissen 
wir  aber,  dass  die  Berührungscurve  eines  hyperbolischen  Paraboloides 
mit  einem  demselben  umschriebenen  Gylinder   stets  eine  Parabel  ist. 

Das  Gleiche,  was  bezüglich  des  einen  Systems  von  Erzeugenden 
gilt,  lässt  sich  selbstverständlich,  die  Strictionslinie  betreffend,  auch 
für  das  zweite  System  von  Erzeugenden  nachweisen,  so  dass  der  Satz 
aufgestellt  werden  kann: 

116.  ^Die  Strictionslinie  eines  hyperbolischen  Paraboloides  be- 
steht aus  zwei  Parabeln ,  welche  sieh  als  die  Berührungseurven  der 
der  Fläche  umsehriebenen ,  zu  den  beiden  Mieht^enen  senkrechten 
Cylinder  ergeben.'^ 

Setzen  wir  jedoch  insbesondere  voraus,  dass  das  Pataboioid 
ein  gleichseitiges  sei,  d.  h.  dass  dessen  beide  ßichtebenen  auf- 
einander senkrecht  stehen,  so  wird  unschwer  der  Nachweis  geliefert 
werden  können,  dass  sich  die  Strictionslinie  des  hyper- 
bolischen Paraboloides  auf  zwei  Gerade  redueiert. 

Auf  die  vorausgescliickte  Theorie  der  Flächen  (Satz  99  etc.)  ver- 
weisend, ist  bekannt,  dass  in  jedem  gleichseitigen  Paraboloide 
zwei  Erzeugenden  ffs  uod  la  verschiedener  Systeme  existieren,  welche 
durch  den  Scheitel  des  Paraboloides  gehen  und  nachstehende  Eigen- 
schaft besitzen. 

Die  Erzeugende  g^  ist  senkrecht  zu  der  Richtebene  des  Systems  (I), 
und  werden  von  derselben  alle  Erzeugenden  l  rechtwinklig  geschnitten. 
Umgekehrt  ist  jede  Erzeugende  des  Systems  {g)  normal  zu  der 
Erzeugenden  h,  weil  diese  letztere  zur  Richtebene  des  Systems  (g)  senk- 
recht steht. 

Jede  durch  g^  gelegte  Ebene  wird  daher  zu  der  Eichtebene  des 
Systems  (T)  senkrecht  stehen,  und  der  ihr  entsprechende,  auf  gr,  liegende 
Berührungspunkt  wird  somit  der  Centralpunkt  irgend  einer  Erzeugen- 
den des  Systems  (l)  sein.  Dieses  Ergebnis  sagt  aber  nichts  anderes  aus. 
als  dass  die  Gerade  ^s  den  geometrischen  Ort  der  Gentral- 
punkte  aller  Erzeugenden  des  Systems  (l),  d.  h.  die  diesem 
Systeme  entsprechende  Strictionslinie  darstelle. 

Eine  übereinstimmende  Betrachtung  führt  zu  dem  Resultate, 
dass  ebenso  auch  die  Gerade  lg  die  Strictionslinie  für  die  Erzeugenden 
des  Systems  (g)  repräsentiere.     Es  folgt  mithin  der  Satz: 
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110.  „Die  Strictionslinie  eines  gleichseüig-hyperholischen  Fara- 
boloides  besteht  aus  eivei  Geraden,  und  swar  aus  den  beiden  durch 
den  Scheitel  des  Pardboloiäes  gehenden  {auf  einander  und  auf  den 
beiden  Jticktehenen  senkrecktstehenden)  Erseugenden  heider  Systeme." 

Weitere  Eigenschaften  der  windschiefen  Flächen  zweiten  Grades 
und  hierauf  bezughabende  Constructionen  itönnen  auf  Grund  der  im 
Vorhergegangenen  allgemein  für  Flächen  zweiten  Grades 
entwickelten  Polartheorie  abgeleitet  resp.  festgestellt  werden.  In  der 
Folge  werden  wir  übrigecs  auch  Gelegenheit  finden,  zu  entwickeln  und 
nachzuweisen,  wie  bei  verschiedenen  ConstruetioneQ ,  irgend  welche 
windschiefe  Flächen  betreffead,  Hyperboloide  und  Paraboloide  als 
„Hilfsflächen  "  eine  ebenso  interessante  als  wichtige  und  bequeme 
Verwerthung  und  Verwendung  finden  können. ') 
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Zweiter  Abschnitt. 
Die  McMregelfläclieii  zweiten  Grades. 


§.  166. 

Im  Früheren')  entwickelten  wir  eine  ßeihe  von  Eigenschaften  der 
Flächen  zweiten  Grades,  welche  einzig  und  allein  aus  der  Defi- 
nition, nach  welcher  eine  solche  Fläche  mit  einer  Ge- 
raden zwei  Punkte  gemein  hat,  und  aus  bekannten  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  gefolgert  wurden.  Es  ist  vou  selbst 
klar  und  auch  ohne  jedwede  Bemerkung  einleuchtend,  dass  auf  dem- 
selben Wege  noch  eine  Unzahl  von  Eigenschaften  der  Flächen  zweiten 
Grades  abgeleitet  werden  könnte. 

Wir  ziehen  es  jedoch  diesfalls  vor ,  zunächst  die  E  x  i  s  t  e  u  k 
solcher  Flächen  nachzuweisen  und  dann  das  geeignetste  Mittel 
für  die  graphische  Behandlung,  sowie  för  die  weitere  Entwiekelung 
von  Eigenschaften  der  vorgenannten  Flächen  aufzusuchen. 

Im  ersten  Abschnitte  schon  wurden  gewisse  Flächen  zweiten 
Grades  behandelt,  welche  unendlich  siele  Geraden  enthalten.  Es 
waren  dies  die  Kegelüäehen  zweiten  Grades,  sowie  die  windschiefen 
Flächen  zweiten  Grades,  und  wurden  in  letzterer  Beziehung  das  ein- 
fache Hyperboloid  und  das  hyperbolische  Paraboloid  hervorgehoben. 

Ein  großer  Theil  der  entwickelten  Eigenschaften  für  Flächen 
zweiten  Grades  im  allgemeinen  wurde  selbständig  für  die  vorerwähn- 
ten geradlinigen  Flächen  auf  einem  von  der  Polarentheorie  unab- 
hängigen Wege  abgeleitet  und  festgestellt. 

Es  erübrigt  nun,  bevor  wir  uns  in  weitere  bieher  gehörende 
Betrachtungen  einlassen ,  noch  einige  Worte  über  das  Verhalten  der 
windschiefen  Flächen  zweiten  Grades  gegen  die  unend- 
lich ferne  Ebene  ku  sprechen. 


')  Peeeiika;  Darstellende  und  projective  Geometrie.  11.  Band. 
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"Wir  fanden ,  dass  das  windschiefe  Hyperboloid  einen 
Asymptoteukegel  besitzt.  Im  Sinne  der  Polareutheorie  ist  diese  Eigen- 
schaft von  folgendem  Standpunkte  aus  aufzufassen. 

Da  das  Hyperboloid  von  geraden  Linien  erzf ugt  werden 
Itann  und  jeder  Geraden  ein  reeller,  unendlich  ferner  Punkt  zukömmt, 
so  muss  das  Hyperboloid  von  der  unendlich  fornen  Ebene 
in  einer  reellen  Curve  und  zwar,  weil  die  besagte  Fläche 
vom  zweiten  Grade  ist,  in  einem  Kegelsch  ai  tt  e   getroffen  werden. 

Der  der  Fläche  längs  dieses  Kegelsclinittes  umschriebene  Kegel 
hat  zum  Scheitel  den  Pol  der  unendlich  fernen  Ebene,  d.  i. 
den  Mittelpunkt  der  Fläche.  Dieser  Kegel  selbst  ist  sodann  aber 
kein  anderer  als  der  Asymptoteukegel  der  Fläche. 

Was  das  hyperbolische  Paraboloid  anbelangt,  so  wurde 
gefunden,  dass  dasselbe  keinen  eigentlichen  Mittelpunkt  besitze. 

Letzteres  erklärt  sich  vom  Standpunkte  der  Polareutheorie  in 
folgender  Weise. 

Es  wurde  nachgewiesen,  dass  dem  hyperbolischen  Paraboloide 
zwei  Richtübenen  entsprechen,  d.  h.  dass  es  in  unendlicher  Ent- 
fernung zwei  bestimmte  Geraden  gebe,  welche  von  allen  Erzeugenden 
der  Fläche  geschnitten  werden,  und  welche  demgemäli  der  Fläche 
selbst  angehören.  Besagte  Geraden  schneiden  sich  in  einem  im  Unend- 
lichen liegenden  Punkte,  welcher,  wie  wir  gesehen  haben,  den  unend- 
lich fernen  Punkt  der  Achse  des  Paraboloides  darstellt. 

Es  ist  hiernach  unschwer  zu  erkennen,  dass  die  unendlich  ferne 
Ebece,  nachdem  sie  zwei  sich  schneidende  Geraden  der  Fläche  ent- 
hält, diese  letztere  in  dem  genannten  Schnittpunkte  berühren  müsse. 
Dieser  Berlihnmgspunkt  ist  sodann  gleicbzeitig  der  Pol  der  unendlich 
fernen  Ebene,  d.  h.  der  Mittelpunkt  der  Fläche. 

Hieraus  ergibt  sich,  dass  das  hyperbolische  Paraboloid  einen 
(unei gentlichen)  Mittelpunkt  in  unendlicher  Entfernung 
besitze.  Demselben  kommen  viele  Eigeusebaften  eines  eigentlichen,  im 
Endlichen  liegenden  Mittelpunktes  zu.  So  gehen  beispielsweise  sämmt- 
liehe  Durchmesser,  d.  i,  die  geometrischen  Orte  der  Mittelpunkte 
paralleler  Schnitte  der  Fläche,  durch  denselben  hindurch  u.  s.  w. 

Wenden  wir  uns  nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  den 
Nichtregelfiächen  zweiten  Grades  au. 

Es  wurde  diesbezüglich  nachgewiesen,  dass  jede  Fläche  zweiten 
Grades  ein  System  von  drei  Hauptachsen  besitze.  Nebenbei  sei 
schon  hier  erwähnt,  dass  es  besondere  Formen  von  Niebtregelflächeu 
gibt,  welche  unendlich  viele  Hanptachsensysteme  i 
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Üher  die  Größe  dieser  Achsen  wurde  in  dem  Vorhergehenden 
keinerlei  Bedingung  aufgestellt.  Wir  können  daher  Toraussetzeii,  dass: 

a)  alle  Achsen  ungleiche  Längen  besitzen.  Diese  An- 
nahme wird  sich  offenbar  nur  auf  den  allgemeinstea  Fall  einer  Fläche 
Kweitc-n  Grades  beziehen. 

b)  Zwei  von  den  Hauptachsen  haben  eine  gleiche 
Länge,  welche  jedoch  von  der  der  dritten  Achse  ver- 
schieden ist.  In  letzterem  Falle  wird  der  in  der  Ebene  der  beiden 
gleichen  Achsen  liegende  Haup  tkegelseh  aitt  der  Fläche  noth- 
wendig  ein  Kreis  sein.  Infolge  des  Satzes  443&,  Band  II),  werden  dann 
aber  auch  alle  Ebenen,  welche  zu  dieser  Hauptehene  parallel, 
also  zu  der  dritten  Achse  normal  sind,  die  Fläche  gleichfalls  in 
Kreisen  schneiden,  deren  Mittelpunkte  sämmtlich  auf  der  letztgenannten 
Achse  liegen. 

Air  diese  Kreise  werden  ferner  auch  die  beiden  anderen  Haupt- 
kegelschnitte,  welche  offenbar  unter  einander  congruent  sind,  schneiden. 
Es  ist  diesfalls  leicht  einzusehen,  dass  eine  solche  Fläche,  wie  wir  sie 
unter  6)  zusammenfässten ,  dann  entstehen  muss,  wenn  irgend  ein 
Kegelschnitt  um  eine  seiner  Achsen  gedreht  wird.  Jede  derartige  Fläche 
heißt  eine  „Kotations-,  Revolutions-  oder  Üradrehungs- 
fläche   zweiten  ürades". 

Endlich  kann  man  voraussetzen,  dass 

c)  alle  drei   Hauptachsen   einander  gleich  seien. 
Unter  Zutreffen  dieser  Annahme    sind   offenbar  alle  drei  Haupt- 

kegelsehnitte  gleich  große  Kreise. 

Es  tritt  hier  der  besondere  Fall  ein,  dass  eine  Rotationsfläche 
durch  Umdrehung  eines  Kreises  um  einen  seiner  Durchmesser  ent- 
steht. Diese  Fläche,  mit  welcher  wir  uns  schon  in  der  Elementar- 
geometrie hinreichend  bekannt  machten,  ist  die  „Kngelfläche", 

Von  dieser  Fläche  wollen  wir  ausgehen  and  alle  anderen  Flä- 
chen zweiten  Grades  aus  derselben  ableiten. 


Hosted  by 


Google 


XU.  Capitel. 

Die    Kugelfläcfie. 

§.   167. 
Als  Grundlage  fQr  unsere  ferneren  UntersuohuQgen  soll  un 
Kugelfläche  dienen,  daber  es  gerechtfertigt  erscheinen  dürfte,  wen 
von  der  elementar -geometrischen  Definition  der  Kugel  ausgehend,  di 
wichtigsten  Eigenschaften  dieser  Tläche  auch  an  dieser  Stelle,  so  wei 
dieselben  unsere  Zwecke  unterstützen  und  fördern  helfen,  nochmals  an- 
führen oder  beziehungsweise  ableiten. 

117.  „Eine  Kugelftäche  ist  der  Ort  aller  Punkte  im  Baume, 
wdche  von  einem  und  demselben  festen  Punkte  den  nämlichen  Ab- 
stand lesitgen." 

Der  feste  Punkt  wird  der  „Mittelpunkt"  oder  das  „Centrum" 
der  Kugel  und  der  constante  Abstand  der  Kugelpunkte  von  demselben 
der  „Halbmesser"  oder  „Kadius"  der  Kugel  genannt. 

Jede  Ebene,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  geht, 
schneidet  die  letztere  in  einer  Curve,  deren  sämmtliche  Punkte  von 
dem  Mittelpunkte  den  gleichen  Abstand  haben.  Es  kann  daher  un- 
mittelbar der  Satz  aufgestellt  werden: 

118.  „Jede  durch  das  Centrum  einer  Kugel  gelegte  Ebene 
schneidet  dieselbe  in  einem  Kr&tse,  dessen  Eadiiis  jenem  der  Kugel 
gleich  ist." 


Denken  wir  uns  eine  Kugelfläehe  durch  eine  beliebige 
Gerade  (j  geschnitten. 

(Im  die  Schnittpunkte  zu  ermitteln,  führen  wir  durch  die  schnei- 
dende Gerade  g  und  durch  den  Kugelmittelpunkt  eine  Ebene.  Letztere 
sehneidet  die  Kugel  in  einem  Kreise.  Die  diesem  Kreise  und  der 
Geraden  g  gemeinschaftlichen  Punkte  werden  bereits  die  verlangten 
Schnittpunkte  bestimmen. 

Nachdem  aber  ein  Kreis  eine  Curve  zweiten  Grades  ist,  d.  h. 
mit  jeder  in  seiner  Ebene  liegenden  Geraden  nur  zwei  Punkte  (reell 
oder  imaginär)  gemein  hat,  so  wird  auch  die  Kugelfläche  von  jeder 
beliebigen  Geraden  nur  in  zwei  (reellen  oder  imaginären)  Punkten 
geschnitten  werden.  Die  Kugelfläche  ist  somit  eine  Fläche  zweiten 
Grades.     Wir  erhalten  also  den  Pundamentalsatz : 

119.  „Eine  Kugelfläche  wird  von  jeder  Geraden  im  Räume  nur 
in  zwei  {reellen  oder  imaginären)  Punkten  geschnitten;  die  Kugel  ist 
somit  eine  Fläche  eweiten  Grades.^' 
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Nachdem  somit  sichergestellt  wurde,  dass  die  Kugelfliiche  vom 
zweiteQ  Grade  ist,  sind  wir  berectitigt,  alle  vorher  für  die  Flächen 
zweiten  Grades  allgemein  hewiesenen  Eigenschaften  auf  die  Kugel  an- 
zuwendea.  Es  erübrigt  demnach  bloß  noch  das  „Besondere",  was  ver- 
möge der  Definition  der  Kugelfläche,  als  derselben  eigenthümlieh,  hin- 
zutritt, ergänzend  anzureihen. 

§.  169. 

Deuten  wir  uns  eine  Kugel  durch  eine  beliebige  Ebene  c  ge- 
schnitten. Die  Schnittearve  heiße  h.  Legen  wir  dnrch  den  Mittel- 
punkt der  Kugel  eine  zu  der  Ebene  e  parallele  Ebene  JE,  so  wird 
(Sata  IIS)  die  Ebene  IE  die  Kugel  in  einem  Kreise  K  schneiden.  Aus 
Satz  4436,  Band  II,  folgt  aber,  dass  die  parallelen  Schnitte  K  and  7c 
ähnlich  sein  müssen,  dass  also  Je  gleichfalls  ein  Kreis  sein  müsse.  Mit 
Rücksicht  auf  die  gana  beliebige  Lage  der  Ebene  e  folgt  der  Satz : 

120.  „Eine  Kugelfläche  wird  von  jeder  beliebigen  Ebene  in  einem 
Krevie  geschnitten." 

§.   170. 

Denken  wir  uns  weiters  den  Mittelpunkt  o  des  Kreises  k  mit  dem 
Mittelpunkte  M  der  Kugel  geradlinig  verbunden,  so  erhalten  wir  den 
den  beiden  Ebenen  E  und  e   conjugierten  Durchmesser. 

Sind  (*,,  (tj,  a^,...a„  beliebige  Punkte  des  Kreises  k,  so  ist 
oa,  =  oa^=  oag=  ..  .^-oa„  —  r  gleich  dem  Radius  r  des  Kreises /f. 
Ferner  ist  aber  auch  Ma^  —  Jf o„  ^  Mu^  =.  ..=  Ma„  =  R  gleich 
dem  Radius  11  der  Kugel.  Es  sind  mithin  die  sämmtlichen  Dreiecke 
oMa^,  oMa^.  ..oMa„  unter  einander  congruent  und  infolge  dessen 
alle  ihre  Winkel  bei  o  gleich. 

Dieser  einfachen  Betrachtung  ist  zu  entnehmen,  dass  der  durcb 
0  gehende  Kugeldurchmesser  Mo  mit  allen  in  der  Ebene  e  des  Kreises 
fc  durch  dessen  Fußpunkt  o  gezogenen  Geraden  oa,,  oa^...oa„ 
gleiche  Winkel  bildet,  was  offenbar  nur  dann  möglich  ist,  wenn  der- 
selbe auf  dieser  Ebene  senkrecht  steht.  Wir  erhalten  demgemäß 
den  Satz: 

121.  „Der  einer  Durchmesserebene  einer  Kugel  conjngierte 
Burclimesser  steht  auf  der  besagten  Ebene  senkrecht." 

Oder: 

122.  ^Die  Mittelpunkte  aller  unter  einander  parallelen  Kreis- 
schnitte einer  Kugel  liegen  auf  jenem  Durchmesser  der  Kugel,  welcher 
mt  den  schneidenden  Ebenen  normal  ist.'' 

Poschk»,  Datslellonae  n.  pMJBCtiTC  ßeometrin.  in.  jg 
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Da  der  Mittelpunkt  o  eines  auf  der  Kugeifiäche  liegeDdea  Kreises 
k,  dem  vorstehendea  Satze  122)  gemäß,  der  Fußpunitfc  des  vom  Kugel- 
mittelpunkte  M  auf  din  Kreisebene  gefällten  Perpendikels  ist  und 
dieses  letztere  der  Länge  nach  den  Abstand  lei  Krei  ebene  \oa  dem 
Kugelmittelpunlvte  daistellt,  so  etgibt  sich  unmittelbar  der  feata 

123  „Dfir  Jtadna  enta,  A.tetäe''  auf  "inet  Kugel  ist  dit  Kathete 
eines  ncMumlhgen  Dreieckig  dessen  Hypotenuse  dn  Kujelradius 
ist  und  desbcn  zweitt  Kathete  dem  Abstände  d  r  sei nc  i  ui  i  Ehenc 
vom  Kugelmittel punMo  gleich  1  ummt  " 

§.  171. 

Nachdem  einerseits  die  Hypotenuse  eines  reclitwinkli5,'en  Drei- 
eckes stets  größer  als  eine  Kathete  desselben  ist,  andererseits  aber 
jeder  Kreis  der  Kugel,  dessen  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel 
geht,  zum  Radius  jenea  der  Kugel  selbst  hat,  so  folgt,  dass  alle 
Kreise,  deren  Ebenen  nicht  durch  das  Centrum  der  Kugel  gehen, 
kleiner  sein  mössen,  als  die  Kreise,  deren  Mittelpunkte  mit  dem  Kugel- 
mittelpnnkte  coinoidieren.  Es  werden  daher  die  in  den  Diametral- 
ebenen einer  Kugel  liegenden  Kreise  die  „größten  Kugelkreise" 
oder  —  falls  nicht  etwa  Miss  Verständnisse  dadurch  herbeigeführt 
werden  —  kurz  „Kugel kreise"  genannt. 

Gleichzeitig  sei  auch  bemerkt,  dass  man  (obwohl  ungerecht- 
fertigt) die  Endpunkte  des  zu  einer  Diametralebene  senkrechten,  ihr 
also  conjugierten  Durchmessers,  häufig  die  „Pole"  des  in  dieser  Ebene 
liegenden  Kugelkreises  a«  nennen  pflegt. 

Zufolge  der  (im  IL  Bande)  entwickelten  allgemeinen  Eigenschaften 
der  Flächen  zweiten  Grades  wissen  wir,  dass  die  Berührungsebene 
einer  Fläche  zweiten  Grades  in  einem  ihrer  Punkte  dem  durch  den 
Herührungspunkt  gehenden  Durehmesser  conjugiert  ist.  Nachdem  aber 
sämmtliehe  Ebenen,  welche  einem  Kugeldurehmesser  conjugiert  sind, 
auf  dem  letzteren  senkrecht  stehen,  so  folgt  der  Satz: 

124.  „Die  IBerührungsebene  einer  Kugel  steht  stets  senfcrecht  zu 
jenem  Kugeldurchmesser,  welcher  durch  den  Beriihnmgspunkt  der- 
selben geht." 

Oder: 

125.  „Jede  Ebene,  deren  Abstand  lom  Kugelmittdpnnl t(  dem 
Kugelradius  gleich  ist,  heriStrt  die  Kugel " 

Dieser  Satz  kann  auch  m  der  nachstehenden  Foim  ausgi-apiorheu 
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126-  j,Älle  Ebenen,  welche  von  einem  festen  Funkte  den  näm- 
liehen  Abstand  besitzen,  umhüllen  eine  Kugelfläcke,  deren  Raditis 
diesem  constanten  Abstände  gleich  ist.'^ 

§.  172. 

Da  der  einer  beliebigen  Durchmesserebene  einer  Kugel  eonjagierte 
DurchmessGr  auf  dieser  Ebene  senkrecht  steht,  da  ferner  der  Kegel- 
schnitt in  der  Diametralebene  ein  Kreis  ist  und  nachdem  weitera  für 
einen  Kreis  sämmtliche  Paare  conjugierter  Durchmesser  rechte  Winkel 
liilden,  so  ist  einleuchtend,  dass"  jeder  Kugoldurchmesser  eine  Achse 
der  Kuge!  darstelle,  die  Kugel  mithiß  unendlich  viele  Systeme 
von  drei  Hauptachsen  besitzt.    Dies  gibt  den  Satz; 

1S7.  „Drei  beliebige,  wechselseitig  auf  einander  senkrecht  stehendf- 
Durehmesser  einer  Kugel  können  stets  als  Hauptachsen  derselben  be- 
trachtet werden;  eine  Kugel  besitzt  somit  unendlich  viele  Systeme  von 
Hauptachsen." 

Ein  aus  der  allgemeinen  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades 
bekannter  Satz  auf  die  Kugelfläche  übertragen,  lautet  folgendermaßen : 

1^8.  „Die  SaUnerungspuMkte  paralleler  Sehnen  einer  Kugel 
liegen  auf  derjenigen  (Diametral-)  Ebene,  welche  durch  den  Mittel- 
punkt der  Kugel,  senkrecht  eu  der  Sehnenschar  gefulirt  wird." 

Die  Kugel  wird  mitbin  von  jeder  ihrer  Durchmesserebeneu  in 
zwei  orthogonal-symmetrische  Theile  getheilt, 

§.  173. 

Betrachten  wir  weiters  den  von  einem  Punkte  außerhalb 
der  Kugel  derselben  umschriebenen  Kegel, 

Die  Berührungseurve  dieses  Kegels  ist  jener  Kreis,  in  welchem 
die  Polarebene  des  Kegelscheitels  die  Kugel  schneidet.  Nachdem  aber 
die  Polarebene  dem  durch  den  Scheitel  gehendeo  Kugeldurchmesser 
conjngiert  ist,  so  folgt,  dass  diese  auf  dem  letaleren  senkrecht  steht, 
oder  mit  anderen  Worten;  die  Berührungseurve  einer  Kugel 
mit  dem  ihr  aus  einem  Punkte  des  Eaumes  umschrie- 
benen Kegel  ist  ein  Kreis,  dessen  Ebene  auf  der  Verbiii- 
dungsgeraden  des  Kegelseheit eis  mit  dem  Mittelpunkte 
der  Kugel  senkrecht  steht  und  dessen  Mittelpunkt  auf  dieser  Ge- 
raden liegt. 

Eieraus  folgt ,  dass  der  einer  Kugel  umschriebene  Kegel  stets 
ein  gerader  Kreis-  oder  Rotationskegel  ist,  dessen  Achse  die  Verbin- 
dungsgerade des  Kegelscheitela  mit  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  ist. 
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Dies  ergibt  sich  übrigene  ohne  weiters  auch  direet,  weno  man 
eine  Eugel  durch  die  "Umdrehung  eines  Kreises  um  einen  seiner 
Durchmesser,  und  den  umschriebenen  Kegel  gleichzeitig  durch  Um- 
drehung eines  beliebigen  von  einem  Punkte  dieses  Durchmessers  aus- 
gehenden Tangenten paares  jenes  Kreises  entstanden  denkt.  Mithin 
der  Satz: 

129.  „Def  einer  Kugelfläche  von  einem  beliebigen  Punkte  außer- 
halb umschriebene  Kegel  ist  stets  ein  gerader  Kreishegel,  dessen  Achse 
die  Verbindungsgerade  des  Kegelscheitels  mit  dem  Mittelpunkte  der 
Kugel  ist.  Besagter  Kegel  heruhrt  selbstverständlich  die  Kugel  in 
einem  Kreise,  dessen  Ebene  su  dieser  Achse  senkrecht  steht." 

§.  174. 
Berücksichtigen  wir  die  Eigenschaft  des  geraden  Kreiskegels, 
dass  jeder  Punkt  irgend  eine*"  semei  Kreibschnitte  vom  Scheitel  des- 
selben die  nämliche  Entfernua^  be'ut7t  so  folgt,  weil  die  Berührungs- 
curve  eines  der  Kugel  umschriebenen  Kegeh  ein  sokher  Ereisschnitt 
ist,  sofort  der  Satz: 

130.  „Die  Längen  der  Tanqenttn,  die  lon  einem  Punkte  an  eine 
Kugel  gebogen  werden  können,  ind  von  diesem  Punkte  bis  su  den 
betreffenden  Berührungspunkten  gerechnet   -unter  einander  gleich.'* 

§.  175. 

Die  Berührungscurve  einer  Fläche  zweiten  Grades  mit  einem 
derselben  umschriebenen  Cylinder  ist  der  Durchschnitt  der  Fläche  mit 
derjenigen  Durchmesserebene,  welche  dem  zu  den  Cy  lindererzeugen  den 
parallelen  Durchmesser  conjugiert  ist. 

Die  Berührungscurve  eines  Cylinders,  welcher  einer  Kugel  um- 
schrieben ist,  wird  demgemäß  (nach  Satz  121)  ein  größter  Kreis  sein, 
dessen  Ebene  zu  den  Cyiindererzengenden  senkrecht  steht. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  dieser  Cylinder  selbst  ein 
gerader  Kreis-  öder  Kotati  onscy  lind  er  sei,  dessen  Achse  durch  den 
Mittelpuokt  der  Kugel  geht.     Daher  besteht  der  Satz : 

131.  „Jeder  einer  Kugel  umschriebene  Cgiinder  ist  ein  gerader 
Kreiscylinder,  welcher  die  Kugel  in  dem  sit  seinen  Erzeugenden  senk- 
recht stehenden  größten  Kugelkreise  berührt  und  dessen  Achse  durch 
den  Kugelmittelpunkt  geht." 

§.  176. 
Durch  eine  Gerade    außerhalb    einer  Kugel   sind   die    mögliehea 
Tangentialebenen    an    die    letztere   zu   führen.     Die  Kugel  sei  S;   die 
gegebene  Gerade  g. 
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Wenn  der  Kugel  jener  ßotationscyliuder  umschrieben  wird, 
dessen  Erzeugenden  zu  der  gegebenen  Geraden  g  parallel  sind,  so 
werden  offenbar  die  durch  g  gehenden  Berührebenen  T^  und  Ti,  des 
Cylinders  gleichaeitig  auch  die  gesuchten  Ebenen  för  die  Kugel  sein. 

Die  Berührungspunkte  derselben  auf  der  Kugel  seien  A  ttnd  B. 
Nachdem  diese  Punkte  der  Beruh  rungseurve  obigen  Cylinders  an- 
gehören, diese  Curve  aber  den  zu  den  Oylindererzeugenden,  also  auch 
zur  Geraden  g  senkrechten  grölJten  Kugelkreis  vorstellt,  so  ist  einleuch- 
tend, dass  die  Gerade  g^,  welche  die  Berührungspunkte  A  und  S  ver- 
bindet, in  jener  Ebene  (des  genannten  grüßten  Kreises)  liege,  welche 
durch  den  Kugelmittelpunkt  Jlf  senkrecht  zu  der  Geraden  g  geführt  wird. 

Das  Ergebnis  dieser  Betrachtung  ist  also,  dass  die  beiden  Gera- 
den g  und  ß,.  wovon  die  eine  bekanntlich  die  Polare  der  anderen  ist, 
zwei  sich  nicht  schneidende,  auf  einander  senkrecht  ste- 
hende Geraden  seien. 

Setzen  wir  weiter  voraus,  die  Ebene  a  der  Bertihruagscurve  treö'e 
die  Gerade  g  in  dem  Punkte  p. 

Dies  angenommen,  ist  Mp  die  Senkrechte  vom  Kugelmittelpunkte 
auf  die  Gerade  g.  Besagte  Gerade  Mp  liegt  aber  in  der  Ebene  e, 
sehneidet  mithin  auch  die  Gerade  3,  in  einem  Punkte  Py.  Da  ferner 
{nach  Satz  130)  die  beiden  Kugeltangentea^) ^4  und^B  gleiche  Längen 
haben,  weiters  MA^  MB  gleich  dem  Kugelradius  ist,  sind  die 
beiden  Dreiecke  MpA  und  MpB  congruent;  es  muss  daher  die 
Gerade  ^1  =^-d.B  ebenfalls  auf  Jfp  senkrecht  stehen,  wobei  3,  gleich- 
zeitig von  der  letzteren  in  dem  Punlite  p^  halbiert  wird.  Demnach 
folgt  der  Satz: 

132,  „Sind  swei  Geraden  in  Besug  auf  eine  Kugel  conjugiert, 
d.  h.  ist  die  eine  die  Polare  der  anderen,  so  schließen  sie  miteinan- 
der einen  rechten  Winkel  ein;  die  Gerade  ihres  Mreesten  Abstandes 
geht  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  wnd  halbiert  jene  Sehne,  welche 
die  Kugel  auf  der  einen  von  ihnen  'bestimmt." 

8-  1". 

Auf  Grund  des  Vorausgeschickten  ist  bekannt,  dass  von  den  vier 
Eckpunkten  eines  Polartetraeders  einer  Fläche  zweiten  Grades,  stets 
einer  derselben  innerhalb  der  Fläche  liegt,  während  die  drei  übrigen 
außerhalb  der  Fläche  sich  vorfinden. 

Sehen  wir  nun  nach,  welche  besondere  Eigenschaften  ein 
Polartetraeder  einer  Kugel  besitzt. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  einen  im  Innern  der  Kugel  S 
liegenden  Punkt  P,    als   die   eine  Ecke   des  Tetraeders   an.     Die   drei 
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übrigen  Ecken  Pj,  F^  und  F^  des  Polartetraeders  liegen  sodann 
außerhalb  der  Kiigel,  und  zwar  auf  der  Polarebene  j?,   des  Punktes  P,. 

Jedem  Polartetraeder  einer  Kugel  Icömmt  eine  leicht  festzu- 
stellende besondere  Eigenschaft  zu. 

Da  nämlich  jedes  Polartetraeder  einer  Fläche  zweiten  Grades 
einerseits  so  beschaffen  ist,  dass  je  eine  Ecke  immer  den  Pol  der 
durch  die  drei  übrigen  gebildeten,  gegenüberliegenden  Seitenfläche  dar- 
stellt, und  andererseits  die  Polarehene  eines  Punktes  in  Bezug  auf 
eine  Kugel  stets  auf  der  Verbindungsgeraden  dieses  Punktes  mit  dem 
Mittelpunkte  der  Kugel  senkrecht  steht,  so  folgt,  dass  die  vier  Höhen 
des  Tetraeders  FiF^P^F^,  d.  i.  die  Senkrechteu  h,,  \,  h.^  und  h^, 
welche  von  den  Punkten  P,,  P^,  Pg  und  P^,  beziehungsweise  auf  die 
gegenüberliegenden  Seitenflächen  F„F^F^,  F^F^F,  ,  F^F,Fo  und 
F^Fg,Pg  geführt  werden,  sämmtlich  durch  den  Mittelpaükt  M  der 
Kugel  S  gehen. 

Hieraus  ist  au  ersehen,  dass  ein  beliebiges  Polartetraedei-  einer 
Kugel  kein  allgemeines  sei,  sondern  von  der  Beschaffenheit  ist,  dass 
dessen  vier  Höhen  sich  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden. 

Da  ferner  die  gegenüberliegenden  Kanten  des  Tetraeders  con- 
jugierte  Polaren  in  Bezug  auf  die  Kugel  sind,  so  gehen  (nach  dem  vor- 
stehenden Satze  132)  die  drei  Linien  des  kürzesten  Ah  Standes 
der  drei  Paare  von  Gegenkanten  ebenfalls  durch  den  Mittel- 
punkt M  der  Kugel,  und  werden  diese  Kanten  sowohl,  als  auch  die 
Sehnen,  welche  die  Kugel  auf  denselben  bestimmt,  halbieren.  Es  be- 
steht daher  der  Satz; 

133.  „Kein  Folartdraeäer  e-iner  Kugel  ist  ein  allgemeines 
Tetraeder,  sondern  dn  solches,  dessen  vier  Hohen  durch  einen  und 
denselben  Funkt,  d.  i.  durch  den  KugdmiUelpunht  gelten.  Ferner  gehen 
durch  den  Kugelmittelpunkt  auch  die  Linien  der  kürzesten  Abstmule 
der  drei  Faare  gegenüberliegender  Tetraederkanten.'^ 

§.  178, 

Nach  Satz  441,  Band  11)  schneidet  jede  Ebene  e,  welche  durch  eine 
Kante,  beispielsweise  durch  Pj  Pj,  des  Polartetraeders  gelegt  wird, 
dieses  Tetraeder  in  einem  Dreiecke  P,  F^p^,  und  die  Fläche  nach  einem 
Kegelschnitt  K,  für  welchen  dieses  Dreieck  ein  Polardreieck  darstellt. 

Im  Falle  die  vorgenannte  Fläche  eine  Kugel  ist,  wird  der 
besagte  Kegelschnitt  speclell  ein  Kreis  K,  und  das  Dreieck  P,  Pg  p^ 
daher  ein  Polardreieck  dieses  Kreises  sein.  Nachdem  aber  einerseits  der 
Höhenschnittpnnkt  eines  Poldreieckes  in  Bezug  auf  einen 
Kreis,  der  Mittelpunkt  des   letzteren   ist,    und    da   sich   andererseits 
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{lieser  Mittelpunkt  als  der  FuGpunkt  der  SeakrechteE  aus  dem  Kugel- 
mittelpunkte auf  die  Ebene  e  desselben  ergibt,  so  folgt  der  Satz: 

134,  „Legt  man  durch  eine  Kante  eines  beliebigen  Folar- 
tetraeders  einer  Kugel  eine  Ebene,  so  schneidet  diese  das  Tetraeder 
in  einem  Dreiecke  und  die  Kugel  in  einem  Kreise;  das  Dreieck  ist 
eitt  Polardreieck  dieses  Kreises.  Der  Höhenschnittpunkt  des  Volar- 
dreieckes  fällt  einerseits  mit  dem  Mittelpunkte  des  Kreises,  anderer- 
seits mit  dem  Fußpunkte  des  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  auf  die 
Dreiecksehene  gefällten  Perpendikels  gusammen.^ 

§.  179. 

Beziehen  wir  die  vorstebeude  Betrachtung  auf  ein  Tetraeder, 
dessen  vier  Höhen  sich  in  einem  uod  demselben  Puckte  schneiden, 
so  gelangen  wir  zu  nachstehendem  Satze: 

135.  Ist  ein  Tetraeder  so  beschaffen,  dass  sich  seine  vier  Höh^i 
in  einem  und  detrtselben  Punkte  schneiden,  und  legt  man  durch  eine 
Kante  dieses  Tetraeders  eine  beliebige  Ebene,  welche  dasselbe  in  einem 
Dreiecke  scJineidet,  so  ist  der  Hohenscknittpunkt  dieses  Dreieckes  der 
Fußpunkt  jenes  Perpendikels,  welches  vom  Höhenschn 
Tetraeders  auf  die  schneidende  Ebene  gefallt  wird." 


Lässt  man  die  schneidende  Ebene  insbesondere  mit  einer  Seiten- 
ebene des  Tetraeders  zusamnaenfallen,  so  fällt  das  Sehnittdreieck  mit 
dem  in  dieser  Ebene  liegenden  Seiteniireieek  des  Tetraeders  zusammen, 
während  das  vom  Höhenschnittpunkte  des  Tetraeders  auf  diese  Ebene 
t,'eföllt6  Perpendikel  durch  die  gegenüberliegende  Tetraedeieoke  geht 
Der  vorstehende  Satz  liefert  dann,  als  Specialfail,  den  bekannten  Satz 

130.  „Schneiden  sich  die  Hohen  e(»iet>  Tetraeders  m  eintt»  uml 
demselben  Punkte,  so  treffen  sie  auch  die  ffegenüberlieqtndrn  Setfen- 
dreiecke  in  deren  Höhenschntttpu/rikten  " 

§.  181. 

Zu  äußerst  interessanten  und  merkwürdigen  Resultaten  führt 
die  Betrachtung  jener  Polartetraeder  einer  Kugel,  deren 
eine  Seitenebene  die  unendlicb  ferne  Ebene  ist. 

Diesbezüglich  wissen  wir  bereits,  dass  der  dieser  Seitenebene 
gegenüberliegende  Eckpunkt  des  Polartetraeders,  der  Mittelpunkt  der 
Kugel  und  die  drei  durch  denselben  gehenden  Tetraederkanten  con- 
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jugierte,   also  (im  Falle  d^r  Kugel)    zu   einandef  wechselseitig  recht- 
winklige Durchmesser  der  Kugel  sein  müssen. 

Sei  S  eine  beliebige  Kugel,  seien  ferner  D^,  J),^  und  D., 
drei  beliebige  conjugierte,  also  wechselseitig  auf  einander  senkrecht 
stehende  Durchmesser  dieser  Kugel,  und  ü, ,  ü^,  ü^  die  «nendlich 
fernen  Punkte  der&elben. 

Die  Kugel  S  schneidet  nun  die  unendlich  ferne  Ebene  in  einem 
imaginären  Kreise,  für  welchen  wir  ein-  für  allemal  das 
Symbol  K"  eioführen  wollen.  Das  durch  die  drei  Punkte  E/,,  £'„ 
fg  gebildete  Dreieck  ist  ein  Polardreieck  in  Bezug  auf  diesen  Kreis  K^. 

Die  unendlich  fernen  Puukte  ü', ,  h'\  und  f'.,  irgend  dreier 
anderer  zu  einander  rechtwinkliger  Durchmesser  D\,  D\  und  i)'^  der 
Kugel  S  bilden   ebenfalls   ein  Polardreieck   des  Kreises  E". 

Das  Gleiche  gilt  überhaupt  von  den  unendlich  fernen  Punkten 
eines  jeden  Systems  rechtwinkliger  Durchmesser  der  Kugel  S. 

Fassen  wir  je  drei  solche  Punkte  als  Gruppe  in  eiueni 
uaendlichen  Systeme  auf,  oder  mit  anderen  Worten,  fassen  wir 
sämmtliche  Poldreiecke  des  Kreises  X,-'  zusammen  als 
das  „Polarsystem"  dieses  Kreises  auf,  so  können  wir,  wenn 
wir   ein  Polardreieck   als  Element  dieses  Systems  bezeichnen,   sagen; 

Die  Tripel  rechtwinkliger  Durchmesser  der  Kugel  S 
bestimmen  auf  der  unendlich  fernen  Ebene  Elemente  des 
Polarsystems  von  JC''. 

§.  182. 

Stellen  wir  uns  nun  awei  beliebige  Kugeln  ä,  und  S^  im  Haume 
vor,  deren  Mittelpunkte  M^  und  J/,  seien. 

Denken  wir  uns  in  einer  der  beiden  Kugeln,  etwa  in  S^  drei 
beliebige  zu  einander  senkrecht  stehende  Durchmesser  D', ,  />'„,  D'j 
giizogen,  und  zu  denselben  durch  den  Mittelpunkt  M^  der  zweiten 
Kugel  So  die  Parallelen  D'^,,  I)\,  D\  geführt,  so  stellen  diese  letz- 
teren, da  sie  ebenfalls  auf  einander  senkrecht  stehen,  ein  Tripel 
eonjugierter  "Durchmesser  der  aweiten  Kugel  S2  dar. 

Diese  beiden  Tripel  haben  aber,  infolge  der  Parallelität,  die 
nämlichen  unendlich  fernen  Punkte  V^,  U^,  U^,  d.  h.  die  beiden  den 
Kugeln  5,  und  S^  entsprechenden  Kreise  K"'  und  £T*  haben  das 
Polardreieck  U^  U^  IIa  gemein.  Dasselbe  gilt  aber  offenbar  auch  von 
jedem  anderen  Poldreiecfce  UiU^I'3,  da  zu  jedem  Tripel  recht- 
winkliger Durchmesser  der  einen  Kugel  S^  ein  paralleles  Tripel  recht- 
winkliger Durchmesser  für  die  zweite  Kugel  existiert. 
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Hieraus  ist  bu  ersehen,  dass  die  beiden  Kreise  Kf  alle  Pol- 
dreießke  gemein  haben,  oder  dass  sie  dasselbe  Poiarsystem 
besitzen. 

Aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  ist  aber  bekannt,  dass  an 
einem  Polarsysteme  nur  ein  einziger  Kegelschnitt  gehört. 
Haben  also  zwei  Kegelschnitte,  wie  im  vorliegenden  Falle  die  beiden 
Kreise  K",  das  nämliche  Poiarsystem,  so  müssen  sie  nothwendig  /ai- 
sammenfalieu.  Als  natürliche  Folgerung  ergibt  sich  somit,  dass  die 
beiden  Kugeln  S^   und  S^  deaselben  Kreis  IC^  besitKen. 

Denken  wir  uns  nun  aber  die  Kugel  <S'i  fest  nnd  Kf  als  den  ihr 
entsprechenden  imaginären  Kreis,  so  muss  jede  zweite  Kugel  S^,  also 
überhanpt  alle  Kugeln  des  Saumes,  durch  denselben  Kreis  K"  gehen. 

Es  gilt  mithin  der  Satz: 

137.  „Sämmtliche  Kugeln  des  Raumes  gelten  durch  einen  und 
denselben  imaginären  Kreis  in  der  unendlich  fernen  Ebene.  Leideren 
pflegt  man  den  imaginären  Kiigelkreis  su  nennen."^ 

§.   183. 

Der  vorstehende  Satz  ist  ein  Fundamenfcalsata  der  gosammten 
Geometrie,  wie  ihn  nicht  leicht  eine  andere  Wissenschaft  aufzuweisen 
vermag. 

Besagter  Satz  umfassfc  alle  Eigenschaften  der  Kaumgebilde,  welche 
sich  auf  rechte  Winkel  beliehen ,  oder  hieraus  abgeleitet  werden 
können;  derselbe  trennt  ferner  sämmtliche  Eigenschaften  der  Kauni- 
gebilde  in  zwei  große  Abtheilungen,  u.  zw.: 

a)  in  Eigenschaften,  bei  welchen  Größen,  mögen  es  Winkel  oder 
Strecken  sein,  als  solche  vorkommen,  und 

h)  in  Eigenschaften,  welche  sich  bloß  auf  Lagen  der  Eaumgebilde 
an  und  für  sich  und  gegen  einander  beziehen. 

Man  kann  diese  Eigenthümlichkeit,  die  wir  jedocli  an  dieser 
Stelle  mit  den  bisherigen  Hilfsmitteln  noch  nicht  au  beweisen  ver- 
mögen, in  folgender  Satzform  aussprechen : 

138.  „Med  irgend  ein  geometrischer  SatB  oder  hat  irgend  welche 
geometrische  Eigenschaft  eine  directe  oder  eine  indirecte  Beziehung 
zum  imaginären  Kugelkreise,  so  ist  dieser  Sats,  resp.  diese  Eigen- 
schaft metrisch-^  findet  dagegen  eine  derartige  Besiehung  nicht 
statt,  so  ist  derselbe  resp.  dieselbe  projectivisch." 

§.  184. 
Denken  wir   uns  irgend  eine  Gerade  g  im  Raunie    und  eine  be- 
liebige zu  dieser  Geraden  senkrechte  Ebene  E. 
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Deu  Durchstoß piinkt  M  det  Geraden  y  mit  der  Ebeue  E  nehmen 
wir  aJs  Mittelpunkt  einer  Kugel  von  ganz  willkürlichem  Radius  an. 
so  ist  g  (nach  Satz  121)  der  der  Diametral  eh  ene  eonjugierte  Durch- 
messer. 

Bezeichnet  man  den  unendlich  fernen  Punkt  von  g  mit  U  und 
die  unendlich  ferne  Gerade  von  E  mit  m,  so  ist  offenbar  ü  der  Pol 
der  Geraden  u  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kugelkreis. 

Es  ist  ersichtlich,  dass  dies  von  jeder  beliebigen  Geraden  im 
Räume  und  einer  zu  ihr  senkrechten  Ebene  gilt.  Somit  gilt  der  Satz : 

139.  Steht  eine  Gerade  auf  einer  Ebene  senkrecht,  so  ist  dei 
unendlich  ferne  Punkt  der  Geraden  der  Pol  der  unendlich  fernen 
Geraden  der  Ebene  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kuyelkreis." 

%.  185. 

Stellen  wir  uns  weiters  zwei  beliebige,  sich  schneidende  oder 
nicht  ''chnpidende  Geraden  ^,  und  g^  vor,  welche  aufeinander  senk- 
reiht btehen,  und  'leien  h^  und  TJ^  die  unendlich  fernen  Pnukte  diesei- 
beiden  Geraden 

Durch  die  Gerade  i/j  kann  man,  unter  Voraussetzung  dieser  Recht- 
winkligkeit,  iminei  eine  zur  Geraden  g^  senkrechte  Ebene  E^,  und 
durch  die  Gerade  g^  immer  eine  zur  Geraden  g^  senkrechte  Ebene  i', 
führen. 

Die  unendlich  fernen  Geraden  u^  und  u^  dieser  Ebenen  E^  und 
E^  enthalten  beziehungsweise  die  Punkte  C/,  und  K(.  Nachdem  aber 
f/i ,  dem  vorhergehenden  Satze  gemäß ,  der  Pol  von  u^  und  U^  der 
Fol  von  «5  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kugelkreis  ist,  so  sind  die 
beiden  Punkte  f/|  und  üj,  da  der  eine  auf  der  Polare  des  anderen, 
und  umgekehrt,  liegt,  eonjugierte  Punkte  in  Bezug  auf  den  Kugel- 
kreis.   Mithin  besteht  der  Satz: 

140.  „Die  unendlich  fernen  Punkte  zweier  beliebigen  sich  schnei- 
denden oder  kreuzenden,  aber  aufeinander  senkrecht  stehenden  Geraden 
sind  eonjugierte  Punkte  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kugelkreis.'' 

§.  186. 

Seien  ferner  E,  und  E,  zwei  beliebige  aufeinander  senkrecht 
stehende  Ebenen,  u,  und  Mj  ihre  unendlich  fernen  Geraden. 

In  jeder  der  Ebenen  E^  und  E^  lässt  sich  eine  Gerade  g^,  be- 
ziehungsweise g,  ziehen,  welche  auf  der  anderen  senkrecht  steht.  Die 
unendlich  fernen  Punkte  U^  und  U,  dieser  Geraden  liegen  in  den  dies- 
bezüglichen unendlich  fernen  Linien  %  und  %. 

Da  nun  w,  die  Polare  von  U,  in  Bezug  auf  den  imaginären 
Kugelkreis   ist,    so    sind  die  Geraden   %  und    u„,   indem    jede    von 
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ihneE  durch  den  Pol  der  anderen  gebt,  coojugierte  Geraden  oder  eou- 
jugierte  Polaren  iu  Beaug  auf  den  unendlich  fernen  Kugelkreia,  Mithin 
der  Satz: 

141.  „Die  unendlich  fernen  Geraden  sweier  beliebigen  auf  ein- 
ander senkrecht  stehenden  Ebenen  sind  stets  conjugierte  Polaren  in 
Bezug  auf  den  imtiginäreii  Kugelkreis." 

§.   187. 

Häufig  pflegt  mau  auch  kurz  zwei  aufeinander  senkrecht  ste- 
hende Geraden  oder  zwei  aufeinander  senkrecht  stehende  Ebenen,  in 
Bezug  auf  deu  unendlich  fernen  imaginären  Kugelkreis,  conjugiert  zu 
nennen. 

Hierunter  isl  aber  offenbar  niclits  auderes  zu  verstehen,  als  das, 
was  in  den  beiden  vorhergegaügenen  Sätzen  140)  und  141)  ausge- 
sprochen wurde. 

Diese  beiden  Sätze  gestatten  aablreiche  Anwendungen  in  der 
Theorie  der  algebraischen  Curven  und  Flächen.  Wir  wollen 
an  dieser  Stelle  nur  ein  einziges  Beispiel  geben. 

Sei  Cm  die  unendlich  ferne  Curve  irgend  einer  windschiefen 
Fläche.  Diese  Fläche  sei  vom  r-ten  Eange,  die  Gurre  C„  also  von 
der  j'-ten  Ciasse. 

Irgend  eine  Tangente  t^  dieser  Curve  ist  bekanntlich  die  Trace 
der  asymptotischen  Ebene  der  durch  ihren  Berührungspunkt  a" 
gehenden  Erzeugenden  g^  auf  der  unendlich  fernen  Ebene. 

Die  Trace  der  durch  diese  Erzeugende  g^  gehenden  Centralebene 
sei  T^.  Dieselbe  miiss  ebenfalls  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  «„ 
von  ga  gehen;  außerdem  müssen,  da  die  Centralebene  auf  der  asymp- 
totischen Ebene  senkrecht  steht,  die  beiden  unendlich  fernen  Geraden 
i^  und  i^,  conjugierte  Polaren  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kugel- 
kreis sein. 

Es  ist  somit  einleuchtend,  dass  die  Gerade  tJJ  die  Curve  C  im 
allgemeinen  im  Punkte  a„  nicht  berühren  wird.  Diese  Berührung 
kann  nur  dann  statthaben,  wenn  der  Centralpunkt,  d.  h.  der  Be- 
rührungspunkt der  Centralebene  einer  Erzeugenden  ga  selbst  iu  un- 
endliche Entfernung  fällt.  Denn  in  diesem  Falle  geht  die  Curve  C„ 
durch  den  Centralpunkt  und  muss  daher  von  der  betreffenden  Central- 
ebene, mithin  auch  von  ihrer  Trace  i^  berührt  werden. 

Die  Bedingung,  dass  der  Centralpunkt  «„  einer  Erzeugeaden  in 
unendliehe  Entfernung  falle,  besteht  daher  darin,  dass  in  diesem  Punkte 
die  beiden  Geraden  t'^  und  t^  die  Curve  Ca  berühren,  oder  mit  an- 
deren Worten,   dass  f'  und  i"   zusammenfallen. 
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Nun  sind  aber  (^  und  t^  stets  conjugierte  Polaren  in  Bezug 
auf  den  imagioären  Kreis,  daher  die  nothwendige  tnid  hinreichende 
Bedingung  dafür,  dass  sie  Kusatnmenfallen,  darin  besteht,  dass  die 
f ine  von  ihnen  (mithia  natürlich  aneh  die  zweite)  diesen  Kreis  berührt. 

Hieratis  folgt  aber,  daas  die  im  Unendüehen  liegenden  Ceatral- 
punkte  der  Erzengeiiden  einer  windschiefen  Regelfläehe,  die 
Berührungspunkte  der  unendlich  fernen  Curve  C„  mit  den  dieser  Curve 
und   dem  imaginären  Kugelkreis   gemeinschaftlichen   Tangenten    sind. 

Nachdem  die  Curve  C„  von  der  r-ten  Classe  vorausgesetzt  wurde, 
und  ein  Kreis  (gleiehgiltig  ob  er  reell  oder  imaginär  ist)  von  der 
zweiten  Clause  ist,  so  folgt,  dass  die  Anzahl  der  gemeinschaftlichen 
Tangenten  oder  was  dasselbe  ist,  die  Zahl  jener  Centralpunkte  gleich 
2r  sei. 

Der  geometrische  Ort  der  Centralpunkte  ist  abfr  die 
Strictionslinie  der  Regelflache. 

Das  gefundene  Resultat  drückt  sonach  nichts  anderes  aus,  als 
dass  die  Strictionslinie  einer  Regelfläche  r-ten  Ranges  mit  der  unend- 
lich fernen  Ebene,  also  auch  mit  jeder  anderen  Ebene,  2r  Punkte 
gemein  iiahe,  d.  li.  dass  sie  eine  Curve  2j--ter  Ordnung  sei. 

Es  gilt  daher  der  Satz: 

142.  „Die  Strictionslinie  einer  Megcl/lüchc  r-feii  Hangen  ist  im 
allyeweinen  eine  Baum(>U}xe  2r-ter  Ordnung." 

%.  löö. 

Wenden  wir  uns  wieder  der  Kugel  und  ihren  Eigenschaften  zu. 

Wir  haben  gefunden,  dass  alle  Kugeln  im  Räume  durch  den 
nämlichen  imaginären  Kreis  K,"  in  der  unendlich  fernen  Ebene  gehen. 

Sind  also  zwei  beliebige  Kugeln  im  Räume  gegeben,  so  repräsen- 
tiert dieser  Kreis  K,"  einen  Bestaudtheil  zweiter  Ordnung  ihres  Ge- 
sammtschnittes,  welcher  von  der  vierten  Ordnung  ist.  Der  liest  des 
Schnittes  kann  daher  wieder  nur  eine  Curve  zweiter  Ordnung  sein. 
Nun  sind  aber  alle  Curven  zweiter  Ordnung,  welche  auf  einer  Kugel 
liegen,  wie  nachgewiesen  wurde,  Kreise. 

Hieraus  folgt  also,  dass  der  im  Eudlichea  gelegene  Schnitt  zweier 
Kugeln,   einerlei  ob  reell  oder  imaginär,   nur  ein  Kreis  sein  kann. 

Bezeichnen  wir  diesen  Schnittkreis  mit  K,  seinen  Mittelpunkt 
mit  0,  während  die  beiden  Mittelpunkte  der  Kugeln  M,  und  M^  heißen 
mögen. 

Da  der  Kreis  K  beiden  Kugeln  angehört,  so  muss  sowohl  die 
öerade  M^m,  als  auch  die  Gerade  Mf,m  (Satz  121  u.  122)  auf  seiner 
Ebene  senkrecht  stehen,   das  heißt:  -3/,,  31^,  m  liegen  auf  einer  und 


Hosted  by 


Google 


205 

derselben    zur    Ebene   des    Kreises    senkrechten    Geraden.     Dies   ^ibt 
den  Sat/.: 

143.  „Der  im  Endlichen  gelegene  (reelle  oder  imaginäre)  Schnitt 
zweier  Kugeln,  ist  stets  ein  Kreis,  dessen  Ebene  senkrecht  steht  auf 
der  Verbindungsgeraden  der  beiden  Kugelmittelpunkte,  und  dessen 
Mittelpunkt  auf  dieser  Verbindunf/sgeraden  Uegt.'^ 

§.   189. 

Diesen  Betrachtungen  ist  zu  entnehmen,  dass  der  Schnitt  zweier 
Kngeln  unter  keiner  Bedingung  eine  eigentliche  Baumeurve  vierter 
Ordnung  sein  könne,  sondern  stets  in  zwei  ebene  Curven,  d.  h,  in  zwei 
Kreise  zertallt,  wovon  der  eine  der  unendlich  ferne  imaginäre  Kreis  ist. 

Die  beiden  Sohnittkreise  treffen  sich  in  zwei  imaginären  Punkten, 
in  welcbeu  sich  (nach  Satu  449,  Band  II)  die  beiden  Kugeln  be- 
rühren. Diese  Bedingung  ist  aber  (uaeb  Satz  458,  Band  II)  gleielizeitig 
auch  die  Bedingung  dafür,  das3  sich  den  beiden  Flächen  zwei  Kegel 
zweiten  Grades  gemeinschaftlieh  umschreiben  lassen. 

Hieraus  fließt  unmittelbar  die  nur  Kugelfläßhen  zukommende 
Eigenschaft,  dasa  sich  zwei  beliebigen  Kugelflächen  im  Räume 
stets  zwei  Kegel  umschreiben  lassen. 

Sind  S|  und  S^  die  beiden  Kugeln,  ilf,  und  J/^  ihre  Mittei- 
punkte,  sind  ferner  P,  und  Pj  die  beiden  Kegelscheitel,  so  besteht 
zwischen  den  vier  Punkten  Ji,,  M^,  P,  und  Pj  eine  höchst  einfache 
Beziehung. 

Da  nämlich  (nach  Satz  129)  jeder  einer  Kugel  amschriebene  Kegel 
ein  gerader  Kreiskegel  ist,  dessen  Achse  durch  den  Kugel mittelpurikt 
geht,  so  werden  die  Achsen  der  den  beiden  Kugeln  S,  und  S^  um- 
schriebenen Kegel  sowohl  durch  M„  als  auch  durch  Mj  gehen,  also 
mit  der  Verbindungsgeraden  M,  M^  zusammenfallen  müssen.  Mit 
anderen  Worten,  die  beiden  Kegelscheitel  P,  und  Pg  niüssen  auf  der 
Verbindungsgeraden  der  Kugeimittelpunkte  Jlf,  und  Al^  liegen. 

Denken  wir  uns  weiters  durch  M^  M^  eine  beliebige  Ebene  e 
gelegt,  so  werden  die  beiden  Kugeln  S,  und  S^  von  derselben  in  zwei 
größten  Kreisen  K,  und  K^,  und  die  beiden  Kegel  in  je  zwei  Erzeu- 
genden geschnitten,  von  welchen  sich  das  eine  Paar  in  dem  Punkte  P, 
schneidet  und  die  äußeren  Tangenten  der  beiden  Kreise  K^  und  Ä'g 
darstellt,  während  das  andere  Paar  die  inneren  Tangenten  repräsen- 
tiert und  sich  in  P„  sehneiden  wird. 

Aus  der  Planimetrie  ist  aber  bekannt,  dass  die  beiden  Punkte 
P,  und  P-j  —  die  sogenannten  Ähnlichkeitspunkte  der  beiden 
Kreise  K,   und  K.^  —  die   Strecke    Uy  3/,   in   dem    Verhältnisse   der 
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beiden  Kreisradien  äußerlich  und  innerlich  theileß,  und  mithin 
y.n  Ml,  M^  harmonisch  liegen. 

Wir  erhalten  somit  für  die  beiden  Kugeln  den  Satz: 
144.  „Zwei  beliebigen  Kugeln  im  Räume  lassen  sich  stets  zwei 
Kegel  sweiten  Grades  gemeinschaftlich  umschreiben ;  die  beiden  Kegel- 
scheitel liegen  auf  der  Verbindungsgeraden  der  Kugelmittelpunkte . 
fheilen  den  Abstand  derselben  äußerlich  und  innerlich  im  Verhält- 
nisse der  beiden  Kugelradien  und  liegen  daher  mit  den  Kugelmittel- 
punkten harmonisch.» 

%-  m. 

Die  beiden  Punkte  Pj  und  P,,  d.  i.  die  Seheitel  der  den  beiden 
Kugeln  gemeinschaftlich  umschriebenen  Kegel  werden  auch  die  „Ähii- 
lichkeitspnnkte"  der  beidea  Kugeln  genannt.  Derjenige  Punkt, 
welcher  zwischen  den  beiden  Kugelmittelpunkten  liegt ,  heißt  der 
„innere  Ähnlichkeitspunkt"  und  jener,  welcher  außerhalb  der 
Strecke  der  Kugelmittelpunkte  liegt,  der  „äußere  Ähnlichkeits- 
punkt"  der  beiden  Ktigeln.  Auf  die  Eigenschaften  dieser  beiden 
Punkte  werden  wir  noch  gelegentlich  uurückkommen. 

§.  191. 

Gegenwärtig  wollen  wir  noch  einige  die  Kugel  betreffenden 
Sätze  entwickeln,  welche  eine  häufige  graphische  Verwendung  finden. 

Denken  wir  uns  eine  beliebige  Kugel  S  mit  dem  Mittelpunkte  M; 
ferner  einen  geraden  Kreiskegel  (Rotationskegel)  2J,  dessen  Achse  Z 
durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  geht.  F  sei  der  Scheitel  des  Kegels. 

Vor  allem  wird  es  sich  darum  handeln,  anzugeben,  was  für 
eine  Curve  der  Schnitt  dieser  beiden  Flächen  seiQ  werde. 

Sei  g  eine  beliebige  Erzeugende  des  Kegels  2\  dieselbe  treffe 
die  Kugel  S  in  den  beiden  Punkten  a^  und  a^.  Führt  mau  durch  a^ 
eine  Ebene  Ci  senkrecht  zu  der  Achse  Z  des  Kegels,  so  wird  diese  in 
einem  Punkte  m^  getroffen  und  der  Kegel  2"  in  einem  Kreise  K^ 
geschnitten,  welcher  durch  den  Punkt  a^  gebt  und  den  Punkt  Wj 
Kum  Mittelpunkte  hat. 

Da  weiters  die  Ebene  e^  senkreckt  zu  der  Geraden  Z  steht,  und 
letztere,  der  Voraussetzung  gemäß,  durch  den  Mittelpunkt  M  der 
Kugel  S  geht,  so  ist  (nach  Satz  122)  der  Pußkt  m,  auch  der  Mittel- 
punkt jenes  Kreises,  in  welchem  die  Kugel  S  von  der  Ebene  e^ 
geschnitten  wird.  Aber  auch  diesfalls  ist  der  Punkt  «  ein  der 
Kugel  S  und  der  Ebene  e,  gemeinschaftlicher  Punkt;  der  genannte 
Schnittkreis  kann  daher  kein  anderer  als  der  früher  gefundene  Kreis  K^ 
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sein.  Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  die  Kugel  S  mit  dem  Kegel  i?  deu 
Kreis  K,  gemein  hat.  Die  gleiche  Überlegung  zeigt,  dass  auch  der 
Kreis  K^,  in  welchem  die  durch  a^  senkrecht  zu  Z  geführte  Ebene 
die  Kugel  schneidet,  gleichzeitig  auch  dem  Kegel  angehöre. 

Die  bezeichneten  Kreise  repräsentieren  den  vollständigen  Schnitt 
der  beiden  Flächen.  Denn,  da  die  beiden  Flächen  vom  aweitea  Grade 
sind,  ist  ihr  Schnitt  eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  durch  die  zwei 
vorgenannten  Kreise  vollständig  dargestellt  erscheint.  Berücksichtigen 
wir  endlieh  noch,  dass  die  beiden  Kreisebenea  e,  und  e^  zur  Achse 
Z  senkrecht  stehen,  also  untereinander  parallel  sind,  so  gelangen 
wir  zu  folgendem  Satze; 

145.  Geht  die  Achse  eines  geraden  Kreiskegels  oder  Kreiscylinders 
durch  den  Mittelpunid  einer  Kugel,  so  schneiden  sich  beide  Flächen 
in  ewei  Kreisen,  die  in  zwei  sur  genannten  Achse  senkrechten,  also 
untereinander  parallelen  Ebenen  liegen.'^ 

Dass  der  vorstehende  Satz  auch  fQr  einen  geraden  Kreis- 
cylinder  gilt,  folgt  unmittelbar  aus  der  vorhergehenden  Betracbtuag, 
in  weicher  bezüglich  der  Lage  des  Kegelseheitels  keine  bestimmte 
VoraussetKUüg  gemacht  wurde.  Mit  Eücksiekt  auf  den  Cylinder  sind 
selbstverständlich  beide  Kreise  gleich  groß,  da  sie  parallele  Schnitte 
desselben  sind. 


Ziehen  wir  in  einer  Kugel  S,  deren  Mittelpunkt  M  sei,  einen 
beliebigen  Durehmesser  D,  dessen  Endpunkte  A  und  B  sein  mögen, 
und  verbinden  wir  die  letztgenannten  Punkte  mit  einem  gann  beliebigen 
dritten  Punkte  C  auf  der  Kugel,  so  wird  der  Winkel  bei  C  stets  ein 
rechter  Winkel  sein. 

Denn  legen  wir  durch  die  drei  Punkte  A,  B  und  C  eine  Ebene  c, 
so  schneidet  diese  die  Kugel  in  einem  größten  Kreise  K,  welcher 
durch  die  Punkte  jl, .B, 6'  geht,  und  gleichzeitig  die  Gerade  AS  zum 
Durchmesser  hat.  Der  Winkel  AGB,  den  die  Endpunkte  dieses 
Durchmessers  mit  einem  beliebigen  Punkte  C  des  Kreises  K  verbinden, 
ist  aber  bekanntlich  ein  rechter  Winkel.     Folglich   besteht  der  Satz: 

i46.  „  Verbindet  man  einen  heUebigen  Punkt  einer  Kugel  mit  den 
Endpunkten  irgend  eines  Kugeldwrchmessers,  so  stehen  diese  Ver- 
bindungsgeraden stets  senkrecht  auf  einander.'^ 

§.  193. 
Sind  umgekehrt  zwei  Punkte  A  und  B  im  Räume  gegeben,  und 
soll  der  Ort  jener  Punkte    im  Kaume    gefunden    werden,    welche  mit 
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A  und  S  verbunden  einen  rechten  Winkel  ergeben,  so  ist  leicht  ein- 
zusehen, dass,  mit  Zugrundelegung  des  vorstehenden  Satzes,  dieser  Ort 
eine  Kugel  sein  müsse,  welche  die  Strecke  der  beiden  gegebenen 
Punkte  zum  Durchmesser  hat.     Mithin  folgt  der  Satz: 

347.  „Der  geometrische  Ort  aller  Funkte  im  Baume,  welche  mit 
gwei  gegebenen  festen  Funkten  verbunden,  rechte  Winkel  ergehen,  oder 
mit  anderen  Worten:  der  Ort  der  Schdtel  aller  rechten  Winkel  im 
Maume,  deren  Schenkel  durch  zwei  feste  Funkte  gehen,  ist  jene  Kugel, 
welche  die  Strecke  der  beiden  gegebenen  Punkte  eum  Durchmesser  hat." 

§.  194. 

Denken  wir  uns  eine  Kugel  S,  und  im  Innern  dieser  Kugel 
einen  Punkt  a.  Durch  den  Punkt  a  führen  wir  eine  beliebige  Gerade, 
welche  die  Kugel  S  in  deo  beiden  Punkten  b  und  c  schneiden  möge. 

Die  Beziehimg,  welche  zwischen  den  Abschnitten  ab  und  ac 
stattfindet,  ist  festzustellen. 

Ziehen  wir  /,u  diesem  Zwecke  noch  eine  zweite  beliebige  Gerade 
h'c'  durch  a,  welche  die  Kugel  in  den  Punkten  b'  und  c'  schneiden 
möge.  Legt  man  durch  die  beiden  Geraden  abc  und  ah'c'  eine 
Ebene  e,  so  schneidet  diese  die  Kugel  S  in  einem  Kreise  K,  welcher 
durch  die  vier  Punkte  6,  c,  b'  und  c'  geht.  Wie  aus  der  Planimetrie 
bekannt,  gilt  diesfalls  nachstehende  Beziehung; 
ab.ac^=  ab'  .ac'. 

Nimmt  man  die  Gerade  abc  als  fest  an,  und  lässt  man  die  Ge- 
rade ab'c'  alle  möglichen  Lagen  im  Baume  durchlaufen,  so  wird 
diese  in  jeder  solchen  Lage  die  Kugel  iu  zwei  Punkten  6'  und  c'  derart 
treffen,  dass  stets  das  Product  ah' .ac'  dem  ursprünglichen  Producte 
ab.ac  gleich  sein  wird,  woraus  folgt,  dass  das  Product  ah.ac  über- 
haupt für  alle  Lagen  des  durch  a  gehenden  Strahles  constant,  und 
nur  von  der  Lage  des  Punktes  a  abhängig  ist. 

Denken  wir  uns  nnn  insbesondere  den  Punkt  a  mit  dem  Kugel- 
mittelpunkte  M  verbunden,  und  durch  a  auf  die  Gerade  Ma  eine 
senkrechte  Ebene  e  gelegt,  so  schneidet  diese  die  Kugel  in  einem 
Kreise  .ff,,  welcher  den  Punkt  a  zum  Mittelpunkte  hat.  Ist  r  der 
Kadius  des  Kreises,  und  nicht  man  durch  a  in  der  Ebene  b  eine 
beliebige  Gerade,  so  trifft  dieselbe  den  Kreis  Ki,  also  auch  die  Ktigel  S 
in  zwei  Punkten  ß  und  y,  wobei  aß=  ay=^r  ist.  Es  besteht  daher 
die  Beziehung 

ab.ac  =  r\ 
■  Dieses  Ergebnis  liefert  sofort  deu  nachstehenden  Satz; 
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HS.  „Zieht  man  durch  einen  FunJd  im  Innern  einer  Kugel 
eine  iehebtge  Sehne,  so  wird  diese  durch  den  PunJd  in  swei  Theile 
zerlegt,  deren  Ptoducf  constant  und  !:war  gleich  dem  Quadrate  des 
Badiits  yenes  Kreises  auf  der  Kugel  ist,  welche)  den  gegebenen  Punkt 
gum  3iätelpun}cfe  hat.  Der  letztgenannte  Kreis  ist' derjenige,  dessen 
Ebene  durch  den  obbesagten  Purikt  geht  und  auf  der  Verhiftdungs- 
geraden  desselben  mit  dem  Kugelmittelpunkte  senkrecht  steht." 

§.  195. 

Nehmen  wir  einen  Punkt  a  außerhalb  einer  Kugel  .^'  an, 
und  ziehen  wir  durch  denselben  zwei  beliebige  Gerade,  wovoo  die 
eine  die  Kugel  in  den  Punkten  h  und  c,  die  andere  aber  in  den  beiden 
Punkten  b'  und  e'  trifft. 

Legt  man  so  wie  im  vorhergehenden  Falle  durch  diese  beiden 
Geraden  eine  Ebene  e,  so  schneidet  diese  die  Kugel  S  in  einem  Kreise 
K,  welcher  durch  die  vier  Punkte  h,  c,  b',  f  geht,  und  es  besteht  die 
aus  der  Elemeatar-Geometrie  bekannte  Beziehung 
«6  .  ßC  =  ah' .ac'. 

Betrachten  wir  wieder  den  Strahl  abc  als  fest,  und  ertheilen 
wir  dena  Strahle  ah'c'  alle  möglichen  Lagen,  so  wird  derselbe  iu 
jeder  Lage  die  Kugel  in  zwei  Punkten  h'  und  &  treffen,  für  welche 
die  obige  Beziehung  besteht.  Das  Product  ab  .  ac  wird  somit  für 
alle  durch  a  gehenden  Geraden  constant  und  nur  von  der  Lage  des 
Punktes  a  gegen  die  Kugel  abhängig  sein. 

Denken  wir  uns  ferner  vom  Punkte  a  aus  an  den  Kreis  K  die 
Tangente  t  gelegt,  deren  Berührungspunkt  s  sei,  so  ist,  wie  aus  der 

Planimetrie  bekannt,  

ab  .  ac  ^^  ab'  .  ac'  =  as'^ 

Andererseits  ist  aber  as  auch  eine  Tangente  der  Kugel  und  s 
deren  Berührungspunkt.  Da  alle  von  dem  Punkte  a  an  die  Kugel 
gezogenen  Tangenten  dieselbe  Länge  «s  besitzen,    so  folgt  der  Satz: 

149.  Zieht  man  durch  einen  beliebigen,  außerhalb  einer  Kugel 
liegenden  Punkt  eine  Secante,  welche  die  Kugel  in  Bwei  Punkten 
trifft,  so  ist  das  Product  der  Abstände  dieser  beiden  Funkte  von  dem 
festen  PunUe  constant,  d.  h.  tmabhwngig  von  der  Lage  der  rSecanten, 
und  zwar  gleich  dem  Quadrate  der  Lange  der  von  dem  festen  Punkte 
aus  an  die  Kugel  gesogenen  Tangenten.'^ 

Dieses  constante  Product  wird ,  gleichviel  ob  der  feste 
Punkt  außerhalb  oder  innerhalb  der  Kugel  liegt,  die  „Poten?, 
des  Punktes  in  Bezug  auf  die  gegebene  Kugel"  genannt. 
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Für  einen  Punkt  auf  der  Kugel  ist  offenbar  die  Potenz 
gleich  Null  und  für  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gleich  dem 
Quadrate  des  Kugelradius. 


Seien  nun  zwei  Kugeln  S,  und  S^  gegeben.  Es  ist  zu  unter- 
suchen, ob  es  im  Räume  Punkte  gebe,  deren  Potenzen  in  Bezug 
auf  beide  Kugeln  einander  gleich  sind. 

Setzen  wir  voraus,  wir  hätten  einen  derartigen  Punkt  P  ge- 
funden und  liege  derselbe  zuuächat  außerhalb  der  beiden  Kugeln. 

Denken  wir  uns  von  dem  Punkte  JP  aus,  als  Scheitel,  beiden 
Kugeln  Si  und  S^  die  Kegel  2,  und  2J^  umschrieben,  und  seien 
beziehungsweise  K,  und  K^  die  Berührungskreise  dieser  Kegel. 

Ist  der  Punkt  P  wirklieh  ein  „Potenzpunkt"  beider 
Kugeln,  d.  h.  besitzt  derselbe  die  gleiche  Potenz  in  Bezug  auf  beide 
Kugeln,  so  müssen  die  Erzeugenden  beider  Kegel  2,  und  S^,  vom 
Seheitel  bis  zu  den  Beröhrungskreisen  Ä", ,  resp.  JE^  gerechnet,  gleiche 


Wird  dieser  Bediugung  Rechnuug  getragen,  so  kann  man  die 
beiden  Kreise  K,  und  K,  als  zwei  solche  Kreise  auffassen,  welche 
auf  einer  und  derselben  Kugel  Sp  liegen,  ideren  Mittelpunkt  der 
Potenzpunkt  P  und  deren  Radius  die  Potenz  dieses  Punktes  in  Bezug 
auf  die  beiden  Kugeln,  also  die  Länge  der  Kegelerzeugenden  {P,K,) 
und  (-P,^)  ist. 

Diese  beiden  Kreise  K,  und  K^  müssen  sich  daher  in  zwei 
Punkten  a  und  b  schneiden  (welche  Imaginär  werden,  sobald  sich  die 
gegebenen  zwei  Kugelu  nicht  reell  schneiden).  Die  [beiden  Punkte  a 
und  h  gehören  sodann  aber  auch  den  beiden  Kugeln  S^  und  S^,  also 
dem  Sehnittkreise  K  derselben  an. 

Außerdem  sind  abei-  die  Geraden  Pa  und  Pb,  als  Erzeugende 
der  beiden  Kegel  27,  und  ^^,  sowohl  Tangenten  der  Kugel  Si,  als 
auch  Tangenten  der  Kugel  S^,  müssen  daher  nothwendig  auch  Tan- 
genten des  Schnittkreises  K  beider  Kugeln  sein. 

Dieselben  sind  mithin  zwei  Geraden  der  Ebene  e  dieses  Schnitt- 
kreises K;  es  muss  also  auch  der  Punkt  P,  als  Schnitt  dieser  bei- 
den Geraden,  in  der  Ebene  e  liegen,  l 

Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  ist  zu  ersehen,  dass,  wenn 
ein  Punkt  im  Räume  ein  „Potenzpunkt"  für  zwei  Kugeln  sein 
soll,  d.  h.  wenn  die  Potenzen  desselben  in  Bezug  auf  diese  Kugeln 
einander  gleich  sein  sollen,  der  besagte  Punkt  nothwendig  iu  der 
Ebene  des  den  beiden  Kugeln  gemeinschaftlichen  Kreises  liegen  muss, 
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.  197. 


Es  ist  leicht  nachzuweisen,  dass  umgekehrt  jeder  einzelne  Punkt  in 
der  Ebene  des  Schnitttreises  K  beider  Kugeln  S,  und  ;?,  ein  Potenz- 
punkt beider  Kugeln  ist. 

Denn  ist  P  ein  beliebiger  Punkt  in  dieser  Ebene  und  liegt  der- 
selbe außerhalb  der  beiden  Kugeln,  so  lassen  sich  von  demselben 
aus  zwei  Tangenten  ij  und  ij  an  den  Sehnittkreis  K  legen.  Diese 
Tangenten  sind  aber  gleichzeitig  auch  Tangenten  der  beiden  Kugeln 
5|  und  S,  und  die  Länge  derselben  vom  Punkte  P  bis  zu  deren  Be- 
rührungspunkten ist  die  Quadratwurzel  der  Potenz  für  beide 
Kugeln. 

Liegt  der  Punkt  P  der  Ebene  e  innerhalb  dar  Kugeln  Ä, 
und  5j,  so  liegt  er  auch  innerhalb  des  Kreises  K,  den  beide  Kugeln 
gemein  haben. 

Zieht  man  sodann  durch  denselben  in  der  Kreisebene  eine  be- 
liebige Gerade,  welche  den  Kreis  K,  also  auch  die  beiden  Kugeln  ä, 
und  iS,  in  den  Punkten  a  und  h  schneidet,  so  ist  (i*« .  P6)  die  Po- 
tenz des  Punktes,  sowohl  in  Bezug  auf  die  Kugel  ä,,  als  auch  in 
Bezug  auf  die  Kugel  S^.     Es  folgt  daher  der  Satz: 

IbO.  „Der  Ort  aller  Fotenzpunkte  zweier  Kugeln,  d.  i.  jener 
Punkte,  welche  in  Besug  auf  beide  Kugeln  gleiche  Potenzen  besitzen, 
ist  die  Ebene  jenes  Kreises,  in  welchem  sich  die  beiden  Kugeln 
schneiden." 

Diese  Ebene  wird  daher  auch  die  „Potenzebene"  der  beiden 
Kugeln  genannt.  Jede  in  dieser  Ebene  liegende  Gerade  heißt  eine 
„Potenzgerade"  und.  jeder  in  ihr  liegende  Punkt  [ein  „Poteuz- 
punkt"  der  beiden  Kugeln. 

§.  198. 

Da  die  Tangenten ,  die  man  von  einem  Potenzpunkte  P  aus  an 
die  beiden  Kugeln  ziehen  kann,  von  diesem  Punkte  bis  zu  den  betreffen- 
den Berührpunkten  gleiche  Länge  haben,  so  folgt,  dass  die  beiden  Be- 
rührungskreise der  von  einem  Potenapunkte  aus  den  beiden  Kugeln 
umschriebenen  Kegel  auf  einer  und  derselben  Kugel  S^  liegen.  Diese 
Kugel  Sg  hat  zum  Mittelpunkte  den  genannten  Potenzpunkt  P.  Besagte 
Kugel  besitzt  einff  eigenthumliehe,  unschwer  festzustellende  Eigenschaft, 

Sei  nämlich  a,  ein  Punkt  des  Berührungskreises  Kj  jenes  Kegels 
2i,  welcher  der  Kugel  S,  aus  dem  Punkte  P  umschrieben  ist.  Vor- 
bezeichneter Punkt  ist  sonach  auch  ein  Punkt  der  Kugel  S,,. 
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Nennen  wir  T,  die  Tangentialebene  der  Kugel  S,  in  dem  Puniite 
«,  und  T^  die  Tangentialebene  der  Kugel  S^  in  dem  nämlichen 
Punkte  «,. 

Diese  Tangentialebenen  stehen  senkrecht  auf  den  zugehörigen 
Kugelradien  3J^a,  und  Pa,.  Nachdem  aber  Pai  als  Tangente  der 
Kugel  S,  im  Punkte  a,  auf  J/, «,  senkrecht  steht,  so  müssen  die 
beiden  Tangentialebenen  T,  und  T'^  ebenfalls  auf  einander  senkrecht 
stehen.  Letzteres  gilt  selbstverständlich  für  alle  Punkte  a,  des  Kreises 
Kj  und  ebenso  für  alle  Punkte  des  Kreises  K^. 

Nun  ist  an  und  für  sich  tiar,  dass  wenn  die  Tangentialebenen 
zweier  Flächen  in  einem  Punkte  des  gegenseitigen  Schnittes  der  Flä- 
chen auf  einander  senkrecht  stehen,  diese  beiden  Flächen  sich  in 
diesem  Punkte  rechtwinklig,  oder  „orthogonal"  durchschnei- 
den. Findet  dasselbe  in  allen  Punkten  des  Schnittes  statt,  so  sagt 
man  beide  Flächen  sind  zu  einander  „orthogonal"  oder  die 
eine  Fläche  sei  eine  „OrthogonalfUche  der  anderen". 

Verwendet  man  diese  Ausdrucksweise,  so  kann  das  Resultat  der 
vorhergehenden  Betrachtung  durch  folgenden  Sata  ausgesprochen 
werden : 

151.  „Die  Berahrungskreise  swekr  beliebigen  Kugelflächen  mit 
den  beiden  ihnen  atts  irgend  ei-nem  FotenepunUe  timsehriebenen  Kegeln 
liegen  auf  einer  Ktigel,  welche  diesen  Fotenspunht  sum  Mittelpunkte 
hat  und  su  den  beiden  Kvgeln  orthogonal  ist.  Der  Radius  dieser 
Kugel  ist  die   Wurzel  der   entsprechenden  Fotene." 


Stellen  wir  uns  zwei  Kugeln  S^  und  S^  vor,  welche  zwar  keinen 
reellen  Schnitt  liefern,  denen  aber  gemeinschaftliche  Tan- 
genten entsprechen,  also  kurz  zwei  Kugeln,  welche  außer  ein- 
ander liegen. 

Sei  t  e'ne  beliebige  gemeinachiftli  he  Tait,tiite  heil  r  Ku  ein 
a^  und  »2  seien  deren  Beruhiung  punkte  Ballieren  n  r  die  Strecke 
a^a^  im  Punkte  P  ao  wird  d  e  er  oflenbar  ein  Potenzpunkt  der  beiden 
Kugeln  sein,  da  die  Langen  P  i  und  P  t^  dei  \  n  demselben  an  die 
beiden  Kugeln  gez  genen  Tangenten  einander  gle  t,h    ein  müssen 

Hieraus  f  Igt  unmittelbir  aass  der  Pmkt  P  n  der  Potenz 
ebene  beider  Kugein  lege   und  demgeiodß  besteht  der  batz 

152.  „Vi  Hdlhierunqsp  tnlte  jener  Stu-cfen  allei  gerne  nsdaß 
liehen  Tangenten  sueier  behtb  gt,n  Kugelt  tielcJe  on  den  ent'ipre 
ckenden  Berührung p inkten  begreift  uetlet  legei  in  dei  Potoi 
ebene  dieser  leiden  Kugeln  " 
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Bevor  wir  in  unseien  Bt traehtungen  weiter  vorgehen,  sei  nocli 
ein  Satz  hervorgehoben,  der  übrigens  nicht  erst  eines  besonderen  Be- 
weises bedarf.    Derselbe  lautet 

153a).  „Die  Fttem  imes  Ptmlte''  mBeeuq  auf  eme  Kugel  ist 
jedergeü  glekh  der  Potenz  desselhm  Punlies  %n  Bemig  auf  jeden 
KugelschniU,  tvelcher  dureh  eine  Ebene,  die  diesen  Punkt  enthält, 
erseugt  wird.'^ 

Oder: 

163h).  „Die  Potene  eines  Punktes  in  Besug  auf  eine  Kugel  ist 
gleich  der  Potenz  in  Bezug  auf  alle  Kreise,  in  welchen  die  Kugel 
von  Ebsnen  geschnitten  wird,  die  durch  diesen  Punkt  gehen. 

%.  200. 

Wenn  zwei  Kugeln  sieh  in  einem  Punkt  a  berühren, 
so  ist  die  zugehörige  Potenzebene  die  gemeinschaftliche 
Berährungsebeno  in  diesem  Punkte  a. 

Denn,  die  Tangenten,  welche  maa  Ton  einem  beliebigen  Punkte 
P  dieser  Ebene  aus  an  beide  Kugeln  ziehen  kann,  haben  sämmtlicii 
die  nämliche  Länge  Pa. 

Scliaeiden  sich  die  beiden  Kugeln  nicht,  sind  aber 
gemeinschaftliche  Tangenten  an  dieselben  möglich,  daä 
heißt,  liegt  die  eine  Kugel  nicht  innerhalb  der  anderen,  so  ist 
die  Potenzebene  dennoch  immer  reell. 

Denn  nach  SatK  152)  liegen  in  der  letzteren  die  Potenzpunkte, 
welche  durch  die  Halbierungspunkte  gemeinschaftlicher  Tangenten 
beider  Kugeln  repräsentirt  werden.  Da  weiters  die  Poteazebene  gleich- 
zeitig die  Ebene  jenes  Kreises  ist,  in  welchem  sich  die  beiden  Kugeln 
schneiden,  so  folgt,  dass,  wenn  sich  zwei  Kugeln  auch  nicht  in  einem 
reellen  Kreise  schneiden,  die  Ebene  dieses  Kreises  doch  stets  reell  sei. 

Dies  gilt,  wie  man  sich  leicht  die  Ueberzeugnag  verschaffen 
kann,  auch  dann,  wenn  die  eine  Kugel  von  der  anderen  voll- 
kommen umschlossen  ist,  d.  i.  wenn  keine  gemeinschaftlichen 
Tangenten  und  keine  gemeinschaftlichen  Punkte  der  beiden  Kugelti 
reell  sind. 

Denken  wir  uns  weiters  drei  beliebige  Kugeln  S^,  S-^  und 
Äj.  Die  Potenzebene  von  S^  und  S»  sei  j),3,  jene  von  8^  und  S^  sei 
j)j3  und  die  von  S^  und  S,  sei  p^,. 

Die  beiden  Potenzebenen  p,^  und  p,.j  werden  sich  in  einer  Ge- 
raden 31  schneiden.  Jeder  Punkt  P  in  dieser  Geraden  st  hat 
sowohl  dieselbe  Potenz  in  Bezug  auf  die  beiden  Kugeln  S^  und  S^., 
als  auch  in  Bezug  auf  die  beiden  Kugele  ä,  und  ä,. 
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Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  der  besagte  Punkt  auch 
die  nämliehe  Potenz  in  Bezug  auf  die  beiden  Kugeln  S^  und  S^  be- 
sitzen müsse,  dass  also  jeder  Punkt  P  von  ^,  auch  ein  Potenzpunkt 
der  beiden  Eugeln  S^  und  St  sei. 

Bezeichoete  Gerade  ro  muss  daher  nothwendig  in  der  Potenz- 
ebeue  j?3,  liegen,  oder  mit  anderea  Worteu:  die  drei  Poteiizebenea 
dreier  Kugeln  schneiden  sich  in  einer  und  derselben  Geraden. 

Hiernach  besteht  der  Satz : 

154.  „Die  drei  Fotensehenen,  welche  drei  Kugeln  paarweise  'be- 
stimmen, schneiden  sich  in  einer  tind  derselben  Geraden.'^ 

Diese  Gerade  wird  die  „Potenzgerade"  der  drei  Kugeln, 
und  jeder  Punkt  derselben  ein  „Potenzpunkt"  der  drei  Kugeln 
genannt. 

Aus  dem  SaUe  151)  ergibt  sich  nunmehr  auch  unmittelbar  der 
folgende: 

155.  „Die  Berährunffsireise  der  drei  Kegel,  welche  drei  beliebigen 
Kugeln  aws  einem  Punkte  ihrer  Potenzgeraden  umschrieben  werden, 
liegen  auf  einer  und  derselben  Kugd,  welche  jenen  PunM  eum  Mittel- 
puiikte  hat,  und  die  drei  gegebenen  Kugeln  orthogonal  schneidet.  Das^ 
Quadrat  ihres  Radius  ist  der  Potenz  jenes  Punlctes  gleich." 

i-  201. 

Die  in  Satz  154)  ausgesprochene  Grundeigensehaft  der  Potenz- 
geraden,  oder  der  Potenzachse  dreier  Kugeln  erlaubt  es,  die 
Potenzehene  zweier  beliebigen,  sich  nicht  reell  sehnei- 
denden Kugeln  zu  conatruieren,  also  die  Esistenz  dieser 
„reellen"  Potenzebenen  nachzuweisen. 

Seien  nämlich  S^  und  iSj  zwei  beliebige  Kugeln,  welche  entweder 
in  einander  oder  außerhalb  einander  liegen  mögen. 

Denken  wir  uns  nun,  was  ufFenbar  immer  möglich  ist,  eine  dritte 
Kugel  Äj  construiert,  welche  die  beiden  Kugeln  Si  und  S^  in  reellen 
Kreisen  K^  und  K^  schneidet.  Die  Ebenen  e,  und  öj  dieser  Kreise 
sehneiden  sich  in  der  Potenzachse  H  der  drei  Kugeln  8^,  S2  und  S^, 
also  in  einer  Gerade»,  welche  auch  in  der  gesuchten  Potenzebene  der 
beiden  Kugeln  S,  und  S2  Hegt, 

Denkt  man  sich  weiters  der  Kugel  S^  alle  möglichen  Lagen 
ertheilt,  so  wird  die  Gerade  n  die  gesuchte  Potenzebene  erzeugen. 

Behufs  Construction  der  Potenzebene  genügt  jedoch  die  eine 
Gerade  n  vollkommen,  da  besagte  Ebene  durch  n  geht,  und  auf  der 
„Centralen"  der  beiden  Kugeln  S^  und  iSj,  d.  h.  auf  der  Verbindungs- 
geraden der  beiden  Kugeimittelpunkte  senkrecht  steht.  Letzteres  setat 
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natürlich  voraus,  ciass  die  Potenzachse  II  selbst  zu  der  „Centralen" 
(welche  sie  jedoch  nicht  tiothwendig  v.\\  schneiden  braucht)  normal  sei. 
Dass  dies  thatsächlich  Aav  Fall  sei,  werden  wir  an  späterer  Stelle 
nachweisen, 

§,  202. 

Die  Potenzaehse  dreier  Kugeln  enthält  die  Punkte, 
in  welchen  sich  die  drei  Kugeln  schneiden. 

Dies  folgt  einerseits  daraus,  dass  die  Potena  eines  jeden  Punktes 
auf  der  Kugel  gleich  Null  sei,  und  somit  die  gemeinschaftlichen  Punkte 
der  drei  Kugeln  in  Bezug  auf  jede  derselben  den  Wert  Null  besitzen, 
also  untereinander  gleiche  Potenzen  haben,  und  andererseits  daraus, 
dass  die  Potenzaehse  die  Sclinittgerade  der  Ebenen  zweier  Kreise  auf 
einer  Kugel  ist,  welche  nebstbei  zwei  anderen  Kugeln  angehören. 

In  dem  Falle,  als  die  Mittelpunkte  der  drei  Kugeln  auf  einer 
und  derselben  Geraden  g  liegen,  sind  die  drei  Potenzebenen,  da  sie 
auf  dieser  Geraden  senkrecht  stehen,  untereinander  parallel;  die  Po- 
tenzaehse liegt  demgemäß  in  unendlicher  Entfernung. 


Es  seien  vier  beli  ehige  Kugeln  Sj,  S^,  /.S3  und  S4  im  Räume 
gegeben. 

Denken  wir  uns  vorerst  die  Potenzachse  ilisa  der  drei  Kugeln 
.?!,  S2  und  S.^  wie  im  vorhergegangenen  Falle  ermittelt  und  außerdem 
noch  die  Potenzehene  p^^  der  Kugeln  S^  und  S^  bestimmt.  Diese 
Potenzebeno  möge  die  Potenzaehse  II^^z  in  dem  Punkte  P  treffen. 

Der  Punkt  P  hat  nun  einerseits,  da  er  auf  der  Potenzachse /Tij,, 
liegt,  in  Bezug  auf  die  drei  Kugeln  S^^,  S^,  S,  die  gleiche  Potena  und 
andererseits,  da  er  in  der  Potenzehene  ^34  liegt,  auch  eine  gleiche 
Potenz  in  Bezug  auf  die  Kugeln  «S^  und /S^,  mithin  die  gleicht^ 
Potenz  in  Bezug  auf  alle  vier  Kugeln. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Punkt  P  in  den  sechs  Potenzebeiien  pj^^^ 
J^3'  ^'u'  Pia'  P'u  """i Pn  'i^'"  Kugelpaare  Ä\,  -Sg ;  S,,S^\  Ä,.  ^4 ;  S^, Äg ; 
Ä5,  5^;  53,^4  und  ebenso  in  den  vier  Potenzachsen  n,„^,  Ii^^^.  11^^^, 
71,34,  welche  je  drei  dieser  Kugeln  —  S„S^,S^;  «„Ä^iS'^;  S^,S^,S^- 
•%S^S^  bestimmen,  liegen  müsse. 

Wir  erbalten  daher  den  Satz: 

356.  „Sämmtliche  sechs  Potensebenen,  welche  beUehi(fc  vier  Ku- 
geln paarweise  besiimmen,  und  sämmtliche  vier  Fotensacksen,  welche 
sie  SU  je  dreien  bestimmen,   schneiden  steh   in  einem   und  demselben 
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PunMe,    welcher  die  gleiche  Potens    in  Besug    auf  die   vier  Kugeln 
besitst." 

Dieser  Puakt  wird  der  „Potenzpunkt"  der  vier  Kugeln 
genannt.  Durch  Combination  der  Sätze  156)  und  155)  ergibt  aicb 
unmittelbar  der  Satz : 

157.  ^Die  BeriHirungskreise  von  vier  beliebigen  Kugeln  mit  den 
denselben  aus  ihrem  Potenspunkte  mnsckriebenen  vier  Kegeln  liegen 
auf  einer  und  derselben  Kugel,  welche  diesen  Fotenspunkt  ßum  Mittel- 
punkte hai,  und  die  vier  gegebenen  Kugeln  orthogonal  in  jenen  vier 
Kreisen  durchsehneidet.  Das  Quadrat  des  Madius  dieser  Kugel  ist 
gleich  der  gemeinschaftlichen  Polens  der  vier  gegebenen  Kztgeln.'^ 

§.  204, 
Liegen  die  Mittelpuniite  der  vier  Kugeln  in  einer  und  der- 
selben Ebene,  so  stehen  die  sechs  Potenzebenen,  welche  den  Kugeln, 
paarweise  genommen,  entsprechen,  sämmtlich  auf  dieser  Ebene  senk- 
recht; schneiden  sieh  daher  in  einem  unendlich  fernen  Punkte  und 
zwar  in  dem  onendlich  fernen  Punkte  der  zu  dieser  Ebene  senkrechten 
Geraden.  Der  Potenzpunkt  der  vier  Kugeln  liegt  also  dies- 
falls in  unendlicher  Entfernung.  Die  im  früheren  Satze  ge- 
nannte Orthogonalkugel  übergeht  sodann  selbstverständlich  in  die 
Ebene  der  vier  Kugelmittelpunkte, 

§.  205. 

Die  Potenzachse  dreier  Kugeln  ist,  als  Schnittgerade  der 
drei  Potenzebenen,  welche  auf  den  drei  Centralen  dieser  Kugeln 
senkrecht  stehen,  selbst  senkrecht  zu  jener  Ebene,  welche 
durch  die  drei  Kugelmittelpunkte  bestimmt  ist. 

Die  eben  aufgestellte  Behauptung  ist  übrigens  nur  eine  natür- 
liche Folge  der  Symmetrie ,  welche  die  Kugeln  in  Bezug  auf  die  be- 
sagte Ebene  aufweisen.    Diese  Überlegung  führt  direct  zu  dem  Satze : 

158.  „Fällt  man  von  dem  Polenzpunktc  vierer  Kugeln  Senk- 
rechte auf  die  Seiten  jenes  Tetraeders,  loelches  von  den  Mittelpunkten 
der  vier  Kugeln  bestimmt  wird,  so  sind  diese  Normalen  die  vier 
mögliehen  Poiensachsen  von  je  dreien  der  vier  Kugeln." 


Um  zu  drei  beliebigen,  sich  nicht  reell  schneidenden 
Kugeln  die  Potenzachse  zu  bestimmen,  wird  man  eine  vierte, 
.sogenannte  „Eilfskugel"  in  Anwendung  bringen,  welcher  man  stets 
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eine  derartige  Lage  und  Größe  ertheilen  kann,  dass  sie  die  gegebenen 
drei  Kugeln  in  reellen  Kreisen  schneidet. 

Die  drei  Kreisebenen  treffen  sich  sodann  (nach  Satz  156)  in  einem 
Punkte,  weicher  kein  anderer  als  der  PotenKpunkt  der  vier  Ku- 
geln selbst  ist. 

Fällt  man  mithin  von  diesem  Punkte  eine  Normale  auf  die  Ebene, 
welche  durch  die  Mittelpuokte  der  drei  gegebeneu  Kugeln  bestimmt 
wird,  so  wird  durch  diese,  der  früheren  Betrachtung  gemäß,  die  ge- 
suchte Potensiaehse  dargestellt. 

§.  207. 

Denkt  man  sich  den  Badius  einer  Kugel  ohne  Ende  ab- 
nehmend, bis  er  endlich  verschwindend  klein  oder  gleich  Null  wird, 
so  erhält  man  eine  unendlich  kleine  Kugel,  oder  eine  Kugel, 
welche  sich  auf  einen  Punkt  redueiert.  Eine  solche  Kugel  pflegt  man 
eine  „Punktkugel"  zu  nennen. 

Diese  Punktkugel  kann,  in  der  Theorie  der  Potenzen  in  Bezug 
auf  Kugeln,  ohneweiters  mit  berücksichtigt  werden. 

Unter  der  Potenz  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine 
Puuktkugel  wird  man  in  diesem  Falle  nichts  anderes  zu  verstehen 
haben,  als  den  Abstand  dieses  Punktes  von  dem  die  Punktkuge!  ver- 
tretenden Punkte. 

Die  vorher  bezüglich  der  Kugel  im  allgemeinen  entwickelten 
Sätze  erleiden  diesfalls  geringfügige  Abänderungen,  die  wir  hier  un- 
mittelbar in  Satzform  zum  Ausdrucke  bringen  wollen. 

159.  ^Die  Potengebene  zweier  PunMkugeln  ist  jene  Ebene,  welche 
auf  d&r  Verbindungsgeraden  der  beiden,  diese  Kugeln  vertretenden 
PunJde  senkrecht  steht  und  deren  Abstand  halbiert.'' 

160.  „Die  Fötemachse  dreier  Punktkugeln  ist  diejenige  Gerade, 
welche  im  MittelpunJcte  des  Umkreises  des  von  den  drei  Punkthugeln 
gebildeten  Dreieckes  auf  die  Ebene  des  letsteren  senkrecht  gesogen  wird.'^ 

IUI.  „Der  Potengpunkt  von  vier  Punkthigeln  ist  das  Centrum 
der  Kugel,  welclie  jenem  Tetraeder  umschrieben  ist ,  dessen  Ecken  die 
die  Punktkugeln  vertretenden  Punkte  sind." 

162.  „Die  Kugel,  welche  aus  einem  Punkte  der  Potenzierte 
einer  Punldkugel  und  einer  gewöhnlichen  Kugel  durch  die  Punktkugel 
gelegt  wird,  schneidet  die  gewöhnliche  Kugel  orthogonal.'^ 

163.  „Die  Kugel,  welche  aus  dem,  Potenspunkte  einer  Punkl- 
kugel  und  dreier  gewöhnlichen  Kugeln,  als  Centrum,  durch  die  Ptmld- 
hugel  gelegt  wird,  schneidet  die  drei  Kugeln  orthogonal.'* 
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Derartige  Sätze  können  nunmehr  in  langer  Reihenfolge  aus  den 
vorausgeschickten  allgemeiü  aufgestellten  und  entwickelten  Sätzen, 
je  nachdem  man  gewöhnliche  Kugeln  und  Punktkugeln  in  beliebiger 
Weise  combiniert,  abgeleitet  werden"). 


Xm.    Capitel. 
Das  Kugelgebüsch. 

§.  208. 

Die  Qesammtheit  aller  jener  Kugeln  im  Räume,  welchen  in 
einem  gegebenen  festen  Punkte  P  die  nämliche  Potenz  h''  zukömmt, 
nennt  man  ein  „Kugelgehüsch". 

Der  feste  Punkt  F  beißt  das  Centrum  oder  auch  der  Pol 
des  Gebüsches  and  der  Wert  k^  die  Potenz  des  Kugel- 
gebüsebes. 

Dem  Gebüsche  gehören,  außer  'den  Kugeln  selbst,  auch  noch 
deren  gemeinsame  Elemente,  also  die  Kreise,  in  welchen  sich 
je  xwei  Kugeln  -schneiden,  und  (die  Punktepaare  an,  welche  je  drei 
Kugeln  gemeinschaftlieh  sind.  Denn  nach  Satz  156)  gehen  die  Ebenen 
dieser  Kreise,  sowie  die  Verbindungsgeraden  dieser  Punktepaare  durch  das 
Centrnm  P  und  haben  selbstverständlich  für  dieses  Centrum  ebenfalls 
die  Potenz  h^. 

Einige  Eigenschaften  des  Kugelgebüsches  sind  nach  diesen  Äus- 
einaodersetzungea  unmittelbar  einleuchtend;  so  ist  unter  anderem  sofort 
evident,  dass  jede  Kugel,  welche  durch  den  Schnittkreis  zweier 
Kugeln  des  Gebüsches  führt,  sowie  auch  jede  Kugel,  welche  durch 
das  gemeinschaftliche  Punktepaar  dreier  Kugeln  des  Gebüsches  geht, 
)  dem  Gebüsche  angehören  muss. 


Ist  das  Centrum  des  Gebüsches  und  die  Potenz  desselben  ge- 
geben, so  ist  offenbar  das  Kugelgebüsch  vollkommen  bestimmt. 

Denn  jede  Kugel,  jeder  Kreis  und  jedes  Puuktepaar,  in  Bezug 
auf  welches  das  gegebene  Centrum  die  gegebene  Potenz  besitzt,  gehört 
dem  Gebüsche  an,  während  jedes  andere  Element,  welches  dieser  Be- 
dingung nicht  genügt,  dem  Gebüsche  ferne  steht. 
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Alis  dieser  fundamentalen  Bestimmungsarfc  des  Ge- 
büsches ergeben  sich  sehr  leiebt  weitere  Bestina mungs weisen. 

Ist  beispielsweise  das  Centnim  C  des  Gebüsches  gegehen  und 
ein  Elemeut  desselben,  also  entweder  eine  Kugel,  oder  ein  Kreis  in 
einer  durch  C  gehenden  Ebene,  oder  ein  Punktepaar  auf  einer  durch 
C  gehenden  Geraden  festgestellt ,  so  ist  dadurch  offenbar  auch  die 
Potenz  des  Gebüsches  bestimmt. 

Besagte  Potenz  ist  nämlich  keine  andere,  als  die  Potenz  des 
Centrums  G  In  Bezug  auf  das  gegebene  Punktepaar,  beziehungsweise 
auf  den  gegebenen  Kreis  oder  die  gegebene  Kugel.  Bezeichnen  wir 
nun  ein-  für  allemal  eine  beliebige  Kugel,  einen  beliebigen  Kreis  oder 
ein  beliebiges  Puuktepaar,  welches  dem  Gebüsche  angehört,  als  ein 
„Element"  dieses  Gebüsches,  so  folgt  der  Satz: 

M4.  f^Ein  Kngelgebüsch  ist  vollkommen  bestimmt,  wenn  dessen 
Centrum  und  ein  beliebiges  Element  des  Gebüsches  gegeben  ist." 

§.  210. 

Denken  wir  uus  ferner  vier  beliebige  Kugeln  als  Elemente  eines 
Gebüsches  gegeben.  Diese  Kugeln  besitzen  (nach  Satz  156)  einen 
Potenzpuükt,  welcher  gleichzeitig  das  Centrum  des  Gebüsches  darstellt. 

Durch  dieses  Centrum  und  eine  der  vier  gegebenen  Kugeln  ist, 
wie  wir  eben  gesehen  haben,  das  Kugelgebüseh  vollkommen  fest- 
gestellt; es  folgt  mithin  der  Satz: 

165.  „  Vier  beliebige  Kugeln  im  Räume  bestimmen  als  Elemente 
jeäereeit  ein  Kugelgebüsch ;  das  Centrum  des  Gebüsches  ist  der  Potene- 
punkt  der  vier  Kugeln  und  die  Potena  des  Gebüsches  ist  jene  des 
genannten  Punktes  in  Jiezug  auf  die  vier  gegebenen  Kugeln,'^ 

§-  211. 

Es  seien  zwei  Kreise  A'j  und  K^  in  verschiedenen  Ebenen  e,  und 
fj,  jedoch  nicht  derselben  Kugel  angehörend,  gegeben;  es  ist  zu  unter- 
suchen, ob  diese  Kreise  als  Elemente  eines  Gebüsches  betrachtet 
werden  können. 

Das  Centrum  des  Gebüsches  muss  unbedingt  in  den  Schnitt- 
geraden  s  der  beiden  Kreisebenen  e^  und  e^  liegen.  Dasselbe  muss 
aber  auch  gleiche  Potenzen  in  Bezug  auf  die  beiden  Kreise,  also  auch 
gleiche  Potenzen  in  Bezug  auf  zwei  Kugeln  haben,  von  welchen  je  eine 
beliebig  durch  einen  der  Kreise  K^  und  K^  gelegt  wird.  Das  Centrum 
muss  somit  auch  in  der  Potenzebene  der  beiden  Kugeln,  mithin  im 
gegenseitigen  Schnitte  dieser  Ebene  mit  der  Geraden  s  liegen. 
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Hiernach  ist  zu  ersehen,  dass  ein  Kugelgebüseh  dnrch  die 
Angabe  zweier  Kreise,  als  Elemente,  vollkommen  be- 
stimmt ist.     Dem  zufolge  besteht  der  Satz: 

166.  „Zwei  lelielige ,  nicht  derselben  Kugel  ungehörige  Kreise 
bestimmen  als  Elemente  jederseit  ein  Kttgelgebüsohj  dessen  Centrum 
der  Schnit^nkt  der  den  Kreisebenen  gemeinschaftliehen  Geraden 
mit  der  Fotenzebene  eines  beliebigen,  durch  die  beiden  Kreise  gelegten 
Kugelpaares  ist." 

§.  212. 

Seien  K^  und  K^  zwei  beliebige  Kreise  im  Räume,  P  das 
Centrum  des  durch  sie  bestimmten  Kugelgebiisches. 

Denken  wir  uns  durch  P  eine  beliebige  Ebene  e  geführt,  welche 
die  obbezeichneten  Kreise  in  den  Punkten  %,  6,,  resp.  a^,  b^  sehneiden 
möge.  Die  Punkte  a^ ,  ft,  und  P  sowohl,  als  auch  die  Punkte  «j ,  h^ 
und  P  liegen  sodann  in  einer  Geraden;  nebstbei  ist  «„  b^,  sowie  auch 
«ji  ^s  je  ein  Punktepaar  des  Gebüsches. 

Infolge  dessen  lasst  sich  durch  die  vier  Punkte  a^,  i,,  a^ 
und  \  stets  ein  Kreis  legen.  Es  gilt  demnach  der  Satz: 

167.  „Alle  Ebenen,  welche  zwei  beliebig  im  Räume  gegebene 
Kreise  in  vier  Funkten,  die  ein  Kreisviereck  bestimmen,  treffen,  gehen 
durch  einen  und  denselben  Funkt,  d.  i.  durch  das  Gentrum  des  durch 
die  beiden  Kreise  bestimmten  Gebüsches." 

§.  213. 

Wenn  drei  Punkte  P,  a,  h  in  einer  Geraden  Hegen,  so 
bezeiehaet  man  die  Potenz  (Pa.Fb)  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  das 
Punktepaar  (ab)  als  „negativ",  wenn  beide  Punkte  a  und  h  zu 
verschiedenen  Seiten  des  Punktes  P  sieh  vor&ndeo,  und  als  „posi- 
tiv", wenn  besagte  Punkte  auf  der  nämlichen  Seite  von  P  liegen. 

Es  ist  begreiflich ,  dass  nur  im  letzteren  Falle  zwei  Punkte, 
welche  ein  Ponktepaar  bilden,  zusammenfallen  können,  und  dass  die 
Entfernung  des  vereinigten  Punktepaares  vom  Punkte  P  der 
Quadratwurzel  aus  der  Potenz  gleich  sein  müsse. 

Wendet  man  dies  auf  ein  Kugelgebüsch  und  seine  Potenz  an, 
so  findet  man  ohneweiters,  dass  das  Centrum  eines  Gebüsches  mit 
negativer  Potenz  innerhalb  aller  dem  Gebüsche  angehörenden 
Kugeln,  Kreise  und  Punktepaare  liegen  müsse. 

Hat  aber  das  Kugelgebüseh  eine  positive  Potenz,  so  liegt 
das  Centrum  desselben  außerhalb  aller  Kugeln,  Kreise  und  Punkte- 
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Beschreibt  man  diesfalls  aus  dem  CeEtrum  P  des  Gebüsches, 
mit  der  Quadratwursel  der  Potena,  als  Radius,  eine  Kngel,  so  reprä- 
sentiert jeder  Punkt  dieser  Kugel  ein  zusammenfallendes  Pirnkte- 
paar  des  Gebüsches. 

Mit  Zugrundelegung  der  BetrachtuDg,  welche  dem  Satze  157) 
Torausgieug,  erkennt  man,  dass  diese  Kugel  sämmtliche  Kugeln  (und 
selbst verständlieli  auch  sämmtliche  Kreise)  des  Gebüsches  ortho- 
gonal durchsehneidet. 

Eine  derartige  Kugel  wird  aus  dem  letztangegebenen  Grucde 
die  „0  rthogonalkugel  des  Gebüsches"  genannt. 

Die  Existenz  dieser  Kugel  liefert  folgenden  Satz,  beziehungs- 
weise nachstehende  Beatimmiiagsart  eines  Kugelgebüsches: 

168.  Alle  Kugeln,  welche  eine  gegebene  Kugel  orthogonal  durch- 
schneiden, erzeugen  ein  Kugelgebüsch,  dessen  Centrum  der  Mittel- 
punkt der  geg^enen  Kugel  und  dessen  (positive)  Potens  dem  Quadrate 
des  Kugelradius  gleich  ist.'^ 

Wird  der  Radius  der.Orthogonalkugel  uuendlich  groß, 
d.  h.  Übergeht  diese  Kugel  in  eine  Ebene,  so  schneidet  dieselbe,  wie 
an  und  für  sich  klar,  alle  jene  Kugelu  orthogonal,  deren  Mittel- 
punkte in  ihr  liegen. 

Jede  Kugel,  jeder  Kreis  und  jedes  Punktepaar  des  Gebüsches 
ist  in  diesem  Falle  symmetrisch  gegen  die  Orthogonalebene 
gelegen,  weshalb  ein  solches  Gebfiseh  als  ein  „symmetrisches 
Kugelgebflsch"  bezeichnet  wird. 

§.  214.- 

In  jedem  Kugelgebüsche  kann  man  die  Punkte  des  Raumes 
einander  ein-deutig  entsprechen  lassen,  indem  man  als  ent- 
sprechende oder  eonjugierte  Punkte  zwei  solche  annimmt,  welche  ein 
Punktopaar  des  Gebüsches  darstellen. 

Zu  einem  beliebigen  Punkte  p^  im  Räume  ist  sodann  der  eon- 
jugierte Punkt  pj  stets  ein-deutig  bestimmt,  sobald  das  Centrum 
des  Gebüsches,  diePotenz  desselben  und  derSinn  dieser 
Potenz  gegeben  ist. 

Denn  p^  muss  auf  jener  Geraden  liegen,  welche  Pi  mit  dem 
Centrum  P  verbindet;  es  muss  demnach 

Fp^  .  Pp^  =  W  \  also  Fp^  =  -p —  sein. 

Je  nachdem  die  Potena  positiv  oder  negatiy  ist,  liegt  p^  in 
Bezug  auf  P  auf  derselben  oder  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von 
dem  Punkte  p,. 
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Der  Definition  des  Kugel gebäsehes  gemäß  wird  jeder  durch  das 
Centrum  gehende  Strahl  von  jeder  Kugel  des  GebQsches  in  einem 
conjugiertea  Punktepaar  geschnitten. 

Hieraus  folgt  auch  umgekehrt,  dass  alle  Kugeiü  des  Gebüsches, 
welche  durch  einen  Punkt  im  Räume  gehen,  nothwendig  auch  durch 
den  diesem  Punkte  conjugierten  Punkt  gehen  müssen. 

§.  215. 

Sind  jPi.Pj  und  2,,gj  zwei  beliebige  Paare  conjngierter 
Punkte  eines  Kugelgebüsches,  so  lässt  sieh  durch  die  vier  Punkte 
J'i'i'»' Sitfe-  immer  ein  Kreis  legen. 

Da  sieh  nämlich  die  Geraden  p,  ^j  und  q^  q^  im  Centrum  P 
des  Gebüsches  treffen,  so  kann  durch  dieselben  eine  Ebene  e  gelegt 
werden.  Führt  man  nun  durch  die  drei  Punkte  Pi,pj  und  g^  einen 
Kreis,  so  muss  dieser,  nachdem  für  den  Kreis,  gemäß  der  obigen 
Voraussetzung,  die  Relation 

Ppi .  Pj)j  =  Psi .  Fq^ 
besteht,  nothwendig  auch  den  Punkt  y,  enthalten. 

Selbstverständlich  ist  sodann  der  durch  j)„  pj,  q^  uud  q^  gelegte 
Kreis,  gleichzeitig  ein-  Element  des  Kugelgebüscbes. 

Setzen  wir  weiters  voraus,  dass  «i  ßj,  h^hj,  c^c^  drei  Paare 
conjngierter  Punkte  des  Gebtisches  wären. 

Die  Geraden  %«,,  ^i\  und  c^c^  schneiden  sich  in  dem  Centrum 
P  des  Gebüsches;  es  ist  daher: 

«iP.  aaP=('iP.  &aP  =  c,  P.c,P=Ä'. 

Legt  man  nun  durch  %,  h^,  c,  und  a,  eine  Kugel,  so  wird  diese 
nothwendig  auch  durch  die  Punkte  &,  und  Cg  gehen,  denn  wäre  letz- 
teres nicht  der  Fall,  so  müssten  diese  Kugel  die  Strahlen  P&,,  Pq, 
auüer  in  61  und  c,  noch  in  awei  Punkten  etwa  in  &'j  und  c'j  schneiden, 
welche  jedoch  mit  h^  und  C[,  ebenso  wie  mit  6^  und  c,  conjugierte  Punkte- 
paare repräsentieren  wurden;  es  müssten  also  sowohl  dem  Punkte  h^, 
als  auch  dem  Punkte  c,,  zwei  verschiedene  Punkte  ij,  fc'j,  beziehungs- 
weise Cj,  c'a  conjugiert  sein,  was  offenbar  nicht  möglich  ist. 

Dieser  Betrachtung  entnehmen  wir  zugleich,  wie  viele  Be- 
stiramu  ngsstücke  für  einen  dem  Gebüsche  angehörenden  Kreis 
oder  für  eine  Kugel  des  Gebüsches,  behufs  deren  ein-deufciger  Be- 
stimmung willkürlich  gewählt  werden  können. 

Wir  finden  diesbezüglich  zunächst,  dass  man  bloß  einen  ein- 
zigen Kreis  des  Gebüsches  construieren  könne,  welcher  durch  zwei 
willkürlieh  gewählte  Punkte  «i  und  61  geht,  Dieser  Kreis  ist  nämlich 
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durch  diese  zwei  Punkte  und  einen  jener  beiden  Funkte,    welche  a^ 
und  b,  conjugiert  sind,  vollkommen  bestimmt. 

Ebenso  kann  man  durch  drei  beliebige  Punkte  «„  h^,  c, ,  im 
Kaume  nur  eine  Kugel  legen,  welche  dem  Gebüsche  angehört.  Denn, 
nachdem  diese  Kugel  auch  durch  die  conjugierten  Punkte  a,,  \,  c, 
gehen  muss,  ist  dieselbe,  als  umschriebene  Kugel  jenes  Tetraeders, 
dessen  Eckpunkte  die  drei  gegebenen  Punkte  a„  h^,  c,  und  einer  der 
conjugierteu  Punkte  %,  öj,  Cj  sind,  vollkommen  bestimmt.  Es  folgt 
daher  der  Satz : 

169.  „Ein  Kreis  in  einem  SugeUmschel  ist  durch  swei  Punkte, 
durch,  welche  es  gehen  soll,  festgestellt,  während  eine  Kugel  des  Ge- 
büsches durch  drei  Funkte,  welche  sie  enthalten  soll,  vollkommen  be- 
stimmt erscheint." 

§.  216. 

Der  aweite  Theil  des  vorstehenden  Satzes  iässt,  nach  einer  ge- 
ringen Bedingungs Veränderung,  eine  Erweiterung  zu. 

Es  ist  nämlich  bekannt,  diss  jede  Kugel,  welche  durch  drei 
gegebene  Punkte  geht,  auch,  den  Kreis  enthalten  muss,  welcher  durch 
die  drei  Punkte  ftthrt. 

Ist  mithin  ein  Kreis  gegeben,  uui  legt  man  durch  drei  beliebig 
gewählte  Punkte  desselben  jene  Kugel,  welche  einem  gegebenen  Kugel- 
gebüsche angehören  soll,  so  muss  diese  Kugel  auch  den  gegebenen 
Kreis  enthalten. 

Es  gibt  mithin  in  einem  Kugeigebusche  nur  eine  einzige 
Kugel,  welche  einen  beliebigen,  dem  Gebüsche  nicht  angehörenden 
Kreis  enthält.     Hiernach  der  Satz: 

ITO.  „Eine  Kugel  des^  Kugelgehüsckes  ist  durch  einen  Kreis, 
welchen  dieselbe  enthalten  soll,  und  welcher  kein  Element  des  Gebüsches 
repräsentiert,  vollkommen  bestimmt.'' 

§-  217. 

In  dem  Vorhergegangenen  wurde  nachgewiesen ,  dass  jedem 
Punkte  des  Baumes ,  vermittelst  eines  Kugelgebüsches  ein  zweiter 
Punkt  ein-deutig  zugeordnet  werden  kann,  dass  zwei  solche 
Punkte  stets  auf  einem  durch  das  Centrum  des  Gebüsches  gehenden 
Strahle  liegen  müssen,  und  dass  das  Product  der  Entfernungen  zweier 
solcher  conjuglerter  Punkte  vom  Centrum  constant  und  zwar  gleich 
der  Potenz  des  Gebüsches  ist. 

Nehmen  wir  nun  eine  beliebige  durch  das  Centrum  P  des  Ge- 
büsches gehende  Gerade  g  an,  und  denken  wir  uns  auf  c 
jedem  ihrer  Punkte  den  conjugierten  Punkt  bestimmt. 
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Infoige  des  ein-deutigen  Entspreehens  ist  die  Eeihe  der  coe- 
jugierten  PuDkte    zu  der  Eeihe   der   aDgenommenen  projectivisch. 

Betrachtet  man  aber  die  Paare  entsprechender  Punkte  auf  dem 
Träger^  etwas  näher,  so  sieht  mau,  auf  Grand  einer  bereits  bekannten- 
Eigenschaft,  sofort,  dass  diese  eine  Involution  bilden.  Denn  sind«, 
und  «j  zwei  beliebige  (conjugierte)  Punkte  auf  g,  so  ist,  der  Voraus- 
setzung gemäß,  das  Produet  Pa^.  Pa^^  h' ,  also  constant.  — 
Sämmtliehe  Paare  entsprechender  Punkte  a,  tind  a„  bilden  daher  auf 
der  Geraden  g  eine  lövolution,  deren  Centralpunkt  das  Centrura 
des  Gebüsches  und  dessen  Modul,  der  Potenz  des  Gebüsches  gleich  ist. 

Ist  die  Potenz  positiv,  so  liegen  conjugierte  Punkte  der  In- 
volution auf  einerlei  Seite  des  Centralpunktes  P,  ist  diese  hiagegea 
negativ,  so  sind  conjugierte  Punkte  anf  verschiedenen  Seiten  des 
Centralpunktes  P  gelegen.  Im  ersteren  Falle  ist  somit  die  I  n  v  o- 
lutioQ  eine  hyperbolische,  im  zweiten  Falie  hingegen  eine  ellip- 
tische. 

Wir  wissen  ferner,  dass  eine  hyperbolische  Involution  stets  ztvei 
reelle  Doppelpunkte,  d.  i.  zwei  zusammenfallende  reelle  Punkte- 
paare besitzt. 

Berücksichtigen  wir  weiters,  dass  conjugierte  Punkte  ]er  Invo 
lution  auf  ff  gleichzeitig  Punktepaare  des  Gebüsches  smd  und  das» 
der  geometrische  Ort  aller  Punktepaare  des  (jehüsches  de  sen 
beide  Punkte  zusammenfallen,  die  Orthogonalkuijel  ist  so  hadei 
wir,  dass  die  Doppelpunkte  der  Involution  auf  j  die  Schnitt 
punkte  voQ  g  mit  der  Orthogonalkugel  des  Gebüsches  sind.  Da  end- 
lieh die  Involution  auf  g  als  Schnitt  dieser  Geraden  mit  dem  ge- 
sammten  Kngelgebüsch  atifgefasst  werden  kann,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

171.  „Ein  Kugelgehüsch  bestimmt  auf  einer  jeden  durch  sein 
Centrum  gehenden  Geraden  eine  Pitnktinvoliition,  deren  Centralpunkt 
dieses  Centrum,  und  deren  Modul  gleich  der  Potens  des  Gebüsches 
ist.  Conjugierte  Punkte  der  Involution  ergeben  sich  als  die  Schnitt- 
punkte des  Trägers  mit  Kugeln  des  Gebüsches.  Die  Involution  ist 
elliptisch  oder  hi/per^olisch,  je  nachdem  die  Polens  negativ  oder  positio 
ist.  Im  letzteren  Falle  sind  die  Doppelpunkte  der  Involution  die 
Schnittpunkte  ihres  Trägers  mit  der  OrtJiogonalkugel  des  Gebüsches.''' 

Die  tJmkehrung  des  vorstehenden  Satzes  gibt  folgende  Bestim- 
mungsart eines  Kagelgebüsches. 

i75.  „Hine  Punktinvolution  auf  einer  Geraden  bestimmt  immer 
ein  Kugelgebüsch.  Jede  Kugel,  welche  durch  ein  conjugiertes FunUt^aar 
der  Involution  geht,   ist  ein  Klement  des  Gebüsches.    Der  Central- 


Hosted  by 


Google 


225 

ptmM  der  Involution  ist  das  Cenfnmi,   der  Modul  derselben  dagegen 
die  Fotenz  des  Gebüsches. 

Ist  die  Involution  eine  elliptische,  so  ist  die  Fotens  negativ,  ist 
S'le  hyperbolisch,  so  ist  die  besagte  Polens  positiv.  Im  leideren  Falle 
besitzt  die  Involution  zwei  reelle  Doppelpunkte,  deren  jeder  als  eine 
Funkthugel  des  Gebüsdies  anzusehen  ist.  Die  Kugel,  welche  über  der 
Strecke  der  Doppelpunkte  als  Durchmesser  beschrieben  wird,  stellt  die 
Orthogonalkugel  des  dui-ch  die  Involution  bestimmten  Kugelgebüsches 
dar.  Jede  Kugel,  welche  den  Träger  der  Involution  in  einem  der 
Doppelpunkte  berüJirt,  ist  ebenfalls  ein  Element  des  Gebüsches." 

§.  218. 

Werden  von  einem  Punkte  P  in  der  Ebene  eines  Kreises  K  be- 
liebige Seeanten  ^j,  g^,  g^. . .  an  den  Kreis  gezogen,  welche  den  letz- 
teren beziehungsweise  in  den  Punktepaaren  a^\,  a^b^,  a^b^  .  .  . 
schneiden  mögen,  so  wird  das  System  dieser  Pnnktepaare  auf  dem 
Kreise  (ebenso  auch  auf  irgend  einem  Kegelschnitte)  infolge  der  vielen 
gemeinsamen  Eigenschaften  mit  einer  geraden  Pnnktinvolution  gleich- 
falls   als  eine  „Punkt Involution"    auf  dem  Kreise    bezeichnet. 

Der  Punkt  P  beißt  der  Centralpunkt  der  Involution,  und 
das  constante  Product 

P«i.P6,  =  Paj.P!ij  =  Pa^.Pb^=  ....  =  k» 
der  Entfernung  conjugierter  Punkte  i2i,&,;  a^,b^;  a^Ji^  .  .  .    von  dem 
Oentrum  P  der  „Modul"  der  Kreisinvolution. 

Je  nachdem  der  Punkt  P  innerhalb  oder  außerhalb  des 
Kreises  K  liegt,  wird  die  Kreisinvolution  beziehungsweise  als  eine 
elliptische  oder  eine  hyperbolische  bezeichnet.  Die  hyperbo- 
lische Kreisinvolution  besitzt  zwei  reelle  Doppelpunkte,  und 
diese  sind  keine  anderen  als  die  Berührungspunkte  des  Kreises  K  mit 
de»  von  P  aus  an  denselben  gezogenen  Tangenten. 

§.  219. 
Das    Auftreten    solcher    Kreisinvolutionen     bei    Kugel- 
gebüsehen  ist  leicht  nachzuweisen, 

Sei  nämlich  P  das  Centrum  des  Kugelgebiisches  und  K  ein  be- 
liebiger, dem  Gebüsche  angehörender  Kreis,  d.  i,  ein  Kreis,  dessen 
Ebene  durch  P  führt. 

Durch    die  Angabe    von  P    und  K   ist    da.s  Kugelgebüsch    voll- 
1  bestimmt,    da   dessen  Potenz  der  Potenz   des  Punktes  P  in, 
len  gegebenen  Kreis  K  gleich  ist. 
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Zieht  man  durch  P  eine  beliebige  Gerade  g,  welche  den 
Kreis  K  in  den  Punkten  «  und  i  trifft,  so  ist  a,  b  ein  Puükl^epaar 
des  Gebüsches,  Durch  dasselbe  gehen  sodann  unendlich  viele 
Kugeln  des  Gebüsches. 

Es  ist  aber  auch  umgekehrt  mit  derselben  Leichtigkeit  der 
Nachweis  zu  erbringen,  dass  eine  heliebige  Kugel  des  Gebüsches  den 
Kreis  K  in  einem  Fnnktepaare,  d.  i.  in  zwei  Punkten  a  und  h  treffen 
muss,  deren  Verbindnngsgerade  durch  F  gebt. 

Gesetzt  nämlich,  die  Kugel  treffe  einmal  den  Kreis  K  in  dem 
Punkte  a.  Zieht  man  sodann  die  Gerade  Pa,  so  wird  diese  die  Kugel 
noch  in  einem  aweiten  Punkte  h\  und  ebenso  den  Kreis  K  in  einem 
zweiten  Punkte  b^  schneiden. 

Da  a,h,  sowohl,  als  auch  n,h\  ein  Punktepaar  des  ßebOsches 
da,rste]lfc,  da  ferner  beide  Paare  den  Punkt  a  gemein  haben  nnd  da 
endlich  je  einem  Punkte,  der  conjugierte  Punkt  ein-deutig  entspricht, 
so  folgt,  dass  nothwendig  h,  und  &',  zusammenfallen  müssen,  oder  mit 
anderen  Worten,  dass  der  Strahl  Pa  sowohl  die  Kugel,  als  auch  den 
Kreis  K  in  einem  und  demselben  Punkte  b^  trifft. 

Kiemit  ist  bewiesen,  dass  sämmtliche  Kugeln  des  Gebflsches, 
den  dem  Gebüsche  angehörenden  Kreis  K  in  Panktepaaren  schneiden, 
dereu  Verbindungsgeraden  durch  das  Centrnm  P  des  Gebüsches  gehen. 
Den  vorhergehenden  Auseinandersetzungen  gemä^,  bilden  diese 
Punktepaare  eine  Kreisinvolntion  ,  deren  Centraipunkt  das  Centrum 
P  des  Gebüsches  ist  und  deren  Modul  der  Potena  des  Gebüsches  gleich 
ist,  Ist  die  Potenz  eine  negative,  so  liegt  der  Punkt  P  im  Inneren 
des  Kreises;  die  Kreisinvolution  wird  daher  eine  elliptische  sein. 
Liegt  jedoch  der  Punkt  P  außerhalb  des  Kreises  Ä",  was  bei  posi- 
tiver Potenz  des  Gebüsches  eintritt,  so  ist  die  Kreisinvolution  eine 
hyperbolische.  Letztere  besitzt  sodann  zwei  reelle  Doppel- 
punkte. Diese  Doppelpunkte  sind  die  Berührungspunkte  der  von  P 
aus  an  K  gezogenen  Tangenten. 

Die  Doppelpunkte  lassen  sich  aber  auch  noch  anders  darstellen. 
Jeder  Doppelpunkt,  d,  h.  ein  zusammenfallendes  Punktepaar  wird  im 
Gebüsche,  wie  wir  gesehen  haben,  durch  eine  Pnnktkngel  repräsentiert. 
Nachdem  aber  sämmtliche  Punktkugeln  dnrch  die  Punkte  der  Ortho- 
gonalkugel vertreten  sind,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  fraglichen 
Doppelpunkte  gleichzeitig  jene  sind,  welche  sich  als  die  Schnittpunkte 
des  gegebenen  Kreises  (Träger  der  Kreisiuvolution)  mit  der  Orthogonal- 
kugel des  Gebüsches  herausstellea.     Mithin  der  Satz: 

173.  ^Die  Kugeln  eines  'Kugelgehüsches  bestimmen  auf  einem 
beliebigen  Kreise  des  Gebüsches   eine  Kreisinvolution ,   deren  Central^ 
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punU  das  Centrum  des  Gebüsches  und  deren  Modul  die  Potens  des 
Gebüsches  ist.  Ist  die  Potenz  negativ,  so  ist  die  Kreisinvolution 
elliptisch;  ist  hingegen  die  Potenz  des  Gebüsches  positiv,  so  ist  die 
Kreisinvolwtion  eine  hyperbolische.  In  diesem  Falle  besitgi  dieselbe 
Bvm  reelle  Doppelpunkte,  welche  sich  einerseits  als  die  Berührungs- 
punkte der  vom  Centrum  aus  an  den  Kreis  gesogenen  Tangenten, 
andererseits  aber  als  die  Schnittpunkte  des  Kreises  mit  der  Orthogonal- 
kugel  des  Gebüsches  ergeben.  Sämmtliche  Kugeln,  welche  den  Kreis 
in  den  Doppelpunkten  berühren,  sind  Elemente  des  Gebüsches.  Die 
Doppelpunkte  seKisf  sind  swei  Punkthugeln  des  Gebüsches." 

Hieraus  ergibt  sich  umgekeirt  folgende  Beatimmungsart 
eines  Kugelbüsehels  durch  eine  KreisinvolutioQ. 

174.  „Eine  Kreisinvolution  bestimmt  jederzeit  ein  Kugelgebüsch. 
Jede  Kugel,  welche  durch  ein  Paar  conjugierter  Punkte  der  Involution 
gehi,  ist  ein  Element  des  Gebüsches.  Das  Gentrum  der  Involution 
ist  gleichseitig  das  Centrum  des  Gebüsches  und  der  Modul  der  In- 
volution ist  die  Potenz  des  Gebüsches.  Ist  die  Involution  elliptisch, 
so  ist  die  Potene  negativ,  ist  die  Involution  hyperbolisch,  so  ist  die 
Potenz  positiv.  Im  letzteren  Falle  repräsentieren  die  reellen  Doppel- 
punkte der  Involution  zwei  Punktkugeln  des  Gebüsches;  die  Orthogo- 
nalkugel des  Odiäsches  geht  durch  dieselben.  Sämmtliche  Kugeln, 
icelche  den  Träger  (Kreis)  der  Involution  in  den  Doppelpunkten  be- 
rühren, sind  Elemente  des  Gebüsches." 

§.  220. 

In  Eüekbliclf  auf  den  Satz  166),  nach  welchem  zwei  beliebige, 
nicht  auf  einer  und  derselben  Kngel  liegende  und  in  verschiedenen 
Ebenen  befindliche  Kreise  K,  und  K^  ein  Kugelgebüsch,  dessen  Ele- 
mente diese  Kreise  sind,  bestimmen  und  unter  gleichiieitiger  Berück- 
sichtigung, dass  jede  Kugel,  welche  durch  einen  der  beiden  Kreise 
geht^  dem  Gebüsche  angehört,  folgt  mit  Hinzuziehung  der  eben  ge- 
fundenen Resultate  —  speciell  aber  mit  Berücksichtigung  des  Satzes  173) 
der  nachstehende  interessante  Satz: 

175.  „Sind  zwei  Kreise  in  verschiedenen  Ebenen  derart  gegeben, 
dass  sie  keinen  Punkt  gemein  haben  und  nicht  auf  derselben  Kugel- 
fläche liegen  und  führt  man  durch  den  einen  dieser  Kreise  beliebig 
viele  Kugeln,  so  schneiden  diese  den  zweiten  Kreis  in  Punktepaaren, 
deren  Verbindungsgeraden  durch  einen  und  denselben  festen  Pwnht 
.  gehen.  Insbesondere  gehen  durch  den  nämlichen  Pmikt  auch  die  Tan- 
genten des  Kreises  in  jenen  Punkten,  in  welchen  derselbe  v 
durch  den  anderen  Kreis  gelegten  Kugeln  berührt  wird. 
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Vertauscht  ffon  die  Operationen  lemglieh  beider  Kreise,  so  er- 
hält man  wieder  den  nämlichen  festen  Punkt.  Dieser  Punkt  stellt 
das  Centrum  des  durch  die  heiden  Kreise  iestimmten  Kagelgebüsckes 
dar  und  liegt  in  der  Schnittgeraden  heider  Kreisehenen.  Durch  die 
vorher  genannten  Berührungspunkte  auf  den  heiden  Kreisen  geht  die 
Orthogonalkugel  des  Gebüsches.^ 


XIV.  Capitel. 

Das  Princip  der  reciproken  Radien  oder  die  inverse  Transformation. 

§-  221. 
Sei  P  ilaf  ( entrum  und  k''  die  Potenz  eines  Kugeigebüselias. 
Zwei    coiijugierte  Punltte   a,   und  a^  sind   sodann   einerseits  auf 
dem  BämliclieD,  durch  P  gehendeD  Strahle  g  gelegen  und  andererseits 
durch  die  Kelalion 

Pa,  .  Pa^  =  7i« 
verbunden.    Bezeichnen  wir  die  Streclte  Pa^  mit  r^    und  die  Strecke 
Pdg  mit  rj,  so  ist  kurz 

und  umgekehrt 

r,=P.^. 

Infolge  dieser  reciproken  Werte  pflegt  mau  r^  und  r^  reci- 
proke  Radien,  P  ihr  Centrum  und  /c"  die  Potenz  derselben  zu 
nennen. 

Construiert  man  zu  jedem  Punkte  a,  eines  beliebigen  Gebildes 
im  Baume,  den  zugehörigen  —  offenbar  bei  gegebenem  (positiven 
oder  negativen)  Sinne  der  Potenz  Ä'  ein-deutigen  —  Punkt  »„,  so 
bilden  sämmtliehe  Punkte  a^  ein  Gebilde,  welciies  mit  dem  ersteren 
geometriaeh  verwandt  ist,  und  als  das  dem  ersteren  Gebilde 
M, . . .  „invers"  entsprechende  Gebilde  bezeichnet  wird. 

Dies  pflegt  man  auch  dadurch  zum  Ausdrucke  zu  bringen,  indem 
man  sagt:  „Das  eine  Gebilde  sei  durch  reciproke  Radien 
in  das  andere  transformiert"  oder  auch:  „das  eine  Gebilde 
ist  aus  dem  anderen  mittelst  reciproker  Radien  ab- 
geleitet." 


Hosted  by 


Google 


Infolge  der  Symmetrie  der  BeziehuDg: 

kann  ein  jedes  von  awei  „inversen"  Gebilden  aus  dem  anderen  auf 
ganz  übereinstimmende  Weise  abgeleitet  werden. 

Zunächst  ist  hervorzuheben,  dass  sämmtUche  Kugeln,  Kreise 
und  Pußktepaare  des  zugehörigen  Kugelgebüsehes  in  sich  selbst  trans- 
formiert werden. 

Ist  nämlich  S  eine  beliebige  Kugel  des  Gebüsches  und  soll  zu 
einem  ihrer  Punkte  «i,  der  inverse  Punkt  a„  gefunden  werden,  so 
sind  beide  Punkte  durch  die  Relation: 

Pa,  .  Fa,  =  k'' 
verbunden,  d.  h.  dem  Punkte   a,   der  Kugel  S  entspricht   wieder   ein 
Punkt  der  Kugel  S  und  zwar  jener  a,^,  in  welchem  die  letztere  von 
dem  Strahle  Pa,  zum  zweitenmale   getroffen    wird.     Umgekehrt    ent- 
spricht dem  Punkte  a^  wieder  der  Punkt  a^. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  die  Kugel  invers  in  sich  selbst 
transformiert  wird,  jedoch  so,  dass  entsprechende  Punkte  im 
allgemeiuen  nicht  coincidieren.  Dies  gilt  insbesondere  nur  von 
jenen  Punkten,  welche  auf  der  (etwa  vorhandenen)  Orthogonalkugel 
des  Gebüsches  liegen,  da  jeder  Punkt  dieser  Kugel  in  sieh  selbst 
transformiert    wird,    d.    h.    mit    seinem    entsprechenden    Punkte    zu- 


Jede  Gerade,  welche  durch  das  Inversionscentrum  geht, 
entspricht  (jedoch  wieder  nicht  Punkt  für  Punkt)  sieh  selbst,  indem 
irgend  einem  Punkte  auf  einer  durch  das  Centrum  gehenden  Geraden 
wieder  nur  ein  Punkt  dieser  Geraden  entspricht. 

Ebenso  einleuchtend  ist,  dass  in  gleichem  Sinne  auch  eine  be- 
liebige durch  das  Centrura  geführte  Ebene  invers  in  sieh  selbst 
transformiert  wird.  Denn  jedem  Punkte  dieser  Ebene  entspricht  ein 
Punkt,  welcher  auf  dem  Verbind ungsstrahie  desselben  mit  dem  Cen- 
trum, also  wieder  in  der  Ebene  liegt. 

§.  222. 
Setzen   wir   voraus,  F  sei   das  Inversionscentrum,  A*  die  Inver- 
sionspotenz,   und   nehmen    wir   zwei  Paare   entsprechender  Punkte  m, 
und  a^;  bi  und  b^  beliebig  an. 

Der  Definition  gemäß  geht  sowohl  a^a^,  als  auch  bi\  durch  F^ 
und  außerdem  besteht  die  Relation: 

Fa^.Pa^  =  Fb,.Fb^  =  k''. 
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Betrachten  wir  die  beiden  Dreiecke  Pa, 61  und  Fa^b^,  so  ergibt 
sieh,  weil  nach  obiger  Gleichung 

Pa^  :  Fb^  =  Fh^ :  Fa^, 
dass  dieselbeQ  einander  ähnlieh  seieD.     Dabei  sind  die  Winkel  bei  F 
einander  gleich;  ferner  ist 

-^  Pa^  i,  =  ^  Pb^  a„  und  ^  i*fr,  «i  =  ^  Pa^b2. 

Ist  daher  beispielsweise  der  Winkel  des  Dreieckes  Pa,  b^  bei  «i 
ein  rechter  Winkel,  so  gilt  das  Gleiche  auch  von  dem  Winkel  des 
Dreieckes  Fa^b^  bei  ö^. 

Untersuchen  wir  nun,  was  für  ein  Gebilde  einer  beliebigen, 
nicht  durch  das  laversionscentrum  P  gehenden  Ebene  .E,  invers 
entspricht. 

Fällen  wir  zu  diesem  Zwecke  vom  Inversionscentrum  P  auf  diese 
Ebene  E^  die  Senkrechte  Pa,  und  bestimmen  wir  den  ihrem  Fuß- 
punkte M,  inversen  Punkt  a^.  Der  so  erhaltene  Punkt  a^  ist  bereits 
ein  Punkt  des  inversen  Gebildes,  welches  sich  als  geometrischer  Ort 
aller  Punkte  ergeben  wird,  das  aus  den  Punkten  der  Ebene  E,  durch 
reeiproke    Radien    abgeleitet   werden  kann. 

Sei  beispielsweise  i,  ein  beliebiger  Puukt  der  Ebene,  E^  und  b^ 
der  ihm  invers  entsprechende  Punkt,  d,  h,  ein  Punkt  des  gesuchten 
Gebildes. 

Mit  ZugrnndelegULg  der  Ergebnisse  der  vorausgeschickten  Be- 
trachtung ist  der  Winkel  P/>^  a^  gleich  dem  Winkel  Pa,  &,.  Nach- 
dem aber  dieser  letzte  Winkel  von  der  Normalen  Pa,  der  Ebene  Ey 
und  einer  durch  deren  Futipunkt  a^  in  der  Ebene  E^  gezogenen  Ge- 
raden »1  B,  gebildet  wird,  also  ein  rechter  Winkel  ist,  muss  anch  der 
Winkel  Fb^a„  ein  rechter  Winkel  sein. 

Da  bezuglieh  des  Punktes  b,^  keine  besondere  Voraussetzung  ge- 
macht wurde,  so  gilt  dasselbe  für  alle  Punkte  der  Ebene  i'i  oder  mit 
anderen  Worten,  den  sämmtlichen  Punkten  der  Ebene  E,  entsprechen 
invers  Punkte,  welche  mit  den  beiden  festen  Punkten  P  und  a^  ver- 
bunden, einen  rechten  Winkel  ergeben. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  der  geometrische  Ort  aller  den  Punkten 
der  Ebene  Ef_  invers  entsprechenden  Punkte  jene  Kugel  E^  sei,  welche 
über  der  Strecke  Fa^  als  Durchmesser  besehrieben  wird. 

Die  Tangentialebene  der  Kugel  E^  in  dem  Punkte  P  ist  senk- 
recht an  dem  Durehmesser  Pa^,  mithin  parallel  zur  Ebene  Ei.  Es 
ergibt  sieh  somit  der  Satz: 

176.  „Jeder  dureh  das  Inver&ionscentrum  nicht  gehenden  Ebene 
entspricht  invers  eine  Kugel ,  welche  durch  das  Inversionscen- 
trum  geht  und  in   demselben   von   einer,  zu  der  gegebenen  Ebene 
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parallelen  Ebene  berührt  wird.  Der  zweite  Durchmesserendpunkt 
dieser  Kugel  ist  der  dem  Fußpunkte  des  vom  Inversionscentrum  zur 
Ebene  geführten  Normalen  inverse  Funkt." 

Aus  derselben  Betrachtung  folgt  weiters  ucmittelbar  auch  der 
umgekehrte  Satz: 

177.  „Einer  beliebigen,  durch  das  Inversionscentrum  gehenden 
Kugel  entspricht  invers  eine  Ebene,  welche  sur  Berükrungsehene  der 
Kugel  im  Inversionscentrum  parallel  ist.  Das  Froduct  aus  dem 
Kugeldurchmesser  und  dem  Abstände  des  Inversionscentrums  von  jener 
Ebene  ist  gleich  der  Inversionspoteng."- 

§.  223. 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  Ebenen  E,  und  e^  an,  so  entsprechen 
denselben,  nach  dem  vorstehenden  Satze  176)  zwei  durch  das  Inver- 
sionscentrum  gehende  Kugelflächea  E,  und  e^,  deren  UerOhrangsebenen 
im  InversionscentruiOj  beziehungsweise  zu  £,  und  e,  parallel  sind. 

Daraus  folgt  aber,  dass  sich  die  beiden  Kugeln  E^  und  e^  im 
Inversionseentrum  unter  dem  nämlichen  Winkel  wie  die  Ebenen  E^ 
und  e^  schneiden. 

Es  bedarf  wohl  nicht  erst  eines  besonderen  Beweises,  «m  dar- 
zuthun,  dass,  wenn  zwei  Kugeln  sich  in  einem  Punkte  unter  einem 
Winkel  «  treffen,  das  gleiche  Verhalten  überhaupt  in  allen  anderen 
Punkten  derselben  statthabe,  dass  sich  dieselben  also  auch  iu  allen 
übrigen  Funkten    unter    dem    nämlichen  Winkel  a  schneiden  werden. 

Hiernach  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

178.  „Die  meei  Kugeln,  welche  invers  irgend  swei  beliebigen 
Ebenen  entsprechen,  schneiden  sich  unter  demselben  Winkel,  wie  diese 
Ebenen." 

§.  224. 

Seien  F,  und  0,  zwei  beliebige  Flächen;  %  irgend  ein  Punkt 
ihres  Schnittes,  und  Ti,  r[  die  Tangentialebenen  der  genannten  Flächen 
im  Punkte  a,. 

Deß  beiden  Flächen  F^  uad  ^,  werden  invers  wieder  zwei 
Flächen  F^  und  "Pj  entsprechen.  Dem  gemeinschaftlichen  Paukte  a, 
von  F,  und  O,  entspricht'  ein  gemeinschaftlicher  Punkt  a„  der  iiiversen 
Flächen  F^  und  ^j.  Den  Berührebenen  1\  und  t,  endlich  entsprechen 
zwei  Kugeln  T^  und  r^,  welche  die  Flächen  F^  und  ^^  im  Punkte 
«2  berühren. 

Da  nun  einerseits  die  Berührehenen  der  beiden  Flächen  F^  und 
®j  im  Punkte  a^  die  nämlichen  sind,  wie  jene  der  beiden  Kugeln  T., 
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und  Tj,  da,  sich  ferner  (Satz  178)  die  beiden  Kugeln  'f„  und  i^  unter 
demselben  Winkel  schneiden ,  wie  die  Ebenen  Ti  nnd  z, ,  so  folgt, 
dass  sich  auch  die  beiden  Flächen  F^  und  ^^  im  Punkte  «g  unter 
dem  nämlichen  Winkel  begegnen  werden,  wie  die  Fläclien  F,  und  *, 
im  Punkte  tt,. 

Nachdem  dies  ganz  aUgemein  von  allen  Flächenarten  und  in 
jedem  Punkte  des  Durchschnittes  gilt,  so  ergibt  sieh  der  Satz: 

179.  Zwei  Flächen  schneiden  sich  in  jedem  Punkte  unter  dem 
nämlichen  Winkel,  unter  welchem  sich  die  ihnen  inversen  Flächen  im 
entsprechenden  FunMe  begegnen.''^ 

§.  226. 

Vorher  wurde  nachgewieseu,  dass  einer  Ebene  invers  eine 
Ku  gel  entspricht. 

Nachdem  aber  einem  Punkte,  welcher  zwei  Ebenen  gemeinschaft- 
lich ist,  wieder  nur  ein  Punkt  entsprechen  kann,  welcher  den  beiden 
Kugeln  gemeinschaftlieh  ist,  so  folgt  unmittelbar,  dass  dem  Schnitte 
zweier  Ebenen,  d.  i.  einer  geraden  Linie,  der  Schnitt  der  beiden 
inversen  Kugeln,  also  ein  Kreis,  entsprechen  müsse. 

Dieser  Kreis  geht,  da  die  beiden  Kugeln  das  Inveraionscentrum 
«mthalten,  durch  dasselbe  und  liegt  auf  jener  Ebene,  welche  das  In- 
versionseectrum  mit  der  Geraden  verbindet,  indem,  wie  wir  bereits 
wissen,  jeder  Punkt,  welcher  eiuera  Punkte  der  Geraden  invers 
entspricht,  auf  jeuem  Strahle,  welche  den  letzteren  mit  dem  Oeii- 
trum  verbindet,  also  in  der  genannten  Ebene  liegen  muss. 

Berücksichtigt  man  ferner,  dass  die  Tangentialebenen  der  beiden 
Kugeln  E2  uüd  e^,  welche  zwei  Ebenen  E^  und  e,  invers  entspreciien, 
im  luversionspankte,  parallel  ku  diesen  Ebenen  sind,  dass  also 
auch  die  Schnittlinie  der  beiden  Tangentialebenen,  d.  i.  die  Taugente 
des  Scbuittkreises  beider  Kugeln  E^  und  Cj ,  im  Inversionscentrum 
parallel  zu  der  Sohnittgeraden  der  Ebenen  i',  und  e^  suin  müsse,  so 
folgt  der  Satz: 

180.  „Emer  beliebig  im  Baume  gegebenen  Geraden,  die  niclit 
durch  das  Inversionscentrum  geht,  entspricht  invers  ein  Kreis,  welcher 
in  jener  Ebene  liegt,  die  die  gegebene  Gerade  m,t  dem  Inversions- 
centrum verbindet.  Dieser  Kreis  geht  durch  das  Inversionscentrum, 
und  wird  daselbst  von  einer  Geraden  berührt,  welche  su  der  gegebenen 
Geraden  parallel  ist.  Das  Froduct  aus  dem  Durchmesser  des  Kreises 
und  dem  Abstände  der  gegebenen  Geraden  vom  Inversionscentrum 
ist  gleich  der  Inversionspotem." 
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§.  226. 

Nehme«  wir  awei  beliebige,  sich  schneidende  Geraden  </, 
und  g^'  im  Baume  au.  Der  Schuittpuükt  beider  heiüe  A^  uod  die 
durch  beide  Geradeu  gelegte  Ebene  sei  E^. 

Diese  G-ebilde  denken  wir  uns  in  Bezug  auf  ein  Centrnm  P 
invers  transformiert.  Hierbei  eatspricht  der  Ebene  £[  eine  Kugel 
Ej,  welche  durch  das  luversioQscentrum  P  geht,  und  daselbst  von 
einer  zur  Ebene  E^  parallelen  Ebene  e  berührt  wird. 

Den  beiden  Geraden  g^  und  g\  entsprechen  (nach  dem  vorher- 
gehenden Satze  180)  zwei  Kreise  g^  und  g\,  welche  gleichfalls  durch 
das  Inversioüscentrum  gehen,  und  daselbst  von  zwei  Geraden  y  und 
y'   berührt  werden,    weiche   zu   den   bezüglichen   Geraden  g^    und  g\ 


Die  besagten  Geraden  bestimmen  daher  eine  Ebene,  welche  zu 
der  Ebene  £,,  der  ihnen  parallelen  Geraden  g^  und  g\,  parallel  läuft, 
also  keine  andere,  als  die  vorgenannte  Tangentialebene  s  der  Kugel 
ii'„  im  Inversionscentrum  P  sein  kann. 

Da  ferner  die  Geraden  g^  und  g\  in  der  Ebene  E^  liegen ,  so 
befinden  sich  die  ihnen  invers  entsprechenden  Kreise  ^^  und 
g\  auf  der  Kugel  E.^,  und  sind  offenbar  die  Schnittkreise  dieser 
Kugel  mit  den  Ebenen  (P,?i)  und  (P,3'i).  Diese  beiden  Kreise  g^ 
und  g'n  endlich  schneiden  sich  in  einem  zweiten,  von  P  verschiedenen 
Punkte  A^,  welcher  nichts  anderes  als  den  dem  Schnittpunkte- .^^  der 
Geraden  y^  und  g\  inversen  Punkt  darstellt. 

Wir  finden  also,  dass  dem  ebenen  Winkel  {g,g'^,  dessen  Ebene 
E-i  ist,  ein  sphärischer  Winkel  entspricht,  welcher  auf  jener 
Kugel  jGj  liegt,  die  der  genannten  Ebene  E,   invers  ist. 

Versuchen  wir  nunmehr,  die  Größe  dieses  sphärischen 
Winkels   zu   bestimmen. 

Unter  der  Größe  eines  sphärischen  Winkels  versteht  man  den- 
jenigen Winkel,  welchen  die  Tangenten  an  die  beiden,  den  sphärischen 
Winkel  bildenden  Kreise  in  deren  gemeinschaftlichem  Punkte,  d.  i. 
im  Scheitel  des  Winkels,  mit  einander  einschließen. 

Denken  wir  uns  behufs  obiger  Forderung  eine  beliebige  Kugel  S, 
und  auf  derselben  zwei  beliebige  Kreise  K^  und  K^,  weiche  sich  in 
den  beiden  Punkten  a  und  a  schneiden  mögen.  Seien  ferner  t^  und  t^ 
die  Tangenten  der  Kreise  Ä,  und  K^  im  Punkte  «;  t,  und  t^  die 
Tangenten  derselben  Kreise  im  Punkte  a,  so  ist  —  nachdem  die  Kugel 
sowohl,  als  auch  die  beiden  Kreise  K^  und  K^,  sowie  deren  Tangenten 
in  den  Punkten  «  und  «  gegen  jene  Diametraiebene  der  Kugel,  welche 
zu  der  Sehne  aa  normal    steht,   symmetrisch   sind  —  an  und  für 
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sich  klar,  dasa  der  Winkel,  welclien  die  beiden  Tangenten  t^  und 
(j  einschließen,  jenem  Winkel  gleich  sein  müsse,  welchen  die  beiden 
Tangenten  t:,  nnd  x^  einschließen.  Kurz  gefasst  lässt  sich  somit  be- 
hauptee:  die  beiden  Winkel,  unter  welchen  sieh  zwei 
Kreise,  die  auf  der  nämlichen  Kugel  liegen,  schneideu, 
sind   einander  gleich. 

Kehren  wir  nach  dieser  Abschweifung  au  unseren  ursprünglichen 
Betracbtungen  zurück. 

Siad  g,  tiod  ff\  die  beiden  in  A,  sich  schneidenden  Geraden  und 
E,  deren  Ebene,  so  wurde  festgestellt,  dass  den  beiden  Geraden  3, 
und  g',  zwei  Kreise  g^  und  g'^  entsprechen,  welche  auf  der  der  Ebene 
E,  inversen  Kugel  E^  liegen.  Diese  beideu  Kreise  haben  außer  dem 
Inversionscentrum  JP  noch  den  Punkt  A^  gemein,  welcher  invers  dem 
Punkte  A,  entspricht.    Weiters  siud  die  TaDgenten  7  und  y'  der  bei- 
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sämmththe  Wtnlel  den  entsprechenden  Winkeln  m  dem  ebenen  Dtei- 
oder  n-ecke  gleich  sind." 

§.   227. 

Der  oben  angeführte  Satz  lässt  nicht  ohneweiters  die  TJmkehnuig 
zu.  Denn,  wie  unschwer  einzusehen ,  waltet  für  alle  Seiten  des  sphä- 
rischen Polygons,  d.  i.  für  die  Kreise  auf  der  Kugel,  welche  dieses 
Polygon  bilden,  die  notbwendige  Bedingung  ob,  dass  sie  alle  sammt 
und  sonders  durch  einen  und  denselben  Punkt,  durch  das  Inversions- 
centrum, gehen. 

Die  Umkehrung  des  vorstehenden  Satzes  wird  daher  folgender- 
maßen lauten  müssen. 

183.  „Jst  auf  einer  Kugel,  welche  durch  das  Inversionscentrum 
geht,  ein  sphärisches  Polygon  derart  gegeben,  dass  sämmtUche  Seifen 
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durch  das  Inversionscentrum  gehen,  so  entspricht  diesem 
Folygone  invers  em  ebenes  Folygon,  dessen  sämmtliehe  Winkel  den 
entsprechenden  Winkeln  am  sphärischen  Polygone  gleich  sind." 

Bemerkt  sei  hier  noch,  dass  in  all  den  vorhergeheaden  Betraeh- 
tuQgen  unter  einem  sphärischen  Polygone,  nicht  wie  üblich, 
eia  solciies  verstanden  wnrde,  dessen  Seiten  Bögen  von  größten  Kugel- 
kreisen  sind,  sondern  sphärische  Polygone  gedacht  wurden,  deren 
Seiten  durch  einen  und  denselben  Punitt  auf  der  Kugelfläche, 
das  ist  durch  das  Inversioßseentrum  gehen,  sonst  aber  eine  ganz 
beliebige  Lage  auf  der  Kugel  haben  dürfen.  Nur  unter  dieser  Voraus- 
setzung wurden  die  vorstehenden  Sätze  aufgestellt  und   naebgewiesen. 

§.  228. 

Der  vorstehende  Satz  ist  die  Quelle  einer  ebenso  wichtigen  als 
interessanten  eiu- deutigen  Abbild ungsmethode  besonderer 
Art. 

Mittelst  des  Princips  der  reciproken  Kaiiien  sind  wir  nämlich  iu 
den  Stand  gesetzt,  eine  Kugel  ein-deutig  auf  eine  Ebene  „ab- 
zubilden", d.h.  eine  ein-deutige  Verwandtschaft  zwischen 
den  Punkten  der  Kugel  und   der  Ebene  herzustellen. 

Es  genügt  zu  diesem  Zwecke,  irgend  einen  Punkt  P  der  Kngel 
als  Transformations-  oder  Inversionscentnim  anzunehmen.  Sämmtlicben 
Punkten  der  Kugel  entsprechen  sodann  iuvers  die  Punkte  einer  Ebene. 

Diese  Verwantdschaft  hat  aber  noch  eine  ganz  besondere 
charakteristische  Eigenschaft. 

Denken  wir  uns  nämlich  auf  der  Kugel  drei  Punkte  »j,  b^,  Cj 
angenommen,  welche  unendlich  nahe  aneinander  hegen  und  legen  wir 
durch  das  lüversionscentrum  F  und  durch  die  Punktepaare  «j,  fc^; 
fcn,  c„;  c,,  (I,  Kreise,  so  bilden  die^e  ein  sphärisches,  unendlich 
kleines  Dreieck  (sphärisch  in  dem  vorangedeuteten  Sinne  auf- 
gefasst).  Der  unendlichen  Kleinheit  der  Seiten  a^h^,  &jCj,  Cja^  wegen 
kann  dieses  Dreieck  als  ein  geradliniges  und  daher  auch  als 
ebenes  Dreieck  aufgefasst  werden. 

Diesem  Dreiecke  entspricht  iuvers  in  dei  vorgenannten  Ebene 
ebenfalls  ein  Dreieck  a,i^c^,  dessen  Winkel  (nach  dem  Satze  182), 
den  entsprechenden  Winkeln  des  Dreieckes  a^b^c^  gleiuh  t>ind  Es 
folgt  mithin  der  Satz: 

184.  „Jedem  v,neiidlich  kleinen  Breiecke  auf  emu  Kugel,  ivelche 
durch  das  Inversionseentrum  geht,  entspricht  ?»  dei  dieser  Kugd  in- 
versen  Ebene  ein  Dreieck,  dessen  Winkel  denjetitgen  des  Ptsten  Brei- 
eckes gleich  sind.     Bie  beiden  Dreiecke  selbst  sind  ähnlich  " 
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§.  229. 

Die  Kugelfläehe  kann  man  offenbar  auf  die  verschiedenartigsten 
"Weisen  in  nnendiieh  viele  derartige  unendlich  kleine  Dreiecke  ge- 
theilt  denken.  Aus  deren  Ähniichkeit  mit  den  ilinen  auf  der  inversen 
Eijece  entsprechenden  Dreiecken  folgt  die  besondere  Eigenschaft 
dieser  Transformation,  dass  die  Kugelfläche  in  ihren  kleiiibteu 
Theilen  ähnlich,  auf  die  ihr  invers  eBtsprecheude  Ebene  abgebildet 
wird.     Mithin  der  Satz: 

185.  „Eine  Kugel  wird  mittelst  der  invitsen  Tt cmsformation, 
sobald  man  das  Inversionsceuttum  cmf  der  Kugel  hegend  annimmt, 
auf  eine  Ebene  derart  abgebildet,  dass  dtt  Memsfen  Tketle,  welche 
in  beiden  Gebilden  einandet   etUsptcchen,  ähnlich  sind'* 

§.  230. 

Jede  Abbildung  zweier  Flächen  auf  einander,  bei 
welcher  entsprechende  kleinste  Theile  einander  ähnlich 
sind,  wird  eine  „conforme  Abbildung"  genannt. 

Betrachtet  man  das  Inversionscentrum  als  Projections- 
centrum  und  die  der  Kugel  invers  entsprechende  Ebene  als 
Projectionsebene,  wobei  als  „zu  projieierende  Gebilde"  solche 
angenommen  werden,  welche  auf  der  KngelflUche  selbst  liegen,  so  er- 
hält man  die  untei  dem  Namen  nStereographiache  Projection" 
bekannte  Projectionsart. 

Wir  werden  an  späterer  Stelle  auf  dieae  Projectionsart  zurück- 
kommen. 

§.  231. 

Donken  wir  uns  ein  beliebiges  Gebilde  2^,,  sowie  ein  Inver- 
sionscentrum P,  und  bestimmen  wir  das  dem  Gebilde  2;,  inverse 
Gebilde  2^,  ^3...  für  verschiedene  InversioaspotenKen  A* 
jedoch  für  dasselbe  In versionscentr um  P. 

Es  fragt  sieh  um  das  Verhalten  der  inveraen  Gebilde  27^,  27,,  . . 
unter  einander. 

Um  dieses  gegenseitige  Verhalten  festzustellen,  nehmen  wir  zwei 
beliebige  Punkte  a,  und  b^  des  Gebildes  27,  an.  Die  den  genannten 
Punkten  invers  entsprechenden  Punkte  seien  Mg,  ög  für  die  Inver- 
tionspotena  h^"  und  a^,  63  für  die  Inversionspotenz  ^3^ 

Es  finden  diesbezüglich  folgende  Beziehungen  statt.  Zunächst 
liegen  die  Punkte  P^,  a,,  l-,,  Oj,  6j,  a^,  h^  sätnmtlich  in  einer  Ebene 
und  überdies  P,  «,,  a-j,  «j  auf  einem  Strahle,  während  P,  i,,  ig,  h^ 
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auf  einem  zweiten  den    ersten   schneidenden  Strahle    zu    suchen  sind. 
Ferner  bestehen  die  Beziehungen: 

Pa,  .  Paj  =  A3'  und  Pö,  .  P&3  =  \\ 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass: 

Poa  :  Pda  =  Pb^  :  Pb^  =  k,"  :  k,\ 

Die  beiden  Dreiecke  Pa,b^  und  Pa^h^  sind  mithin  ähnlich. 
Nachdem  aber  zwei  Paare  entsprechender  Seiten  derselben,  d.  i,  Pa„ 
und  P^ji  P&a  und  P63  zusammenfallen,  so  ist  das  dritte  Paar  a^b^ 
und  ög  ig  parallel. 

Das  Gleiche  gilt  von  allen  Punkten  der  beiden  Cfebilde  I^^  uad 
2/3.  Dieselbeu  sind  also  derart  geometrisch  verwandt,  dasa  die 
Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  durch  einen  und  denselben 
Punkt,  „das  luTersionscentrum"  geben,  dass  ferner  Geraden,  welche 
entsprechende  Puuktepaare  verbindeu,  unter  einander  parallel  sind,  und 
dass  endlich  die  Entfernungen  zweier  einander  entsprechender  Punkte 
Oj  und  «3  vom  Inversionseentrum  in  einem  eonstanten  Verhältnisse 
^5* :  kg^  stehen. 

Die  beiden  Gebilde  2^  und  ^3  sind  somit  ähnlich,  das  In- 
versionseentrum ist  ihr  Ähnlichkeitspunkt  und  das  Verhältnis 
der  beiden  Inversionspotenzen  der  Ähnlichkeitsmodul.  Mit- 
hin besteht  der  Satz: 

186.  „Transformiert  man  ein  und  dasselbe  Gebilde  für  ein  und 
dasselbe  Inversionscentrum,  aber  für  verschiedene  Inversionspotenzen, 
so  bilden  die  transformierten  Gebilde  tmterdnander  eine  Reihe  ähn- 
licher und  ähnlich  liegender  Figuren,  deren  gemeinschaftlicher  Ahn- 
licJikeitspunkt  das  Inversiotiscentrum  ist." 

Zwei  transformierte  Gebilde  S^  und  2^^  werden  insbesondere 
symmetrisch  sein,  wenn  die  beiden  zugehörigen  Inversions- 
potenzen gleich  groß,  dem  Sinne  nach  aber  entgegen- 
gesetzt sind. 

§.  232. 

Untersuchen  wir,  in  was  für  ein  Gebilde  eine  beliebige,  nicht 
durch  das  Inveraionseentrum  P  gehende  Kugel  Si  vermittelet  inverser 
Transformation  verwandelt  wird. 

Betrachten  wir  voreret  als  Inversionspötenz  die  Potenz  des  In- 
versionscentrums in  Bezug  auf  die  gegebene  Kugel  S,,  so  wissen  wir, 
dass  sich  dieselbe  in  sieb  selbst  verwandelt. 

Auf  Grund  des  Satzes  186)  muss  aber  diesfalls  das  der  gege- 
benen Kugel  für  irgend  eine  beliebige  Inversionspotenz  entsprechende 
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inyeräe  Gebilde  mit  dieser  Kugßl,  in  Bezug  auf  das  Inversionscentruin, 
als  Ähnliehkeitspuntt  ähnlich,  also  selbst  wieder  eine  Kugel  sein. 
Es  gilt  daher  der  Satz: 

187,  „Jede  Kugel,  welche  nicht  durch  das  Inversionscentrum  geht, 
verwaivielt  sich  wieder  in  ei/ne  Kugel,  welche  mit  der  ersteren,  in 
Beeug  auf  das  Inversionseentrum,  als  AhnlichheitspunM  ahnlich 
liegt. " 

§.  233. 

Aus  dem  vorstehenden  Satze  folgt  unmittelbar,  dass  jeder 
Kreis  im  Baume,  welcher  nicht  durch  das  Inversionscentrum  gebt, 
durch  Transformation  mittelst  reciproker  ßadien  allemal 
wieder  in  einen  Kreis  verwandelt  wird. 

Legt  man  nämlich  durch  den  gegebenea  Kreis  K^  zwei  belie- 
bige Kugeln  S^  und  S\ ,  'so  verwandeln  sich  diese,  dem  eben  Voraus- 
geschickten zufolge,  in  zwei  andere  Kugeln  S^  und  S\ ,  während  der 
den  beiden  letztgenannten  Kugeln  gemeinschaftliche  Kreis  K^  dem  ge- 
meinschaftlichen Kreise  K,  der  beiden  ersteren  entspricht.  Der  Kreis 
Äj  liegt  aber  außerdem  (Satz  176)  noch  auf  einer  besonderen  Kugel 
J?j,  d.  i.  jener,  welche  dnreh  das  Inversionscentrum  geht  und  der 
Ebene  E,   des  Kreises  AT,  entspricht.     Es    besteht    folglieh   der  Satz : 

188.  „Jedem  nicht  durch  das  Inversionscentrum  gehenden  Kreise 
entspricht  invers  wieder  ein  Kreis,  welcher  auf  jener  durch  das  In- 
versionscentrum gehenden  Kugel  liegt,  die  der  Ebene  des  gegebenen 
Kreises  invers  isf^ 

§.  234. 

Der  eben  aufgestellte  Satz  sagt  aus,  dass  die  stereographische 
Projection  eines  Kreises  stets  wieder  ein  Kreis  sei. 

Eine  einfache  BetrachtuQg  wird  es  ermöglichen,  auch  den  Mittel- 
punkt  der  stereographisohen  Projection  festzustellen. 

Sei  S  (Taf.  XHI,  Fig.  69)  eine  beliebige  Kugel,  P  das  Inver- 
sionscentrum auf  derselben  (Centrnm  der  stereographischen  Projection) 
und  K  ein  beliebiger  Kugelkreis.  Wir  wählen  hierbei  die  darch  F 
(Taf.  XTII,  Fig.  69)  gehende,  zur  Ebene  des  Kreises  K  senkrecht 
stehende  Diametralebene  der  Kugel  S,  als  verticale  und  die  Ebene 
des  Kreises  K  als  horizontale  Projectionsebene. 

Der  Kugel  S  wird,  wie  bereits  bekannt,  invers  eine  Ebeue  ent- 
sprechen, welche  zu  der  Tangentialebene  T  der  Kugel  im  Inversions- 
centrum  P  parallel  ist.  Alle  Kreise  K  auf  der  Oberfläche  der  Kugel 
werden  sieh  somit  auf  jenen  Ebenen,  die  aur  Ebene  T  parallel  sind, 
folgerichtig  als  Kreise  abbilden. 
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Nachdem  aber  der  dem  Kreise  {K,  K')  invers  eatsprechende  Kreis 
auf  dem  durch  K  und  das  Inversioaacentium  P  gelegten  Kegel  liegen 
muss,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  Ebene  T  die  zweite  Kreisebeae 
des  Kegels  (P,  K)  sei,  d.  h.  dass  dieser  Kegel  von  allen  zu  T  pa- 
rallelen Ebenen  in  Kreisen  geschnitten  wird.  Mithin  gilt  der 
Satz: 

189.  „Legi  ^O'fi  durch  einen  beliebigen  Kr&isschnitt  eines  Kegels 
zweiten  Gerades  und  durch  den  Scheitel  des  Kegels  eine  Kugel,  so  ist 
di6  TangentiaMiene  dieser  Kugd  im  Scheitel  des  Kegels  die  sweite 
Kreisdiene  desselben ,  d.  k.  der  Kegel  mrd  von  allen  gu  dieser  Ebene 
parallelen  Ebenen  gleichfalls  in  Kreisen  geschnitten.'^ 

§.  235. 

Sei  ferner  M  (Taf.XlIl,  Fig.  69}  der  Scheitel  des  der  Kugel  S, 
längs  des  Kreises  K,  umschriebenen  Kegels. 

Die  Ebene  des  Kreises  K  ist  sodann,  wie  bereits  bekannt,  die 
Polarebene  des  Punktes  M,  in  Bezug  auf  die  Kugel  S.  Ferner  ist 
der  Pol  der  Tangentialebene  T  ihr  Berührungspunkt  P. 

Die  beiden  genannten  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Geraden 
{D,D'),  welche  die  Polare  der  Verbiodungsgeraden  ihrer  Pole  P  und 
M  repräsentiert.  Es  ist  daher  der  Punkt  Jf,,  in  welchem  MP  die 
Ebene  des  Kreises  K  schneidet,  der  Pol  der  Geraden  D,  in  Bezug  auf 
den  Kreis  (K,  K'). 

Hieraus  foJgt  aber  unmittelbar,  dass  die  Gerade  FM  der  der 
Ebene  T  conjugierte  Durchmesser  des  Kegels  (P,  K)  sei,  dass  der- 
selbe also  die  Mittelpunkte  aller  zu  T  parallelen  Kreissehnitte  des 
Kegels  enthalte. 

Wird  demnach  die  Kugel  jS  aus  dem  Projectiouscentrum  P  auf 
eine  au  T  parallele  Ebene  stereographisch  abgebildet,  so  gilt  fttr 
das  Bild  irgend  eines  beliebigen  Kugelkreises  K  und  dessen  Mittel- 
punkt der  Satz: 

IdO.  „  Wird  eine  Kugel  S  aus  einem  ihrer  Punkte  P  stereogra- 
phisch auf  eine  Ebene  abgebildet,  so  ist  das  Bild  eines  beliebigen 
Kugelkreises  K  stets  wieder  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  jener 
Geraden  liegt,  welche  den  Seheitel  des  der  Kugel  8,  längs  des  Kreises 
K,  umschriä>enen  Kegels  mit  dem  Projectionscentrum  P  verbindet.'^ 

§-■  236. 
Von  diesem  Satze  werden  wir  an  späterer  Stelle  einige  graphische 
Anwendungen  au  machen,  Gelegenheit  finden.  Hier  jedoch  wollen  wir 
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Doeh  iiDtersuehen,  in  was  irgend  ein  beliebiges  Kngelgcbösch 
durch  inverse  Transformation  übergeht. 

Da  jeder  Kugel  invers  wieder  eine  Kugel,  jedem  Kreise  wieder 
ein  Kreis  und  jedem  Punktepaare  des  Gebüsches  wieder  ein  Punlite- 
paar  in  dem  inversen  Systeme  entspricht,  so  ist  zu  vermutheu,  dass 
ein  Kugelgebüseh  inyers  transformiert  auch  wieder  ein  Kugelgebüsch 
darstellen  werde. 

Dass  diese  Annahme  thatsächlich  begründet  erseheine,  kann  fol- 
gendermaßen nachgewiesen  werden. 

Sei  P  das  Inyersionseentrum,  F  das  gegebene  Kugelgebüseh  und 
M  dessen  Centruin.  Alien  Kugeln,  Kreisen  und  Punktepaaren  von  F 
entsprechen  wieder  Kugeln,  Kreise  und  Punktepaare,  welche  zusammen- 
genommen das  dem  Gebüsche  F  iuverse  System  F  bilden. 

Sämmtliche  Kugeln  und  Kreise  des  Gebüsches  F,  welche  durch 
das  Inversionscentrum  P  gehen,  schneiden  sich  noch  in  einem  zweiten 
festen  Punkte  M,  welcher  der  dem  Punkte  P  eonjugierte  Punkt  des 
Gebüsches  ist. 

Sei  nun  K,  ein  beliebiger  Kreis  des  Gebüsches  F,  welchem  im 
Systeme  F'  der  Kreis  K\  entspreche,  und  legen  wir  durch  K,  jene 
Kugel,  welche  durch  das  Inversionscentrum  P,  also  auch  dnrch  den 
Puökt  B  geht,  so  wird  dieser  Kugel  bekanntlich  invers  die  Ebene  des 
Kreises  K\  entsprechen.  Besagte  Ebene  wird  selbstverstäLdlich  durch 
den  festen,  dem  Punkte  R  invers   entsprechenden    Punkt  E'  führen. 

Dieser  einfachen  Betrachtung  entnehmen  wir  also,  dass  alle 
Kreise  K'  des  Systems  F'  in  Ebenen  liegen,  die  sämmfclich  durch  den 
Punkt  B'  gehen. 

Sei  weiters  a,  h  ein  Punktepaar  des  Kugelgebüsches  F,  welchem 
invers  das  Punktepaar  a',  b'  des  Systems  F'  entspreche. 

Legen  wir  durch  a,b  zwei  beliebige  Kreise  K,  und  K^  des  Ge- 
büsches F.  Diesen  Kreisen  entsprechen  invers  wieder  zwei  Kreise  K\ 
und  K'g,  welche  durch  das  Pnnktepaar  a',h'  gehen. 

Nachdem  aber  die  beiden  Punkte  a',  b'  den  beiden  Kreisen  K\ 
und  K\  angehören,  können  sie  offenbar  nur  in  der  Schnittgerade q 
ihrer  Ebenen  liegen.  Die  beiden  Kreisebenen  gehen  aber,  wie  geaeigl, 
wurde,  durch  den  festen  Punkt  Ü';  es  muss  folglich  auch  dieser  Punkt 
ihrer  Schnittgeraden  angehören ,  d.  h.  die  Verbindungsgerade  des 
Pnnktepaares  a',i'  fuhrt  gleichfalls  durch  den  festen  Punkt  P'. 

Nachdem  ganz  das  Gleiche  von  jedem  beliebigen  Punktepaar  des 
Systems  F'  gilt,  so  gelangen  wir  zum  folgenden  Resultate. 

Die  Elemente  des  Systems  F'  bestehen  aus  Punktepaaren,  deren 
Verbin duugsgeraden    durch    den    festen  Punkt  R'  gehen;    ferner   aus 
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Kreisen,  welche  durch  solche  Punktepaare  führen,  deren  Ebenen  mit- 
hin ebenfalls  durch  den  festen  Punkt  B'  gehen;  endlich  aus  Kugeln, 
welche  durch  die  Punltepaare  uud  durch  die  Kreise  des  Systems 
gehen. 

Diesen  Eigenschaften  ist  zweifellos  zu  entnehmen,  dass  das  Sy- 
stem F'  ebenfalls  ein  Kugelgebflsch  sei,  de^en  Centrum  der  Punkt 
B  ist. 

Das  Inversionscentrum  P,  das  Centrum  M  des  GehQsches  F  und 
jenes  E'  des  Gebüsches  F'  liegen,  wie  bereits  eingangs  gezeigt  wurde, 
auf  derselben  Geraden;  es  ist  sonach  B'  der  inverse  Punkt  zu  jenem 
Punkte  E,  welcher  mit  dem  Inversionscentrum  E  zusammen  ein 
Punktepaar  des  Gebüsches  M  (F)  repräsentiert.  Wir  gelangen  dem- 
nach zu  dem  Satze: 

39i.  ^Einern  Kugelgebüsche  mit  dem  Centrum  M  entspricht 
invers,  in  Sesug  auf  ein  beliebiges  Inversionscentrum  P,  ebenfalls  ein 
Kugelgebüsch;  das  Centrum  B'  des  letsteren  ist  der  inverse  Punkt  gu 
jenem  PunJcte  B,  welcher  im  Vereine  mit  dem  Inversionscenirum  O 
ein  conjugiertes  Punktepaar  des  ersten  Gebüsches  repräsentiert.  Das 
Inversionscenirum  und  die  Centra  der  beiden  Gebüsche  liegen  mithin 
auf  einer  und  derselben  Geruilen."- 

§.  237. 

Besitzt  das  Gebüsch  F  eine  Ortbogonalkugel,  d.  h.  eine 
Kugel ,  weiche  sämmtliche  Kugeln  des  Gebüsches  rechtwinklig 
schneidet,  so  ist  die  inverse  Kugel  (nach  Satz  179)  gleichfalls  eine 
solche,  von  welcher  die  Kugeln  des  entsprechenden  Gebüsches  ortho- 
gonal geschnitten  werden ,  d.  h.  der  Ortbogonalkugel  eines  Gebüsches 
entspricht  invers  wieder  die  Orthogonalkugel  des  inversen  Gebüsches. 
Der  vorstehende  Satz  ist  demaach  durch  folgenden  Zusatz  au  er- 
gänzen : 

193.  „Die  OrthogonaJhigel  eines  Kagelgebuscfies  verwandelt  sich 
durch  invers6  Transformation  in  die  OHhogonalkttgel  des  dem  ersten 
G<Aüsche  invers  entsprechenden  KugclgcMschcs." 


Wählt  man  das  Inversiouscentrum  insbesondere  atif  der 
Orthogonalkugel  eines  Kiigelgehüscbes ,  so  verwandelt  sich  das 
Gebüsch  invers  in  ein  «weites  Kugelgebüsch  und  die  Orthogonalkugel 
in  eine  Ebene,  welche  sämmtliche  Kugeln  des  letzten  Gebüsches 
orthogonal  schneidet.   Hieraus  folgt,  dass  das  inverse  Gebüsch,  infolge 
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der  getroffenen  Annahme,  ein  derartiges  sei,  welches  im  Vorhergegan- 
genen als  „symmetrisches  Gebüsch"  bezeichnet  wurde.  Daher 
der  Satz: 

193.  ^Nimmi  man  das  Inversionscentrum  auf  der  Ortkogonal- 
kugel  eines  Ktigelgebiisches  an,  so  verwandelt  sich  das  letztere  invers 
in  ein  symmetrisches  K-ugelgebüsck,  dessen  OrtJiogonalebene  die  der 
Orthogonäikugel  invers  eyitspreclienäe  Ebene  ist." 


XV.  Capitel. 

Das  Kugelbündel  und  das  Kugelbüschel. 

§.  239. 
Seien  i\  und  F^  zwei  beliebige  Kugelgebüsche.    Es  fragt  sich, 
ob  dieselben  gemeiosebaftliche  Elemente,  d.  i,  gemeinschaftliehe  Engeln, 
Kreise  oder  Punktepaare  besitzen. 

um  dies  beurtheiien  zu  können,  nehmen  wir  einen  beliebigen 
Punkt  a  an.  Bezeichnet  M^  das  Centrum  und  Ä,"  die  Potenz  des 
Gebüsches  Fi,  M^  und  ft,^*  hingegen  das  Centrum  und  die  Potenz  des 
Gebüsches  F^,  so  entspricht  io  dem  ersten  Gebüsche  dem  Punkte  a 
der  zugeordnete  Funkt  a,  mittelst  der  Relation: 

Ji,  «  .  ü/iÄj  =  \'^ 
and    im   zweiten  Gebüsche   der    zugeordnete  Punkt    a,,    mittelst   der 
Beziehung : 

M^a  .M^a^  =  \^. 

Es  ist  sonach  a,  o,  ein  Punktepaar  des  ersten  Gebüsches  und 
jeder  durch  dasselbe  gehende  Kreis  wird  ein  Kreis  des  ersten  Gebü- 
sches sein.  Ferner  ist  aber  auch  a,a„  ein  Punktepaar;  es  wird  daher 
ebenso  jeder  durch  dasselbe  führende  Kreis  einen  Kreis  des  zweitec 
Gebüsches  darstellen. 

Legt  man  durch  die  drei  Punkte  a,  %  und  a„  einen  Kreis,  so 
gebort  derselbe  sowohl  dem  ersten  als  auch  dem  zweiten  Gebüsche 
aa.  Dasselbe  gilt  offenbar  auch  von  allen  anderen  durch  diesen  Kreis 
gehenden  Kugeln.     Man  erhält  sonach   den  Satz; 

194.  „Zwei  beliebige  Kugelgehüscke  haben  unendlich  viele  Kugeln 
und  unendlich  viele  Kreise  gemein.  Durch  jeden  Punkt  des  Jtmimes 
geht  ein  solcher  Kreis  und  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  führen 
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unendlich  viele  gcmeinschaftliclie  Kugeln,  die  sämmtllch  durch  den  zu- 
gehörenden Kreis  gehen." 

§.  240. 

Das  System  der  zwei  Kugelgebüschen  gemeinscbaf t- 
iichen  Kugeln  und  Kreise  bezeichnet  man  als  ein  „Kugel- 
bündel".  Die  Eigenscbaften  des  Kugelbilndels  wollen  wir  nun- 
mehr aus  jenen  des  Kugelgebüsebes  abzuleiten  versuchen. 

Im  Vorhergehenden  wurde  bereits  gezeigt,  dass  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  im  Räume  unendlich  viele  Kugeln  des  Kugelbiiadets 
gehen ,  d.  s.  Kugeln ,  welche  beiden  Kugelgebiischen  T,  und  r,  ge- 
meinschaftlich sind.  Sehen  wir  nun  nach,  wie  viele  Kugeln  durch 
zwei  beliebige  Punkte  im  Räume  a  und  h,  den  vorstehenden  Bedin- 
gungen entspiechend,  geführt  werden  könuea. 

Berücksichtigen  wir  hierbei,  dass,  mit  Zugrundelegung  der  vor- 
ausgeschickten Betrachtungen,  die  Kugel,  welche  durch  den  Punkt  a 
geht,  nothwendig  auch  durch  die  beiden  Punkte  a,  und  a^  fuhren 
muss,  so  findet  man  sofort,  dass  durch  die  beiden  Punkte  a  und  b 
bloß  eine  Kugel  des  Kugelbiindeis,  nämlich  diejenige  gehen 
kann,  welche  dem  Tetraeder  aa-ia^h  zu  umschreiben  möglich  ist 
Es  kann  mithin  der  Satz  aufgestellt  werden: 

195.  „Durch  zwei  beliebige  Punkte  im  Baume  geM  stets  eine, 
aber  auch  nur  eine  Kugel,  welche  gleichzeitig  zwei  gegel)enen  Kitgel- 
gebüschcn  und  mithin  einem  Kugelbändel  angehört." 

Da  jede  dieser  Kugeln  sowohl  die  Orthogonalkngel  des  einen,  als 
auch  die  Orthogonalkugel  des  zweiten  Kugelgebüsches  rechtwinklig 
durchschaeidea  muss,  so  folgt  unmittelbar,  als  eine  charakteri- 
stische Eigenschaft  des  Kugelbündels  die  nachstehende: 

196.  ^SämmtUclie  Kugeln  und  Kreise  eines  Kigelbündels  werden 
von  zwei  gewissen  festen  Kugeln  orfhogonal  geschnitten.'* 

Diese  beiden  letztangeführten  Kugeln  werden  „Orthogonal- 
kugeln"  des  Kugelbündels  genannt. 

Durch    TJmkehrung   des    obigen   Satzes    ergibt   sich    direef.  der 


107.  ^Sdmmtliche  Kugeln  und  Kreise,  welche  zwei  beliebig  ge- 
gebene Kugeln  orthogonal  schneiden ,  bilden  ein  Kugelbiindel.  Dieses 
Kugelbiindel  ist  den  beiden  Kugelgebiischen,  deren  Orthogonalkiigeln 
die  gegebenen  Kugeln  sind,  gemeinschaftlich." 

§.  241. 
Unter  der  Annahme,  dass  M^  und  M^  die  Centra  zweier  Kugei- 
,"  und  Äj'  die  betreffendea  Potenzen  seien,    fanden    wir, 
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dass  der  Kreis  K,  welcher  durch  einen  beliebigea  Punkt  a  im  Räume 
geht  und  den  beiden  Gebüschen,  also  auch  dem  durch  diese  letzteren 
bestimmten  Kugelbündel  angehört,  durch  die  Punkte  a,  und  a^  führe, 
welche  in  Verbindung  mit  a  beziehungsweise  ein  Punktepaar  des  ersten 
und  zweiten  Gebüsches  bilden.  Nachdem  aber  die  Punkte  a^  und  «j 
auf  den  Geraden  a-M,  und  aM^  liegen,  ist  einleuchtend,  dass  die 
Ebene  des  durch  die  drei  Punkte  a,  a^  und  «j  gehenden  Kreises, 
auch  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Centren  Mi  und  ^5  enthalten 
müsse.    Es  folgt  daher  der  Satz: 

198.  „Die  Ebenen  sämmtlicfier  einem  KugeTbimdel  angelwrenden 
Kreise  gehen  durch  eine  und  dieselbe  Gerade.'* 

Die  letztangeführte  Gerade  wird  aus  nachstehendem  Grunde  die 
„Potenzaehse"  des  Kugelbündels  genannt. 

§.  242. 

Seien  S^,  S^  und  S^  drei  beliehne  Kugeln  ein 
d.  h.  drei  Kugeln,  welche  den  beiden  Gebüschen  r,  und  i'^ 
schaftlich  sind. 

Durch  den  vorausgeschickten  Satz  154)  wurde  nachgewiesen,  dass 
sämmtliche  Punkte,  welche  in  Bezug  auf  diese  drei  Kugelu  gleiche 
Potenzen  besitzen,  auf  einer  und  derselben  Geraden,  „der  Potenz- 
achse" der  drei  Kugeln  liegen,  und  dass  diese  Gerade  durch  die 
beiden  gemeinschaftlichen  Punkte  der  drei  Kugeln  gehen  müsse,  da 
jeder  derselben,  in  Bezug  auf  die  drei  Engeln,  die  Potenz  Null  (also 
die  gleiche  Potenz)  besitzt. 

Nachdem  aber  die  Potenzachse  eine  Gerade  ist,  wird  dieselbe 
durch  die  Angabe  zweier  ihrer  Punkte  vollkommen  bestimmt  sein. 
Kennt  man  also  zwei  Punkte,  deren  jeder  in  Bezug  auf  die  drei 
Kugeln  eine  gleiche  Potenz  besitzt,  so  ist  die  Poteuzgerade  die  Ver- 
bindungslinie dieser  beiden  Punkte. 

Im  vorliegenden  Falle  sind  in  der  That  zwei  solche  Punkte, 
welche  in  Bezug  auf  die  drei  Kugeln  Ä,,  Äj  und  S^  eine  gleiche  Po- 
tenz besitzen,  bebannt.  Es  sind  dies  nämlich  die  beiden  Centra  üf, 
und  M3  der  Kngelgebüsche  F,  und  I^,  welchen  das  Kugelbündel 
angehört. 

Dieser  einfachen  Betrachtung  entnehmen  wir,  dass  die  drei  be- 
liebig in  dem  KugelbUndei  angenommenen  Kugeln  S,,  S^  und  S^  die 
Gerade  M^M^  als  Potenzachse  besitzen,  dass  also  einerseits  jedem 
Punkte  dieser  Geraden  Ji,  M^  in  Bezug  auf  die  drei  Kugeln ,  die 
gleiche  Potenz  entspreche,  und  dass  andererseits  die  drei  Kugeln  ß^, 


Hosted  by 


Google 


945 

Sj,  ^3  die  Gerade  M,  M^  in  den  nämlichea  zwei  Punkten  B,  und  -B, 
treffen.  Das  Gleiche  gilt  offenbar  auch  von  jeder  anderen  Kugel  des 
Kugelbündels.  Von  der  Richtigkeit  des  Gesagten  kann  man  sich  leicht 
die  Überzeugung  verschaffen,  wenn  man  für  eine  der  drei  Kugeln  S„ 
Ät,  -Sa,  allenfalls  für  S^,  eine  beliebige  andere  Kugel  5^  des  Bündels 
substituiert.    Es  gilt  daher  der  Satz : 

199.  ^SämmtUche  Kugeln  eines  KugeÜJÜnäels  gehen  durch  iswei 
feste  Punkte;  jeder  Funkt  auf  der  Vcrbindungsgeraäen  dieser  beiden 
Funkte  hat  in  Bezug  auf  alle  Kugeln  des  Kugelbündels  eine  gleiche 
Fotens,  daher  auch  diese  Gerade  als  die  Foiemachse  des  Kugelbündels 
h'eseichnet  wird." 

Durch  ümkehrung  dieses  Satzes  ergibt  sieh  nachstehende  Er- 
zeugungsweise: 

200.  „Alle  Kugeln,  welche  durch  swei  beliebige  feste  Funkte 
gehen,  erzeugen  ein  Kugelbündel,  dessen  Fotenzachse  die  Verbindungs- 
gerade dieser  beiden  Funkte  ist." 

§.  243. 

Die  eben  verzeichnete  Eigenschaft  leitet  direct  auf  eine  weitere, 
welche  ihrerseits  wieder  die  Quelle  för  mehrere  andere  bildet. 

Ist  nämlich  p  die  Potenzachse  eines  Kugeibündels  und  sind  .R, 
und  Rj  die  beiden  festen  Punkte,  durch  weiche  sämmtiiehe  Kugein 
und  Kreise  des  Bündels  gehen,  so  hat,  nach  dem  vorstehenden  Satze, 
jeder  beliebige  Fimkt  M  von  p  eine  gleiche  Potenz  in  Bezug  auf 
alle  Kugeln  und  Kreise  des  Kugelbündels,  und  zwar  ist  diese  Potenz 
gleich  derjenigen,  welche  der  Punkt  M  In  Bezug  auf  das  Punktepaar 
ij,,Kj  besitzt. 

Denkt  man  sich  den  Punkt  M  als  Centrum  eines  Kugel- 
gebüsches,  von  welchem  B„Mf^  ein  Puoktepaar  darstellt,  so  ist  klar, 
dass  das  Kugelbündel  diesem  Gebüsche  angehört;  dasselbe  gilt  von 
jedem  anderen  Punkte  M  auf  p,  woraus  der  Satz  folgt: 

201.  „Jedes  Kugelhündel  gehört  unendlich  vielen  Kugdgebüschen 
an,  deren  Centren  sämmtlieh  auf  der  Fotenzachse  des  ersteren  Hegen; 
das  Funktcpaar  des  Bündels  stellt  gleichseitig  ein  Punktepaar  eines 
jeden  solchen  Gebüsches  dar." 

§.  244. 
Unter  allen  diesen  Gebüschen   gibt  es  ein  besonderes,    nämlich 
jenes,    welches  als  Centrum  den  unendlich  fernen  Punkt  der 
Potenaachse  p  hat.  Dieses  Gebüsch  ist,  wie  wir  wissen,  ein  sym- 
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metrisches.  Die  Ortbogonalebene  desselben  ist,  wie  unscbwer  ein- 
zusehen,  gleichzeitig  auch  eine  Orthogonal-  und  Symmetrie- 
ebene  für  das  Kugelbündel.  Die  letztgenannte  Ebene  ist  mithin 
keine  andere  als  jene,  welche  im  Halhierungspuckte  der  Strecke  RB' 
senkrecht  auf  ji  geführt  werden  kann.    Demnach  folgt  der  Satz: 

202-  „Jedes  K'ugellü'ndd  besitzt  eine  Orthogonal-  beeiekungs- 
weise  Symmetrieelene ;  dieselbe  steht  auf  der  Potcnsackse  des  Jiündels 
senkrecld,  und  geht  dureh  den  MitielpunH  des  gemeinschaßliehen 
Punklepaares.  Die  M'dtelpun'kie  aller  Kugehi  des  Bündels  liegen  auf 
dieser  Ebene." 

§.  245. 

Vorher  wurde  der  Satz  aufgestellt,  dass  alle  Kugeln,  welche 
zwei  gegebene  Kugeln  orthogonal  schneiden,  ein  Kngelbündel  er- 
zeugen. Auf  Giund  des  Satzes  151)  ist  aber  auch  bekannt,  dass  die 
Mittelpunkte  BämmtHcber  Kugeln,  welche  zwei  Kugeln  gleichKcitig 
orthogonal  schneiden,  auf  der  Potenzebene  dieser  beiden  Kugeln  liegen. 
Besagte  Ebene  kann,  dem  vorhergehenden  Satze  zufolge,  nur  die  Sym- 
metrieebene des  Kugelbündels  sein. 

Weiters  wurde  auch  gefunden,  dass  ein  Kugelbündel  als  Be- 
standtheil  unendlich  vieler  Kugelgebüsche  anzusehen  sei,  und  dass 
die  Centra  all  dieser  Kugelgebüsche  auf  der  Potenzachse  des  Bündels 
liegen.  Jedes  dieser  Gebüsche  besitzt  eine  Orfchogonaikugel,  und  diese 
muss  von  sämmtlichen  Kugeln  des  Bündels    rechtwinklig  geschnitten 


Diese  Betrachtung  führt  zu  einer  interessanten  Eigenschaft. 

Nehmen  wir  nämlich  an ,  es  sei  p  die  Potenzachse  eines  Kugel- 
bündels,  und  es  seien  auf  derselben  zwei  Punkte  M,  und  31^  als 
Mittelpunkte  zweier  Orthogonalkugeln  5,  und  S^  des  Bündels  gegeben. 
Die  Potenzebene  P  dieser  beiden  Kugeln  steht  auf  p  senkrecht  und 
enthalt  die  Mittelpunkte  aller  Kugeln  des  Bündels. 

Nehmen  wir  einen  weiteren  beliebigen  Punkt  M^  auf  p  an,  und 
betrachten  wir  denselben  als  das  Centrum  einer  dritten  Orthogonal- 
kugel S^  des  Kugelbändels,  so  muss  die  Potenzebene  dieser  Kugel 
und  einer  der  beiden  früheren  Kugeln  Sj  oder  S^  wieder  die  Mittel- 
punkte aller  Kugeln  des  Bündels  enthalten,  und  kann  diese  daher  nur 
die  vorher  gefundene  Ebene  P  sein. 

Nachdem  das  Gleiche  von  jeder  anderen  Orthogonalkngel  S'^... 
gilt,  so  folgt,  dass  die  Symmetrie  ebene  P  des  Kugelbündels 
gleichzeitig  die  gemeinschaftliche  Potenzebene  aller  Ortho- 
gonalkugeln des  Bündels  sei. 
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Setzen  wir  vorans,  dass  eine  dieser  Orthogonalkugeln  die  Potenz- 
ebene  P  in  einem  Kreise  K  sehneide ,  so  mflssea  durch  diesen  Kreis 
(nacli  Satz  150)  auch  alle  (ihrigen  Orthogonalkugeln  des  Bundeis 
gehen.    Es  folgt  dahei   der  Satz 

303.  „bammfluhf  Oifhogonalkitgrhi  eines  Kugilbimdels  haben 
die  Symmett  lethene  dis  Kugdbnndels  mi  getiii  mschafthchen  Fotens- 
eiene;  schneidet  eine  der  Oitliogonalkugcln  diese  Ebene  in  einem 
Kreise,  so  gehen  ditnh  du-^en  Kreib  mteh  alle  lihtgeii  Orthogonal- 
Icugeln  Mndmch  " 

§.  246. 

Dass  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises,  welcher  der  „Orthogonal- 
kreis"  des  Kugelbündels  genannt  wird,  auf  der  Potenzachse  des 
Kugelbüadels  liegeD  müsse,  ist,  auf  Grund  früherer  Atiseinander- 
setzungen,   vollkommen  erwiesen. 

Die  Bezeichnung  Orthogonalkreis  rührt  daher,  weil  der  be- 
sagte Kreis,  wie  leicht  gezeigt  werden  kann,  alle  Kugeln  des  Bündels 
rechtwinklig  schneidet. 

Man  sagt  nämlich:  eine  Kugel  und  ein  Kreis  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  rechtwinklig,  wenn  die  Kreistangente  in  diesem 
Punkte  azif  der  Berührehene  der  Kugel  in  dem  näm- 
lichen Punkte  senkrecht   steht. 

Sind  nun  Ä,  und  S„  zwei  Orthogonalkugeln  des  Kugelbündels, 
K  deren  Schnitt,  also  der  Orthogonalkreis,  und  ist  2;  eine  beliebige 
Kugel  des  Bflndels,  so  hat  diese  mit  dem  Kreise  K  zwei  Punkte  a 
und  a'  gemein.  In  dem  Punkte  a  schneiden  sich  sowohl  die  Kugeln 
S,  und  2,  als  auch  die  Kugeln  S^  und  2^  rechtwinklig. 

Sind  aiso  T,,  T«  und  t  die  Tangeritialebenen  der  drei  Kugeln 
Si,  Sg  uud  2?,  so  steht  sowohl  2",,  als  auch  T^  auf  2;  senkrecht,  und 
es  muss  daher  auch  der  Schnitt  (  von  '1\  und  r„,  d.  h.  die  Kreis- 
tangeute im  Punkte  a  senkrecht  zu  r  sein.    Es  folgt  daher  der  Sata: 

204.  „Sämmtlicke  Kugeln  eines  Kugelbimdels  schneiden  einen 
und  denselben  Kreis,  tcdcher  in  der  Sijmmetrieebcne  des  Bündels 
liegt  und  seinen  Mittelpunkt  im  Schnitte  dieser  Ebene  mit  der  Potens- 
achic  des  Bündels  hat,  orthogonal." 

Nebenbei  sei  nur  erwähnt,  dass  dieser  Kreis,  wie  man  sieh  leicht 
überzeugen  kann,  nicht  reell  zu  sein  braucht.  Durch  TJrakehruug 
des  vorstehenden  Satzes  erhält  man  den  folgenden,  welcher  sieh  auf 
die  Eraeugungsart  eines  KugelbQndels  bezieht: 
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205.  „SämmtUche  Kugeln,  welche  einen  festen  Kreis  orthogonal 
schneiden,  erzeugen  ein  KugeJhündd,  dessen  Symmetrieebene  die  Kreis- 
ebene und  dessen  Fotensachse  die  SenkreeJitc  aus  dem  Kreismitielpunkte 
auf  diese  Ebene  jsi," 

§.  247. 

Denken  wir  uns  weifcers  drei  beliebige  Kugelgebüsche,  die  nicht 
ein  und  dasselbe  Kugelbundel  gemein  haben.  Die  Centra 
dieser  Gebüsche  seien  M^,  M^.  M^. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  die  drei  Gebüsche  irgend  welche 
Elemente  gemein  haben. 

Von  vornherein  ist  einleuchtend,  dass  die  drei  Gebüsche  keine 
Punktepaare  gemein  haben  können,  denn  ein  gemeinschaftliches 
Punktepaar  mQsste  auf  einer  Geraden  liegen,  welche  gleichzeitig  auch 
die  Punkte  M^,  M,  und  M^  enthielte,  was,  der  vorausgesetzten  all- 
gemeinen Lage  wegen,  nicht  möglich  ist.  Da  ferner  gemeinschaft- 
liche Kreise  der  drei  Gebüsche  in  Ebenen  liegen  müssten,  welche 
gleichzeitig  die  drei  Punkte  M^,  M^  uad  M^  enthalten,  so  ist  klar, 
dass  gemeinschaftliche  Kreise  der  drei  Gebüsche,  sobald  überhaupt 
solche  vorhanden  sind,  sich  in  der  Ebene  M^  M„M^  vorfinden  müsseD. 
Hierauf  werden  wir  an  späterer  Stelle  zurückkommen. 

Fragen  wir  nunmehr  vorerst  nach  den  gemeinschaftlichen 
Kugeln  der  drei  Gebüsche.  Ist  a  ein  beliebiger  Punkt  im  Räume, 
so  enthält  jede  durch  denselben  gehende  Kugel  des  Gebüsches  I\  den 
ihm  coajugierten  Punkt  a^ ;  jede  durch  ihn  führende  Kugel  des 
zweiten  Gebüsches  7g,  den  ihm  in  diesem  Gebüsche  eonjugierten 
Punkt  «5,  und  endlich  jede  Kugel  des  Gebüsches  Tg,  welche  durch 
denselben  geht,  den  ihm  eonjugierten  Punkt  a^  dieses  Gebüsches. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  durch  einen  beliebigen  Punkt  a  des 
:feumes  eine,  aber  auch  nur  eine  einzige  Kugel  geht,  welche 
den  drei  Gebflsehen  M^,  M^  und  M^  gleichzeitig  angehört. 

Besagte  Kugel  ist  nämlich  jene,  welche  durch  den  Punkt  a  und 
die  drei  ihm  in  Bezug  auf  die  drei  Gebüsche  eonjugierten  Punkte  a^, 
«a  und  (tg  geführt  werden  kann. 

Die  Gesammtheit    aller  Kugeln,    welche    den  drei 
Kugelgebüsehen   angehören,   nennt  man   ein 
„Kugelbüschel", 

Die  Eigenschaften  eines  aolchen  Büschels  lassen  sich 
leicht  aus  den  Potenzeigenschaften  des  Kugelgebüsches  ableiten. 

Vor  allem  beachten  wir  die  drei  Orthogonalkugeln  der  Gebüsche 
jlf„  M^  und  M^.  Jede  Kugel  des  Gebüsches  schneidet,  wie  wir  bereits 
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wisseD,  die  zugeliBrige  Orthogonalkugel  rechtwinklig.  Die  aämmtlichen 
Eiageln ,  weiche  den  drei  Gebüschen  gleichzeitig  angehören ,  also  das 
Kugelbüschel  bilden,  schneiden  mitihin  auch  die  drei  Orthogonalkugeln 
rechtwinlilig,  und  es  folgt  mithin  der  Satz: 

206.  „Die  Kugeln  eines  Kugelbüschels  schneiden  drei  feste  Kugeln, 
■deren  Mittelpunkte  nicht  auf  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  ortho- 
gonal." 

Durch  Umkehrung  ergibt  sich  sofort  die  Erzeugungsart: 

207.  „Sind  drei  heliehtge  Kugeln  im  Baume  gegeben,  deren 
Mittelpunkte  nicht  unfeiner  und  derselben  Geraden  liegen,  so  er- 
seugen  alle  Kugeln,   welche  diese  drei  Kugeln   orthogonal  schneiden, 


Nach  Satz  155)  wissen  wir  aber,  dass  die  Mittelpunkte  aller 
Kugeln,  welche  drei  gegebene  Kugeln  rechtwinklig  schneiden,  auf  der 
Potenzachse  dieser  drei  Kugeln  liegen,  und  dass  diese  Potenaachse  auf 
■derjenigen  Ebene,  welche  die  Mittelpunkte  der  drei  gegebenen  Kugeln 
verbindet,  senkrecht  steht. 

Dies  gibt,  wenn  wir  auf  den  vorhergehenden  Satz  Uücksicht 
nehmen,  unmittelbar  folgende  charakteristische  Eigenschaft 
■des  Kugelbüschels. 

208.  „Die  Mittelpunkte  aller  Kugeln  eines  Kugelbüschels  liegen 
auf  einer  und  derselben  Geraden." 

§.  248. 

Wenden  wir  uns  hiemit  wieder  der  ursprünglichen  Darstellung 
oines  Kugelbüsehels,  als  den  gemeinschaftlichen  Bestandtheil 
dreier  Kugelgehüsche  F, ,  Fg  und  V^  mit  den  Centren  Jf,,  M-^ 
und  M^  KU  und  nehmen  wir  an,  es  seien  8,  und  S^  zwei  beliebige 
Kugeln  des  Gebüsches. 

Die  Potenzebene  dieser  beiden  Kugeln  wird  bestimmt  sein,  sobald 
man  drei  Punkte  kennt ,  welche  in  Bezug  auf  diese  beiden  Kugeln 
4ieselbe  Potenz  besitzen. 

Drei  derartige  Punkte  sind  aber  offenbar  die  Centren  M-^,  M^ 
und  -Mg  der  drei  Kugelgebüscha.  Denn,  nach  der  ursprünglichen  De- 
finition des  Kugelbüschels  gehören  die  beiden  Kugeln  S,  und  Sj  dem 
Gebüsche  ^^  an ;  das  Centrum  itf,  ist  daher  ein  Punkt  gleicher  Potenz 
für  diese  Kugeln.     Dasselbe  gilt  auch  von  den  Centren  M^  und  M.^. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Ebene  der  drei  Centren  M^, 
Mz  und  M^  die  Potenzebene  der  beiden  willkürlich  gewählten 
Kugeln  des  Kugelbüsehels,  also  überhaupt  aller  Kugeln  des  Büschels  sei. 
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Aus  diesen  Ergebnissen  lässt  sich  jedoch  noch  eine  anderweitige 
Folgerung  ziehen.  Seien  nämlieh  Si,  Ä.  und  S^  drei  beliebige  Kugeln 
dos  Büschels,  und  P  die  gemeinschaftliche  Potenzebene  aller  Kugeln 


Die  Kugel  S,  sehneidet  die  Ebene  P  in  einem  Kreise  K.  Durch 
diesen  Kreis  (der  auch  imaginär  sein  kann)  muss  offenbar  jede 
zweite  Kugel  S^,  S^. . .  geben,  wenn  derselben  im  Vereine  mit  der 
ersten  Kugel  S,  die  Ebene  P  als  Potenzebene  entsprechen  soll  (Sata  150), 

Dieses  Resultat  sagt  aus,  dass  sämmtliche  Kugeln  des  Büschels 
einen  und  denselben  Kreis  (reell  oder  imaginär)  enthalten,  woraus 
weiter  folgt,  dass  deren  Mittelpunkte  auf  einer  Geraden  p,  d.  i.  auf 
jener  Geraden  liegen  müssen,  welche  aus  dem  Mittelpunkte  des  Kreises 
auf  seine  Ebene  senkrecht  gezogen  wird.     Mithin  der  Satz: 

209.  „Sämmtliche  Kugeln  eines  Kugelhüschds  gehen  durch  einen 
und  denselben  (reellen  oder  imaginären)  Kreis.''^ 

Die  ümkehrnng  dieses  Satzes  liefert  den  nachstehenden,  auf  die 
Erzeugung  eines  Kugelbüschels  bezughabenden  Satz: 

älO.  ^iSämmtli^he  Kugeln,  tvelchc  durch  einen  festen  Kreis  gehen, 
eräugen  ein  KttgelMsehel." 

Setzen  wir  den  oben  erwähnten  Kreis  unendlich  klein  vor- 
aus, so  folgt  weiter: 

311.  „Sämmiliclie  Kugeln,  welche  sieh  in  einem  und  demselben 
Funkle  heriihren,  erseugen  ein  Kugelimsekel.^ 

§.  249. 

Seien  wieder  F,,  r„  und  T,  drei  Kugelgebüsche  mit  den  Centren 
il/,,  ü/j  und  M^,  so  ist,  wie  wir  fanden,  die  Ebene  P,  welche  durch 
M^,  itf,  und  ilfg  geht,  die  gemein sefaaftiiche  Potenzebene  aller  Kugeln, 
des  den  drei  Gebttsehen  gemeiüscbaftlichen  Büschels.  Es  wird  daher 
auch  jeder  andere  Punkt  M^  dieser  Ebene  die  gleiche  Potenü  in  Bezug 
auf  alle  Kugeln  des  Büschels  besitzen. 

Nimmt  man  demgemäß  den  Punkt  M^  als  Centrum  eines  Kngel- 
gebüscbes  an,  dessen  Potenz  jener  des  Punktes  M^  in  Bezug  auf  die 
Kugeln  des  Büschels  gleich  ist,  so  ist  einleuchtend,  dass  das  Kugel- 
büschel einen  Bestandtheil  des  Gebüsches  P,  mit  dem  Centrum  M^ 
darstellen  müsse. 

Der  Kreis  K,  in  der  Ebene  P,  welcher  allen  Kugein  des  Büschels 
gemeinschaftlich  ist,  bildet  somit  ein  Element  des  Gebüsches  2^, 

Weiters  wird  auch  die  Orthogonalkugel  des  Gebüsches  P^,  weiche 
gleichzeitig  eine  Orthogonaikugel  des  diesem  Gebüsche  angehörenden 
Kreises  K  ist,  eine  Orthogonalkugel  des  Kugelbüschels  sein. 
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Dasselbe  gilt  Ton  jedem  beliebigen  auderen  Punkte  M^  der  Ebene  P 
und  dem  zugehörigen  Kugelgebüsche.  Wir  erhalten  daber  die  beiden 
nachstehendea  Sätze: 

„2J2,  „Jedes  Kugelbüschel  kann  als  Sestandtheil  unendlich 
riclcr  Kugelgebüsche  betrachtet  werden;  die  Centren  aller  dieser  Ge- 
büsche Hegen  in  der  Potensebene  des  Kugelbüsckels  und'cnthalten  den 
allen  Kugeln  des  Büsehels  gemeinsamen  Kreis  als  Element." 

Und  weiters  den  Satz : 

313.  ^Sämmtliehe  Orthogonal&ugeln  eines  Kugelbüschels  haben 
ihre  Mittelpunkte  auf  der  Potenssehene  des  Büschels  und  schneiden 
den  in  dieser  Ebene  liegenden  gemeinschaftlichen  Kreis  des  Büschels 
m-thogonal." 

Oder,  wenn  wir  für  jene  Gerade,  welche  die  Mittelpunkte  aller 
Engeln  eines  Kugelbüsehels  enthält,  die  Bezeichnung  „Aehse  des 
Eugelböschels"  einführen,  mit  Berücksichtigung  des  Satzes  205): 

M4.  „Die  Orthogonalhugeln  eines  Kugelbüschels  erzeugen  ein 
Kiigelbündel,  dessen  Botensachse  die  Achse  des  Kugelbüsehels  ist." 

§.  250. 

Die  Potenzebene  eines  beliebigen  Kugelbüschels  sei  P,  und  K 
stelle  den  in  dieser  Ebene  liegenden  gemeinschaftliehen  Kreis  aller 
Kugeln  des  Büscheis  dar. 

Jeder  Punkt  Jli,  in  der  Ebene  P  kann,  wie  wir  wissen,  als  das 
Centrum  eines  Kngelgebüsches  1\,  welchem  das  Büschel  als  Bestand- 
theil  augehört,  angenommen  werden. 

Die  hiefür  hinreichende  Bedingung  besteht  einfach  darin,  dass 
man  die  Potenz  des  Gebüsches  der  Potenz  des  Punktes  M,  in  Bezug 
auf  den  Kreis  K  gleichsetzt,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  man  den 
Kreis  K  als  Elemeut  des  Gebüsches  betrachtet. 

Sind  nun  zwei  solche  Gebüsche  M^  und  M^  gegeben,  so  be- 
stimmen dieselben  ein  Kugelbündel,  dessen  Potenzaehse  die  in  der 
Ebene  P  liegende  Verhin dungsgerade  31,5  der  Punkte  Mi  und  M^  ist. 

Nachdem  die  Kugein  des  gegebenen  Kugelbüscheis  den  beiden 
Kugelgebüschen  üf,  und  M^  angehören,  müssen  dieselben  offenbar 
auch  Elemente  des  durch  die  beiden  Gebüsche  il/,  und  M^  erzeugten 
Kugelbündels  jr,„  sein. 

Das  Gleiche  gilt  selbstverständlich  von  jedem  beliebigen  Paare 
von  Gebüschen  M,  und  M^,  also  auch  von  allen  Kugelbündein,  weiche 
den  Kreis  K  enthalten,  und  deren  Acbseu  a^^  in  der  Ebene  P  liegen. 
Hiernach  folgt  der  Satz: 
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S35.  „Sämmtliche  Kugelbimdel,  welche  ihre  Achsen  auf  der 
Fotensebene  eines  gegebenen  Kugelhüschels  haben,  und  den  gemeinsamen 
Kreis  des  Büschels  als  Element  enthalten,  enthalten  auch  das  gegebene 
Büschel  als  Bestandtheil." 

§-  251. 
Es  kann  nun  die  Frage  nach  der  Bedingung,  welche  zwei  gegebene 
Kngelbflndel  erfüllen  müssen,  damit  sie  ein  und  dasselbe  Kugelbüsehel 
enthalten,  aufgeworfen  werden. 

Aus  dem  vorhergehenden  Satze  215)  folgt  unmittelbar,  dass,  um 
obiger  Forderung  zu  entsprechen ,  vor  allem  die  Potenzaehsen  der 
Eugelbüadel  in  der  Poteuzebene  des  Kugelbüschels  üegeu 
uder  mit  anderen  Worten,  die  Potenzachsen  der  gegebenen  I 
müssen  einen  Punkt  M  gemein  haben. 

Diese  Bedingung  allein  jedoch  genügt  noch  nicht;  denn,  es  ist 
leicht  einzusehen,  dass,  sobald  die  beiden  Kugelbündel  gemeinschaft- 
liche Kugeln  enthalten,  diese  Kugeln  auch  demjenigen  Kugelgehüsehe, 
welchem  der  Punkt  M  als  Centrum  entspricht  und  das  eine  Bündel 
enthält,  sowie  auch  jenem  Kugelgebüsche  angehören  müssen,  welches 
das  nämliche  Centrnm  M  besitzt,  und  dem,  als  Element,  das  zweite 
Kugelbündel  angehört. 

Nun  können  aber  zwei  Kugelgebüsche  mit  gemeinschaftlichem 
Centrum,  jedoch  verschiedenen  Potenzen,  auch  nicht  eine  einzige 
Kugel  gemein  haben. 

Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  Gebüsche  mit  dem  Centrnm  M 
in  ein  und  dasselbe  Gebüsch  zusammenfallen  müssen. 

Diese  Bedingung  lässt  sieh  demnach  folgendermaßen  aussprechen. 
Sollen  zwei  Kugelbündel  n  und  U'  ein  Kugelbüschel  geraein  haben, 
so  ist  nothwendig,  dass  sich  ihre  Potenzachsen  jr  und  x'  in  einem 
Punkte  M  schneiden,  und  dass  beide  Kugelbttndel  dem  nämlichen 
Kugelgebüsche  mit  dem  gemeinsamen  Centrum  M  angehören. 

Dass  die  letztgenannte  Bedingung  hinreicht,  um  die  gestellte 
Frage  der  Beantwortung  zuzuführen,  ist  sofort  klar;  denn,  gehören 
zwei  Kngelbüudel  einem  und  demselben  Gebüsche  aa,  so  ist  es  auch 
selbstverständlich,  dass  die  Achsen  derselben  durch  das  Centrum  dieses 
Gebüsches  gehen,  also  einen  Punkt  gemein  haben  müssen.  Hiernach 
ergibt  sich  der  Satz ; 

316.  „Sollen  swei  Kugelbündel  ein  Kugelbüschel  gemein  haben, 
so  ist  es  nothwendig,  aber  auch  hinreichend,  dass  sie  Bestandtheile 
eines  und  desselben  Kugelgebüsches  sind.  Die  Ebene  der  beiden 
Poteneachsen  ist  sodann  die  Fotensebene  des  Büschels.'^ 
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Die  Potenzachse  eines  Eugeibündels  hat  mit  sämmtliehen  Kugela 
desselben  zwei  feste  Punkte  gemein.  Sind  demnach  zwei  Kugelbund^l 
gegeben  und  haben  dieselben  zwei  Kugeln  S^  und  S^  gemeinsam,  so 
muss  die  Potenzafihse  ir,  des  einen  Bündels  mit  der  Kugel  S,  die  näm- 
licben  Punkte  wie  mit  der  Kugel  S^  gemein  haben.  Letzteres  ist  offen- 
bar nur  dana  möglich,  wenn  die  Potenzachse  in  der  Ebene  jenes  (reellen 
oder  imaginären)  Kreises  K  liegt,  welcher  sieb  als  Schnitt  der  beiden 
Kugeln  Si  und  S^  ergibt,  also  nur  dann,  wenn  diese  in  der  Potenz- 
ebene der  beiden  Kugeln  Ä,  und  S^  gelegen  ist.  Das  Gleiche  gilt  selbst- 
verständlich auch  von  der  Potenzachse  jt^  des  anderen  Kugelböndels. 

Es  finden  sich  somit  in  dem  vorliegenden  Falle  die  beiden  Potenz- 
achsen jTi  und  jTg  in  einer  und  derselben  Ebene  P,  d.  i,  in  der  Potenz- 
ebene der  beiden  Kugeln  S,  «od  S^  vor.  Der  Schnittpunkt  M  dieser 
Potenzacbsen  hat  die  gleiche  Potenz  in  Bezug  auf  die  beiden 
Kugeln  S,  und  S^  und  folglich  auch  iu  Bezug  auf  alle  Kugeln  der 
beiden  Kugelbündel.  Die  letzteren  gehören  somit  einem  und  dem- 
selben Gebüsche  mit  dem  Centrum  M  an. 

Mit  Kücksichtuahme  auf  Satz  216)  folgt  daher,  dass  einerseits 
die  beiden  Kugelbündel  ein  Kugelbflscbel  gemein  haben,  dessen  Potenz- 
ebene  die  Eotenzebene  der  beiden  Kugeln  Sj  nnd  Äj  ist  und  dass 
andererseits  diese  Kugeln  selbst,  Ki^eln  d^  Büschels  sind. 

Wir  erhalten  sonacb  den  Satz : 

217.  „Hohen  swei  Kugelbündel  zwei  Engeln  gemein,  so  haben 
dieselben  unendlick  viele  gemein.  Alle  diese  Kugeln  gehören  einem 
tind  demselben  Kugelhiischel  an,  dessen  gemeinschaftlicher  Kreis  der 
8chnitikreis  der  beiden  ersten  Kugeln  ist."* 

§.  253. 

Alle  Kugeln,  welche  einen  und  denselben  Kreis  K  orthogonal 
schneiden,  erzeugen,  wie  im  Satze  205)  nachgewiesen  wurde,  ein 
Kugelbündel. 

Schneidet  aber  eine  Kugel  einen  Kreis  orthogonal,  d.  b.  ist 
die  Tangente  au  den  Kreis  iu  einem  der  beiden  Schnittpunkte  senk- 
recht zu  der  Tangentialebene  der  Kugel  iu  dem  nämlichen  Punkte,  so 
wird  jede  durch  den  Kreis  gelegte  Kugel  die  gegebene  Kugel  eben- 
falls orthogonal  schneiden.  Denn  die  Berührungsebeae  der  durch  den 
Kreis  willküriich  gelegten  Kugel  enthält  die  Tangente  des  Kreises  in 
dem  Berührungspunkte  und  steht  mithin  auch  senkrecht  zu  der  Berüh- 
rungsebene der  gegebenen  zweiten  Kugel. 
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Hieraus  erhellt,  dass  jede  Kugel,  welche  durch  den  Orthogonal- 
kreis eines  Eugelbündels  gelegt  wird,  eine  Orthogonalkugel  für  dieses 
Bündel  sei.  Das  genaante  Kugelbündel  ist  also  ein  ßestandtbeil  eines 
jeden  KngelgehüBches,  dessen  Orthogonalkugel  den  Orthogonalkreis  des 
Bündels  enthält. 

Untersuchen  wir  weiters,  welche  Lage  die  Orthogonalkreise  K, 
und  Kj  zweier  Kugelbündel  haben  müssen,  damit  den  letzteren  ein 
gemeinsanaes  Kugelbüschel  entspreche. 

Nach  Satz  216)  müssen  die  beiden  Kugelbündel  vor  allem  einem 
und  demselben  Kugeigebüsche  angehören.  Der  vorstehenden  Betrach- 
tung gemäß ,  muss  aber  die  Ortbogonalkugel  dieses  Gebüsches  den 
Kreis  K,  sowohl  als  auch  den  Kreis  K^  enthalten. 

Hieraus  ergibt  sich  sofort  als  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung,  dass  die  beiden  gegebenen  Orthogonalkreise  K^  und  Xg 
einer  und  derselben  Kugel  angehören,  oder  was  dasselbe  ist,  dass  die- 
selben zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Punkte  gemein  haben  müssen. 
Die  beiden  Kugelbücdel  haben  sodann  ein  Kugelbüschel  gemeinschaft- 
lich, dessen  Kugeln  die  beiden  Kreise  itT,  und  K^  gleichzeitig  ortho- 
gonal schneiden. 

Berücksichtigen  wir  noch,  dass  die  Potennachse  eines  Kugel- 
bündels, dessen  Kugeln  einen  gegebenen  Kreis  K,  orthogonal  schnei- 
den, jene  Gerade  ist,  welche  durch  den  Mittelpunkt  dieses  Kreises 
senkrecht  auf  seine  Ebene  gezogen  wird,  so  ist  die  Potenzebene  des 
vorgenannten  Kugelbüschels  diejenige  Ebene,  welche  durch  die  Mittel- 
punkte der  beiden  Kreise  K^  und  Ä'j,  gleichzeitig  aber  auch  durch 
den  Mittelpunkt  der  durch  diese  Kreise  führenden  Kugel  geht. 

Dies  liefert  den  nachstehenden  Satz,  resp.  die  Brzeugungs- 
weise  des  KugelbQschels : 

218.  ^Sämmtliche  Kugeln,  welche  zwei  Kreise,  die  auf  einer 
und  derselben  Kugel  liegen  {oder  was  dasselbe  ist,  die  swei  reelle  oder 
imaginäre  Funkte  gemein  haben),  orthogonal  schneiden,  erzeugen  ein 
Kugelbüscliel,  dessen  Poleneebene  diejenige  ist,  welche  sowohl  die  Mittel- 
punkte der  beiden  Kreise,  als  auch  den  MittelpuuM  der  dwrcli  sie 
gehenden  Kugel  enthält.'^ 

§■  264. 
Besondere,  das  Kngelbüsche]  betreffende  Sätze. 

Sei  K  der  gemeinschaftliehe  Kreis  aller  Kugeln  eines  Kngel- 
büschels.  Die  Achse  des  Büschels  ist  jene  Gerade,  welche  durch  den 
Mittelpunkt  des  Kreises  K  geht  und  auf  dessen  Ebene  senkrecht  steht. 
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Jeder  Punkt    auf   dieser  Achse   ist   der  Mittelpunkt   einer   durch   den 
Kreis  K  gehenden  Kugel,  d.  i.  einer  Kugel  des  Büschels. 

Je  weiter  sieh  dieser  Punkt  von  dem  Mittelpunkte  des  Kreises 
K  entfernt,  also  auf  der  Achse  fortrückt,  umso  größer  wird  die  ent- 
sprechende Kugel  des  Büschels.  Für  den  Grenafall,  dass  der  Mittel- 
punkt der  Kugel  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Achse 
des  Büschels  zusammen  fällt,  übergeht  die  durch  den  Kreis  K  gehende 
Kugel,  in  die  Ebene  dieses  Kreises.  Besagte  Ebene  ist  somit  eben- 
falls als  ein  Element  des  Kugelbüscbels  zu  betrachten.  Mithin  der 
Satz: 

319.  „  Unter  den  wrsrMedenen  Kugeln  eines  Kugdbüscitels  gibt 
es  eine,  deren  Radius  unendlich  groß  ist,  d.  i-  die  Fotengebene  des 
JBüschels.'^ 

§.  255. 

Vordem  wurde  bewiesen  (Satz  175),  dass  alle  Kugeln,  welche 
durch  einen  festen  Kreis  K^  gehen,  einen  beliebigen  zweiten  Ki'eis  K^, 
welcher  mit  K^  nicht  auf  einer  und  derselben  Kugel  liegt,  in  einer 
Kreisinvolution  schneiden.  Nachdem  alle  durch  den  Kreis  K^ 
gehenden  Kugeln  ein  Kugelbflschel  erzeugen,  so  kann  der  eitierte  Satz 
auch  in  folgender  Form  ausgesprochen  werden: 

220.  „Ein  Kugelbüschel  bestimmt  auf  jedem  Kreise,  der  nicht 
auf  einer  Kugel  des  Büschels  liegt,  eine  KreisinvoluÜön." 


Nachdem  die  Größe  des  Eadius  dieses  Kreises  ganz  willkürlich 
ist,  so  kann  man  anstandslos  auch  voraussetzen,  dass  er  unendlich 
groß  werde,  d.  h.  in  eine  Gerade  übergehe. 

Eine  beliebige  Gerade  wird  daher  von  den  Kugeln  eines  Kugel- 
büschels in  Punfctepaaren  einer  Involution  geschnitten  und 
sind  hierbei  solche  Punkte  conjugiert,  welche  eiuer  und  derselben 
Kugel  des  Büschels  angehören.  Die  Potenzebene  schneidet  die  Gerade 
in  dem  Centralpunkte  der  Involution,  da  dieselbe  als  Kugel  von  un- 
endlich großem  Kadius  betrachtet  wird;  der  ihrem  Schnittpunkte  mit 
der  Geraden  conjngierte  Punkt  wird  mithin  in  unendlicher  Entfer- 
nung liegen. 

Es  lässt  sich  jedoch  auch  direct  zeigen,  dass  eine  beliebige 
Gerade  g  von  dem  Kugelbusche]  in  einer  Involntion  ge- 
schnitten werde. 

Der  Schnittpunkt  dieser  Geraden  mit  der  Pofcenzebene  des  Kugel- 
büscbels sei  C.     Der  Punkt  C  hat,  sowie  jeder  andere  Punkt  dieser 
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£bene  die  gleiche  Potenz  k'  in  Bezug  auf  alle  Kugeln  des  Büschels. 
Schneidet  daher  eine  beliebige  Kugel  S  des  Büschels  die  Gerade  3 
in  zwei  Funkten  a^  und  a^,  so  ist  das  Froduct 

C«i.  Ca,  =Ä», 
also  constant.  Die  Funktepaare  a,,  a,  bilden  daher  eine  iDvolution, 
deren  Centralpunkt  0  und  derea  Modul  Jc^  ist.  Dies  liefert  dea  Satz: 
331.  „Jede  Gerade  wird  von  einem  beJieMgen  Kugelbüschel  in 
einer  Involution  geschnitten,  deren  Centralpunkt  der  Schnittpunkt  der 
Geraden  mit  der  Potensebene  und  deren  Modul  der  Potenß  dieses 
Punktes  für  das  Xugelhüsehel  gleich  isf." 

%.  257. 

Betrachten  wir  die  Schnitte  der  bisber  untersuchteu  drei 
Kugelsjsteme  mit  einer  Ebene. 

Zunächst  ist  einleuchtend,  dass  der  Schnitt  eines  Kugelgebüsches 
1'  mit  einer  beliebigen  Ebene  durch  alle  möglichen  in  der  Ebene  lie- 
genden Kreise  repräsentiert  wird.  Denn  nach  SatK  170)  lässt  sich 
durch  jeden  beliebig  im  Kaume  liegenden  Kreis,  also  auch  durch  jeden 
Kreis  in  der  gegebenen  Ebene,  eine  Kugel  legen,  welche  dem  Gebiiaehe 
angehört.     Hieraus  folgt  der  Satz: 

32-3.  y,Ber  Schnitt  eines  Ktigelgebüsches  mit  einer  beliebigen 
Ebene  wird  von  allen  möglicJien  Kreisen  dieser  Ebene  dargestellt.^ 


Sei  ferner  ein  beliebiges  Kugelbündel  mit  der  Potenzachse  p  ge- 
geben; dasselbe  ist  durch  eine  Ebene  E  zu  schneiden.  Es  fragt  sich, 
was  für  ein  System  die  Schnittkreise  sämmtlicher  Kugeln  des  Bündels 
mit  der  Ebene  JE  erzeugen. 

Zunächst  ist  einleuchtend,  dass  durch  zwei  beliebige  Punkte  der 
Ebene  E  nur  ein  Kreis  dieses  Systems  geht.  Denn  durch  zwei 
beliebige  Funkte  geht  {nach  Satz  195)  nur  eine  einzige  Kugel  des 
Bündels  und  der  Schnitt  dieser  Kugel  mit  der  Ebene  ist  der  ober- 
wähnte Kreis. 

Das  System  der  Kreise  in  der  Ebene  E  hat  aber  noch  eine  be- 
stimmte charakteristische  Eigenschaft. 

Die  Ebene  E  schneidet  nämlich  die  Potenzachse  p  in  einem 
Punkte  P,  welcher,  wie  jeder  andere  Punkt  der  Foteuzachse,  die  gleiche 
Potenz  in  Bezug  auf  alle  Kugeln  des  Bündels,  also  auch  die  gleiche 
Potenz  in  Bezug  auf  alle  Kreise  hat,  welche  sich  als  Schnitte  der 
durch  P  gehenden  Ebene  E  mit  den  Kugeln  des  Bündels  ergeben. 
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Der  Schnitt  des  Kugelbündela  mit  der  Ebene  E  ist  daher  ein 
1  Kreisen,  deren  jeder  in  Bezug  auf  einen  festen  Punkt 
dieselbe  Potenz  besitzt.  Dieses  System  ist  somit  das  ebene  Ana- 
logon  zum  Kugelgebüsch  im  Räume.  Dasselbe  wird  eia 
„Kreisbündel"  und  der  feste  Punkt  das  „Centrum  des  Kreis- 
bündels" genannt. 

Wir  nenoen  dieses  Gebilde  aus  dem  Grunde  nicht  ein  „Kreis, 
gebüsch",  weil  es  bloß  ein  System  zweiter  Stufe  ist,  während 
ein  „Geböscbe"  immer  eia  System  dritter  Stufe  vorstellt.  Man  er- 
hält Meraach  den  Satz: 

233.  Der  ebene  Schnitt  eines  Kugelbündels  ist  ein  Kreisbündel, 
dessen  Centrum  der  BurchstoßpunU  der  schneidenden  Ebene  mit  der 
Potenzachse  des  Kugdhündels  ist.  Die  Potenz  desselben  ist  jener 
gleich,  die  dem  Dm-chstofipmikte  in  Bezug  auf  die  Kugeln  des  Kugel- 
bündels entspricht.^' 

§.  259. 

Der  Schnitt  eines  Kugelbüschels,  dessen  sämmtüche  Kugeln 
durch  den  Kreis  K  gehen  mügen ,  mit  einer  beliebigen  Ebene  E  ist 
ein  System  von  Kreisen,  deren  jeder  durch  die  zwei  Punkte  il/j  und 
Mi  geht,  in  welchem  die  Ebene  E  den  Kreis  K  schneidet. 

Die  sämmtiichen  Kreise  einer  Ebene,  welche  durch  die  nämüehen 
zwei  festen  Punkte  -¥,  und  M^  gehen,  bilden  ein  System,  welches 
als  räumliches  Änaiogon  das  Kugelbündel  besitzt,  da  die  Ele- 
mente desselben  ebenfalls  durch  zwei  feste  Punkte  führen. 

Dieses  System  wird  ein  „KreisbQschel"  und  die  beiden  festen 
Punkte  dessen    .,Scheitelpunkte''   oder   „Basispunkte"   genannt. 

Die  Ebene  E  schneidet  die  Potenzebene  des  Kugelbüschels  in 
einer  Geraden  p,  welche  durch  die  Punkte  M,  und  M^  geht.  Jeder 
Punkt  dieser  Geraden  besitzt  in  Bezug  auf  alle  Kugeln  des  Kugel- 
büschels {K)  dieselbe  Potenz,  also  auch  die  nämliche  Potenz  in 
Bezug  auf  alle  Kreise  des  Kreisbüschels  {M^,MJ.  Besagte  Gerade 
heißt  daher  die  „Potenzacbse"  des  Kreisbüschels.  Demnach 
folgt  der  Satz: 

224.  „Der  ebene  Schnitt  eines  Kugelbüschels  ist  ein  Kreisbüscliel, 
dessen  SeheitelpunUe  die  Schnittpimkte  der  Ebene  mit  dem,  allen 
Kugeln  gemeinschaftlichen  Kreise  sind." 

%.  260. 
Suchen  wir  ferner  noch  diejenige  Bedingung  auf,    welche  zwei 
Kugelbüschel  erfüllen  müssen,  damit  sie  eine  Kugel  ge- 
mein haben. 
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Seicß  Kl  uiiii  K^  die  beiden  Kreise,  durch  welche  sämmtliche 
Kugeln  des  einen,  beziehuDgsweise  des  zweiten  Büschels  gehen  müssen. 

Soll  eine  Kngel  sowohl  dem  einen,  als  auch  dem  anderen  Büschel 
angehören,  so  muss  dieselbe  durch  die  beiden  Kreise  K^  und  K^  gehen. 
Es  ist  daher  nothwendig,  dass  E,  und  K^  auf  derselben  Kugel  liegen. 
Diese  letztere  wird  sodann  auch  das  gemeinschaftliebe  Element  der 
beiden  Kugelbüschei  darstellen.    Es  besteht  mithin  der  Satz: 

22Ö.  „Sollen  zwei  Kugelbüschei  im  Maume  eine  Kugel  gemein 
hahen,  so  ist  nothwendig,  dass  die  beiden  Kreise,  in  welchen  sich 
sämmtliche  Kugeln  des  einen,  beziehungsweise  die  des  anderen  Büschels 
schneiden,  auf  einer  und  derselben  Kugel  liegen.  Die  letztere  stellt 
sodann  das  gemeinschaftliche  Element  der  beiden  Kugelbüschel  dar." 

§.  261. 

Haben  zwei  Kugelbüschei  zwei  Kugeln  gemeinschaftlich, 
so  müssen  durch  den  Sciinittkreis  der  beiden  Kugeln  sowohl  die 
Kugeln  des  einen  Büschels,  als  auch  jene  des  zweiten  Büschels  gehen. 
Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar,  dass  die  beiden  Kugelbüschel  iden- 
tisch seien,  woraus  der  Satz  folgt: 

ä26.  „Raben  zwei  Kugelbüschel  zwei  Kugeln  gemein,  so  gilt  das 
Gleiche  von  allen  übrigen  Kugeln;  diese  Büschel  sind  also  identisch," 

§.  262. 

In  einer  Ebene  IE  sei  ein  Kreisbündel  mit  dem  Centrum  M  und 
der  Potenz  i^  sowie  außerhalb  der  Ebene  ein  beliebiger  Punkt  A, 
gegeben. 

Legt  man  durch  jeden  Kreis  des  Kveisbflndels  und  durch  den 
feiten  Punkt  Äj^  eine  Kugel,  so  erhält  man,  wie  sieh  ohne  Schwierig- 
keit nachweisen  lässt,  ein  Kugelbündel. 

Sei  nämlich  K^  ein  beliebig  gewählter  Kreis  des  Bündels  M. 
Die  durch  denselben  und  durch  den  festen  Punkt  ^,  gelegte  Kugel 
S^  wird  die  Verbindungsgerade  MÄ,  noch  in  einem  aweiten  Punkte 
Ag  schneiden.  Da  diese  Kugel  den  Kreis  ff[  enthält,  so  muss  der 
Punkt  M  nicht  bloß  in  Bezug  auf  den  Kreis  K^,  sondern  auch  in  Besiug 
auf  die  durch  denselben  gehende  Kugel  S^  die  Potenz  Ä*  besitzen;  es 
wird  daher : 

MA,  .  MA^  ~  h"- 
sein.     Durch  diese  Relation  wird  der  Punkt  .4^  vollkommen  und  awar 
unabhängig  von  dem  Kreise  K^   bestimmt. 

Hieraus  folgt,  dass  alle  Kugeln,  welche  durch  die  Kreise  des 
Kreisbüschels  {M)  und  durch  den  festen  Punkt  A^  gehen,  auch  noph 
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einen  zweiten  festen  Punkt  A^  der  Geraden  MA,  enthalten,  also  ein 
Kugelbündel  mit  der  Potenzacbse  MA^A^  erzeugen.  Dieses  Ergebnis 
liefert  den  Satz: 

327.  „Alle  Kugeln,  welche  durch  die  Kreise  eines  ebenen  Kreis- 
bündels und  nebsibei  durch  einen  festen  Funkt  des  Baumes  gehen, 
enthalten  noch  einen  zweiten  festen  Punkt  der  Verbindungsgeraden 
des  gegebetien  Punktes  mit  dem  Centrum  des  Kteisbündels ;  dieselben 
bilden  daher  ein  Kugelbündel,    dessen  Potensachsc  diese  Gerade  ist." 

§.  263. 

Sei  ein  ebenes  Kreisbflscbel  mit  dea  beiden  Scheitelpunkten 
J/,  und  üij,  sowie  außerhalb  seiner  Ebene  ein  beliebiger  Pnukt  P 
gegeben. 

Sämmtlicbe  Kugeln,  welche  durch  die  Kreise  des  Büschels  und 
durch  den  Punkt  P  gelegt  werden,  enthalten  offenbar  die  drei  Punkte 
Jfi,  Jl/j,  P,  und  mithin  auch  den  durch  diese  drei  Punkte  gelegten 
Kreis  K. 

Hieraus  folgt,  dass  diese  Kugeln  ein  Kugelbüschel  erzeugen, 
■dessen  Potenzebeue  die  Ebene  der  drei  Punkte  M„M^,P  und  dessen 
Basiskreis  K  ist. 

Demnach  erhalten  wir  unmittelbar  deu  Satz: 

8S8.  „Sämmtliche  Kugeln,  welche  durch  die  Kreise  eines  ebenen 
Kreisbäschels  and  durch  einen  festen  außerhalb  der  Ebene  des  Büschels 
liegenden  Punkt  gehen,  bilden  ein  Kugelbüschel;  die  Kugeln  dieses 
Püschels  schneiden  sieh  in  jenem  Kreise,  welcher  durch  den  gegebenen 
Punkt  und  durch  die  PasispunJcte  (ScheiielpunMe)  des  Kreisbüschels 
gelegt   wird.     Die  Ebene  dieser  drei  Punkte   ist   die  Potensebene  des 


§.  264. 

Jedes  Kreisböndel  besitzt  einen  Orthogonalkreis,  d.i.  jenen 
Kreis,  welcher  aus  dem  Centrum  des  Bündels,  als  Mittelpunkt,  und 
mit  der  Quadratwurzel  aus  der  Potenz,  als  Radius,  besehrieben  wird. 
Dieser  Kreis  schneidet  alle  Kreise  des  Kreisbündels  rechtwinklig. 

Sei  nun  K^  der  Orthogonalfcreis  eines  Kreisbüschels  und  K  ein 
beliebiger  Kreis  des  Büschels;  die  Tangenten  in  jedem  der  den  beiden 
Kreisen  K^  und  K  gemeinsehaftliehen  Punkte  a  und  b  stehen  auf  ein- 
ander senkrecht. 

Denken  wir  uns  den  Kreis  Kg  als  gröI5ten  Kreis  einer  Kugel 
S„,  so  wird  offenbar  jeder  Kreis  K  des  Kreisbündels  diese  Kugel  ortho- 
gonal scbneidoB,  also  auch  jede  durch  einen  Kreis  des  Bündels  gelegte 
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Kugel  diese  Kugel  rechtwinklig  treffea.  Stellen  wir  ans  weiters  diese 
Kugel  )9„  als  Orthogoaalkugel  eines  Kugelgebüsches  vor,  so  wird  jede 
Kugel  des  Gebüsches  die  Ebene  des  Kreisbündels  in  einem  Kreise,  in 
Bezug  auf  welchen  das  Centrum  M.  des  Gebüsches  die  Potenz  V^  hat, 
schneiden.  Besagter  Kreis  wird  somit  dem  Kreisböndel  mit  dem  Ortho- 
gonalkreise Ä^  angehören.    Dies  gibt  den  Satz: 

33Ö.  r,Legt  man  durch  den  Orthogonalkreis  eines  Kretshäschels, 
als  größten  Kugellireis,  eine  Kugel  und  hdracktet  diese  Kugel  als 
Orthogonalkugel  eines  Kugelgebüsches ,  so  ist  der  Schnitt  dieses  Ge- 
hüsches  mit  der  Ebene  des  Sreishündels,  dieses  letztere  selbst.'^ 

Nebenbei  sei  hier  der  Vergleich  des  vorstehenden  Satzes  mit 
dem  Satze  222)  angeregt  und  auf  die  Beachtung  der  Ausnahme  hin- 
gewiesen, welche  diesfalls  bezüglich  einer  durch  das  Centrum  des 
Gebüsches  geheuden  Ebene  gilt. 

§.  265. 

Ein  ebenes  Kreisböndel  mit  dem  Orthogonalkreise  JiQ,  und  außer- 
dem eine  beliebige  Kugel  S'„  im  ßaume  sind  gegeben;  es  ist  zu  unter- 
suchen, was  für  ein  System  diejenigen  Kugeln  erfüllen,  welche  durch 
die  Kreise  des  Kreisbündels  und  orthogonal  au  der  gegebenen  Kugel 
S'o  gelegt  werden. 

Unter  Berufung  auf  den  vorhergehenden  Satz  kann  der  Ortho- 
gonalkreia  K„  als  größter  Kreis  einer  Kugel  S„  angenommen  werden ; 
ferner  enthält  jede  Kugel,  welche  diese  Kugel  orthogonal  schneidet, 
einen  Kreis  des  Bündels. 

Die  gesuchten  Kugeln  haben  daher  die  Eigenschaft,  beide  Kugeln 
So  und  S'„  orthogonal  zu  schneiden.  Umgekehrt  wird  jede  Kugel, 
welche  S„  und  S'o  orthogonal  schneidet,  einen  Kreis  des  Bündels  ent- 
halten. 

Nacbdem  aber  (Satz  197)  alle  Kugeln,  welche  zwei  gegebene 
Kugeln  orthogonal  sehneiden,  ein  Kugelbüudel  erzeugen,  dessen  Potena- 
achse  die  Verbindungsgerade  der  Mittelpunkte  jener  Kugeln  ist  und 
als  dessen  Orthogonalkreis  der  Schnittkreis  der  beiden  Orthogonal- 
kugeln resultiert  so  ergibt  sich  sofort  der  nachstehende  Sata  resp.  die 
Erzeugungswei=!e 

330  „Di<  Kugeln,  itelcJie  durch  die  Kreise  eines  Kreisbündels 
gehen  und  eint  grgtbene  Kugel  orthogonal  schneiden,  erzeugen  ein 
Kugelhu}idel ,  de'^seii  Poten^ackse  die  Verhindimgsgerade  des  Mittel- 
punktes de)  gegelieutn  Kagd  mit  dem  Gentritm  des  Kreisbündels  ist," 
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.  266. 


Ein  Kreisbüschel  mit  den  Scheitelpuakteo  A^  und  A„,  aowie  eine 
beliebige  Kugel  Sg  sind  gegeben;  es  wird  um  das  System  der 
Kugein  gefragt,  welche  durch  die  Kreise  des  Büschels  (Ä^,A^)  gehen 
und  die  gegebene  Kugel  S^  orthogonal  schneiden. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  auf  der  Potenzachse  AiAz 
des  Kreisbüsehels  Kwei  beliebige  Punkte  M^  und  31^  angenommen 
und  betrachten  wir  dieselben  als  Centren  zweier  Kreisbüudel,  welche 
beide  das  Kreisbüschel  (A,,A^)  enthalten. 

Hiefür  ist  die  nothwendige,  aber  auch  Iiinreicheude  Bedingung, 
dass  die  beiden  Scheitelpunkte  .4,  und  A„  als  Punktepaar  des 
Kreisbündeis  .M,  sowohl,  als  auch  des  Bändels  M„  aufgefasst  werden, 
oder  kurz,  dass  als  die  diesbezüglichen  Potenzen  Jc^^  und  ä:/  der  be- 
sagten Kreisbündel  beaiehnngsweise  die  Werte  M^A^.M^A^  und 
MfiAi.MiA„  angenommen  werden. 

Jedes  dieser  Kreisbündel  bestimmt  sodann,  auf  Grund  des  vor- 
heigeheuden  Salzes,  ein  Kugelbündel,  mit  der  Kugel  ä^  als  Ortho- 
gonalkugel. Der  Schnitt  der  beiden  Kugelbündel  mit  der  Ebene  des 
Kreisbüsehels  A^  A^  sind  sodann  die  beiden  vorgenannten  Kreisbündel 
M^  und  JMj. 

Andererseits  gehören  aber  diese  beiden  Kugelbüudel  auch  einem 
und  demselben  Kugelgebüsche  und  zwar  jenem  an,  dessen  Orthogonal- 
kugel die  gegebene  Kugel  S^  repräsentiert.  Dieselben  haben  daher 
ein  Kugelbüschel  gemein,  für  welches  die  Kugel  S„  ebenfalls  eine 
Orthogonalkugel  ist.  Besagtes  Kugelbüschel  schneidet  die  Ebene  in 
einem  Kreisbüschel,  welches  offenbar  den  beiden  Kreisbflndeln  31,  und 
M^  angehören  muss,  also  nur  das  gegebene  Kreisbüsehel  {A,.A^)  sein 
kann. 

Hieraus  entnehmen  wir,  dass  die  Kugeln,  welche  durch  die  Kreise 
des  Büschels  (A,,A^}  gehen  und  die  Kugel  orthogonal  schneiden,  ein 
KugelbÜHchel  erzeugen. 

Die  Potenzebene  dieses  Kugelbüscbels  geht  selbstverständlich 
durch  die  Scheitelpunkte  Ai  und  A^  des  Kreisbüschels  und  durch  den 
Mittelpunkt  der  gegebenen  Kugel.  Es  folgt  mithin  der  Satz  resp. 
die  Erzeugungsweise: 

331.  „Sämmtlkhe  Kugeln,  welelie  durch  die  Kreise  eines  gege- 
benen Kreisbüsehels  gehen  und  außerdem  eine  gegebene  Kugel  ortho- 
gonal schneiden,  erseugen  ein  KugeJbüsckel,  dessen  Potensebene  durch 
den  Mittelpunht  der  gegebenen  Kugel  und  durch  die  Scheifelpimläe 
des  KreishüscJiels  geht.'^ 
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§.  267. 
Denkt  man  sieh  die  gegebene  Kugel    ia    den  beiden  letztange- 
stellten  BefcrachtuQgen  und  dea  daraus  hervorgegangeiien  Sätzen,    als 
eine  solche,  die  eiaen    unendlich    großen   Radius   hat,   also   in 
eine  Ebene  übergeht,  so  folgen  die  beiden  Specialsätze: 

232.  ^SämmtUche  Kugeln,  welche  durch  die  Kreise  eines  gege- 
benen ebenen  Kreishändeis  gehen  und  deren  Mittelpunlde  auf  eiiter 
gegebenen  Ebene  liegen,  erzeugen  ein  Kugelbündel,  dessen  Potemachse 
das  Ferpendikel  vom  Centrum  des  Kreisbündels  auf  die  gegebene 
Ebene  isf* 

Und  weiters  der  Satz; 

233.  ^Säfnmtliche  Kugeln,  welche  durch  die  Kreise  eines  cheiten 
Kreisliischels  gehen  und  deren  Mittelpunkte  auf  einer  gegebenen  Ebene 
liegen,  erzeugen  ein  Kiigelbüschel ,  dessen  Poteneebene  jene  ist,  die 
durch  die  Totensachse  des  Kreisbäschels  senkrecht  auf  die  gegebene 
Ebene  gelegt  wird." 

§.  268. 
Das  sphärische  Kreisbüachel  nnd  KreisbiindeL 

Ähnliehe  Sätze  und  Erzeugungsweisen,  wie  die  eben  entwickelten, 
wird  man  gewinnen,  wenn  man  statt  der  ebenen  Kreisbüschel  und 
Kreisbündel  sphärische  Kreisbüschel  und  Kreisbündel  einführen 
würde. 

unter  einem  sphärischen  Kreisbündel  versteht  mau  näm- 
lich den  Schnitt  eines  Kugelbündels  mit  einer  beliebigen,  dem  Kugel- 
bündel nicht  angehörenden  Kugel;  unter  einem  sphärischen 
Kreisbüsehel  dagegen  fasst  man  den  Schnitt  eines  Kugelbüschels 
mit  einer  beliebigen,  dem  Büschel  nicht  angehörenden  Engel  auf,  ver- 
steht man  also  die  Gesammtheit  der  Kreise  auf  einer  Kugel, 
welche  durch  die  nämlichen  zwei  Punkte  gehen. 

In  eine  specieile  Entwicklung  dieser  Eigenschaften  wollen  wir 
uns  jedoch  an  dieser  Stelle  nicht  einlassen,  werden  aber  in  der  Folge 
Gelegenheit  finden,  hierauf  zurückzukommen  und  einige  diesbezügliche 
Untersuchungen  anzustellen. 

§.  269. 

Fragen  wir  zunächst  in  was  för  ein  Kugelsjstem  sich  ein  Kugel- 
bündei,  beziehungsweise  ein  Kugelbttschel  dnrch  inverse  Transformation 
verwandelt.    Diese  Frage  ist  unschwer  zu  beantworten. 

Im  Vorhergegangenen  wurde  nämlich  bereits  erwiesen,  dass  man 
ein  Kugelbündel  immer  als  Bestandtheil  zweier  (eigentlich  unendlich 
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vieler  KugelgebQsche)  betrachten  könne,  und  welters  wurde  auch  ge- 
funden, dass  eiü  Kugelgebüsch  durch  inverse  Tracsforniatioa  sicli  wieder 
in  ein  Kugelgebüseh  verwandle. 

Sind  daher  F,  und  1',  zwei  beliebige  Kugelgebüsche  und  ^, 
das  denselben  gemeinsehaftliehe  Kugelbnndel,  ist  ferner  /  ein  beliebig 
gewähltes  Inversionscentrum,  so  verwandeln  sich  die  beiden  Kugel- 
gebüsche ^^  und  r\  wieder  in  zwei  Kugelgebüsche  i'„  und  F'^,  und 
es  ist  gleichzeitig  einleuchtend,  dass  jede  Kugel  des  KugelbQndelsZ',, 
d.  h.  jede  Kugel,  die  den  beiden  Gebüschen  1\  und  i'',  gemeinsebaft- 
lich  ist,  in  eine  Kugel  verwandelt  wird,  welche  den  Kugelgebüschea 
r„  und  J\  gemeinschaftlich  ist,  also  dem  durch  diese  beiden  Ge- 
büsche bestimmten  Eugelböcdel  27j  angeboren  muss.  . 

Zu  demselben  Resultate  gelangen  wir  aber  auch  durch  folgende 
Betrachtung, 

Ein  Kugelbündel  wird,  wie  uns  bereits  geläufig,  auch  von  allen 
jenen  Kugeln  gebildet,  welche  zwei  beliebig  gegebene  Kugeln  ortho- 
gonal sehneiden.  Sind  demnach  S^  und  S\  zwei  Orthogonalkugeln 
eines  beliebigen  Kugelbündels,  die  wir  vermittelst  reciproker  Radien 
transformieren,  so  werden  sich  einerseits  die  beiden  Kugeln  S,  und 
S\  in  zwei  andere  Kugeln  8^  und  S'^  und  andererseits  jede  Kugel  des 
Kugelbündels  27,,  welche  die  Kugeln  S,  und  S\  orthogonal  schneidet 
(nach  Satz  179)  wieder  in  eine  Engel  verwandeln,  welche  die  beiden 
Kugeln  S„  und  5"^  orthogonal  schneidet,  mithin  wieder  einem  Kugel- 
bündel  -S'^  angehört.  Der  Schnittkreis  der  beiden  Kugela  S,  und  S\ 
ist  der  Orthogonalkreis  des  Bündels  .T,,  während  der  Schnittkreis  der 
Kugeln  S^  und  S',  der  Orthogonalkreis  des  Kugelbündels  2^^  sein  wird. 

Nachdem  sieh  diese  leiden  Kreise,  als  Schnitte  inverser  Kugeln, 
entsprechen,  so  folgt  der  Satz: 

334.  „Ein  beliebiffes  Kugelbündel  verwandelt  swh  dttrch  inverse 
Transfortnatwn  wieder  in  ein  Kugelbiimlcl,  wöbet  der  Orthogonal- 
lireis des  crsieren  durch  Inversion  wieder  in  den  Orthogonälkreis  des 
zweiten  übergeht." 

§.  270. 

Ebenso  leicht  ist  nachzuweisen,  dass  ein  Kugelbüschei  durch  in- 
verse Transformation  wieder  in  ein  Kugelbüschel  verwandelt  wird. 

Man  kann  diesfalls  entweder  von  dem  Standpunkte  ausgehen, 
unter  dessen  Festhalten  ein  Kugelhßschel  stets  als  Bestandtheil  dreier 
verschiedener  Kugelgebüsche  darstellbar  ist,  und  das  ihm  inverse 
System  wieder  einen  Bestandtheil  der  diesen  drei  Gebüschen  invers 
entsprechenden  Kugelgebüsche,    also   ebenfalls  ein  KugelbÜsehel  dar- 
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stelle,  oder  man  geht  von  der  Eigenschaft  aus,  dass  alle  Kugeln, 
welche  einem  Kugeibüschel  angehören,  durch  einen  und  denselben 
Kreis  K  gehen. 

Dieser  Kreis  transformiert  sich  invers  wieder  in  einen  Kreis, 
durch  welchen  die  den  Kugeln  des  Büschels  invers  entsprechenden 
Kugeln  gehen  müssen.  Die  letztgenannten  Kugeln  erzeugen  daher 
wieder  ein  Kugeibüschel,  und  man  gelangt  demnach  zu  dem  Satze: 

555.  ^Ein  Kugeibüschel  verwandelt  sich  durch  invcrse  Trans- 
fortnation ißieäer  in  ein  Kugeibüscliel,  und  zwar  entsprechen  sich  die- 
jenigen beiden  Kreise  invers,  in  welchen  sich  sämmtUche  Kugeln  des 
ursprünglichen,  besiehungsieeise  des  transforniieiien Büschels  schneiden. 
jDie  Potme^ene  des  transformierten  Kugelbüschels  entspricht  invers 
derjenigen  Kugel  des  ursprünglichen  Kugelbüschels,  welche  durch  das 
Inversionscentrum  geht  und  umgekehrt.'* 

Der  letzte  Theil  dieses  Satzes  ergibt  sich  sofort,  weun  man  in 
Erwägung  zieht,  dass  ein  Kreis  in  einer  Ebene  durch  Inversion  ja 
einea  Kreis  übergeht,  welcher  auf  der  der  Ebene  desselben  invers  ent- 
sprechenden und  daher  durch  das  Inverscentrum  gehenden  Kugel  liegt. 

§.  271. 

"Untersuchen  wir  nuumebr,  was  für  ein  System  alle  jene  Kugeln  • 
bilden,  welche  durch  die  Kreise  eines  sphärischen  Kreisbündels 
gehen,  und  eine  gegebene  Kugel  orthonogal  schneiden. 

Die  Kugel,  auf  welcher  das  sphärische  Kreisbündel  liegt,  sei  S. 
Das  Letztere  sei  erzeugt  als  Schnitt  der  Kugel  S  mit  einem  Kugel- 
bündel p.  Die  Kugeln,  welche  durch  die  Kreise  dieses  sphärischen 
Kreisbüßdels  gehen  und  die  gegebene  Kugel  Sg  orthogonal  durch- 
schneiden, mögen  ein  Kugelsystem  erzeugen,  das  wir  mit  27  beEeichuen 
wollen. 

Transformieren  wir  mittelst  reciproker  Radien  derart,  dass  wir 
das  Transformati onscentrum  J  auf  der  Kugel  S,  welche  das  Kreis- 
bündel trägt,  annehmen.  Hierbei  verwandelt  sich  die  Kugel  S  in  eine 
Ebene  5",  das  (das  Kreisbünuel  erzeugende)  Kugelbüudel  p  wieder  in 
ein  Kugelbündel  j)',  und  ebenso  die  Kugel  Ä,,  in  eine  zweite  Kugel  S'„. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  dem  sphärischen  Kreisbündel  {S,p), 
als  Schnitt  der  Kugel  S  mit  dem  Kugelbüudel  p  invers  der  Schnitt 
der  Ebene  S'  mit  dem  Kugelbündel  p' ,  also  ein  ebenes  Kreis- 
bündel {S',p')  entsprechen  muss. 

Ist  nun  K  eine  beliebige  Kugel  des  Systems  27,  d.  h.  eine  Kugel, 
welche   durch  einen  Kreis  des  sphärischen  Büschels  Iß,  p)    geht 
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und  die  Kugel  S^  orthogonal  sehneidet,  so  wird  die  ihr  invers  ent- 
sprechende Kugel  E'  durch  einen  Kreis  des  ebenen  Bündels  (S',p') 
gehen  und  die  Kugel  S'^  gleichfalls  orthogonal  schneiden. 

Das  von  der  Kugel  K'  erzeugte  System  I^'  ist  (nach  Satz  230) 
ein  Kugelbüudel;  es  muss  daher  auch  das  System  ^  ein  solches 
darstellen.     Wir  gelangen  auf  diese  Weise  zu  dem  Satze: 

336.  ^Sämmüiclie  Kugeln.  welcTie  durch  die  Kreise  eines  sphä- 
rischen Kreisbündels  gehen,  und  eine  heliebig  gegebene  Kugel  ortho- 
gonal schneiden,  erzeugen  ein  Kugelbündel.'' 

g.  272. 

Ertheilt  man  dei'  im  -vorstehenden  Satze  genannten  und  als 
„heliebig  gegeben"  bezeichneten  Kugel  verschiedene  Lagen  im 
Kaume,  so  erhält  man  auch  verschiedene  KugelbQndei,  welche  durch 
das  sphärische  Kreisbündel  gehen.  Als  natürliche,  Folge  ergibt 
sich  daher  der  Satz: 

237.  „Durch  ein  Sphärisches  Kreisbündel  Mnnen  unendlich  viele 
Kugelbiindel  gelegt  tverden,  mdem  jede  Kugel  im  Baume  als  eine 
Orthogonalkugel   eines  solchen  Kugelbündels  betrachtet  werden  Icann.'^ 

§.  273. 

Aus  dem  Satze 237)  folgt  unmittelbar  der  nachstehende  speciellere, 
wenn  man  die  gegebene  Kugel  auf  einen  Punkt  reduciert; 

S38.  „Sämmtliche  Kugeln,  welche  durch  die  Kreise  eines  sphä- 
risctien  Kreisbündels,  und  nebstbei  durch  einen  beliebigen  Pmiki  im 
Maume  gehen,  erzeugen  ein  Kugelbündel.'' 

Ebenso  tann  man  den  Radius  der  gegebenen  Orthogonal- 
kugei  ins  Unbegrenzte  wachsen  lassen,  für  die  Kugel  also 
eine  Ebene  substituieren.  Unter  dieser  Voraussetzung  ergibt  sich 
der  Speciaifall  des  Satzes  237) : 

239.  „Sämmtliche  Kugeln,  welche  durch  die  Kreise  eines  sphä- 
rischen Kreisbündels  gelten  und  ihre  MittelpunMe  auf  einer  gegebenen 
Kfiene  haben,  erzeugen  ein  Kugelbiindel." 

§.  274. 

Aus  dem  Satze  237}  kanu  noch  ein  zweiter  sehr  interessanter 
Satz  gefolgert  werden- 

Ein  ebenes  Kreisbündel  mit  dem  Orthogonalkreise  K,  sowie 
ein    beliebiges   sphärisches    Kreisbündel  auf   einer  Kugel  S   seien 


Hosted  by 


Google 


Wird,  wie  wir  in  einem  vorhergegangeoen  Falle  sahen,  durch 
den  Ortbogoaaikreis  K,  als  größten  Kreis,  eine  Kugel  S„  gelegt,  so 
wird  jede  Kugel ,  welche  diese  letatangefUhrte  Kugel  orthogonal 
schneidet,  die  Ebene  in  einem  Kreise  des  Kreisbündels  treffen. 

Betrachten  wir  jenes  KugelbSndel,  welches  (nach  Satz  237)  durch 
die  Kreise  des  sphärischen  Kreisbündels  auf  S  geht  und  die  Kugel  S^ 
orthügonai  sehneidet,  so  ergibt  sich  {nach  Satz  289)  sofort,  dass  dieses 
Kugelbflndel  auch  das  ebeoe  Kreisbtindel  enthält,  oder  mit  anderen 
Worten,  dass  letzteres  ein  Schnitt  des  ersteren  ist.  Hiernach  der  Satz: 

240.  „Burcli,  ein  heliehiges  sphärisches  KreisMndel  und  durch 
ein  heliehiges  ebenes  Kreishmdel  lässt  sich  stets  ein  Kugelhündel  legen." 

§.  275. 

Der  vorstehende  Satz  kann  durch  Anwendung  der  inversen 
Transformation  sowohl  verallgemeinert ,  als  auch  speeialisiert 
werden. 

Nimmt  man  nämlich  das  Inversionseentrum  beliebig  im  Baume 
an,  so  verwandelt  sich  sowohl  das  sphärische,  als  auch  das 
ebene  Kreisbündel  in  ein  sphärisches  KreisbündeL 

Nimmt  man  hingegen  das  Inversionscentrum  auf  den  beiden  Trä- 
gern (auf  der  Ebene  und  auf  der  Kugel  S,  also  auf  dem  Schnittkreise 
beider)  an,  so  übergehen  beide  Kreisböndel  in  ebene  Kreisbündel 
und  man  bat  demgemäß  die  Sätze: 

341.  „Durch  swei  sphärische  Kreishündel   lässt  sieh  stets  ein 
Kugelbündcl  legen" 
und: 

242.  „Durch  zwei  ebene  Kreisbündcl  kann  stets  ein  Kugdbiindel 
gelegt  werden.'^ 

§.  276. 

Die  drei  letzten  Sätze  gestatten  noch  eine  anderweitige  Äus- 
drueksform. 

Die  Kreise  der  beiden  Bündel  können  nämlich  einander  ein- 
deutig zugeordnet  werden,  wenn  man  solche  Kreise  als  entspre- 
chende annimmt,  welche  auf  einer  und  derselben  Kugel  des 
Kugelbündels  liegen.  Die  vorhergehenden  drei  Sätze  nehmen  so- 
dann folgende  Gestalt  an : 

243.  „Die  Kreise  zweier  beliebig  angenommenen  Kreishündel 
(gleicligiltig  ob  diese  heiden  Kreisbiindel  ebene  oder  sphärische  sind, 
oder  ob  das  eine  eben,  das  andere  aber   sphärisch    ist)    können  stets 
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ein-deutig  einander  derart  zugeordnet  werden,  dass  zwei  entsprechende 
Kreise  immer  auf  einer  Ktigel  eines  KugelbiindeJs  liegen.'* 

§.  277. 

Ferner  wurde  bewiesen  (Satz  231),  dass  alle  Kugeln,  welche 
durch  die  Kreise  eines  ebenen  Kreisbüschels  gehen  und  eine  gegebene 
Kugel  orthogonal  schneiden,  ein  Kugelbüschel  erzeugen.  Dieser  Sata 
lässt  sich  durch  Inversion  verallgemeinern,  indem  man  das  ebene 
Kreisbiischel  in  ein  sphärisches  Kreisbüschel  verwan- 
delt. Es  ergibt  sich  dann  sofort  der  Satz: 

244.  „Sämmiliche  Kugeln,  tvelche  durch  die  Kreise  eines  spliä- 
riscken  Kreibhiisehels  gehen  und  eine  Kugel  orthogonal  schneiden,  er- 
zeugen ein  Kwijelhiischeh'* 

Dieser  Satz  kann  auf  zweifache  Weise  specialisiert  werden; 
einmal  dadurch,  dass  man  die  gegebene  Ovtbogonalkugel  auf 
einen  Punkt  reduciert,  das  anderemal  dadurch,  dass  man  diese 
Kugel  niiendiich  groß  werden  lässt,  also  durch  eine  Ebene 
ersetzt.     Dies  gibt  die  beiden  Sätze: 

2ib.  „Sämmtliche  Kttgeln,  -welche  durch  die  Kreise  eines  sphä- 
rischen Büschels  und  durch  einen  festen  Pt(nM  gehen,  erzeugen   ein 


und: 

246.  „Sämmtliche  Kugeln,  welche  durch  die  Kreise  eines  sphä- 
rischen Büschels  gehen  und  deren  Mittelpunkte  auf  einer  gegebenen 
Ebene  liegen,  erzeugen  ein  Kugelhäschcl." 


XVI.    Capitel. 

Theorie  der  Kugelberührung  und  der  Ähnlichkeitspunkte. 

§.  278. 
Jede  Berührebene  einer  Kugel  kann  als  der  Grenzfall  der 
schneid  enden  Ebene,  wenn  sieh  der  Schnittkreis  auf  einen  Punkt 
reduciert,  betrachtet  werden.    Diesen  Punkt  pflegt  man  in  der  obigen 
Bedeutung  einen  „Punktkreis"  zu  nennen. 

Zwei  Kugeln  berühren  sich  in   einem   Paukte   A,   wenn    sie   in 
i  Punkte  eine    gemeinschaftliche    Bertthrebeiie   besitzen, 
)  den  Punktkreis  A  gemeia  haben. 
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Deuken  wir  uns  vor  allem  im  ßaume  einen  beliebigen  Kreis  K, 
sowie  eine  Ebene  E,  welche  den  Kreis  K  in  nicht  reellen  Punkten 
treffe  und  stellen  wir  die  Frage,  ob  es  Kugeln  gebe,  welche  einerseits 
durch  den  Kreis  K  gehen  und  andererseits  die  Ebene  E  berühren. 

Wir  wissen  diesbezüglich,  dass  sämmtlichc  durch  den  Kreis  K 
gehende  Kugeln  ein  Kugelbüschel  bilden,  und  dass  dieses  Kugel- 
büscbel  von  der  Ebene  S  in  einem  Kreisbüschel  geschnitten  wird. 
Die  beiden  möglichen  „Punktkreise"  dieses  Kreisbüschels  reprä- 
sentieren die  Berührungspunkte  der  zwei  möglichen  Berührebenen. 
Von  der  Möglichkeit,  dass  es  zwei  solcher  Kugeln  gibt,  welche 
durch  einen  gegebenen  Kreis  K  gehen  und  eine  gegebene  Ebene  E 
berühren,  kann  man  sich  durch  directe  Constructioa  dieser  Kugeln 
leicht  überzeugen. 

Ist  Dämlich  g  die  Schnittgerade  der  gegebenen  Ebene  E  mit  der 
Ebene  des  Kreises  K  und  nehmen  wir  auf  g  einen  beliebigen  Punkt 
P,  au,  so  ist  die  Potenz  desselben,  in  Bezug  auf  die  zu  suchende 
durch  K  gehende  Berülirungskugel ,  gleich  der  Potenz  desselben,  in 
Bezug  auf  den  Kieis  K. 

Zieht  man  also  durch  Pj  eine  Tangente  an  den  Kreis  K,  welche 
diesen  im  Punkte  a,  berühren  mag,  so  ist  die  Strecke  P,  a,  die  Länge 
aller  von  P,  aus,  an  die  Kugel  geführten  Tangenten.  Es  ist  sonach 
einleuchtend,  dass  der  Berührungspunkt  der  zu  suchenden  Kugel  mit 
der  Ebene  E  auf  jenem  Kreise  }c^  liegen  müsse,  welcher  in  dieser  Ebene, 
aus  dem  Punkte  P,  als  Mittelpunkt  und  dem  Eadius  r^  =  P,a^,  be- 
sehrieben  wird. 

Denken  wir  uns  einen  zweiten  Punkt  P„  auf  der  Geraden  g  ge- 
wählt und  von  demselben  eine  Tangente  F,.a<^  an  den  gegebenen  Kreis 
K  gezogen,  sowie  weiters  aus  dem  Mittelpunkte  P„  in  der  Ebene  einen 
Kreis  h^  mit  dem  Radius  r„  =  P^  a„  gezeichnet,  so  wird  auf  demselben 
ebenfalls  der  Berührungspunkt  der  gesuchten  Kugel  liegen  müssen. 

Nachdem  sich  nun  die  Kreise  Ic,  und  k^  in  zwei  Punkten  P,  und 
Pj  schneiden,  so  gibt  es  zwei  verschiedene  Kugeln,  weiche,  der  ge- 
stellten Forderung  gemäß,  die  Ebene  E  bezieliungsweise  in  Pj  und 
Hq  berühren. 

Infolge  der  Symmetrie  der  Ebene  E  und  des  Kreises  K  gegen 
jene  Ebene  e,  welche  durch  den  Mittelpunkt  des  letzteren  senkrecht 
zur  Geraden  g  gelegt  wird,  findet  man  leicht,  dass  die  Mittelpunkte 
der  beiden  Berührungskugeln  in  dieser  Ebene  liegen  müssen  und  dass 
die  Berührungspunkte  P,  und  B^  derselben  mit  der  Ebene  P  auf 
der  Sehnittgeraden  der  letzteren  mit  der  vorgenannten  Symmetrie- 
ebene  e  sich  vorfinden  müssen. 
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Sehneidet  der  Kveis  K  die  Ebene  E  in  zwei  reellen 
Punkten  A  und  B,  so  ist  durch  denselben  offenbar  keine  Kugel 
möglich,  welche  die  Ebene  E  berühren  würde,  weil  jede  durch  den 
Kreis  K  gelegte  Kugel  die  Ebene  E  in  einem  durch  die  Punkte  A 
und  B  gehenden  Kreise  schneidet 

Boröiirt  insbesondere  der  Kreis  K  die  Ebene  E  in  einem 
Punkte  A,  so  kann  der  Berührungspunkt  der  Ebene  E  mit  der  zn 
suchenden  Kugel  selbstverständlich  nur  der  Punkt  A  sein,  indem  jede 
durch  den  Kreis  K  gelegte  Kugel  die  Ebene  E  in  einem  durch  A 
gehenden  Kreise  schneidet. 

Errichtet  man  im  Punkte  A  eine  Senkrechte  AG  auf  die  Ebene 
E,  so  wird  diese  den  Mittelpunkt  C  der  gesuchten  Kugel  enthalten. 
Der  "Mittelpunkt  C  liegt  aber  bekanntlich  auch  auf  der  Geraden  mC, 
welche  aus  dem  Mittelpunkte  m  des  Kreises  K  auf  dessen  Ebene 
normal  gezogen  wird;  es  ist  somit  0  der  Schnittpunkt  der  beiden 
Geraden  AC  und  mC.  Hieraus  ist  gleichzeitig  zu  entnehmen,  dass 
in  diesem  Falle  nur  eine  einzige  Kugel  existiert,  welche  der  ge- 
stellten Forderung  entspricht. 

Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

Si7.  „Durch  einen  gegebenen  Kreis  kann  man  swei  {reelle) 
Kugeln  legen,  welche  eine  gegebene  Ebene  berühren ,  wenn  die  letztere 
mit  dem  Kreise  keine  reellen  Punkte  gemein  hat;  dagegen  kann  nur 
eine  (reelle)  Ktigel  gelegt  werden,  wenn  der  gegebene  Kreis  die  gegebene 
Ebene  berührt  und  endlich  i^  keine  (redle)  Kugel  eu  legen  möglich, 
wenn  der  Kreis  die  Ebene  in  swei  reellen  Punkten  schneidet.'^ 


Dieser  Satz  kann  durch  Anwendung  der  Inversion  sofort  ver- 
allgemeinert werden,  wenn  man  die  gegebene  Ebene  invers  ia 
eine  Kugel  verwandelt.  Der  verallgemeinerte  Satz  wird  dann 
lauten : 

2i8.  „Durch  einen  gegebenen  Kreis  kann  man  zwei  Kugeln 
legen,  welche  eine  gegebene  Kugel  berühren,  wenn  der  Kreis  die  letztere 
nicht  reell  schneidet;  eine  Kugel,  wenn  der  Kreis  die  gegebene  Kugel 
berührt  und  keine  {reelle)  Kugel,  tcenn  der  Kreis  die  gegebene  Kugel 
reell  schneidet.^ 

%.  280. 

Zu  dem  gleichen  Resultate  gelangen  wir  auch  durch  eine  directe 
Untersuchung,  welche  gleichzeitig  die  constructive  Lösung  der  Auf- 
gabe liefert. 
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Sei  nämlich  S  die  gegebene  Kugel  und  K  der  gegebene  Kreis, 
von  welchem  wir  voraussetzen  wollen,  dass  er  die  Kugel  S  nicht  (reell) 
schneidet. 

Denken  wir  uns,  was  unter  allen  Umständen  möglich  ist,  durch 
den  Kreis  K  eine  beliebige  Kugel  S,  derart  gelegt,  dass  sie  die  ge- 
gebene Kugel  S  in  einem  reellen  Kreise  K^  treffe.  Die  Ebenen  der 
Kreise  K  und  K,  schneiden  sich  in  einer  Geraden  g.  Jeder  Punkt  P 
dieser  Geraden  hat,  da  dieselbe  in  der  Potenzebene  der  beiden  Kugeln 
S  und  S^  (Ebene  des  Schnittkreises  if,  dieser  Kugeiii)  liegt,  die  gleiche 
Potenz  in  Bezug  auf  die  Kugel  S  und  den  der  Kugel  Ä,  angehören- 
den Kreis  K,  mithin  auch  die  gleiche  Potenz  in  Bezug  auf  jede 
durch  den  gegebenen  Kreis  K  ;gelegten  Kugel,  sowie  in  Bezug  auf 
die  gegebene  Kugel  selbst.  Mit  anderen  Worten:  Die  Potonzebene 
der  gegebenen  Kugel  S  und  einer  jeden  durch  den  Kreis  K  gelegten 
Kugel  muss  durch  die  Gerade  g  gehen. 

unter  den  durch  den  Kreis  gehenden  Kugeln  befinden  sieh  aber 
auch  diejenigen,  welche  die  Kugel  S  berühren. 

Ist  S'i  eine  solche  Kugel,  so  muss,  wie  wir  eben  fanden,  die 
Potenzebene  dieser  Kugel  iS'j  und  der  gegebenen  Kugel  S  nothwendig 
durch  die  Gerade  g  gehen.  Andererseits  ist  aber  die  Potenzebene 
zweier  sich  berührenden  Kugelü  die  Tangentialebene  in  ihrem 
Berührungspunkte. 

Die  Potenzebeoe  wird  also  diesfalls  eine  von  den  zwei  Tangen- 
tialebenen sein,  welche  man  durch  die  Gerade  g  an  die  gegebene 
Kugel  S  legen  kann  und  deren  Berührungspunkt  B,  mit  dieser  Kugel 
wird  auch  den  Berührungspunkt  mit  der  zu  suchenden  Kugel  6"j  dar- 
stellen. Letztere  ist  somit  durch  diesen  Berührungspunkt  S^  und 
durch  den  Kreis  K  vollständig  bestimmt. 

Die  zweite  durch  g  gelegte  Tangentialebene  der  gegebenen  Kugel 
Ä  berührt  diese  letztere  in  einem  Punkte  B^,  welcher  gleichzeitig  den 
Berührungspunkt  der  Kugel  S  mit  einer  zweiten  durch  den  gegebenen 
Kreis  K  gehenden  Kugel  S\  darstellt. 

Beröhrt  der  Kreis  K  die  Kugel  S  in  einem  Punkte  Ä,  so  findet 
man  leicht,  dass  in  diesem  Falle  die  Gerade  g  eine  Tangente  der 
Kugel  S  iü  A  sei,  und  dass  daher  nur  eine  Tangentialebene 
durch  dieselbe  an  S  gelegt  werden  kann,  deren  Berührungspunkt  eben 
wieder  A  ist. 

§-  281. 
Ein  Kugelgebüseh  i;  welches    die  Orthogoaalkugel  Sg  besitzen 
möge  und  außerdem  eine  beliebige,  dem  Gebüsche  nicht  angehörende 


Hosted  by 


Google 


271 

Kugel  S  seien  gegeben;  es  handelt  sich  darum,  zu  untersuchen,  ob 
es  Kugeln  im  Gebüsche  gebe,  welche  die  gegebene  Kugel 
berühren,    uud  wenu,    was  für  Eigenschaften  denselben  zukommen. 

Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  a  auf  der  Kugel  S  an.  Die 
Mittelpunkte  aller,  die  Kugel  S  in  «  berührenden  Kugeln  liegeu  auf 
der  Geraden,  welche  den  Berührungspunkt  a  mit  dem  Mittelpunkte  m 
der  Kugel  S  verbindet.  Alle  diese  Kugeln  gehen  durch  den  Punkt  a. 

Soll  eine  von  diesen  Berührungskugeln  gleichzeitig  dem  Gebüsche 
Sf,  angehören,  so  ist  es  uothwendig,  aber  auch  hinreichend,  dass  die- 
selbe außer  den  Punkt  a  auch  den  diesem  Punkte  zugeordneten  Punkt 
a'  des  Gebüsches  enthalte.  Nachdem  aber  die  Mittelpunkte  aller 
Kugeln ,  welche  durch  die  beiden  Punkte  a  und  a'  gehen ,  in  jener 
Ebene  E  liegen,  welche  im  Mittelpunkte  der  Strecke  aa'  auf  die 
Gerade  aa'  senkrecht  geführt  wird,  uud  nachdem  diese  Ebene  die 
Gerade  ma  in  einem  Punkte  C  trifft,  welcher  gleichzeitig  den  Mittel- 
punkt einer  die  Kugel  S  im  Punkte  a  berührenden  Kugel  darstellt, 
80  ist  klar,  dass  die  letztgenannte  Kugel  den  beiden  Bedingungen, 
einerseits  dem  Gebüsche  S„  anzugehören  und  andererseits  die  Kugel 
S  zu  berühren,  vollkommen  entspricht. 

Da  sich  das  Gleiche  von  jedem  Punkte  a  der  Kugel  S  behaupten 
lässt,  so  folgt  der  Satz; 

249.  „Eine  heliebige  Kugel  wird  in  jedem  Funkte  von  einer,  aber 
auch  nur  von  einer  einem  gegebenen  Kugelgebüsche  angehörenden  Kugel 
unter  der  Voraussetzung  berührt,  dass  die  gegebene  Kugel  selbst  dem 
Gebüsche  nicht  angehört." 

Würde  die  Kugel  selbst  ein  Element  des  Gebüsches  repräsen- 
tieren, so  ist  leicht  einzusehen,  dass  dieselbe  von  Kugeln  des  Ge- 
büsches nur  in  jenen  Punkten  berührt  werden  köunte,  welche  gleich- 
zeitig der  Orthogonalkugel  angehören. 

Wäre  K  der  Kreis,  in  welchem  die  Orthogonalkogel  S^,  die  dem 
Gebüsche  angehörende  Kugel  S  schneidet,  so  wird  jede  Kugel,  welche 
die  Kugel  S  in  einem  Punkte  des  Kreises  K  berührt,  nothwendig  dem 
Gebüsche  S^  angehören  müssen. 

§.  282. 

Wir  iiaben  somit  festgestellt,  dass  eine  beliebige,  einem  Gebüsche 
ß„  nicht  angehörende  Kugel  S  in  jedem  ihrer  Punkte  von  einer 
Kugel  des  Gebüsches  berührt  werde.  —  Es  mögen  nun  auch  die 
Eigenschaften    dieser    Berührungskugeln   ermittelt  werden. 

Diesfalls  bietet  sich  vor  allem  wieder  die  Transformation  durch 
reciproke  Radien   als  üntersuchungsmittel   dar.     Nehmen  wir  nämlich 
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das  Centrum  M  des  gegebenen  Gebüsches  Sq,  als  Inversionscentrum 
und  die  Potenz  des  Gebüsches  als  Inversionsmodul  an,  so  transfor- 
mieren sich  bekanntlich  alle  Kugeln  des  Gebüsches  ia  sich  selbst. 
Diejenige  Kugel  5  jedoch,  welche  dem  Gebüsche  S^  nicht  augehört, 
verwandelt  sich  bei  dieser  Transformation  in  eine  zweite  Kugel  iSi, 
die  demselben  Kegel,  welcher  der  ersten  Kugel  aus  dem  luversiona- 
centrum  M  umgeschrieben  wird,  eingeschrieben  ist. 

Das  Inversionscentrum  ist  also  ein  Ähnliehkeitspnnkt 
der  beiden  Kugeln  S  und  S^ . 

Berücksichtigen  wir  ferner,  dass  zwei  sich  berührende  Kugeln 
durch  Inversion  wieder  in  zwei  sich  berührende  Kugeln  verwandelt 
werden,  so  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  eine  Kugel  27,  des 
Gebüsches,  welche  die  Kugel  S  berührt,  auch  die  dieser  Kugel  in- 
vers  entsprechende  Kugel  3,  berühren  werde,  nachdem  sie  sich 
bei  der  Inversion  in  sich  selbst  trransformiert. 

Der  Berührungspunkt  der  Kugel  S,  mit  der  Kugel  2?  ist  offen- 
bar invers  dem  Berührungspunkte  der  Kugel  S  mit  der  Kugel  27; 
die  Berührungspunkte  der  beiden  Kugeln  S  und  S,  mit  einer  Kugel  Jü 
des  Gebüsches  liegen  also  stets  auf  einer  durch  das  Centrum  M  des 
Gebüsches  (Inversionscentrum)  gehenden  Geraden  und  bilden  ein  Puiikte- 
paar  des  Gebüsches.     Hiernach  folgt  der  Satz: 

350.  „Sämmtliche  Kugeln  eines  Gebüsches,  welche  eine  dem  Ge- 
büsche nicht  migehörenäe  Kugel  her^ren,  berühren  noch  eine  eweite 
Kugel,  welche  mit  der  ersteren  in  Sesug  auf  das  Centrum  des  Ge~ 
hüsches,  als  ÄJmlichkeitspunkt,  ähnlich  gelegen  ist.  Jede  durch  dieses 
Centrum  gehende  Gerade  trifft  die  beiden  Kugeln  in  vier  Funkten, 
von  welchen  sicei  die  Berührungspunkte  einer  Kugel  des  Gebüsches 
und  die  beiden  anderen  die  Berührungspunkte  einer  sweiten  Kugel 
des  Gebüsches  repräsentieren." 


Der  Ähnlichkeitspunkt  zweier  Kugeln  spielt  somit  bei  dem 
Systeme  von  Kugeln,  welche  die  beiden  gegebenen  Kugeln  gleichzeitig 
berühren,  eine  nicht  untergeordnete  Rolle.  Wir  wollen  dessen  Bedeu- 
tung näher  kennen  lernen. 

Seien  S^  und  S^  zwei  beliebige  Kugeln,  von  denen  wir,  der  Ein- 
fachheit wegen,  mit  welcher  die  Betrachtung  durchgeführt  werden 
kann,  voraussetzen  wollen,  dass  sie  außerhalb  einander  liegen, 
dass  also  der  Abstand  ihrer  Mittelpunkte  -3/,  und  J\I^  größer  als 
die  Summe  der  Kugelradien  Ä,  und  R^  sei. 
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Der  äußere  Ähulichkeitspunkt  A  dieser  Kugeln,  d.  i.  dei- 
eine  Scheitel  der  diesen  Kugeln  umscbriebeneü  Kegel  liegt  auf  der 
Centralea  J/,  M^  und  tiieilt  die  Strecke  j1/,  M^  äufserlieh  in  dem  Ver- 
hältnisse der  beiden  Kugelradien  i?,  und  Uq.  Es  verhält  sich  demnach 

Zielien  wir  durch  Ä  eine  beliebige  Gerade  g,  welche  die  Kugel 
jS^  in  den  Punkten  a,  und  i,,  und  die  Kugel  8^  in  den  Punkten  a^ 
und  ftj  schneiden  möge.  Führen  wir  sodann  die  Geraden  M,a,,Mib^, 
M^  «j  und  M^  ig ,  welche  sämmtlich  in  jener  Ebene,  welche  die  Gerade  g 
mit  der  Centralen  J/,  J/a  l)estimmt,  liegen,  so  sieht  man  sofort,  dass 
hiedurch  zwei  Paare  ähnlicher  Dreiecke  Aa,M^  und  Aa^M^,  und 
A\Mi  und  AbfM^  entstehen.    Es  verhält  sich  nämlich: 

AM^  :  AM.  =  a,  J/,  :  a.Jl,  =  H,  :  B^ 
und  andererseits 

AM,  :AM^  =  b,  J7,  :  h^M,  =  j5,  :  Jf,. 
Die  Geraden  M^a^  und  M„a„;  ebenso  wie  die  Geraden  Mih, 
und  M^\  sied  unter  einander  parallel.  Infolge  dieser  Eigenschaften 
nennt  mau  Punktepaare  wie  a^  und  a^,  b,  und  b^,  weiche  auf  den 
beiden  Kugeln  S^  und  S^  durch  parallele  Radien  J/,a,  und  M^a^, 
res^.  M,b^  und  M^b^  bestimmt  werden,  ähnlich  liegende  Punkte 
der  beiden  Kugein,  und  zwar  in  Bezug  auf  den  äußeren  Ähn- 
lichkeitspunkt A,  sobald  die  Kadien  Ji,«,  und  AJ^a^  den  glei- 
chen Sinn  hahen,  die  Verbindungsgerade  a^ag  also  durch  J.  geht. 

Ebenso  gut  kann  selbstverständlich  auch  von  ähnlich  liegenden 
Punkten  in  Bezug  auf  den  inneren  Ahnlichkeitspunkt  J  ge- 
sprochen werden;  dieselben  sind  Endpunkte  zweier  paralleler, 
aber  entgegengesetzt  gerichteter  Radien  der  beiden  Kugeln 
S,  und  iSj,  deren  Verbind ungsgerade  durch  den  inneren  Ähnlich- 
■  keitspunkt  J  führt.  Der  Beweis  hiefflr  stimmt  mit  jenem  für  den  vor- 
hergehenden Fall  vollkommen  überein. 

Hieraus  ist  zu  entnehmen,  dass  jede  beliebige,  durch  den  Ähn- 
lichkeitspunkt A  gezogene  Gerade  g  die  Kugeln  S,  und  S^  in  zwei 
Paaren  ähnlich  liegender  Punkte  a,,  a^;  &,,  b^  treffe. 

Betrachten  wir  aber  auch  die  Punktepaare  a,,b^  und  a^fh^,  welche 
nicht  ähnlich  liegen,  etwas  näher.  Vor  allem  ergeben  die  beiden 
Proportionen : 

Aa^  :  Aa^  =  B,  :  B^ 
und 

Ab,  :Ab.  =  B,  :  B„ 
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unmittelbar  die  dritte: 

Aa,  :X«„  =  Ab,  :  Ab^, 
woraus  folgt: 

Aa,.Äh^  =  Aa„.A/:,. 
Biese  Gleichung  sagt  aus,  dass  der  Äbnlichkeitspunkt  A  in  Bezug 
auf  das  Puuktepaar  a,  b„  dieselbe  Potenz  wie  in  Bezug  auf  das  Piinkte- 
paar  «36,  iialie. 

Nun  ist  aber  das  Product  Aa^  .  Ab^  für  jede  Lage  des 
Strahles  3  eonstaut  und  dem  "Werte  nach  gleich  der  Potenz  ä;!"  des 
Äbnlicbkeitspunktes  ^  in  Bezug  auf  die  Kugel  S^;   ebenso  ist 

Äa^.Ab^^Kj 
gleich  der  Potena  des  Ähnlichkeitspunktes  A  in  Bezug  auf  die  Kugel 
S,^.    Hieraus  folgt: 

Aa^.Ab,  X  Aa^^.Ab^^  K^^'.K^" 
oder,   weil  Aa,.Al^^=^  Äa^.Al,   ist, 

oder  auch 

Aa,.Ab.  =  Ab,.Aa^  =  K,.K„. 

Der  Wert  K,  .  K.j  ist  unabhängig  voa  der  Lage  des  Strahles  g, 
woraus  die  Folgerung  entspringt,  dass  der  Punkt  A,  in  Bezug  auf 
alle  Punktepaare  von  der  Beschaffenheit  a,,5„  oder  a^,b^  auf  der  Kugel, 
dieselbe  Potenz  habe. 

Dieses  Ergebnis  führt  unmittelbar  zu  dem  Resultate,  dass  die 
eine  Kugel  S,  stets  in  die  andere  S^  iüvers  verwandelt  werden 
kann,  wenn  man  den  Ähnlichkeitspunkt  Ä  als  Inversions- 
centrum, und  die  Größe  K^.K^,  d,  i.  das  geometrische  Mittel  aus 
den  Potenzen  des  Punktes  A  in  Bezug  auf  beide  Kugeln  S^  und  fi„, 
als  Inversionsmodul  annimmt.    Hiernach  gilt  der  Satz: 

äöl.  „Zwei  beliebig  im  Baume  gegebene  Kugeln  können  stets 
invers  ineinander  transformiert  werden ,  tvenn  man  den  ÄhnlichJceits- 
punkt  derselben  als  Inversionscentrum  und  das  geometrische  Mittel 
der  Fotensen  dieses  Punktes,  in  Beeng  auf  die  beiden  Kugeln,  als 
Inversionsmodiil  tvälilt." 

%.  284. 

Es  bedarf  wohl  keines  besonderen  Beweises ,  dass  auch  der 
innere  Ähnlichkeitspunkt  J  der  beiden  Kugein  5,  und  Sj  als 
Inversionscentrum  angenommen  Werden  kann,  nur  ist  diesfalls, 
wie  selbstverständlich,  der  Inversionsmodul  negativ,  also  gleich 
{ — JTj.JTj)  zu  nehmen. 
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Der  gefundenen  Etgenscliaft  gemäß  werden  wir  jeae  Punkte- 
paare, in  welchen  ein  beliebiger  Ähnliehkeitsstrahl  die  beiden 
Kugeln  trifft,  und  nicht  ähnlich  liegen,  als  „inverse  Punkte"  oder 
als  „iuvers  liegende  Punkte"  der  beiden  Kugeln  bezeichnen. 

Zu  dem  vorstehenden  Satze  können  wir  auch  ohne  jedwede  Kech- 
Eung  auf  folgende  Weise  gelangen. 

Ist  S  eine  beliebige  Kugel,  und  sind  K,  und  K^  zwei  auf  der- 
selben liegende  beliebige  Kreise ,  so  können  durch  diese  letzteren,  wie 
bekannt,  stets  zwei  Kegelflächen  zweiten  Grades  gelegt  werden. 

Dies  im  Auge  behaltend,  nehmen  wir  vorerst  zwei  beliebige 
Kugeln  /Si  und  S^  an,  und  erinnern  uns  de3  Satzes  197),  auf  Grund 
dessen  es  eine  unendliche  »Anzahl  von  Kugeln  iS„  gibt,  welche  die 
beiden  gegebenen  Kugeln  S^  und  Ä^  orthogonal  schneiden.  Die  !Mittel- 
punkte  dieser  Kugeln  sind  die  Punkte  der  Potenzebene  von  S^  und  S„. 

Wählen  wir  nun  eine  von  diesen  Orthogonal  kugeln  S^,  welche 
■die  beiden  Kugeln  ,S,  und  S^  in  den  beiden  Kreisen  K^  und  K^ 
schneiden  möge.  Durch  diese  beiden  Kreise  K,  und  K.^^  lassen  sich, 
weil  sie  auf  einer  und  derselben  Kugel  3^  liegen,  ohueweiters  zwei 
Kegelfiäehen  legen.  Sei  A  der  Scheitel  eines  dieser  zwei  Kegel.  — 
Nimmt  man  den  letztgenannten  Punkt  als  Inversionseentrum  und  die 
Potenz  desselben,  in  Bezug  auf  die  Kugel  S„,  als  Inversionsmodul  au, 
so  verwandelt  sich  diese  Kugel  S„  in  sich  selbst,  wobei  der  Kreis  A"j 
in  den  Kreis  Kq  übergeht. 

Die  Kugel  S,  ,  welche  durch  K,  geht,  und  längs  dieses  Kreises 
-die  Kugel  S„  orthogonal  schneidet,  übergeht  durch  Inversion  in  eine 
zweite  Kugel,  welche  durch  den  Kreis  jK^  geht,  die  Kugel  S^  eben- 
l'alls  orthogonal  schneidet,  und  daher  keine  andere  als  die  Kugel  Sg 
sein  kann. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Kngel  S^  durch  inverse  Transformation 
stets  in  die  Kugel  S^  verwandelt  werden  kann,  wenn  man  den  Punkt  Ä 
als  Inversionscentrum  und  dessen  Potenz  in  Bezug  auf  eine  Orthogonal- 
kugel der  beiden  Kugeln  S,  und  S^,  als  Inversionsmodul  annimmt. 

Nachdem  aber  bekanntlich  zwei  inverse  Kugeln  stets  einem  und 
demselben  Kegel,  dessen  Scheitel  das  Inversionscentrum  ist,  ein- 
geschrieben sind,  so  folgt,  dass  das  Inversionscentrum  J.  gleichzeitig 
einer  der  beiden  Ähnlichkeitspunkte  beider  Kugeln  S,  und  Sj  ist. 
Dies  gibt  vor  allem  den  Satz: 

553.  „Schneidet  man  gwei  heliehige  Kugeln  durch  eine  gemein- 
schaftlicJie  Orthogonalkugel ,  so  sind  die  Scheitel  der  beideit  durch  die 
ZTvei  Schnittkreise  gehenden  Kegelfläclien,  die  heiden  Ähnlichkeitfpmtkte 
der  gegebenen  zwei  Kugeln.^^ 
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§.  285. 

Berücksichtigt  man  ferner,  dass  sämmtlicbe  Kugeln,  welche  zwei 
gegeheae  Kugeln  orthogonal  schneiden,  ein  Kugelbündel  erzeugen, 
dessen  Potenzaehse  die  Centrale  dieser  beiden  Kugeln  ist,  und  dass 
jeder  Punkt  der  letzteren  die  gleiche  Potenz  in  Bezug  auf  alle  diese 
Orthogonalkugeln  besitzt,  so  ergibt  sich  auf  Grundlage  der  früheren 
Betrachtung  noch  der  Satz : 

253.  „Eine  Kugel  kann  invers  in  jede  beliä>ige  andere  Kugel 
transformiert  werden,  wenn  man  als  Inversi^nscentrum  einen  der 
beiden  ÄhnlichheitspunJite  beider  Kugeln,  und  als  Inversionsmodul 
die  Potenz  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  das  Bündel  der  OrtJiogonal- 
kugeln  heider  Kugeln  annimmt." 


Betrachtet  man  weiters  das  laversionscentruni,  d.  h.  den  Ähn- 
liehkeitspunkt  A  der  beiden  Kugeln  S,  und  S^  als  Centrum  eines 
Kugelgebüsches,  dessen  Potenz  der  Potenz  des  Punktes  J.  in  Bezug  auf 
das  Bündel  der  Orthogoaalkugeln  von  8^  und  S^  gleich  ist,  oder  mit 
anderen  Worten:  nimmt  man  A  als  Centrum  eines  Kugeigebüsehes  an, 
welches  das  Bündel  der  Orthogonalkugeln  von  ySi  und  S^  als  Bestand- 
theil  enthält,  so  wird  (nach  Satz  179)  jede  Kugel  dieses  Gebüsches, 
welche  eine  der  Kugeln  S,  und  Sg  berührt,  nothwendig  auch  die 
andere  berühren  müssen,  und  werden  die  beiden  Berührungspunkte 
zwei  „inverse  Punkte"  der  Kugeln  S,  und  S„  darstellen.  Dies 
ergibt  den  Satz: 

3ä4.  „Sämmtliche  Kugeln,  welche  swei  gegebene  Kugeln  be- 
rühren, gehören  demselben  Gebüsche  an,  wie  das  Bündel  der  Ortho- 
gonalkugeln  heider  Kugeln.  Das  Centrum  dieses  Gebüsches  ist  der 
eine  oder  der  andere  ÄknlichJceitspunJct  der  beiden  Kugeln.  Die  Be- 
rührungspunkte einer  Kugel  mit  den  beiden  gegebenen  Kugeln  sind 
stets  invers  liegende  Punkte  der  letzteren.'^ 

§.  287. 

Als  eine  weitere  Folgerung  ergibt  sieh  noch  eine  besondere 
Eigenschaft  der  Orthogonalkugel  des  Gebüsches. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  beiden  Kugeln  Ä,  und  Sn  aus  dem 
Centrum  A  in  einander  transformiert  werden  können ,  wenn  man  als 
Inversionsmodul  die  Potenz  K^  des  Punktes  A  in  Bezug  auf  die  Ortho- 
gonalkugeln von  S,  und  S^  annimmt,  und  dass  sämmtlicbe  Kugeln, 
welche  ,S,  und  8^  berühren,  demjenigen  Gebüsche  angehören,  welches 
einerseits  die  genannte  Potenz  und  andererseits  A  als  Centrum  besitzt. 
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Bei  der  angeföhrten  luversion  verwandelt  sich  die  Oitliogonalitugel 
dieses  Gebüsches  Punkt  für  Punkt  in  sich  selbst  und  die  Kugel  S, 
wird  iu  die  Kugel  *5j  überführt.  Gesetzt  nun,  die  Kugel  S,  schneide 
die  eben  erwähnte  Orthogonalkugel,  so  mass  durch  den  Schnittkreis, 
da  dieser  sich  selbst  entspricht,  auch  die  inverse  Kugel  &  gehen. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  die  fragliche  Orthogonalkugel  keißO 
andere,  als  jene  Kugel  sein  könne,  welche  den  Ähnliehkeitspuiikt  A 
zum  Mittelpunkte  hat  und  durch  den  reellen  oder  imaginären  Schnitt- 
kreis der  beiden  Kugeln  S,  und  S^  geht,  oder  was  dasselbe  ist,  dem 
durch  Ä'i  und  S^  bestimmten  KugelbDschel  angehört.  Dies  gibt 
den  Satz: 

255-  „Sowohl  die  Orthogonalkugeln  zweier  heliebig  gegebenen 
Kugeln,  als  auch  jene  Kugeln,  welche  die  beiden  gegebenen  Kugeln 
gleichseitig  berühren,  gehören  m,vei  versehiedenen  Kugelgehüschen  an} 
die  Orthogonalkugeln  dieser  beiden  Gebüsche  sind  jene  beiden  Kugeln 
des  durch  die  gegebenen  swei  Kugeln  bestimmten  Kwgelbüschels,  welche 
die  beiden  AhnlicTikeitspunJcte  der  letzteren  als  Mittelpimhte  besitzen." 


Der  vorstehende  Satz  gestattet,  wie  eine  einfache  Betrachtung 
lehrt,  noch  eine  Erweiterung. 

Seien  wieder  S,  und  S^  zwei  beliebig  gegebene  Kugeln,  die 
sich  in  einem  Kreist  K  schneiden  mögen.  Diesen  Kreis  können  wir 
anstandslos  immer  reell  annehmen,  da  die  Resultate  natürlich  auch 
dann  gelten  werden,  wenn  er  imagmär  ist. 

Der  Ähnliehkeitspunkt  der  beiden  Kugeln,  für  welchen  wir,  um 
einen  bestimmten  Fall  ^oi  Augen  zu  haben,  den  äußeren  wählen 
wollen,  sei  A,  Dies  vorausgesetzt,  wird  die  im  vorhergehenden  Satae 
genannte  OrthogonalkugeJ  die  Kugel  Ä^  sein,  welche  den  Mittelpunkt 
A  besitzt  und  durch  den  Kreis  K   geht. 

Zu  den  Punktepaaren  jenes  Gebüsches,  welches  diese  Kugel  S^ 
zur  Orthogonalkugel  hat,  gehören,  wie  aus  den  früheren  Betrachtungen 
klar  wurde,  auch  sämmtliche  Paare  inverser  Punkte  der  beiden  Kugeln 
5,  und  Äs- 

Hievon  kann  man  sieh  auch  direct  durch  folgende   Betrachtung 


Zieht  man  durch  A  einen  beliebigen  Strahl  g  nach  irgecd 
einem  Punkte  a  des  Kreises  K,  so  wird  derselbe  die  beiden  Kugela 
(S,  und  Sj  in  zwei  Paaren  inverser  Punkte  treffen,  wovon  jedoch  das 
eine  Paar  in  a  zusammenfällt.  Es  ist  sonach  das  Quadrat  von  Aa 
die  Potenz  des  Punktes  A  in  Bezug  auf  alle  Paare  invers  liegender 
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Punkte,  imd  wird  folglich  die  Kugel  S,,,  welche  den  Kadius  Aa  be- 
sitzt, die  Orthogocalkugel  für  diese  Punktepaare  sein. 

Nimmt  man  den  Punkt  Ä  als  Inversionseentrnm  und  das  Qaa- 
i3rat  des  Kngelradius  von  S^  als  Inversionsmodul  an ,  so  verwandelt 
sieh  die  Xugel  S,  in  die  Kugel  8,,  während  die  Kugeln,  Kreise  und 
Punktepaare  des  Gebüsches  5,,  in  sich  selbst  transformiert  werden. 

Sind  demnach  «,  und  6„  zwei  beliebige  inverse  Punkte  der  hei- 
den  Kugeln  S,  nnd  S^,  so  repräsentieren  dieselben  auch  ein  Punkte- 
paar des  Gebüsches  S„  und  jede  durch  diese  Punkte  gelegte  Kugel  2; 
gehört  sodann  selbstverständlich  dem  Gebüsche  an. 

Eine  solche  Kugel  wird  durch  Inversion  in  sich  selbst  trans- 
formiert und  die  Kugel  S,  übergeht  hierbei  in  S„;  es  ranss  daher 
(nach  Satü  179)  jener  Winkel,  unter  welchem  sich  die  Kugeln  S^  und 
27  schneiden,  demjenigen  Winkel,  unter  welchem  sieh  die  ihnen  inversen 
Kugeln  S^  nnd  27  treffen,  gleich  sein.  Wir  sehen  also,  dass  jede 
Kugel,  welche  durch  :;wei  inverse  Punkte  der  Kugeln  i9,  und  S^  ge- 
legt wird,  diese  Kugeln  unter  gleichen  Winkeln  schneidet. 

Nimmt  man  umgekehrt  eine  beliebige  Kugel  des  Gebüsches  3^, 
an,  so  wird  einerseits  in  Bezug  auf  die  Gleichheit  der  Winkel  daf- 
seihe  gelten,  andererseits  aber  auch  klar  hervorgehen,  dass  besagte 
Kugel  durch  eine  unzählige  Menge  von  Paaren  inverser  Punkte  der 
beiden  Kugeln  »S,  und  S„^  gehe. 

Sind  nämlich  ff,  und  ffj  jene  beiden  Kreise,  in  denen  eine  solche 
Kugel  die  beiden  Kugeln  S,  und  <S,  schneidet,  so  sind  diese  Kreise 
offenbar  selbst  invers  und  liegen  daher  auf  einer  Kegelfiäche,  welche 
das  Inversionscentrum  A  zum  Scheitel  hat.  Jede  Erzeugende  dieses 
Kegels  trifft  somit  die  beiden  Kreise,  also  auch  die  Kugeln  S,  und 
1S2  in  einem  inversen  Punktepaar,    Dies  gibt  den  Satz: 

256.  „Sind  zwei  heli^ige  Kugeln  gegeben  und  bestimmt  man  in 
dem  durch  sie  gegebenen  Kugelbüschel  jene  Kugel,  welche  einen  der 
ieiden  ÄhnUchkeitspunkte  swm  Mittelpunkte  hat,  so  ist  diese  die  Orfko- 
gonalkugel  eines  Kugelgebüsclies,  dessen  sämmüiche  Kugeln  die  beiden 
gegebenen  Kugeln  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  also  specielt 
auch  berühren  oder  orthogonal  schneiden." 


Wenn  man  berücksichtigt,  dass  alle  Kugeln,  welche  durch  zwei 
feste  Punkte  gehen,  ein  Kugelhündel  erzeugen  und  weiters  beachtet, 
dass  durch  zwei  inverse  Punkte  der  Kugeln  S,  und  S,,  ein  Kugel- 
hündel gelegt  werden  kann,  welches  dem  nämlichen  Gebüsche  Sg  wie 
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das  Bündel  der  Orthog'onalkugelu  ton  iS,  und  S,  angehört  und  mithin 
mit  demselben  ein  Kugelbüschel  gemein  haben  muss,  so  folgt  uiimittel- 
fcar  der  nachstellende  Satz: 

257.  „Sämmtliche  Kugeln,  welche  durch  irgend  ein  Paar  mverscr 
Punkte  sweier  Kugeln  gehen,  erseugen  ein  Bündel ;  dieselben  schneiden 
die  beiden  Kugeln  stets  unter  'gleichen  Winkeln.  Insbesondere  gibt 
es  in  dem  Kugelbändel  ein  Ktigelbüschel,  dessen  Elemente  beide  Kugeln 
orthogonal  schneiden;  dagegen  existiert  nur  eine  einzige  Kugel,  tvelche 
die  beiden  Kugeln  berührt." 

§.  290. 

Durch  zwei  beliebige  Paare  inverser  Punkte  zweier  Kugeln  lässt 
sich,  da  sie  in  Bezug  auf  A  gleiche  Potenzen  haben,  stets  ein  Kreis 
K  legen.  Während  die  eine  der  beiden  Kugeln  durch  Inversion  aus  A 
in  die  andere  übergeht,  verwandelt  sich  der  Kreis  K  in  sich  selbst 
und  es  ist  daher  klar,  dass  er  die  beiden  gegebenen  Kugelu  unter 
gleichen  Winkeln  schneiden  muss.  Dies  Ergebnis  führt  zu  dem 
Satze: 

25S.  „Durch  irgend  ewei  Paare  inverser  Funkte  eweier  Kugeln 
lässt  steh  stets  ein  Kreis  legen;  derselbe  schneidet  die  beiden  Kugeln 
unter   gleichen   Winkeln." 

Auf  demselben  Wege  kann  die  Richtigkeit  des  folgenden  allge- 
meineren Satzes  eingesehen  und  gerechtfertigt  werden:; 

359.  „Jeder  Kreis,  welcher  durch  ein  Paar  inverser  Punkte 
zweier  Kugeln  beliebig  gelegt  tvird,  schneidet  beide  Kugeln  unter 
gleichen   Winkeln.'^ 

g.  291. 

Wir  wollen  nun  die  vorhergehenden  Sätze  unter  der  Voraus- 
setznng  specialisieren,  dass  die  eine  der  gegebenen  Kugelu  S, 
und  iSj  unendlich  klein  werde,  sich  also  auf  einen  Punkt  s, 
redueiere. 

Zunächst  ist  einleuchtend,  dass  sich  bei  unbegrenzter  Abnahme 
des  Eadius  von  S^,  die  Ähnlichkeitspunkte  von  S^  und  S„  immer  mehr 
dem  Punkte  s^  nähern  werden,  bis  dieselben  endlich,  wenn  der  Radius 
gleich  Null  wird,  also  8^  auf  die  Punkt kugel  s^  redueiert  erscheint, 
mit  demselben  zusammenfallen. 

Irgend  eine,  durch  den  nunmehr  mit  s^  zusammenfallenden  Ähn- 
liohkeitspunkt  A  gehende  Gerade  g  trifft  die  Punktkugel  s^  in  zwei 
Punkten  a,  und  b^,  die  beide  mit  Sj  zusammenfallen,  während  die- 
selbe Gerade  die  Kugel  S,  in  zwei  Punkten  «^  und  b^  schneidet. 
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Nimmt  man  Sj  als  Ic?ersionscentmm  an  und  setzt  man  den 
Inversionsmodul  gleich  Null,  so  verwandelt  sieh  jeder  Punkt  des 
Kanmes  invers  in  den  Punkt  Sj.  Es  sind  sonach  s^  und  a^  ebensowohl 
als  Sj  und  \  Paare  iaverser  Punkte. 

Da  ferner  die  die  Punktkugel  berührenden  Kugeln  durch  den 
sie  vertretenden  Punkt  gehen,  so  folgt,  dass  alle  Kugeln,  welche  durch 
S]  führen  uad  die  Kugel  S^  berühren,  dem  Kugelgebüsch  mit  dem 
Centrum  s,  und  der  Potenz  Null  angehören. 

Ferner  ist  klar,  dass  jede  Kugel  des  Gebüsches,  d,  h.  jede  be- 
liebige durch  Si  gehende  Kugel  die  Punktkugel  uad  die  Kugel  S.^ 
unter  gleichen  Winkeln  (da  der  Schnittwinkel  mit  der  ersteren  über- 
haupt ganz  unbestimmt  ist)  sehneiden  wird. 

§.  292. 

Zu  hestimmteren  Kesultateo  gelangt  man,  wenn  vorausgesetzt 
wird,  dass  der  Kadius  der  einen  von  den  beiden  Kugeln  S^  und  S„ 
unendlich  groß  werde,  dass  diese  Kugel  also  in  eine  Ebene 
übergehe. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Behufe  wieder  zwei  beliebige  Kugeln 
iS'i  und  S,/,  der  Ähnlichkeitsponkt  beider  sei  A  und  Sa  stelle  die 
Orthogonalkugel  aller,  die  beiden  Kugeln  jSj  und  S^  unter  gleichen 
Winkel  schneidenden  (also  auch  speciell^aller  orthogonal  schneidenden 
und  berührenden)  Kugeln  dar,  repräsentiere  also  diejenige  Kugel, 
welche  A  zum  Mittelpunkt  hat  und  durch  den  Schnittkreis  K  von  jS, 
und  8.^  gebt. 

Wählen  wir  jetzt  auf  der  einen  Kugel,  etwa  auf  Sg  ein  beliebiges 
Inversioascentrum  M  und  transformieren  wir  alle  Kugeln,  so  über- 
gebt: 

a)  Die  Kugel  iS,  wieder  in  eine  gewisse  Kugel  S\\ 

l)  die  Kugel  S^,  auf  welcher  das  Inversionscentrum  M  liegt,  in 
eine  Ebene  SU; 

c)  der  Kreis  K,  als  Schnittkreis  von  S,  und  Sj,  in  jenen  Kreis 
K',  in  welchem  sieh  die  transformierte  Kugel  5"^  und  die  Ebene  S'i 
schneiden ; 

d)  die  Kugel  Sa,  welche  durch  den  Kreis  K  geht,  in  eine 
Kugel  S'a,  die  durch  den  transformierten  Kreis  K'  führt,  und  endlieb 

e)  das  Gebüsch  aller  die  beiden  Kugeln  S,  und  fi,  unter  gleichen 
Winkeln  schneidenden  Kugeln,  welches  die  Kugel  Sa  zur  Orthogonal- 
kugel hat,  wieder  in  ein  Gebüsch  von  Kugeln,  welcher  die  Kugel  S'a 
als  Orthogonalkugel  zukömmt  und  dessen  sämmthehe  Kugeln  die 
Kugel  S\  und  die  Ebene  Ä*,  unter  gleichen  Winkeln  scheiden. 
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Hieraus  erhellt,  dass  alle  Eigenschaften,  welche  im  Vor- 
hergehenden für  zvfei  Kugeln  aufgestellt  wurden,  auch  dann  erhalten 
bleiben,  wenn  man  der' eioen  dieser  Kugeln  eine  Ebene  suhstituiert. 
Dies  Ergebnis  liefert  vorderhand  den  Satz: 

360.  ^Sämmiliche  Kugeln,  welche  eine  gegebene  Ebene  und  eine 
gegä}eno  Kugel  unter  gleichen  Winkeln  schneiden  {also  auch  speciell 
orthogonal  schneiden  oder  berühren) ,  gehören  einem  Oehüsche  an, 
dessen  Orthogonalkugel  durch  den  (reellen  oder  imaginären)  Schnitt- 
kreis der  gegebenen  Ebene  und  der  geg^enen  Kugel  geht." 

Es  ist  selbst verstäadlich,  dass,  wenn  bei  der  vorigen  Betrachtung 
vom  zweiten  oder  inneren  Ähnliebkeitspunkte  ausgegangen 
worden  wäre,  man  ein  zweites  Gebüsch  von  der  gleichen  Bedeutung 
erhalten  hätte. 

§.  293. 

Untersuchen  wir  die  Lage  der  Orthogoualkugeln 
dieser  beiden  Gebüsche  etwas  näher. 

Sei  E  irgend  eine  Ebene  und  S  eine  beliebige  Kugel,  welche  die 
Ebene  E  in  dem  {reellen  oder  imaginären)  Kreise  K  schneiden  möge. 

Da  wir  soeben  gefunden  haben ,  dass  bezüglich  der  sich  unter 
gleichen  Winkeln  schneidenden  Kugeln  alle  Eigenschaften  dieselben 
bleiben,  wie  im  Falle  zweier  Kugeln,  so  können  wir  unmittelbar  von 
dem  Satze  260)  Gebrauch  machen  und  das  dort  Gesagte  in  richtiger 
Weise  auf  den  vorliegenden  Fall  anwenden. 

Gestützt  auf  den  eben  angeführten  Satz  erzeugen  jene  Kugeln, 
welche  die  Ebene  E  uud  die  Kugel  S  unter  gleichen  Winkeln  schnei- 
den, zwei  verschiedene  Kugelgebüsche,  von  welchen  das  eine  den  einen 
Ähnlichkeitspunkt  von  _E  und  S,  das  andere  dagegen  den  zweiten 
Ähnliehkeitspunkt  von  E  uud  Ä  als  Centrum  hat  und  deren  Ortho- 
gonalkugeln  durch  den  Kreis  K,  welchen  E  und  S  gemein  haben, 
gehen. 

Es  fragt  sieh  nunmehr  noch  um  die  Lage  der  beiden  Ähn- 
fichkeitspunkte  einer  Kugel  S  und  einer  Ebene  E.  Hier- 
über gibt  eine  einfache  Greazbetrachtung  Aufsehluss. 

Denken  wir  uns  zwei  Kugeln  S  und  S'  und  den  diesen  beiden 
Kugeln  umschriebenen  Kegel,  dessen  Seheitel  A  sei.  Setzen  wir  weiters 
die  Kugel  3  als  unveränderlich  voraus,  während  der  Radius  der  Kugel 
S'  ohne  ünterlass  wachsen  möge. 

Gemäß  dieser  letzteren  Annahme  wird  gleichzeitig  der  den  beiden 
Kugeln  umschriebene  Kegel  immer  stumpfer,  wälirend  dessen  Scheitel 
A  sich  immer   mehr   und  mehr  der  Peripherie  der  Kugel  S  nähern 


Hosted  by 


Google 


wird.  Gehen  wir  hierbei  "bis  zur  äußersten  Grenze  vor,  d.  i.  bis  der 
Eadius  der  Kugel  S'  unendlich  groß  wird,  diese  letztere  Kagel 
also  in  eine  Ebene  E  übergeht.  Diesfalls  verwandelt  sich  der  den 
Kugeln  S  und  3'  umschriebene  Kegel  in  eine  zav  Ebene  E  parallele 
Tangentialebene  der  Kugel  S  und  dessen  Scheitel  A  in  den  Berüh- 
rungspunkt dieser  Ebene.  Die  aweite  zu  E  parallele  Berührebene  der 
Kugel  S  hat  sodann  als  Berührungspunkt  den  zweiten  Ähnlichkeits- 
punkt I  von  S  und  E. 

Dieäer  Betrachtung  ist  hiernach  zu  eutnehmen,  dass  die  beiden 
Ähnliclikeitspunkte  einer  Kugel  S  und  einer  Ebene  E  die  Berührungs- 
punkte der  ersteren  mit  den  zu  der  letzteren  parallelen  Tangential- 
ebenen sind,  oder  was  dasselbe  ist,  mit  den  Endpunkten  des  aur  Ebene 
E  senkrechten  Durehmessers  der  Kugel  S  zusammenfallen.  Man  er- 
hält somit  als  Speeialsatz: 

261.  „SämmtUcke  Kugeln,  welclie  eine  Ebene  und  eine  Kugel 
tmter  gleichen  Whikeln  schneiden  (also  insbesondere  auch  orthogonal 
schneiden  oder  berufen),  bilden  swei  Kugelgebvsehe.  Die  Orfhogonal- 
Jcugeln  dieser  beiden  Gebüsche  gehen  durch  jenen  Kreis,  ivelehen 
die  gegebene  Kugel  mit  der  gegebenen  Ebene  gemein  hat  und  ihre 
MittelpunMe  sitid  dieEndpunMe  des  zur  gegebenen  Ebene  senkrechten 
Durchmessers  der  gegebenen  Kugd." 

§.  294. 

Durch  nachstehende  Betrachtung  gelangen  wir  auch  direet  au 
gleichem  Resultate. 

Sei  S  eine  gegebene  Kugel  und  E  eine  gegebene  Ebene,  welche, 
um  einen  bestimmten  Fall  vor  Äugen  zu  haben,  eine  solche  Lage 
habe,  dass  sie  die  Kugel  S  in  einem  reellen  Kreise  K  schneide. 
Ferner  sei  A  der  eine  Endpunkt  des  zu  E  senkrechten  Durchmessers 
der  Kugel  S;  es  ist  also  die  Taugentialebene  der  Kugel  'S  im  Punkte 
A  parallel  zur  Ebeoe  E. 

Nach  Satz  177)  ist  es  immer  möglich,  die  Kugel  S  durcb  In- 
version in  die  Ebene  E  zu  transformieren.  Es  genügt  zu  diesem 
Zwecke,  den  Punkt  A  als  Inversionscentrum  anzunehmen  und  als  In- 
versionsmodul  das  Product  aus  dem  Durchmesser  der  Kugel  S  und 
dem  Abstände  des  Punktes  A  von  der  Ebene  E  vorauszusetzen.  Die 
Punkte  des  Kreises  K  sind  selbstentsprechend,  woraus  folgt,  dass  jene 
Kugel  S„,  welche  A  zum  Mittelpunkte  hat  und  durch  den  Kreis  K 
geht,  alle  selbstentsprechenden  Puakte  enthält,  und  dass  deren  Radius 
der  Quadratwurzel  aus  dem  Inverfionsmodul  gleich  sei. 
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Ziehen  wir  diireh  A  eiue  tieliebige  Gerade  g,  welche  die  Kugel 
S  im  Punkte  a  und  die  Ebene  E  im  Punkte  i  treffen  möge,  ^o  sind 
diese  Pnnkte  einander  invers  entsprechend  und  können  als  conjn- 
gierte  Punkte  jenes  KugelgebQsches  betrachtet  werden,  welches  die 
Kugel  S„  zur  Orthogonalkuge!  hat.  Legt  man  daher  durch  die  beiden 
Punkte  a  und  h  eine  beliebige  Kugel  2,  so  gehört  diese  dem  genannten 
Gebüsche  an. 

Transformiert  man  invers  in  der  vorangegebenen  Weise,  so  ver- 
wandelt sich  die  Kugel  27  in  sich  selbst,  die  Kugel  S  aber  in  die 
Ebene  £'  und  es  wird  mithin  der  Winkel,  unter  weichem  sieh  die 
Kugeln  S  und  2  schneiden,  jenem  Winkel  gleich  sein,  unter  welchem 
die  Kugel  U  der  Ebeue  E  begegnet.  Hiemit  ist  die  Richtigkeit  des 
letztangeführten  Satzes  aucb  direct  erwiesen. 

Denken  wir  uns  speeieil  diejenige  Kugel  H  coustruiert, 
welche  durch  die  Punkte  a  und  b  geht  und  die  Ebene  E 
in  b  berührt,  so  wird  dieselbe  offenbar  auch  die  Kugel  S  berühren 
müssen. 

Dasselbe  gilt  von  allen  invers  liegenden  Punktepaaren,  d.  h.  von 
all'  jenen  Puaktepaaren,  welche  sich  als  Schnitte  der  Kugel  S  und 
der  Ebene  E  mit  einem  beliebigen,  durch  A  gehenden  Strahle  ergeben. 
Wir  erhalten  demnach  unmittelbar  als  zweiten  Satz: 

S63.  „Ist  eine  Kugel  und  eine  beliebige  Ebene  gegeben  und  sieht 
man  durch  den  einen  oder  anderen  Eitdpunkt  des  mi  der  Ebene  senk- 
rechten Kugeldurchmessers  einen  beliebigen  Strahl,  so  schneidet  dieser 
die  Kugel  und  die  Ebene  in  je  einem  Funkte,  welche  Punkte  alUmal 
Beri^rimgspunläe  einer  und  derselben  Kugel  slnd.'^ 

§.  295. 

Was  den  Fall  anbelangt,  wenn  wir  statt  der  beiden  Engeln  ä, 
und  Si  die  Ebenen -E,  und  E^  voraussetzen,  so  ist,  infolge  der  Sym- 
metrie dieser  beiden  Ebenen  gegen  ihre  zwei  Winkelhalbier- 
ebenen H,  «nd  IJq,  sofort  einleuchtend,  dass  jede  Kugel,  die  ihren 
Mittelpunkt  auf  H,  oder  B^  hat,  die  Ebenen  -E,  «nd  E„  unter  gleichen 
Winkeln  sehneiden  müsse  (speeieil  berühre),  dass  also  die  beiden  Ge- 
büsche der  Kugeln,  welche  die  gegebenen  Ebenen  unter  gleichen  Win- 
kel a  schneiden ,  zwei  symmetrische  Kngelgebflsehe  sind, 
deren  Symmetrieebenen  die  Winkelhalbierebenen  i/,  und 
-Hj  sind. 

Ein  besonderes  Verhalten  zeigen  diesfalls  auch  jene  Kugeln, 
welche  die  beiden  Ebenen  E^  und  J5„  orthogonal  schneiden. 
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Da  Kämlich  eine  Kugel  eine  Ebene  nur  dann  orthogonal  schneidet, 
wenn  deren  Mittelpunkt  auf  dieser  Ebene  liegt,  so  ist  einleuchtend, 
dass  die  Mittelpunkte  aller  Orthogoaalkugeln  der  beiden  Ebenen  .E, 
und  i?j  auf  der  Schnittgeraden  der  letzteren  liegen  müssen. 

Zu  diesen  Ortliogonalkugeln  der  Ebenen  E,  und  £j  sind  auch 
die  auf  denselben,  also  auf  der  gemeinschaftlichen  Schnitt- 
geraden senkrecht  stehenden  Ebenen,  als  Kugeln  von  unend- 
lich großem  Radius,  zu  rechnen. 

Eudlicli  gehören  zu  den  degenerierten  Kugeln,  welche  E^  und 
JEj  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  auch  alle  jene  Ebenen, 
welche  auf  den  beiden  Symmetrieebeuen  senkrecht  stehen, 
d.  h,  alle  Ebenen,  welche  den  beiden  symmetrischen  Kugelgebüseben 
mit  den  Orthogonalebenen  H,  und  H^  angehören. 

Da  die  Centra  symmetrischer  Kugelgebflsche  die  unendlich  fernen 
Punkte  der  zu  ihren  Orthogoualebenen  senkrechten  Geraden  sind,  so 
hat  man  als  inverse  Punkte  der  beiden  Ebenen  E^  und  E^  jene  zu 
betrachten,  deren  Verbin  dun  gsgeraden  auf  fi,  oder  j^j  senkrecht  stehen. 

§.  296. 

Schließlich  wollen  wir  noch  einen  besonderen  Fall  auch  schon 
deswegen  anfuhren,  weil  sich  eine  sehr  interessante  Folgerung  aus 
demselben  ziehen  lässt. 

Es  ist  dies  nämlich  jener  Fall,  in  welchem  das  Gebüsch  aller 
Kugeln,  welche  zwei  Kugeln  unter  gleichen  Winkein 
schneiden,  ein  symmetrisches  wird,  also  nicht  eine  Ortho- 
gonalkugel, sondern  eine  OrthogonalBbene  besitzt,  ohne  dass, 
wie  vorher,  die  beiden  Kugeln  in  Ebenen  zu  übergehen  brauchen. 

Dieser  Fall  tritt  offenbar  nur  dann  ein,  wenn  die  beiden 
Kugeln  gleich  groß    sind. 

Sind  nämlich  zwei  Kugeln  S,  und  ß,  gleich  groß,  so  sind  die- 
selben gegen  jene  Ebene,  welche  ihre  Centrale  halbiert  und  auf 
derselben  senkrecht  steht,  symmetrisch.  Jede  Kugel,  welche  auf 
dieser  Ebene  ihren  Mittelpunkt  hat,  zeigt  'gegen  die  beiden  Kugeln 
S,  und  Äj  ein  symmetrisches  Verhalten,  schneidet  also  auch  beide 
stets  unter  gleichen  Winkeln.  Hieraus  folgt,  dass  das  Gebüsch  der 
sich  unter  gleichen  Winkein  schneidenden  Kugeln,  mit  Beibehaltung 
der  vorgenannten  Ebene,  als  gleichzeitige  Symmetrie-  und 
nalebene,  ein  symmetrisches  ist. 

Halten   wir    dies   fest   und  setzen  wir  zwei  belieb: 
Kugeln  S^   und  S^    voraus.    Sg   sei    die    Orthogonalkugel  des  einen 
Kugeigebusches,    dessen  Kugeln  die  beiden  gegebenen  Kugeln  S,  und 
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S^,  unter  gleichen  Wiokeln  schneiden,  d.  i.  also  eine  Kugel,  welche 
als  Mittelpunkt  einen  der  beiden  Ahnlichkeitspnnkte  A  von  ■§,  unil 
i9j  hat  und  durch  den  (reellen  oder  imaginären)  Schaittkreis  von  S, 
und  3^  geht. 

Nehmen  wir  auf  dieser  Orthogonalkugel  S^  einen  beliebigen 
Punkt  M  als  Inversionscentrum  an  und  setzen  wir  einen  ganz  will- 
kürlichen Inversionsmodul  voraus,  so  werden  die  beiden  Kugeln  S^  und 
5,  in  zwei  andere  Kugeln  S\  und  S'^  transformiert,  während  die  Kugel 
iSfl,  da  sie  das  Inversionscentrum  M  enthält,  in  eine  Ebene  S'„  über- 
geben wird.  Ferner  verwandelt  sich,  da  bei  der  Inversion  alle  Winkel 
unverändert  erhalten  bleiben,  das  Gebüsch  jener  Kugeln,  die  ortho- 
gonal zu  3„  sind  und  mithin  S,  und  S2  unter  gleichen  Winkeln 
schneiden,  wieder  in  ein  Gebüsch,  dessen  Kugeln  die  beiden  trans- 
formierten Kugeln  S\  und  3'^  unter  gleichen  Wiükeln,  die  Ebene  5'^ 
aber  orthogonal  sehneiden. 

Hieraus  folgt,  dass  das  transformierte  Gebüsch  ein,  mit  der 
Orthogonalebene  5'„  symmetrisches  sei,  und  dass  daher  die  beiden 
transformierten    Kugeln    3\    und    S'^    iiothwendig   gleich   groß   sein 


i  gilt  von  jedem  anderen  Punkte  M  auf  der  Kugel  3g, 
als  InversioDScentrum.  Aber  auch  die  sämmtliclien  Punkte  der  Ortho- 
gonalkugel des  zweiten  Kugelgebüsches,  dessen  Kugeln  3,  und  Sn 
sich  unter  gleichen  Winkeln  sehneiden,  d.  h.  jener  Kugel,  die  den 
anderen  Ähnlichkeitspunkt  als  Centrum  hat  und  durch  den  Schuitt- 
kreis  von  S^  und  Ä,  geht,  haben  dieselbe  Eigenschaft,  Daher  der 
Sata: 

263.  „Ztcd  beliebige  ungleich  große  Kugeln  können  durch  In- 
version stets  in  zwei  gleichgroße  transformiert  icerden;  es  genügt  sii 
diesem  Zieecke,  das  Inversionseentrum  auf  einer  jener  beiden  Kugeln 
anzunehmen,  welche  2M  dem,  äti/rch  die  beiden  gegebenen  Kugeln  be- 
stimmten Kugelbüschel  gehören  und  deren  MittelpitnMe  die  Ahnlich- 
keitspunkte  der  beiden  gegebenen  Kugeln  sind." 

%.  297. 

Gegenseitige  Beziehnng  dreier  Kugeln,  Entwicklan^  der  Eigenschaften 
in    Bezug    auf     deren    Ähnliclikeits punkte    und    der    sie    beriilirenden 

Kugeln. 

Betrachten  wir  drei  beliebige  Kugeln,  und  versuchen  wir  deren 
Eigenschaften,  welche  sie  in  Bezug  auf  ihre  Ähnlichkeitspunkte  und 
die  sie  berührenden  Kugeln  besitzen,  za  entwickeln. 
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Die  drei  beliebigen  Kugeln  seien  S„  S^  und  >S.^,  Nelimeü  wir, 
um  die  Betrachtung  möglichst  einfach  zu  gestalten,  die  Central- 
ebene  derselben,  d.  b.  die  Ebene,  welche  durch  die  drei  Kugelmittel- 
piinkte  C.,  C5  und  C3  (Taf.  XIII,  Fig.  70)  geht,  als  Zeichnungsehene  an. 

Die  ÄhDlichkmtspunkte  A^  und  J3  der  beiden  Kugeln  S,  und  äq, 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  Scheitel  der  den  beiden  Kugeln  S,  und  S^ 
nmschriebenen  Kegel,  liegen,  wie  aus  dem  Vorhergegangenen  bekannt, 
auf  der  Geraden  C^C^,  weiche  die  Mittelpunkte  dieser  Kugeln  ver- 
bindet, «nd  theilen  die  Strecke  C,  C^  äußeriicli  oder  beziehungsweise 
innerlich  im  Verhältnisse  der  beiden  Kugelradien  B,  und  B,.. 

Analoges  gilt  von  den  beiden  Ähnlichkeitspunkten  A.^  und  Zj  der 
Kugeln  >S,  und  S^,  sowie  auch  von  den  Ähulichkeitspiinkten  Ä,  und 
7j  der  Kugeln  S.^  und  S^. 

Die  so  erhaltenen  sechs  Ähulichkeitspunkte  liegen  sämmtlich  in 
der  Ceutralebene  C^C^Q  der  drei  Kugeln  S, ,  S^  und  S^.  Wie 
unschwer  zu  erkennen,  sind  C,,  C3,  A^  und  J,  vier  harmonische 
Punkte,  und,  wie  leicht  einzusehen,  gilt  das  Gleiche  auch  von  Cj,  C3, 
j1,    und  I,   und  von  C3,  C,,  A„  und  X^- 

Verbinden  wir  irgend  awei  beliebige  dieser  sechs  Ähnlichkeitä- 
pnnkte,  etwa  A^  und  A^  durch  eine  Gerade  «,  und  denken  wir  uns 
dnrch  dieselbe  die  beiden  möglichen  TaugeutialebeDen  an  die  Kugel  S^ 
gelegt. 

Es  ist  diesbezüglich  sofort  klar,  dass  diese  beiden  Ebenen  auch 
jene  zwei  Kegelflächen  berühren  müssen,  welche  aus  A^  und  A^  der 
Kugel  Ä,,  und  mithin  auch  den  beiden  Kugeln  Sj  uad  ä,  umschrieben 
sind.  Als  solche  müssen  aber  wiederum  diese  beiden  Ebenen  auch  die 
letztgenannten  Kugeln  S^  und  S^,  und  folglich  auch  den  diesen  letz- 
teren gemeinschaftlich  umschriebenen  Kegel  berühren.  Hieraus  folgt 
aber  weiter,  dass  die  eben  bezeichneten  Ebenen  den  Scheitel  A^  dieses 
Kegels  enthalten  müssen,  oder,  was  dasselbe  ist,  dass  ihre  Schnitt- 
gerade, welche  keine  andere  als  die  Gerade  AiA^^  ist,  durch  den 
Scheitel  A^  gehen  muss. 

Wie  nunmehr  ohneweiters  zu  erkennen,  müssen  die  drei  äußeren 
Ähnliehkeitspunkte  J,,,  A^  und  A^  auf  einer  und  derselben  Ge- 
raden a  liegen.  Noch  bedarf  es  aber  des  Nachweises,  dass  der  vorher 
auf  der  Verbind uugsgeraden  der  beiden  äußeren  Ähnlichkeitspunkte -4, 
und  A^  bestimmte  dritte  Ähnlichkeitspunkt  A^  thatsächlich  auch  der 
dritte  äußere  Ähnlichkeitspunkt  sein  müsse  und  kein  innerer 
sein  könne. 

Der  Vorausietaung  gemäß  liegt  Ä^  außerhalb  der  Strecke  C\  C^ 
und    A^    außerhalb    der   Strecke  CjC^.     Das    Dreieck    C,CnCs   Hegt 
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mithin  ganz  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Geraden  AjÄ„,  und 
kann  daher  die  dritte  Seite  C7,  G,  des  Dreiecks  von  ^,  ^^  ^'^<^^'  ""'" 
in  ihrer  Veriängerung  getroiFeii  werden. 

Verbindet  man  einen  äußeren  Ähnlichkeitspunkt  Ai  mit  einem 
ian er  en  Ähnlichkeitspunkte  /^  durch  eine  Gerade  i^,  so  liefert  eine 
Wiederholung  der  eben  angestellten  Betrachtungen  das  Resultat,  dasa 
diese  Gerade  ebenfalls  noch  einen  dritten  Äbnlichkeitspunkt  enthalten 
müsse,  welcher  aber  nothwendig  ein  innerer  sein  wird. 

Wäre  nämlich  besagter  Punkt  ein  äußerer,  so  wurde  die  Gerade  *, 
zwei  äußere  Ähniichkeitspunkte  enthalten,  mithin  als  äußere  Ähu- 
lichkeitsachse  auch  den  dritten  enthalten  müssen,  was,  der  Voraus- 
setzung gemäß,  nicht  möglieh  ist.  Übrigens  ist  einleuchtend,  dass 
eine  Gerade ,  wie  beispielsweise  i,  ,  wenn  sie  eine  Seite  des  Breieckes 
zwischen  den  Eckpunkten  C,  und  C-^  trifft,  auch  noch  eine  zweite 
Dreiecksseite  {C^  C^)  in  derselben  Art  schneiden  müsse. 

Wir  erhalten  daher  vier  Geraden,  von  welchen  die  eine  die  sämmt- 
lichen  drei  äußeren  Ähnlichkeitspunkte  enthält,  während  jede 
der  drei  übrigen  je  zwei  innere  und  einen  äußeren  Ähnliehkeits- 
puiikt  in  sich  schließt. 

Diese  Geraden  werden  die  „Ähnlichkeitsachsen  der  drei 
Kugeln  S^,  S„  und  S^"  genannt,  und  zwar  pflegt  man  die  erstere 
die  „äußere",  die  drei  übrigen  aber  die  „inneren"  Ähnlicli- 
keitsachsen  zu  heißen. 

Aus  der  harmonischen  Lage  der  Kugelcentren  mit  den  Paaren 
von  Ähnlichkeitspunkten  erkennt  man  sofort,  dass  die  vier  Ähnlich- 
keitsachsen ein  vollständiges  Vierseit  bilden,  dessen  Diagonal- 
d  r  e  i  e  c  k  das  Mittelpunktsdreieek  C[  C^  C^  ist.  Es  besteht  mithin 
der  Sata: 

264.  „Von  dm  sechs  ÄhilicJiAeitspunhten ,  ivelche  drei  bdiebige 
Kugeln  paarweise  l}estimmen,  Ikgen  die  drei  äußeren  auf  einer  Ge- 
raden, während  ferner  je  swei  inne^'e  und  ein  äußerer  gleichfalls  auf 
einer  Geraden  gdegen  sind.  Diese  vier  Geraden,  von  welchen  die 
erstere  die  äußere  und  die  drei  letzteren  die  inneren  Ähnlichlceits- 
achsen  der  drei  Kugeln  heißen,  hilden  ein  vollständiges  Vierseit,  dessen 
Diagonaläreieck  das  Breieck  der  drei  KugelmittelpunUe  ist. " 

Aus  den  vorausgeschickten  Betrachtungen  geht  ferner  gleich- 
zeitig auch  noch  der  nachstehende  Satz  hervor: 

265.  „An  drei  heliehige  Kugeln  im  Räume  lassen  steh  acht 
(reelle  oder  sum  Theilc  oder  auch  gang  imaginäre)  gemeinschaftliche 
Berührebenen  legen ,  von  welchen  je  nvei  durch  eine  Ähnlichheitsachse 
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§.  298. 

DenkeE  wir  uns  durch  eine  ÄhnlichlieitEaclise,  beispielsweise 
durch  die  äußere  a  (Taf.  XIII,  Fig.  70)  eine  beliebige  Ebene  e  gelegt. 
Dieselbe  schneide  die  drei  Kugeln  S^,  S^  und  S^  beziehungsweise  in 
drei  Kreisea  K^,  K^  nnd  K^.  Dabei  wird  gleichzeitig  Jeder  der  drei, 
den  Kugeln  paarweise  aus  A^ ,  A^  und  Ä^  umschriebenen  Kegel  in 
zwei  Erzeugenden  geächnitten,  welche  offenbar  gemeinschaftliehe  Tan- 
genten der  Schnittkreise  K,,  Äj  und  A3  sein  müssea. 

Wie  lekht  einzobehen  werden  also  durch  A^,  A^  und  A.^  auch 
die  Ahn  lieb  keitspunkte  und  folglieh  durch  die  üerade  n  auch  die 
änüere  Ahnlichkeitsachse  der  drei  Sehnittkreise  Ä", ,  K^  und  A3 
dargestellt.  Dasselbe  gilt  belbstverständlieh  auch  von  jenen  Ebenen,  die 
durch  eine  der  mneren  Ahnlichkeitsachsen  gelegt  werden,  und  es  er- 
gibt sich  sonach  der  Satz 

266.  ^lagi  man  dmch  eine  der  ÄhnlieMeUsachsen  dreier  Kitgeln 
eine  Ebene,  w  Icke  dw  leLteren  in  drei  Kreisen  schneidet,  so  ist  die 
genannte  Ähnhchkeitsachse  auch  eine  AhnltchkeUsachse  der  drei  Sehnitt- 
kreise, und  zwar  evne  äußere  oder  innere,  je  nachdem  sie  für  die 
Kugeln  eine  ttujere  ode)  innere  ist." 

Die  Ebene,  welche  durch  die  drei  Kugelmittel  punkte 
geht,  enthält  sämmtliche  vier  Ähnliohkeitsachsen,  und  es 
folgt  daher  aus  dem  vorhergehenden  Satze  unmittelbar  der  nach- 
stellende: 

M7.  „Die  iJbene,  icelchc  durch  die  Mittelpunkte  dreier  Kugeln 
geht,  schneidet  diese  letzteren  in  drei  größten  Kreisen,  deren  vier 
ÄJinlichJceitsachsen  mit  jenen  der  drei  Kugeln  identisch  sindJ* 

Liegen  die  drei  Kugelmitteipuntte  insbesondere  auf  einer  und 
derselben  Geraden,  so  enthält  diese  die  sechs  Ähnlichkeitspunkte, 
uQd  mithin  auch  die  vier  Ähnlichkeitsachsen. 

§.  299. 

Seien  S,,  S^  und  63  wieder  drei  beliebig  liegende  Kugeln  und 
C,,  Cj  und  t?3  deren  Mittelpunkte. 

Denken  wir  uns  durch  C, ,  C^,  C^  drei  beliebige  unter  einander 
parallele  Geraden  gezogen ,  welche  die  drei  Kugeln  beziehungsweise  in 
den  Punkten  a,,  h^\  «j,  \  und  «3,  h^  schneiden  mögen,  und  setzen 
wir  gleichzeitig,  um  einen  bestimmten  Fall  behufs  der  vorstehenden 
Betrachtung  hervorzuheben,  voraus,  dass  die  Strecken  C^a^,G^a^  und 
C.iu  den  nämlichen  Sinn  haben. 
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Der  getroffenen  Annahiue  gemäß  geht  sodaun  die  VßrbinduDgs- 
gorade  a^  a„ ,  wie  bereits  früher  bei  Betrachtung  zweier  Kugeln  ge- 
funden wurde,  durch  den  äußeren  Ähnlichkeitspunkt  Ä^  der  beiden 
Kugeln  Ä,  und  So,-  Ferner  fuhrt  die  Gerade  «gtta  durch  den  Ähn- 
liehkeitspunkt  Ä,  der  Kugela  S^  und  8g,  und  endlich  geht  die  Gerade 
«3«,  durch  den  äußeren  Ähnlichkeitspunkt  Xj  der  Kugeln  S,  und  ^i. 

Die  drei  Geraden  äi,ag,  a^a^,  a^a^  schneiden  sieh  in  a,,  a,,  und 
ßg,  treffen  nehstbei  die  äußere  Ähnlichkeitsachse  A^ÄnÄ^  der  drei 
Kugeln,  liegen  also  mit  der  letzteren  in  einer  und  derselben  Ebene. 
"Würde  man  die  Kadien  nehmen,  welche  verschiedenen  Sinn  besitzen, 
wie  heispielaweise  C^h,,  C^%  und  C^a^,  so  findet  man  auf  dieselbe 
einfache  Weise ,  dass  auch  die  drei  Punkte  t, ,  a^  und  a^  mit  der 
inneren  Ähnlichkeitsachse  i^ ,  welche  den  äußeren  Ähnlichkeitspunkt  Ä, 
der  Kugeln  S^  und  S^  enthält,  gleichfalls  in  einer  und  derselben  Ebene 
liegen.    Demnach  folgt  der  Satz: 

268.  „Zieht  man  in  drei  beliebigen  Kugeln  drei  untereiiwnäer 
parallele,  sonst  aber  beliebig  gerichtete  Radien,  so  Hegen  die  End- 
pnnJvte  derselben  allemal  in  einer  Ebene,  welche  eine  ÄhnlicMeits- 
achse  der  drei  Kugeln  enthalten  muss.  Diese  Äknlich/ceitsachsc  ivird 
die  äußere  oder  eine  innere  sei»,  je  nachdem  die  genannten  drei  End- 
punkte entweder  sämmtlich  auf  einerlei  Seite  der  Centralebene,  oder 
zu  verschiedenen  Seiten  derselben  liegen." 

%.  300. 

Sind  S^ ,  Sq  und  S^  drei  beliebige  Kugeln,  und  stellt  S  eine 
Kugel  dar,  welche  die  drei  ersteren  in  drei  Punkten  x^ ,  sc^  und  .'tj 
berührt,  so  geht,  wie  wir  aus  Satz  254)  wissen,  die  Verbindnngs- 
gerade  Xji\,  durch  den  Ähnlichkeitspunkt  A^  der  beiden  Kugeln  S, 
und  S„. 

Dieselbe  könnte  offenbar  ebenso  gut  anch  durch  den  inneren 
Ähnlichkeitspunkt  /g  dieser  Kugeln  gehen,  doch  hängt  dies  lediglich 
von  der  Art  und  Weise  ah,  wie  die  Kugel  3  die  drei  Kugeln  S, .  S^ 
und  Sg  berührt.  Wir  setzen  daher,  um  einen  bestimmten  Fall  vor 
Augen  zu  haben,  voraus,  die  drei  Beruhrungäpunkte  x^,  x^,  x^  lägen 
auf  einerlei  Seite  der  Centralebene.  Ferner  geht,  der  nun- 
mehr getroffenen  Wahl  entsprechend,  aus  demselben  Grunde  wie  oben 
die  Gerade  x^  x«  durch  den  Ähnlichkeitspunkt  A^  von  S„  und  S^ 
und  ebenso  die  Gerade  x^Xy  durch  den  Ähnlichkeitspunkt  A  von  S.^ 
und  S,. 

Dies  Ergebnis  sagt  aber  nichts  anderes  aus,  als  dass  die  Ebene 
des    Dreieckes    der    Beruh rungs-puakte    a^j,   x^   und   x^   die 

Peschliii,  nacEtelleude  n.  projecticc  Geomettie.  111.  ]9 
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Äbalichkeitsachse  Ai,  A„,  Ä^  euthalten  müsse  und  dass  dem- 
nach der  Satz  gelte: 

360.  ^Die  Ebene,  welche  (hircJi  die  drei  Berührungspunkte  dreier 
gegebenen  Kugeln  mit  irgend  einer  vietien  Kugel  geht,  enthält  stets 
eine  ÄJniJicJiieitsachFe  der  ersten  drei  Kugeln." 

%.  301. 

Aus  dem  Satae  254)  folgt,  dass  sämmtliche  Kugeln,  welche  zwei 
gegebene  Kugeln  ä\  und  S^  unter  gleichen  Winkek  sehneiden  (also 
insbesondere  auch  berühren),  zvrei  Eugelgebüschen  angehören,  deren 
Centren  die  Ähnlichkeitspuakte  Ä^  und  I^  der  beiden  Kugeln  S^  und 
Sj  sind. 

Ebenso  findet  man,  dass  jene  Kugeln,  welche  die  gegebenen 
Kugeln  S,  und  Sg  unter  gleichen  Winkeln  schneiden  oder  beziehungs- 
weise berühren,  zwei  Kugelgebüschen  angehören,  welche  die  Ähnlieh- 
keitspunkte  A.^  und  Jg  als  Centra  besitzen.  Es  ist  daher  einleuchtend, 
dass  jede  Kugel,  welche  alle  drei  Kugeln  S-^,  iS^,  ß^  unter  gleichen 
Winkelu  schneidet  oder  insbesondere  berührt,  einem  der  Kugelgebüsche 
A^  oder  /^  und  gleichzeitig  einem  der  Kugelgebflsche  J.^  oder  /„  an- 
gehören muss. 

Besagte  Kugel  muss  also  einem  der  rier  Kugelbüudel  an- 
gehören, welches  die  Kugelgebüsche  A^  und  A^;  A^^  und  Jj;  A^  und 
I3;  I,  und  Ij  gemeinschaftlich  haben.  Gestützt  auf  den  Satz  201) 
wissen  wir  aber,  dass  die  Poteuzachse  eines  Kugelbündels,  welches 
Bwei  gegebenen  Gebüschen  angehört,  die  Verbindungsgerade  der  beiden 
Centra  dieser  Gebüsche  sei. 

Im  vorliegenden  Falle  erkennt  man  sofort,  dass  diese  Verbin- 
dungsgeraden keine  anderen,  als  die  vier  Ähnlichkeitsachsen  der  ge- 
gebenen drei  Kugeln  S,,  S^  und  S^  sind.  Hiernach  gelangen  wir  zu 
dem  Schlüsse,  dass  sämmtliehe  Kugeln,  welche  die  drei  gegebenen 
Kugeln  <S,, /S,  und  S^  unter  gleichen  Winkeln  schneiden  oder  speciell 
berühren,  gewissen  vier  Kugelbündeln  angehören,  deren 
Potenzachsen  die  vier  Äbnlichkeztsachsen  der  gegebenen 
drei  Kugeln  darstellen, 

Kachdem  bei  der  vorstehenden  Betrachtung  überhaupt  alle 
Kugeln  einbezogen  wurden,  welche  die  obangeführte  Eigenschaft  be- 
sitzen, so  ist  leicht  einzusehen,  dass,  wenn  mau  von  anderen  Gehüschen, 
beispielsweise  von  A^,  I^  und  A^.  t,  ausgegangen  wäre,  die  vier  durch 
sie  bestimmten  Kugelbündel  doch  keine  anderen,  als  die  erst  gefun- 
denen sein  können. 
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Dies  kann,  wie  folgt,  Dachgewiesen  werden.  Stellen  wir  uns 
allenfalls  vor,  die  beiden  Gebüsclie  Ä,  und  A^  ivürdeii  ein  anderes 
Kugelbttndel  [mit  der  Poteuzaehae  ^,  ^4^  ^^  gemein  haben,  als  die 
beiden  Gebüaehe  A,  und  A^,  oder  in  anderer  Auädriicksform,  die 
beiden  festen  Punkte  m^  nnd  m^ ,  in  welchen  sämmtliche  Kugeln  des 
Bündels  (Ä^,  A„)  die  Potenzachse  A,A„A^  treffen,  waren  von  jenen 
beiden  festen  Punkten  m\  und  m'^  verschieden,  in  welchen  sämmt- 
liche Kugeln  des  Bündels  {^,,^3)  die  Potenzachse  ji,^Bj4,  achneiden. 

Ist  nun  S  eine  Kugel,  welche  die  drei  Kugeln  S„Sfi,Sg  äußer- 
lich berührt,  d.  h.  liegen  die  drei  Berührungspunkte  x„  x^,  x^  auf 
derselben  Seite  der  Centralebene ,  so  muss  diese  Kugel,  den  vorher- 
gebenden Untersuchungen  gemäß,  sowohl  dem  Bündel  (A^,  A„)  als 
auch  dem  Bündel  (A^,  A^)  angehören ;  besagte  Kugel  müsste  also  die 
Gerade  A^A^A^  in  den  vier  Punkten  m^,  m^,  m'^,  m'2  schneiden,  was 
offenbar  ganz  uud  gar  unmöglich  ist.  Es  bleibt  demnach  kein  anderer 
Ausweg  als  der  übrig,  dass  das  Punktepaar  («i,  sMj  mit  dem  Paare 
m',,  m'j  zusammenfalle,  d,  h.  dass  die  beiden  Kugelbündel  (Ai,  A^) 
und  (J.,,  A^)  identisch  seien.     Es  gilt  also  der  Satz: 

270.  „Sämmtliche  Kugeln,  ivelclie  drei  gegebene  Kugeln  unter 
gleichen  Winieln  schneiden  (also  insbesondere  auch  orthogonal  scJtnei- 
den  oder  berühren),  gehören  vier  KugeWündeln  an,  deren  Fotenmchsen 
die  AhnlichkeitsaeJisen  der  gegebenen  drei  Kugeln  sind.^ 

§.  802. 

Die  Specialfälle,  wenn  eine  oder  mehrere  der  drei  Kugeln  sich 
auf  einen  Punkt  reducieron,  oder  aber  unendlich  groß  werden,  d.  h.  in 
Ebenen  übergehen,  wollen  wir  hier  nicht  weiter  in  Betracht  ziehen. 
Die  hierauf  bezüglichen  Sätze  sind  entweder  durch  Inversion  oder  durch 
geeignete  Specialisieruug  aus  dem  vorstehenden  Satze  ebenso  sehwierig- 
keitslos  abzuleiten,  wie  es  früher  bezQglich  zweier  gegebenen  Kugeln 
durchgeführt  wurde. 

Einen  Fall  jedoch  wollen  wir  noch  hervorheben  und  den  dies- 
bezüglichen Satz  aufstellen: 

271,  „Alle  Kugeln,  welche  drei  gleich  große  Kugeln  unt<;r 
gleichen  Winkeln  schneiden  oder  berühren,  bilden  ein  besonderes  Kugel- 
hündel,  d.  i.  ein  KugeJbündel,  dessen  Orthogonalhrets  insbesondere 
durch  eine  Gerade  vertreten  ist.  Auf  dieser  Geraden,  die  gleichzeitig 
die  Fotenmchse  der  drei  gegebenen  Kugeln  darstellt,  liegen  die  Mittel- 
punkte aller  die  drei  Kugeln  unter  gleichen  ^fin'kel  schneidenden  oder 
insbesondere  beriihrenden  Kugeln." 
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§.  303. 

Wenn  die  drei  gegebenen  Kugeln  S^,  S^  und  S^  nicht  gleich 
groß  sind,  so  kann  man  durcii  eine  einfache  Betrachtung  auch  zur 
Kenntnis  der  Orthogoii ausreise  jener  Kugelbiiudel  gelangen,  welche 
die  drei  gegebenen  Kugeln  unter  gleichen  Winkeln  schneiden. 

Wählen  wir,  um  die  Betrachtung  zu  fisieren,  ußter  den  vier 
möglichen  Kugelbündeln  dasjenige,  dessen  Kugeln  die  drei  gegebenen 
Kugeln  St,  S^,  S^  in  denjenigen  drei  Punkten  berühren,  deren  Ebene 
stets  durch  die  äußere  Ahnlichkeitsaehae  A^A^A^^u  geht. 

Die  Kugeln  dieses  Bündeis  gehören  jenem  Gebüsche  an,  dessen 
Kugeln  die  beiden  Kugeln  S^  und  S^  unter  gleichen  Winkeln  schneiden. 
Die  Orthogonalkugel  >S"'i2  dieses  Gebüsches  ist  (nach  Satz  256)  die- 
jenige, welche  den  Äbnliehkeitspunkt  A^  der  Kugeln  S,  und  S^  zum 
Mittelpunkte  hat  und  durch  den  Schnittkreis  itT,,  von  S,  und  S,^  geht. 

lo  übereinstimmender  Weise  findet  man,  iJass  sämmtliche  Kugeln, 
welche  3,,  S„,  S^  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  orthogonal  sein 
müssen  zu  jener  Kugel  8"^^,  die  den  Äbnliehkeitspunkt  A^  zum 
Mittelpunkte  hat  und  durch  den  Schnittkreis  K^^  der  Kugeln  S,^  und 
S^  führt,  sowie  ferner  auch  orthogonal  zu  jener  Kugel  iS",3,  welche 
den  Ähnlicbkeitspuakt  A^  als  Mittelpunkt  hat  und  durch  den  Sclmitt- 
kreis  K^^  der  Kugeln   5[  und  S^  gelegt  werden  kann. 

Wir  wissen  aber  auch,  dass  die  sämmtlichen  Kugeln,  welche  die 
Kugeln  5,,  S„  und  S^  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  einerseits 
ein  Kugelbündel  bilden  nnd  andererseits  ist  bekannt,  dasa  sämmtliche 
Orthogonalkugeln  eines  Kugelbündels  ein  Kugelbüschel  erzeugen. 

Hieraus  folgt ,  dass  die  drei  eben  gefundenen  Orthogonalkugeln 
-S^iB'  ^\s  "id  'S'ai  ^^'^^  ^^  einem  und  demselhen  Kreise,  dem  Ortho- 
gonalkreise  des   genannten  Kegelbflndels  schneiden  müssen. 

Zu  gleichen  Resultaten  gelangt  man,  wenn  die  inneren  Ähn- 
lichkeitspunkte I,,  Z,,  I^  der  drei  Kugeln  S^,  S^,  S^  in  Betracht 
gezogen  werden.    Man  erhält  somit  den  Satz: 

273.  „Sind  drei  Kugein  Ä,,  S^,  S^  gegeben  und  sind  J,,  /,  ; 
Jj,  J^;  Ag,  I3  die  sechs  Ähnlichkeitspunkte  derselben,  so  kann  man 
sechs  Kugeln  eonstruieren,  deren  MittelpunJcte  die  sechs  ÄhnlichJceits- 
punhte  sind.  Die  letztgenannUn  Kugeln  gehören  heeiehungsweise  den 
drei  KugelbOscheln  an,  welche  die  gegebenen  drei  Kugeln  paarweise 
hesHmmen.  —  Je  drei  dieser  sechs  Kugeln,  deren  Mittelpunkte  auf 
derselben  Ähnlichkeitsachse  der  gegebenen  drei  Kugeln  liegen,  schnei- 
den sich  in  einem  Kreise  mid  jede  Kugel,  loelche  eu  einem  der  so  ent- 
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siehenden  vier  Kreise  ottJogoml  i  f  chneiJet  die  dypi  gegebenen 
Kugeln  unter  gleichen  IT  iniein  —  De  tter  Ete-  -^e  gel  n  diuch  jene 
Bwei  Funkte,  in  tcelchen  sei  de  drei  gegeheten  JLi  jeln  sehne  den." 
Der  letztere  Thei!  die'seB  Satzes  ergibt  sich  einerseits  als  Fol- 
gerung aus  der  in  dei  \oiaii  gescl  ickten  Betiachtung  angefühlten 
Eigenschaft,  dass  die  drei  Kugeln  b\  5%^  S^^  durch  die  '^chnitt- 
kreise  jK^,^,  Ä^jg,  JC,,  der  Ku^eliaare  h,  %  %  S^  S  b,  ^ehen  also 
nothwendig  die  Sclinittpunkte  dei  diei  Kugeln  b,,  \  und  6^  ent- 
halten müssen,  wornach  sich  als  selbstverständlich  herausstellt,  dass 
auch  der  Schnittkreis  K  der  drei  Kugeln  iS%,  S\,  .S".„  durch  die 
genannten  Punkte  führen  muss.  Andererseits  kann  man  die  Schnitt- 
punkte der  drei  gegebenen  Kugeln  Ä,,  3^  und  S^  als  Punktkugeln 
auffassen,  welche  diese  drei  Engeln  berühren  und  mitbin  jeden  der 
vier  Orthogonalkrsise  orthogonal  schneiden,  was  offenbar  nur  dann 
möglich  ist,  wenu  die  besagten  Punktkugeln  diesen  Kreisen  angehören. 

g.  304. 

Nimmt  man  auf  einem  der  vier  Kreise  einen  Punkt  an  und  be- 
trachtet denselben  als  laversionscenfcrum,  so  verwandeln  sich  (nach 
Satz  263)  sowohl  die  Kugeln  »S,  und  S.j,,  als  auch  die  beiden  Kugeln 
^2  und  ß^  in  zwei  gleich  große  Kugeln,  Sämmtliche  drei  Kugeln 
werden  also  unter  der  geraachten  Voraussetaung  in  solche  von  gleicben 
Sadien  transformiert.  Dies  gibt,  wenn  wir  die  Definitionen  der  vier 
Kreise  auf  den  vorstehenden  Satz  272)   beziehen,  den  Satz: 

373.  „Betrachtet  man  einen  beliebigen  Punkt  auf  einem  der  vier 
Kreise  als  Iiwersionseentrum,  so  verwandeln  sich  die  drei  gegebenen 
Kugeln  in  drei  gleich  große  Kugeln." 

§.  305. 
Gegenseitige  Beziehnngen  von  vier  Kugeln. 

Sind  die  vier  gegebenen  Kugeln  S,,  S^,  S^  nnd  S^,  so  wird  man 
durch  den  vorhergegangenen  Erörterungen  analoge  Betrachtungen  zu 
folgenden  Resultaten  gelangen. 

Die  vier  Kugeln  können  auf  sechsfache  Art  zu  je  zweien  ku- 
sammengefasst  werden  und  bieten  daher  zwölf  Ähnlichkeits- 
punkte. 

Ferner  kann  man  dieselben  zu  je  dreien  auf  vierfache  Weise 
combinieren,  wodurch  man  sechzehn  Ähalichfceitsachsen  erhält. 
Von  diesen  sechzehn  Ähnlichkeitsachsen  sind  vier  äußere  nnd  zwölf 
innere. 
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Die  vier  äußeren  liegen,  da  je  awei  von  ihnen  einen  Punkt  ge- 
mein haben,  in  einer  und  derselben  Ebene,  welcbe  die  „äußere 
Ähnlichkeitsebene"  der  vier  Kugeln  genannt  wird. 

Ferner  bestimmen  die  äußeren  Älmliclikeitsaclisen  mit  den  in- 
neren noch  weitere  sieben  Ebenen,  die  „inneren  Äbnlichkeits- 
ebenen",  von  welchen  wieder  jede  eine  äußere  und  drei  innere 
Ähnlichkeitsachsen  enthält.  Durch  jeden  der  zwölf  Ähnlichkeits- 
punkte gehen  vier  Ähnüchkeitsachseu  und  drei  Ähnlichkeits- 
ebenen etc.  etc. 

§.  306. 

Sind  S„  (Sj,  S3,  (S,  vier  beliebige  Kugeln,  so  fragt  es  sich  zuDäehst 
um  jene  Kugeln,  welche  alle  vier  gegebeneu  Kugeln  unter  gleichen 
Winkeln  schneiden  oder  insbesondere  berühren  werden. 

Alle  Kugeln,  weiche  die  drei  Kugeln  S„  ß^  und  5,  unter  gleichen 
Winkein  sehneiden,  bilden  (nach  Satz  271)  ein  Kngelbündel,  dessen 
Orthogonalkreis  Ä,,3  auf  den  augehörigen  drei  Kugeln  iS",i,  ^",3, 
S"n3  liegt. 

In  gleicher  Weise  werden  sämmtliche  Kugeln,  welcbe  die  drei 
Kugeln  Sj,  -S'j  und  S^  unter  gleichen  Winkeln  sehneiden,  ein  Kugel- 
bündel bilden,  dessen  Orthogonalkreis  it,„^  der  Schnittkreis  der  ent- 
sprechenden drei  Kugeln  S",^,  S°,^  und  S^,,^  ist. 

Wir  sehen  somit,  dass  die  beiden  Orthogonalkreise  K^^^  und 
Ä,j4  auf  derselben  Kugel  S",^  liegen,  dass  also  auch  die  beiden  Kugel- 
bündel einem  und  demselben  Kugelgebüsehe  und  zwar  jenem,  mit  der 
Orthogonalkugel  S",j  angeboren.  Die  beiden  Kugelbündel  haben  mit- 
hin ein  Kugelbüschel  gemein  und  den  Kugeln  dieses  Büschels  kSmmt 
die  Eigenschaft  zu,  sämmtliche  vier  Kugeln  unter  gleichen  Winkeln 
au  schneiden. 

Da  aber  die  vier  Kugeln  zwölf  Ähnlichkeitspunkte  halten,  so 
gibt  es  auch  zwölf  verschiedene  Kugeln  von  der  Art  S^^j,.  Je  drei 
solcher  Kugeln ,  deren  Mittelpunkte  auf  derselben  Ähnlichkeitsachse 
liegen,  schneiden  sich  in  einem  gewissen  Kreise  Kj:y,. 

Nachdem  es  aber  im  ganzen  sechzehn  Ähnlichkeitsachsen  gibt, 
so  existieren  auch  sechzehn  derartige  Kreise.  Auch  haben  wir  gesehen, 
dass  vier  solche  Kreise ,  die  zu  drei  Kugeln  gehören ,  die  nämlichen 
Punkte  wie  die  Kugeln  selbst  gemein  haben.  Ferner  ist  bekannt,  dass 
durch  jeden  Ähulichkeitspunkt  vier  Ähnlichkeitsachsen  gehen,  dass 
sich  also  auf  jeder  Kugel  3°^:^  vier  Kreise  K.^^^  vorfinden  weiden. 
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Die  sechzehn  Kreise  K  lassen  sich  also  sechzehnraal  au  je  zweien 
so  gruppieren,  dass  sie  auf  einer  und  derselben  Kugel  liegen.  Da  aber 
jeder  Kreis  K  'gleichzeitig  auf  zwei  Kugeln  S"^^  liegt ,  so  liefern  die 
sechzehn  Paare  von  Kreisen  K^ni  doch  nur  acht  von  einander  ver- 
schiedene Kugelbüschel.  Nachdem  weiters  die  Potenzaehsen  der 
vier  Kugelbündei,  deren  Kugeln  drei  gegebene  Kugeln  unter  gleichen 
Winkeln  treffen,  die  vier  Ähnlichkeitsachsen  dieser  drei 
Kugeln  sind,  so  werden  (nach  Sata  216)  die  Potenz  ebenen  der  acht 
Kugelbüsehel ,  deren  Kugeln  vier  gegebene  Kugeln  unter  gleichen 
Winkeln  sehneiden,  die  acht  Ähnliebkeitsebenen  dieser  vier 
Kugeln  darstellen.     Daher  der  Satz: 

37d:.  „Sämmiliche  Kuffeht,  melclie  vier  gegebene  Kugdn  unter 
gleichen  Wmkeln  schneiden  (also  insbesondere  auch  orthogonal  schnei- 
den oder  berühren) ,  bilden  acht  verschiede>ie  Kugelbüsehel ,  deren 
Potensebenen  die  acht  Ähnlichlieitsebenen  der  der  gegebenen  Kugeln 
siml." 

§.  307. 

Die  Achsen  dieser  acht  Kugelbüschel,  d.  h.  die  geometrischen 
Orte  ihrer  Kugelmifctelpunkte  stehen  bekanntlich  auf  den  be- 
treffenden acht  Ähnlichkeitsebenen  (Potenzebenen)  senkrecht  und  treffen 
dieselben  in  den  Mittelpunkten  jener  acht  Kreise,  in  welchen  sich  die 
s§mmtlichen  Kugeln  der  acht  Büschel  schneiden. 

Wir  wissen  ferner,  dass  zu  vier  gegebenen  Kugeln  nur  eine 
einzige  Orthogoaalkugel  existiere.  Der  Mittelpunkt  derselben 
ist  der  Potenzpuukt  der  vier  Kugeln.  Diese  Orthogonalkugel  gehört 
gleichzeitig  den  sämmtlichen  acht  Kugelbüscheln  an  und  schneidet 
mitbin  die  acht  Ähnlichkeitsebenen  in  den  acht,  diese  Kugelbüsehel 
bestimmenden  Kreisen.     Es  besteht  mithin  der  Satz: 

37Ö.  „Die  Achsen  der  acht  Kugelbüsehel,  deren  Kugeln  vier  ge- 
gebene Kugeln  unter  gleichen  Winkeln  schneiden,  sind  die  Senkrechten 
von  dem  Potenzpunkte  der  vier  Kugeln  auf  die  acht  Ahnlickkeits- 
ebenen.  Die  Kreise,  in  welchen  sich  die  Kugeln  eines  jeden  der  achi 
Kugelbüsehel  schneiden,  sind  jene,  in  welchen  die  Orthogonalkugel  der 
vier  Kugeln  die  acht  Ährdichkeitsebenen  trifft.  Die  Ähnlichheitsebenen 
selbst  sind  die  Potensebenen  der  acht  i 


Im  Vorhergegangenen  wurde  gezeigt  (Sata  248),  dass  es  im  all- 
gemeinen zwei  Kugeln  gebe,  welche  eine  gegebene  Kugel  berühren 
und  durch  einen  gegebenen  Kreis  gehen,   oder  was  dasselbe  ist,  dass 
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in  jedem  Kugelbiiscliel  zwei  Kugeln  existieren,  die  eine  gegebene, 
dem  Büsciiel  nicht  angehSrende  Kugel  berühren. 

In  jedem  der  vorgenannten  acht  Büsche!  gibt  es  demnach  zwei 
Kugeln,  welche  eine  von  den  gegebenen  vier  Kugeln ,  also  überhaupt 
alle  vier  Kugeln  berühren.     Demnach  folgt  unmittelbar  der  Satz : 

276.  „Es  gibt  sechzehn  Kugeln,  deren  jede  vier  gegebene  Kugeln 
herüJirt.  Diese  Kugeln  haben  ihre  Slittelpunkte  paarweise  auf  jenen 
Geraden,  ivelche  durch  den  FotenispunJd  der  vier  gegebenen  Kugeln 
senkrecht  eu  ihren  acht  Ahnlichkeitseheneti  geeogen  werden;  dieselben 
gehen  paarweise  durch  diejenigen  Kreise,  in  welchen  die  acht  Ähnlich- 
Jceitsebenen  von  der  Orthogonalkugel  der  gegebe^ten  vier  Kugeln  ge- 
schnitten icerden.^ 


Mit  Kücksieht  auf  die  in  den  §§.  306  und  307  gepflogene  Er- 
örterung ergibt  sieh  folgende  einfache  Construction  für  die  sechzehn 
Kugeln,  welche  vier  gegebene  Kugeln  berühren. 

Man  bestimmt  zunächst  die  acht  Ähnlichkeitsebenen  und  die 
Orthogonalfcugel  der  vier  gegebenen  Kugelu.  Die  letztere  schneidet 
die  vier  Kugeln  in  vier  Kreisen,  deren  Ebenen  mit  den  acht  Ähnlzcb- 
keitsebenen  zum  Schnitte  gebracht,  zweiunddreißig  Geraden  liefert.  Die 
Berühruugsebeiien ,  welche  man  durch  diese  zweiunddreißig  Geraden 
an  eine  der  Kugeln  legt,  fallen  paarweise  in  sechzehn  Ebenen  zu- 
sammen; die  Berührungspunkte  derselben  sind  jene  der  gesuchten 
sechzehn  Kugeln. 

Es  bedarf  wohl  kaum  besonders  hervorgehoben  werden,  dass  nicht 
immer  alle  sechzehn  Kugeln  reell  sein  werden;  es  kann  sogar  der 
Fall  eintreten,  dass  sie  sämmtüch  imaginär  sind,  wie  es  beispielsweise 
dann  vorkömmt,  wenn  die  Kugel  S^  die  Kugel  S^  umschließt,  ( 
aber  die  beiden  Kugeln  S^  und  S^  ausschließt  etc. 
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XVn.   Ca'pitel. 
Die  Dupin'sche   Cyctide. 

§.  310. 

„Eine  Dupin'sche  Cyclide  ist  die  UmhülUngsfläche 
aller  Kugeln,  welche  drei  gegebene  Kugeln  berühren.'' 

Die  Centralebeue  der  drei  gegebenen  Kugeln  S,,  S2  und  S.^  ist 
eiue  Symmetrieebeue  für  diese  Kugeln;  daher  auch  für  die  berührenden 
Kugeln  und  ebenso  für  deren  Enveloppe,  d.  i.  für  die  Cyclide. 

Wie  aus  Vorhergegangenem  (Band  11)  bekannt,  wird  eine  Um- 
hüllungsfläche im  allgemeinen  von  allen  umhüllten  Flächen  in 
Curven  berührt,  welche  man  die  „Charakteristiken"  der  Um- 
hüllungsfläche nennt;  ebenso  wissen  wir  bereits,  dass  diese  Cha- 
rakteristiken gleichzeitig  die  Schnittcurven  zweier  unmittel- 
bar  auf  einander   folgender,  umhüllten  Flächen  sind. 

Tm  vorliegenden  Falle  sind  die  umhüllten  Flächen  Kugelfläehen 
und  da  sich  zwei  Kugelfläehen  nur  in  einem  Kreise  schneiden  können, 
so  folgt  unmittelbar,  dass  die  Umhüllungsfläche  von  Kugeln 
immer  n'ur  Kreise  zu  Charakteristiken  hat.  Hieraus  folgt  un- 
mittelbar der  Satz: 

277.  „Die  GiiaraUeristiken  der  Bupin'schen  Cyclide  sind  Kreise."' 

§.  311. 

Da  ferner  jede  umhüllte  Fläche  von  der  Ümbüllungsfläche 
längs  einer  Charakteristik  berührt  wird,  so  besitzen  die  beiden  Flächen 
längs  dieser  Charakteristik  eine  gemeinschaftliche  Normalen- 
fläehe,  d.  i.  der  geometrische  Ort  der  Flächennormaleu  in  den  Punkten 
der  letzteren, 

Ist  die  umhüllte  Fläche  eine  Kugel,  so  ist  bekannt,  dass  die 
Normalen  derselben  in  jedem  ihrer  Punkte  durch  den  Mittelpunkt 
derselben  gehen. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  jede  Umhüllungsfläche 
einer  veränderlichen  Kugel,  also  auch  die  Cyclide,  längs  ihrer 
Charakteristiken,  als  Normalenflächen  gerade  Kreiskogel  besitzen, 
deren  Scheitel  die  Mittelpunkte  der  jeweiligen  Lage  der  umhüllten 
Kugel  repräsentieren. 

Ist  aber  auf  irgend  einer  krummen  Fläche  eine  Gurre  vorhan- 
den, längs  welcher  die  zugehörige  Normalenfläehe  abwickelbar 
ist,  so  nennt  man  bekanntlich  eine  solche  Curve  eine  „Krümmuugs- 
linie"  der  Fläche. 
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Da  dieser  Fall  bei  der  Cyelide  längs  ihrer  Charakteristiken  eiu- 
tritt,  so  kann,  als  hleher  gehörend,  der  Satz  aufgestellt  werden: 

278.  „Die  (Jcreisförmigen)  Cliaraktcristi'ken  einer  Dupin'schen 
Cyelide  stellen  eine  Schar  von  KrümmungsUnien  dieser  Fläche  dar."' 

§.  312. 

Sind  die  drei  gegebenen  Kugeln  iS,,  S^,  S^  so  gelegen,  dass  ihre 
Mittelpunkte  auf  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  so  ist  diese 
gemeinschaftliche  Centrale  gleichzeitig  eine  gemeinschaftliche 
Rotationsachse  für  die  ohgenannten  drei  Kugeln. 

Kennt  man  eine  Kugel,  welche  die  drei  Kugeln  berührt,  so  wird 
diese  Kugel,  um  die  genannte  Achse  gedreht,  in  jeder  Lage  eine 
Berflhrkugel  der  drei  Kugeln  vorstellen;  die  Umhüllungsfiäche 
derselben  ist  sodann  eine  Rotationsfläche,  und  zwar  diesfalls  eine 
Ring-  oder  Wulstfläche.  Es  kann  hiernach  die  Eiagfläche  als  ein 
besonderer  Fall  der  Dupin'schen  Cyelide  angesehen  werden. 

Ein  anderer  besonderer  Fall  einer  Cyelide,  oder  richtiger  gesagt, 
einer  degenerierten  Cyelide,  ist  der  gerade  Kreiskegel, 
welcher  entsteht,  sobald  vorausgesetzt  wird,  dass  die  drei  gegebenen 
Kugeln  unendlich  große  Radien  besitzen,  diese  Kugeln  also  in 
drei  Ebenen  übergehen. 

Auf  diese  beiden  besonderen  Fälle  werden  wir  zurückkommen 
und  werden  wir  dieselben  überdies  zur  Untersuchung  der  Eigenschaffen 
der  Cyelide  benützen. 

ßenken  wir  uns  nun  die  drei  gegebenen  Kugeln  Sj_,  S„  und  S^ 
ia  beliebiger  gegenseitiger  Lage. 

Wir  wollen  diese  Kugeln,  indem  die  veränderliche  (umhüllte) 
in  jeder  ihrer  Lage  berührt,  in  ihrer  dermaligen 
<  „Leitkugeln"  der  Cyelide  nenoen. 

Sämmtliche  Kugeln,  welche  drei  gegebene  Kugeln  berühren, 
gehören,  wie  wir  wissen  (Satz  270),  vier  Kugelbündelu  an,  deren 
Potenzachsen  die  vier  Ähnlichkeitsachsen  der  gegebenea  drei  Kugein 
sind.  Ferner  ist  bekannt,  dass  alle  Kugeln  eines  jeden  dieser  vier 
Bündel  durch  zwei  feste  Punkte  (reell  oder  imaginär),  auf  je  einer 
dieser  ÄhnlicbkeJtsachsen  gehen. 

Die  Kugeln  jener  vier  Bündel,  welche  gleichzeitig  die  drei  Kugeln 
S„  S„  83  berühren,  erzeugen  sodann  vier  verschiedene  Cyeliden, 
von  welchen  jede  einem  dieser  vier  Bündel  entspricht. 

Um  unsere  Betrachtuagen  einigermaßen  einzuschränken  und  zu 
fixieren,  nehmen  wir  an,  die  Cyelide  solle  von  jenen  Kugein  erzeugt 
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werden,  deren  entsprechendes  Kugelbundel  die  äußere  Älinlici]- 
keitsaehse  A  zur  Potenaaclise  hat. 

Besagte  Ähnlielikeitsachse  oder  Potenzachge  wird  von  allen  Kugeln 
des  zugehörigen,  die  Kugeln  S(,  S^  und  S^  unter  gleichen  Winkeln 
schneidenden  Kugelbündels  in  zwei  festen  (reellen  oder  imaginären) 
Punkten  geschnitten.  Durch  diese  Punkte,  wir  wollen  dieselben  J, 
und  i^j  nennen,  gehen  also  nicht  nur  die  sämmtlichen  erzeugenden 
Kugeln  der  Cyclide,  sondern  weiters  auch,  wie  übrigens  selbstver- 
ständlich,  die  Schnittkreise  zweier  solcher  Kugeln.  Dies  gilt  nament- 
lich von  den  Schnittkreisen  zweier  unmittelbar  aufeinander  folgender 
umhüllten  Kugeln,  d.  h.  von  den  Charakteristiken  der  Cyclide. 
Es  folgt  daher  der  Satz: 

379.  „Die  Charakteristiken  einer  Dupin  sehen  CyclkJe  sind  Kreise, 
welche  sämtnilich  durch  swei  feste  {reelle  oder  imaginäre)  Punkte  auf 
einer  Ähnlichkeitsaclise  der  drei  Leitkugeln  gehen.^' 


§.  313. 

Es  wird  nunmehr  auch  keinerlei  Schwierigkeit  bieten,  zu  «oter- 
scheiden,  ob  diese  beiden  obbeKeiehneten  Punkte  z/,  und  ^q,  welche 
die  „Knotenpunkte"  oder  „Doppelpunkte"  erster  Art  der 
Cyclide    genannt  werden,  reell  oder  imaginär  sind. 

Wir  wissen  nämlich,  dass  die  Scheitelpunkte  eines  Kugelbündels, 
d.  h.  die  beiden  festen  Punkte  auf  der  Potenaachse  des  Bündels  reell 
oder  imaginär  sind ,  je  nachdem  sich  die  Orthogonalkugeln  dieses 
Bündels  beziehungsweise  nicht  schneiden  oder  schneiden,  oder  mit 
anderen  Worten:  die  Scheitelpunkte  eines  Kugelbündels  sind  reell, 
wenn  ihr  Ortbogon alkreis  imaginär  ist,  und  umgekehrt. 

Andererseits  wurde  aber  auch  gezeigt  (Satz  272),  dass  die  Ortbo- 
gonalkreise  derjenigen  Kugelbündel,  welche  S,,  ä^,  S^  unter  gleichen 
Winkeln  schneidet,  durch  die  beiden  Schnittpunkte  dieser  drei  Kugeln 
gehen,  also  mit  denselben  beziehungsweise  reell  oder  imaginär  werden. 

Die  Knotenpunkte  der  Cyclide  werden  demgemäß  reell  sein,  wenn 
die  beiden  Schnittpunkte  der  drei  Leitkugeln  S,,  S^,  S^  imaginär  sind, 
und  umgekehrt.    £s  gilt  folglich  der  Satz: 

280.  „Die  heiden  Knotenpunkte  der  Cyclide,  d.  h.  die  beiden 
Funkte,  durch  welche  sämmtliche  Charakteristiken  gehen,  sind  reell 
oder  imaginär,  je  nadidem  die  Schnittptmkie  der  drei  gegebenen  Leit- 
htigeln  imaginär,  hestehungsweise  reell  siiw?." 
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Wir  werden  iu  der  Folge  noch  zwei  anderweitige  Doppel- 
punkte auf  der  Fläche  keauen  lernen,  welclie  zu  den  Leiden  ersteren 
in  ebenso  interessanten  als  eigen thüm liehen  Beziehungen  stehen. 

§.  314. 

Nehmen  wir  weiters  einen  beliehigen  Punkt  im  Räume  als 
löversionscentrum  an,  und  untersuchen  wir,  was  sich  in  dem 
Falle  ergibt,  als  die  Cyclide  transformiert  wird. 

Die  drei  gegebenen  Leitkugeln  verwandeln  sieh  durch  die  In- 
version wieder  in  drei  Kugeln  S',,  5"g,  S'^;  ebenso  werden  die  die 
Leitkugeln  berQhrenden  Kugeln  wieder  ia  Kugeln,  welche  die  drei 
transformierten  S',,  S'^,  S'^  berühren,  übergehen. 

Endlich  wird  durch  den  gleichnamigen  Vorgang  offenbar  auch  die 
Cyclide  in  jene  Fläche  verwandelt  werden,  welche  all  die  Kugelu  be- 
rührt, die  mit  den  transformierten  Kugeln  S',,  S'^,  S',  eine  Beröhrung 
eingehen.  Hieraus  folgt  also,  dass  auch  die  Cyclide  durch  inverse 
Transformation  immer  wieder  in  eine  Cyclide  übergeht.  Wir 
Ifönnen  demnach  den  Satz  aufstrellen: 

381.  „Eine  Cyclide  transformiert  sich  durch  Inversion  stets 
wieder  in  eine  Cyclide.'^ 

§.  315. 

Setzen  wir  voraus,  dass  die  drei  Leitkugeln  zwei  reelle  Punkte 
gemein  haben  (wobei,  nach  Satz  280,  die  Knotenpunkte  der  Cyclide 
imaginär  werden),  und  wählen  wir  den  einen  dieser  Schnitt- 
punkte als  Inversionseentrum,  so  übergehen  die  drei  Leit- 
kugeln durch  Inversion  in  drei  Ebenen;  die  erzeugenden  Kugeln  der 
Cyclide  dagegen  verwandeln  sich  in  jene  Kugeln,  welche  die  drei 
Ebenen  berühren,  und  die  ümhailungsfläche  der  ersteren,  die  Cyclide 
nämlich,  übergeht  in  die  TJmhüllungsfiäche  der  letzteren, 
d.  i.    in   einen  geraden  Kreiskegel, 

Endlich  übergehen  die  Charakteristiken  der  Cyclide  als  Schnitt- 
kreise unmittelbar  aufeinander  folgender  Kugeliagen  in  eben  solche 
auf  dem  Kreiskegel,  d.  i.  in  die  Kreisschnitte,  während  die  beiden 
imaginären  Knotenpunkte,  welche  allen  Charakteristiken  ge- 
meinsam sind,  ia  die  imaginären  Kreispunkte  auf  der  allen  (parallelen) 
Kreissehcittsebenen  gemeinschaftlichen  unendlich  fernen  Geraden  ver- 
wandelt werden. 

Wir  erhalten  somit  den  Satz: 
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282.  „Jede  Dupin' sehe  Cycliäe ,  deren  beide  KnotenpmiMe  erster 
Art  {sävimtUehen  Charakteristiken  gemeinsam)  imaginär  sind,  kann 
durch  Inversion  in  einen  geraden  Kreiskegel  transformiert  werden. 
Behiifs  Erreichung  dieses  Zweckes  genügt  es,  das  Inversionscentrum 
in  einen  der  beiden  Punkte  0a  verlegen,  in  welchen  sich  die  drei 
Leitkugeln  {selbstverständlich  redl)  sehneiden.  Unter  dieser  An- 
naJime  transformieren  sich  die  drei  Leitkugeln  in  drei  Ebenen;  die 
Cyclide  in  einen  diesen  Ebenen-  eingeschriebenen  geraden  Kreiskegel; 
der  zweite  Schnittpunkt  der  Leitkugeln  in  den  Scheitel  dieses  Xegels 
und  die  Charakteristiken  der  Cyclide  in  die  KreisscJmitte  des  Kegels." 


%.  316. 

Die  Möglichkeit  dieser  Transformatioii  iässt  den  geraden  Kreis- 
kegel als  Mittel  erscheiüen ,  gewisse  Eigenscliafteii  einer 
Cyelide  mit  iniaginäreii  Knotenpunkten  erster  Art  zu 
entwickeln. 

Vor  allem  ist  sofort  einleuchtend,  dass  den  geradlinigen  Erzeu- 
gendes des  Kotationskegels  auf  der  Cyclide  Kreise  .entsprechen  werden, 
welche  sämmtUch  durch  die  beiden  Schnittpunkte  der  Leitkugeln  gehen 
müssen.  Durch  deu  einen  dieser  Schuittpunkte  gehen  besagte  Kreise 
deshalb,  weil  derselbe  dem  Kegelscheitel  iuvers  ist,  und  durch  den 
anderen  aus  dem  Grunde,  weil  sich  jede  Gerade  in  einen  durch  das 
Inversionscentrum  gehenden  Kreis  verwandelt. 

Aus  der  charakteristischen  Eigenschaft  der  Inversion,  kleinste 
Theile  ähnlich  abzubilden,  folgt  aber,  dass  die  Eläche  in  jedem  der 
beiden  genannten  Punkte  eine  Gestalt  annehmen  müsse,  welche  jener, 
die  die  Kegelfläche  in  der  unmittelbaren  Nähe  des  Kegelscheitels  be- 
sitzt, ähnlich  ist,  dass  also  diesfalls  die  beiden  genannten  Punkte 
wieder  zwei  reelle  „Knotenpunkte",  „conische  Punkte"  oder 
„Doppelpunkte"  der  Cyclide  darstellen. 

Durch  diese  Knotenpunkte  geht  auf  der  Cyclide  noch  eine  von 
der  Charakteristikenschar  verschiedene  zweite  Schar  von  Kreisen. 

Diese  Kreise  stehen  mit  den  Charakteristiken  in  einer  wichtigen 
Wechselbeziehung.  Nachdem  dieselben  die  Inversen  der  Erzengenden 
des  Kotationskegels  sind,  nnd  diese  zu  den  Kreisschnitten  des  Kegels 
senkrecht  stehen,  so  bilden  sie,  weil  sich  Winkelgrößen  durch 
Inversion  nicht  ändern,  gleichfalls  rechte  Winkel  mit  den  Cha- 
rakteristiken; dieselben  sind  also  die  orthogonalen  Trajectorien 
der  letzteren.  Es  ist  aber  bekanntlich  bei  jeder  Fläche  der  Fall, 
dass  die  orthogonalen  Trajectorieu  einer  Schar  von  Krümmungslinien 


Hosted  by 


Google 


ebenfalls  eine  Curvenschar,  d.  i.  die  aweite  Scliar  von  Krümmiings- 
linien  der  Fläche  vorstellen. 

Dass  die  Kreise  auf  der  Cyclide,  welche  den  Kegelerzeiigenden 
invers  entsprechea ,  Kr ümmungslinien  sind,  ist  auch  unmittelbar 
auf  folgende  Weise  leicht  eluzusehen. 

Der  Kegel  wird  längs  einer  Eraeugenden  von  einer  Ebene  be- 
rührt. Diese  Ebene  venvandelt  sich  durch  Inversion  in  eine  Kugel, 
welche  die  Cyelide  längs  dem  der  Erzeugenden  entsprechenden  Kreise 
berührt.  Die  Normalenfläche  der  Kugel,  also  auch  jene  der 
Cyclide,  ist  daher  in  diesem  Falle,  sowie  vorher  bei  deu  Charakte- 
ristiken, wieder  ein  gerader  Kreiskegel,  woraus  unmittelbar  folgt, 
daäs  alle  diese  Kreise  Krümmungslinien  der  Cyelide  sind. 
Man  erhält  demgemäß  den  Satz: 

283.  „Bei  jedei-  Viipinschen  Cyclide  sind  beide  Scharen  von 
KriimmiincislinieK  ebene  Curven,  und  swar  Kreise.  Jede  Schar 
von  Krümmungslinien  geht  durch  gwei  feste  PunJcte.  Das  eine  Paar 
dieser  Knofenpunlite  sind  die  Schnittpunkte  der  drei  Leitkugeln, 
während  das  andere  Paar  von  KnolcnpunUen  die  beiden  Scheitel- 
punkte des  KugcTbündels  sind,  dessen  Kugeln  die  drei  Leilkugeln 
unter  gleichen  Winkeln  schneiden.^ 

§.  317. 

Denken  wir  uns  die  Cyclide  durch  drei  Leitkugeln  S„  S^,  S^, 
weiche  die  beiden  Punkte  d,  und  dg  gemeia  haben,  gegeben,  und  die- 
selbe wieder  dadurch  in  einen  Eotationskegel  verwandelt,  dass  wir 
das  Inversionseentrum  in  einen  der  beiden  Pimkte  ä^  und  (Jj,  etwa 
nach  d,,  verlegen. 

Hierbei  übergeben  die  drei  Leitkgela  S^,  S^,  S^  in  drei  Ebenen 
S\,  Ä'j  und  iS'3,  welche  sich  in  einem  Punkte  d'„  schneiden,  der  dem 
Punkte  d^  invers  entspricht. 

Sämmtliche  Kugela,  welche  die  drei  Kugeln  S,,  S^,  S^  berühren, 
transformieren  sich  in  Kugeln,  welche  mit  den  drei  Ebenen  S\,  S'^ 
ULd  S'g  eine  Berührung  eingehen.  Während  die  ersteren  die  Cyclide 
umhüllen,  umhüllen  die  letzteren  den  den  drei  Ebenen  S\,  S'g  und  S'^ 
eingeschriebenen  Rotatioaskegel,  dessen  Scheitel  der  Punkt  3'^  ist. 

Betrachten  wir  eine  beliebige  Berührebene  des  Kegels.  Die- 
selbe berührt  den  Kegel  längs  einer  Erzeugenden;  die  sämmtlichen 
Kugeln  dagegen,  welche  dem  Kegel  eingeschrieben  sind,  in  Punkten, 
welche  dieser  Erzeugenden  angehören. 

Diese  Beröhrebene  verwandelt  sich  invers  ia  eine  Kugel,  welche 
durch  die  Punkte  $,  und  S^  geht,  die  Cyclide  längs  der  dea  Kegel- 
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erzeugenden  invers  entsprechenden  Kreislinie  berührt,  und  endlich 
auch  alle  umiiüUteii  Engeln  der  Cyclide  in  Punkten  dieses  Kreises 
tangiert. 

Nachdem  es  aber  nnendlioh  viele  aolcher  Berührungsebenen  des 
Kegels  gibt,  so  existieren  auch  unendlich  viele  derartige  Kugeln,  oder 
mit  anderen  Worten :  die  Cyclide  hüllt  noch  eine  zweite  Sehar 
von  Kugeln  ein,  welche  demselben  Kugelböndel  wie  die  drei  Leit- 
kugeln angehören,  welche  also  durch  die  beiden  Schnittpunkte  der 
drei  Leitkugeln  gehen  und  nebstbei  sämmtliche  Kugeln  der  anderen 
Schar  in  Punkten  berühren,  welche  den  Krümmungslinien  der 
Fläche  angehören.    Hiernach  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

^84.  „Eine  Dupin'sche  Cyclide  ist  die  ÜmhüUungsflüche  mceier 
verschiedenen  Kugelscharen.  Biese  KugelscJiaren  gehören  swei  ver~ 
schiedenen  Kugelbünddn  an ;  je^e  Kugel  der  einen  Schar  wird  von 
sämmtlichen  Kugeln  der  zweiten  Schar  in  PunMen  berührt,  die  auf 
einem  Kreise  liegen,  welcher  eine  KriimmungsUnie  der  Cyclide  dar- 
stellt, und  umgekehrt,^ 

Hieraus  folgt  unmittelbar  noch  der  Satz: 

285.  „  Wird  eine  Cyclide  von  einer  veränderlichen  Kugel  tuii- 
hüllt,  die  stets  drei  gegebene  LeitJeugeln  schneidet,  und  nimmt  man 
drei  beliebige  Lagen  der  veränderlichen  Kugel  als  Leithtgeln  an,  so 
vnrd  eine  veränderliche  Kugel,  tvelche  die  letzteren  berührt,  ebenfalls 
dieselbe  Cyclide  umhüllen.'^ 

§.  318. 

Die  beiden  Kugelbündel,  welche  die  beiden  Scharen  umhüUter 
Kugeln  enthalten,  besitzen  je  eine  Symmetrieebene.  Diese 
beiden  Symmetrieebenen  müssen  aucb  Symmetrieebenen  für  die 
Cyclide,  als  Erzeugnis  dieser  Kugelseharen,  sein. 

Die  Sjmmetrieebene  jener  Schar  umhüUter  Kugeln,  zu  welehea 
die  gegebenen  drei  Leitkugeln  gehören,  ist  die  Centralebene  dieser 
drei  Kugeln. 

Die  Symmetrieebene  der  zweiten  Kugelsehar,  d.  h.  jene  des 
Kugelbündels,  dessen  Elemente  die  Leitkugeln  unter  gleicliea  Winkeln 
sehneidea,  ist  zur  Potenz achse  dieses  Bündels  normal,  und,  nach- 
dem die  Potenzachse  gleichzeitig  eine  Ähnlichkeitsachse  der 
gegebenen  drei  Leitkugeln  ist ,  mithin  in  der  Ceutralebeue  der  letz- 
teren liegt,  so  steht  die  gesuchte  Syrametrjeebeiie  der  zweiten  Sehar 
auf  der  Centralebene  der  drei  Leitkugeln,  d.  i.  auf  der  Symmetrie- 
ebene  der  ersten  Schar  senkrecht. 
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Die  Cycüde  besitzt  sonach  zwei  au  einander  normale  Symmetrie- 
ebesen  —  die  Syinmetrieebenen  der  beiden  Kiigelljündel  — 
welchen  die  erzeugenden  Kugeln  angehören, 

Es  ist  nicbt  schwer,  nachzuweisen,  dass  jede  dieser  Symmetrie- 
ebenen  durch  die  Potenzachse  des  entsprechenden  anderen  Bündels, 
d.  i.  durch  die  Verbindungsgeraden  z/, z/j  und  ö^S^  der  beiden  Paare 
von  Knotenpunkten  der  Cyclide  gehe. 

Die  Potenzachse  desjenigen  Kugelbüudels  ,  welches  auch  die 
drei  Leitkugeln  5,,  S^,  S^  enthält,  ist  die  Verbindungsgerade  der 
Punkte  iS,  und  S^,  ia  welchen  sich  diese  Kugeln  begegnen.  Die 
Symmetrieebene,  welche  dem  Bündel  entspricht,  dessen  Kugeln 
die  S,,  Sj,  Sg  unter  gleichen  Winkeln  trefi'en,  enthält  die  Mittel- 
punkte alter  dieser  Kugelu.  Nachdem  aber  die  beiden  Punkte  d,  und 
d„  als  Punktkugeln  aufgefasst  werden  k5nneri,  welche  S;,  S^,  S^ 
gleichfalls  berühren  oder  unter  gleichen  Winkeln  sehneiden,  so  müssen 
dieselben,  also  auch  deren  Verbindungsgerade  d,  d„ ,  der  genannten 
Synametrieebene  angehören. 

Dasselbe  gilt  von  der  zweiten  Symmetrieebene  und  der  Potenz- 
achse des  zweiten  Kugelbündels. 

Da  weiters  die  beiden  Potenzachsen  auf  den  Symmetrieebenen 
ihrer  eigenen  Kugelbüadel  senkrecht  stehen,  und  die  Symmetrieebenen 
selbst  normal  zu  einander  sind,  so  gilt  das  Gleiche  auch  von  den 
Potenzaehsen.    Es  folgt  mithin  der  Satz: 

386.  „Jede  Vupm'sche  Cyclide  bcsitd  swei  sii  einandef  normale 
Spmmetrieeben^  welche  gleichseitig  die  Symmetrieebenen  jener  Kugel- 
bündel sind,  denen  die  beiden  erzeugenden  Kugelscharen  angehören. 
Die  Symmetrieebene  des  einen  Kugelhändels  enthält  die  Fotensachse 
des  anderen  und  umgekehrt.  Bie  beiden  Fotensachsen  sind  sicei  sich 
kreuzende  auf  einander  senkrecht  siehende  Geraden.  Jede  derselben 
ist  die  Verbindungsgerade  eines  Faares  von  Knotenpunkten  der  Cyclide.^ 

§.  319. 

Greifen  wir  auf  den  Satz  284)  zurück,  so  können  wir  ohne  jedwede 
Schwierigkeit  weitere  Folgerungen  ziehen. 

Es  wurde  dortselbst  gezeigt,  dass  alle  Kugein  der  einen  Schar 
eine  beliebige  Kugel  der  anderen  Schar  in  Punkten  eines  Kreise» 
berühren,  weicher  eine  Krummungslinie  der  Cyclide  darstellt. 

Sind  demnach  wieder  S^,  S^  und  S^  die  drei  gegebenen  Leit- 
kugeln, so  lässt  sich  die  Cyclide,  auf  Grund  der  eben  ausgespro- 
chenen Eigenschaften,  leicht  aus  ihren  Krümmungslinien  eon- 
struieren. 
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Sei  nämlich  2  eine  beliebige  Kugel  der  einen  Sebar,  welcbe  die 
Kugelfl  S,,  Sq  und  fi,  in  den  Punkten  a,,  a^  und  «,  berübren  mag. 
Diese  Kugel  Z!  wird  von  allen  Kugeln  der  anderen  Schar  in  Punkten 
eines  Kreises  berührt,  welcher  eine  Krümmungslinie  der  Cyelide  reprä- 
äeatiert.  Zu  den  Kugeln  dieser  anderen  Schar  gehören  aber  auch  die 
drei  Leitkugela  5,,  Sr,  und  3^;  es  sind  daher  deren  Berflhrangspunkte 
«„  «3  und  «3  drei  Punkte  des  genannten  Kreises. 

Da  bekanntlich  die  Ebene  der  drei  Punkte  a,,  a^  und  «j  durch 
die  Ähnlichkeitsachse  A  der  drei  Leitkugeln  geht,  so  wird  es  zur 
Construction  des  genannten  Kreises  genügen ,  einen  von  den  drei 
Punkten  d, ,  a,  a.j  zu  kennen ;  denn  der  Kreis  wird  sich  als  Schnitt 
der  Kuge!  ^  mit  der  durch  die  Ähnlichkeitsachse  A  und  durch  den 
bekannten  Punkt  a,   gelegten  Ebene  ergeben. 

Besonders  hervorzuheben  sind  die  beiden  durch  die  Ähnlich- 
keitsachse Ä  gehenden  gemeinschaftliehen  Beruhrebenen 
der  drei  Leitkugelti  S^,  S^  und  S^. 

Heißen  die  BerQhi'ungspunkte  der  drei  Kugeln  S^,  3^,  S,  mit 
diesen  beiden  Ebenen  beziehungsweise  «,,  k,,  «3  und  ß,,ß,i,ßs,  so  sind, 
der  vorhergehenden  Betrachtung  gemäß,  die  durch  diese  Punkte  gehen- 
den zwei  Kreise  K^  und  Kß  zwei  Krömmungslinien  der  Cyelide. 

Die  beiden  Ebenen  berühreu  einerseits  die  Cyelide  längs  der 
beiden  Kreise  K^  und  K^,  berühren  aber  auch  andererseits  (nach 
Satz  284)  alle  Kugeln  der  anderen  au  iSj,  S^,  S^  gehörenden  Kngel- 
schar  in  Punkten  dieses  Kreises.  Dieses  Ergebnis  führt,  wenn  man 
berücksichtigt ,  dass  die  beiden  Berührebenen  sowohl,  als  auch  die  in 
denselben  liegenden  Kreise  symmetrisch  gegen  die  Centralebene  der 
drei  Kugeln  iSi,  S^,  S3  liegen,  zu  der  nachstehenden  Erzeugungs- 
art  der  Cyciide: 

S87.  „Sind  in  swei  Ebenen  swei  gleich  große  Kreise  in  sym- 
metrischer Lage  gegen  eine  WinkelhaJbierebene  der  beiden  Ebenen 
gegeben,  so  umhüllen  sämmtliche  Kugeln,  welche  die  beiden  Ebenen 
in  Punkten  dieser  beiden  Kreise  herühren,  eine  Dupin'sche  Oyclide." 

§.  320. 

Nachdem  man  die  beiden  genannten  Beruhrebenen  der  drei 
Leitkugeln  &\,  ä,,  S^  (nach  Satz  285)  auch  als  Leitflächen  für  die 
Schar  jener  erzeugenden  Kugeln,  zu  deaen  S„  S^  und  S^  gehören, 
betrachten  kann ,  so  findet  man  ohne  weiteres  folgende  Erzeugungs- 
weisen : 
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288.  „Eine  Kugel,  welche  eine  Kugel  und  swei  Ebenen  in  jeder 
Lage  berührt,  umhüllt  eine  Dupin'sclie  Cyelide^ 

und: 

289.  „Eine    veränderliche   Kugel,    welche  in   jeder  Luge    ztuei 
Kugeln  und  eine  Ebene  berührt,  umhüllt  eiw-  Dupin'sclie  Cydide  " 
Ferner: 

2'JO.  „Eine  veränderliche  Kugel,  welche  in  leder  Lage  etne 
Kugel  und  6ine  Ebene  berührt,  und  deren  Mittelpunkt  sich  tn  nnei 
anderen  Ebene  fortbewegt,  erzeugt  als  üfnhttllungsflache  eine  Dupm- 
sche  Cydide." 

§.  321. 

Sind  Äj,  Äj,  Sg  die  drei  Leitktigeln,  e,  und  e,  die  beiden  gemein- 
sehaftliehen  Bertthrebenen  derselben  und  endlich  ^^  und  -Sj  zwei 
beliebige  Kugeln,  deren  jede  die  drei  Kugeln  S,,  S^  und  S^  berührt. 

Es  ist  an  und  für  sich  Itlar,  dass  jede  Kugel  S,  deren  Mittel- 
punkt auf  der  Centralebene  der  drei  Xugeln  S,,  S^  und  S^  liegt  und 
die  Kugeln  U^  und  2^  'berfihrt,  eine  erzeugende  Kugel  der 
Cyclide  sei. 

Um  hieraus  eine  Erzeugungs weise  der  Cyclide  zu  folgern,  haben 
wir  bloß  zu  mitersuchen,  welche  Beaiehungen  die  Kugeln  2^  und  i^ 
zu  der  genannten  Centratebene  haben. 

Aus  Früherem  wissen  wir,  dass  die  Potenzachse  des  Kugelbüudels, 
welcher  die  Kugeln  der  einen  Schar,  beispielsweise  der  Schar  £  an- 
gehören, in  der  Sjmmetrieebene  der  anderen  Schar  8,  d.  i.  in  der 
Centralebene  der  drei  gegebenen  Kugeln  S,,  S^,  S^  liege,  und  ferner 
ist  bekannt,  dass  die  beiden  Symmetrieebenen  auf  einander  senkrecht 
stehen. 

Diese  Bedingungen  werden  offenbar  immer  erfüllt,  wie  man  auch 
die  Kugeln  -£,  und  ü^  und  die  Centralebene  gegen  einander  liegeud 
annehmen  mag.  Man  itifc  demnach  berechtigt,  behufs  Erzeugung  einer 
Cyclide  zwei  Kugeln  der  einen  Schar  und  die  Symmetrie- 
ebene  der  anderen  Schar  willkürlich  zu  wählen. 

HievoD  kann  man  sich  auch  folgendermaßen  überzeugen.  Sei  £ 
die  gegebene  Symmetrieebene,  seien  ferner  2^,  und  Ü^  die  beiden  ge- 
gebenen Kugeln,  so  können  leicht  drei  Kugeln  >%,  S^  uud  S^  eon- 
struiert  werden,  deren  Mittelpunkte  auf  E  liegen  und  die  beldeo  Kugeln 
2^   und  27j  berühren.    Diese  drei  Kugeln  bestimmen  sodann  als  „Leit- 
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kugeln"  eine  Cyolide,  dereu  Symmefcrieebene  E  ist  and  von  welcher 
2,  und  5,  Lagen  der  umhüllten  Kugel  repräsentieren.  Es  gilt 
demnach  der  Satz : 

391.  „Eine  veränderliche  Kugel,  deren  Mittelpunkt  sich  auf 
einer  festen  Ebene  fortbewegt,  wahrend  sie  selbst  zwei  feste,  beliebig 
gegebene  Kugeln  berOkrt,  umhüllt  eine  Dupin'sche  Cyclide.^ 

§.  322. 
Da,    wie  wir    wissen,   sämmtliehe  Lagen  dieser  veränderlichen 
Kugeln  von  zwei  Ebenen  e,  und  e^  berührt  werden,  welche  gegen  die 
Symmetrieebene  E  symmetrisch  liegen,  so  kann  der  Satz  aufgestellt 
werden; 

292.  „Alle  Kugeln,  welche  zicei  feste  Kugeln  berühren  und 
deren  Mittelpunkte  auf  einer  'gegebenen  Ebene  liegen,  werden  auch 
von  zwei,  su  der  leideren  symmetrisch  liegenden  Ebenen  berührt.'^ 

§.  323. 

Da  die  Krümmuagslinien  der  einen  Schar  auf  einer  Cyelide 
Kreise  sind,  welche  sich  in  den  beiden  Knotenpunkten  dieser 
Schar  schneiden  und  nachdem  alle  Krümmungslinien,  welche  auf 
Kugeln  der  einen  Schar  liegen,  von  den  Kugeln  der  anderen  Schar 
berührt  werden,  so  folgt: 

293.  „Berührt  eine  veränderliehe  Kugel  in  jeder  Lage  drei  feste 
Kreise,  welche  swei  Funide  gemein  haben,  so  iimhüllt  dieselbe  eine 
Dupin'sche  Cyelide." 

%.  324. 

Sind  a,  b,  c  die  Berührungspunkte  einer  solchen  obgedachfcen 
Kugel  mit  den  drei  Kreisen  K, ,  K^,  K^,  so  sind  dieselben  auch  Be- 
rührungspunkte dieser  Kugel  mit  den  Kugeln  der  anderen  Kchar, 
welche  durch  die  drei  Kreise  gehen.  Derjenige  Kreis,  welcher  durch 
a,  6,  c  gelegt  werden  kann,  wird  sodann  (nach  Satz  284)  ebenfalls 
eine  Krümmungslinie  der  Cyelide  darstellen. 

Nachdem  aber  jede  Krümmungalinie  einer  Schar  (auf  jeder  belie- 
bigen Fläche)  auf  jeder  Krümmungslinie  der  anderen  Schar  senkrecht 
steht,  so  folgt  der  interessante  Satz: 

394.  „Legt  man  durch  die  drei  Punkte,  in  tvelcJien  eine  Kugel 
drei  Kreise,  die  sivei  FiinMe  gemein  haben,  berührt,  einen  Kreis,  so 
schneidet  dieser  letztere  jeden  der  drei  Kreise  unter  rechtem  Winkel." 
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Ebenso  eiüfach  gelangt  man  zn  den  folgenden   Erzeugungs- 

295.  „Alle  Kreise,  welche  durch  [zwei  belidnge  Funkte  gehen 
und  einen  Kreis,  dessen  Ebene  auf  der  Yerbi/ndvaigsgeraden  der 
heilen  Punkte  senkrecU  steht,  rechtwinklig  schneiden,  erzeiagen  eine 
Dupin'sche  Cyclide,  eu  deren  Krümmungslinien  die  ohgenwnnten  Kreise 
sohlen." 

und: 

296.  „Alle  Kreise,  welche  zwei  feste  Ebenen  berühren  mid  einen 
festen  Kreis,  dessen  Ebene  durch  die  Schnittgerade  der  beiden  Ebenen 
geht,  unter  rechten  Winkeln  schneiden,  erzeugen  eine  Cyclide,  deren 
Krümmungslinien  diese  Kreise  siMd." 

Ferner :] 

297.  „Alle  Kreise,  welche  drei  feste  Kreise,  die  zwei  Punkte 
gemein  haben ,  rechtwinklig  schneiden ,  [erzemgen  eine  Dupin'sche 
Cyclide." 


Seien  wieder  fi^,,  S2,  S^  drei  Leitkugeln  der  Cyclide,  welche  sich 
in  den  Punkten  iJ,  und  ö^  schneiden  mögen.  Die  Verbindungsgerade 
d,  dj  ist  sodann  die  Pofceazachse  dieser  drei  Kugeln. 

Ist  2^  eine  beliehige  erzeugende  Kugel,  welche  die  Kugeln  S^, 
S^,  5*3  beziehungsweise  in  den  Punkten  ,«,,  »3  und  Ö3  berührt  und 
denkt  man  sich;  ia  den  Punkten  1«,,  «g,  «g  die  Tangentialeben  der 
Kugel  ^,  also  auch  der  drei  Kugeln  S^,  S^,  S^  construiert,  so  schnei- 
den sich  diese  drei  Berührebenen  in  einem  Punkte  ff,  welcher  notb- 
wendig  auf  der  Potenzgeraden  tf,  ä^  liegen  muss,  da  derselbe  der 
Poteazpuakt  der  vier  Kugeln  ;S,,  S^. 'S'a,  2^  ist.  Dieser  Punkt 
ist  aber  gleichzeitig  auch  der  Scheitel  des  der  Kugel  2,  also  auch  der 
der  Cyclide,  längs  des  Kreises  {a^a^a^)  umschriebenen  Kegels.  Dies 
ergibt  den  Satz: 

298.  „Die  Scheitel  aller  Kegel,  welche  einer  Cyclide  längs  den 
Kreisen  der  einen]  Schar  umschrieben  sind,  liegen  auf  der  Verbindungs- 
geraden der  Knotenpunkte  der  anderen  Schar  imd  umgekelirt.'^ 

§.  326. 

Die  Kugeln  der  Schar  2;  werden  von  zwei  festeu  Ebenen  berührt, 
welche  durch  die  Verbindungsgerade  der  Knotenpunkte  der  anderen 
Schar  gehen.    Nun  haben  wir  aber  gefunden,  dass  die  Scheitel  jener 
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Kegel,  welche  längs  den  Krümm ungakreisen  der  Schar  2;  der  Cyclide 
umschrieben  sind,  auf  der  eben  genannten  Verbind ungsgeraden  liegen; 
es  werden  daher  auch  diese  Yon  den  beiden  Ebenen  berührt  werden 
müssen.    Wiv  erhalten  somit  den  Satz: 

399.  „Die  der  Dupinschen  Cyclide  aus  den  Funlcten  jener  Ge- 
raden, welche  die  j:wei  Knotenpunkte  der  einen  Schar  von  Kreisen 
verbindet,  umschriebenen  Kegelfluchen  sind  gerade  Kreiskegel,  tvelche 
sämmtlich  von  zwd  festen  Ebenen  berührt  werden  und  die  CycUde 
selbst  in  den  Kreisen  der  anderen  Schar  berühren.'^ 


f.  327. 

Die  Cyclide  besitzt,  wie  dem  vorstehenden  Satze  leicht  zu  ent- 
nehmen ist,  zwei  umschriebene  gerade  Kreiscylinder,  deren 
Achsen  und  Erzeugenden  zu  den  Verbindungsgeraden  der 
beiden  Paare  von  Knotenpunkten  parallel  sind.  Da  diese 
beiden  Geraden  au  einander  rechtwinklig  sind  und  auch  ku  den  be- 
treffenden Symmetrieebenen  der  Fläche  (Satz  286)  senkrecht  stehen, 
so  ist  einleuchteüd,  dass,  wenn  man  die  beiden  Symmetrieebenen 
als  Projectionsebenen  annimmt,  die  beiden  Contouren 
der  Cyclide  auf  diesen  Projectionsebenen  Kreise  sein 
werden,  welche  gleichzeitig  die  Schnitte  der  Cyclide  mit  den  beiden 
Projectionsebenen  darstellen. 

Ferner  gibt  es  in  jedem  Systeme  zwei  Kegel,  welche  in 
Ebenen,  und  zwar  in  die  beiden  Ebenen  jeder  Kugelschar  degene- 
rieren, welche  die  sämmtlichen  Kugeln  der  anderen  Schar  berühren, 

§.  328. 

Da  sich  dnrch  Inversion  eine  Curve  w-ter  Ordnung  im  allge- 
meinen in  eine  Curve  2M-ter  Ordnung  verwandelt,  so  ist  leicht  zu 
zeigen,   dass    die  ,Cyclide    eine    Fläche    vierter    Ordnung   sei. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  Cyclide  durch  iaverse  Transforma- 
tion in  einen  Eotationskegel  verwandelt  und  durch  das  lüversions- 
centrum  eine  beliebige  Ebene  gelegt,  welche  diesen  Kegel  selbstver- 
ständlich nach  einen  Kegelschnitt  schneidet,  so  entspricht  diesem 
letzteren  in  derselben  Ebene  invers  eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche 
im  Inversionseentrum  einen  Doppelpunkt  besitzt  und  den  Schnitt 
dieser  Ebene  mit  der  Cyclide  darstellt, 

Oder  man  denkt  sieh  durch  das  Inversionscentrum  eine  beliebige 
Gerade  g  gezogen.  Dieselbe  hat  im  Inversionscentrum  mit  der  Fläche 
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zwei  Punkte  gemein,  da  das  Centrum  mit  einem  eonischen  Pnnkte 
der  Cyelide  eoineidiert.  Ferner  trifft  diese  Gerade  die  Kegelfläehe  in  zwei 
Punkten,  welchen  invers  die  beiden  weiteren  Schnittpunkte  der  Cyelide 
mit  der  Geraden  g  entsprechen.  Außer  diesen  vier  Punkten  bat  die 
Gerade  mit  der  Fläche  keine  Punkte  gemein;  es  ist  daher  die  be- 
sprochene Fläche  eine  Fläche  vierter  Ordnung,  und  mithin  besteht 
der  Satz: 

300.    „Dm   Dupin'sche    Cyelide    ist    eine   Fläche   vierier    Ord- 
nung." *) 
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Dritter  Abschnitt, 
Die  ßotatlonsüächen  zweiten  Grades. 

XVIII.  Capitel. 
§.  329. 

In  Früherem  (Band  II)  wurde  bereits  der  Nachweis  erbracht,  dass, 
wenn  zwei  von  den  drei  Hauptachsen  einer  Fläche  zweiten  Grades  gleich 
lang  sind,  der  durch  diese  Achsen  bestimmte  Hauptschnitt  der  Fläche 
ein  Kreis  sei,  während  die  beiden  anderen  Hauptschnitte  Kwei  con- 
gruente  Kegelschnitte  sind. 

Unterziehen  wir  nun  diesen  Fall  einer  eingehenderen  Betrachtung. 
Die  drei  Hauptachsen  einer  Fläche  zweiten  Grades  seien  a,  h,  c.  Setzen 
wir  diesfalls  voraus,  dass  die  beiden  Hauptachsen  h  und  c  einander 
gleich  wären  und  die  Länge  h  besäßen,  während  die  dritte  Hauptachse 
als  die  von  den  genannten  Achsen  verschiedene,  durch  a  repräsentiert 
werden  mag. 

Infolge  dieser  Annahme  ist  der  durch  die  beiden  gleichen  Achsen 
h  =  c  bestimmte  Hauptschnitt  der  Fläche  ein  Kreis  K,  dessen  Ebene 
zu  der  dritten  Achse  a  senkrecht  steht.  Jede  durch  die  Achse  a  ge- 
legte Ebene  schneidet  diesen  Kreis  K  in  zwei  Punkten ,  welche  End- 
punkte eines  Kreisdurchmessers  sind.  Die  Achse  a  und  je  einer  dieser 
letztbezeichneten  Durehmesser  bestimmen  die  Achsen  des  Schnittes, 
in  welchem  die  genannte,  durch  a  gelegte  Ebene  die  Fläche  zweiten 
Grades  sehneidet, 

Beräcksiehsigt  man,  dass  alle  Durchmesser  eines  Kreises  unter 
einander  gleich  sind,  dass  also  alle  Kegelschnitte,  in  welchen  die 
durch    die    Achse    a    gehendfin    Ebenen   die    Fläche    schneiden,   diese 


Hosted  by 


Google 


Achse  «  gemeio,  die  zweiten  Achsen  aber  sämmtlich  gleich  habeu,  so 
folgt  ohne  weitere,  dass  diese  Fläche  durch  Umdrehung  irgend  eines 
Kegelschnittes  um  eine  seiner  Achsen  entstanden  gedacht  werden  kanu. 
Zwei  in  diese  Kategorie  gehörende  Flächen  und  zwar  das  wind- 
schiefe Umdrehungshyperhcloid,  welches  man  durch  Kotation 
einer  Hyperbel  um  ihre  imaginäre  Achse,  oder  durch  Drehung  einer 
Geraden  um  eine  feste,  die  erstere  nicht  sehneidende  Gerade  er- 
zeugen kann,  Hiid  die  Kugel,  welche  durch  Umdrehung  eines  Kreises 
um  einen  seiner  Durcbmesser  entsteht ,  haben  wir  bereits  kennen 
gelernt. 

Jede  solche  Fläche  zweiten  Grades,  welche  durch  Umdrehung 
eines  Kegelschnittes  um  eine  seiner  Achsen  entsteht,  nennt  man  eine 
„Umdrehungsfläche",  „ürehfläehe",  „Rotationsfläche"  oder 
„lie voiutionsfläche"  zweiten  Grades. 

Was  diese  Flächen  betrifft,  so  kann  man  fünf  verschiede  nu 
Arten  derselben  unterscheiden,  und  zwar; 

a)  Das  bifoeale  oder  aberhöhte  Ellipsoid,  weiches  durch 
Umdrehung  einer  Ellipse  um  ihre  große  Achse  entsteht. 

b)  Das  sphärofooale  oder  abgeplattete  EUipsoid,  oder 
auch  Sphäroid,  welches  durch  Rotation  einer  Ellipse  um  deren  kleine 
Achse  entsteht. 

c)  Das  Eotationsparaboloid,  welches  eine  Parabel  bei  der 
Umdrehung  um  ihre  Achse  erzeugt. 

d)  Das  einmantelige,  einfache  oder  windschiefe  Hy- 
perboloid, eraeugt  durch  Kotation  einer  Hyperbel  um  ihre  imagi- 
näre Achse,  und  endlich: 

e)  Das  zweitheilige  oder  zweimantelige  Kotations- 
hyperboloid,  welches  durch  eine  um  ihre  reelle  Achse  rotierende 
Hyperbel  erzeugt  wird. 

§.  330. 

Gemeinschaftliche,  charakteristische  Eigenschaften  der  Flächen 
zweiten  Grades. 

Bevor  wir  darauf  ühergehen,  uns  mit  jeder  dieser  Flächen  einzeln 
zu  beschäftigen,  dürfte  es  ebenso  zweckmäßig  als  nothwendig  er- 
scheinen, einige  denselben,  infolge  iiirer  Erzeugung  als  Umdrehungs- 
fläehen,  anhaftende  gemeinsame  charakteristische  Eigenschaften  auf- 
zusuchen. 
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Der  Kürze  wegen ,  wollen  wir  zunächst  gewisse  Bezeich- 
nungen einführen.  Den  rotierenden  Kegelschnitt  bezeichnen  wir, 
einerlei  in  was  immer  fflr  einer  Lage  sieh  derselbe  während  der 
Drehung  befindet,  stets  mit  K;  den  Kreis,  welchen  die  zweite  Achse  bei 
der  Umdrehung  beschreibt,  wollen  wir  immer  C  heißen;  ferner  werden 
wir  die  Rotationsachse  mit  Z  und  eine  beliebige  durch  dieselbe 
gehende  Ebene,  mit  E^,  e^,  B^,  Hi  etc.  bezeichnen. 

Jeder  beliebige  Punit  des  Kegelschnittes  K  beschreibt  bei  der 
Umdrehung  um  Z  einen  Kreis,  dessen  Ebene  zur  Ebene  des  Kreises 
G  parallel  ist,  also  zur  Kotatioosachse  Z  senkrecht  steht,  dessen  Mittel- 
punkt der  Schnitt  dieser  Ebene  mit  der  Achse  Z,  oder  mit  anderen 
Worten,  der  Fußpuukt  des  von  dem  obgenannten  rotierenden  Punkte 
auf  die  Achse  Z  gefällten  Perpendikels  ist.  uud  dessen  Radius  durcli 
die  jeweilige  Länge  dieses  Perpendikels  bestimmt  wird. 

Es  gilt  daher  allgemein  für  die  Rotationsflächen  der  Satz: 

301.  „Jede  Rotationsfläche  sweüen  Crrades  wird  von  einer  zur 
Drehachse  senkrechten  Ebene  in  einem  Kreise  geschnitten,  dessen 
3IittelpunM  auf  der  Drehachse  liegt." 

§.  331. 

Alle  auf  diese  Weise  erhaltenen  Kreisschnitte  nennt  man  die 
„Parallelkreise"  der  Rotationsfläche.  Der  Kreis  (J,  welchem 
unter  den  genannten  Kreisen  im  allgemeinen  der  größte  Radius  (beim 
windschiefen  ümdrehuBgsbyperboloid  der  kleinste)  entspricht,  wird 
häufig  auch  als  „Äquator"  der  Rotationsfläche  bezeichnet. 

Geht  die  schneidende  Ebene  durch  einen  der  Endpunkte  der 
Rotationsachse,  während  sie  auf  derselben  senkrecht  steht,  so  reduciert 
sich  deren  Scbnittkreis  mit  der  Pläche  auf  diesen  Endpunkt;  die 
schneidende  Ebene    wird   also    zur  BerBhrungsebene. 

Gleichzeitig  erhalten  wir  auch  den  wichtigen,  aus  der  Erzeu- 
gungsart der  Flächen  „als  Uradrehnngsflächen"  direct  folgenden  Satz: 

50.3.  „Die  Ebenen,  welche  dwrch  die  Drehachse  einer  Rotations- 
fläche zweiten  Grades  gehen ,  schnmdeii  diese  stets  in  congruenten 
Kegelschnitten." 

Besagte  Ebenen,  welche  bei  allen  Umdrehungsflächen  durch  die 
Drehachse  derselben  gehen,  pflegt  man  die  „Meridianebenea"  und 
die  in  denselben  liegenden  congruenten  Schnitte  der  Fläche,  die 
„Meridiane  der  Umdrehungsfläche"  zu  neuneu. 


Hosted  by 


Google 


§.  33:J. 

Da  jedes  Paar  aufeinauder  senkrecht  stehender  Durchmesser 
eines  Kreises  als  dessen  Achsen  betrachtet  werden  können,  so  ist  klar, 
dass  die  Drehachse  Z  einer  ümdrehnngsfläehe  im  Vereine  mit  zwei 
beliebigen  rechtwinkligen  Durchmessern  Z>,  nud  D^  des  Äquatorial- 
kreises  C,  stets  als  drei  Achsen  der  Fläche  aufgefasst  werden  können. 

Der  Durchmesser  D^  ist  sodann  der  Haupt-  oder  Meridianebene 
{Dg,  Z)  coöjugiert,  uud  der  der  Rotationsfläche  längs  des  zugehörigen 
Meridians  umgeschriebene  Cylinder  hat  daher  den  Durchmesser  D, 
(nach  Satz  435,  Band  II)  zur  Achse,  oder  was  auf  dasselbe  hiaaus- 
läuft,  der  der  Rotationsfläche  längs  eines  Meridians  umschriebene 
Cylinder  hat  diesen  Meridian  zum  senkrechten  Querschnitt. 

Aus  dieser  Eigenschaft  und  der  Congruenz  sämmtlicher  Meridiane 
folgt  sofort  auch  die  Congruenz  aller  der  Rotationsfläche,  längs  der 
Meridiane,  umscbriebenen  Cylinder.  Mithin  gilt  der  Satz: 

303.  ^SämmÜiche  einer  Hevoltdionsfläcke  zweiten  Grades  längs 
ihrer  Meridiane  umschriebem.ii  Ct/lindet  sind  untereinander  und  deren 
senkrechte  Quertckniite  den  Meridianen  congtuent." 

Denkt  man  »"ich  den  einen  dieser  Cjlmder  mit  der  Rotationsachse 
in  starrer  Verbindung  und  letzteren  um  diese  herumgedreht,  so  wird 
derselbe  in  jeder  La^e  die  Rotationsfläche  längs  eines  Meridianes 
berühren.  Hiernach  ergibt  sich  die  nachstehende  Entstehungsart: 

30i.  „Dreht  t,ich  ein  helidiiger  Cylinder  zweiten  Grades  um 
eine  der  Achsen  seines  normalen  Qaer^eknittes ,  so  umhüllt  d^selbe 
eine  Botationsflüche  zweiten  Grades.,  deren  Meridiane  mit  dem  ge- 
nannten Querschnitte  congruent  sind." 

%.  333. 

Da  die  Rotationsachse  einer  Umdrehungsfläche  zweiten  Grades 
Kur  Ebene  des  Äquators,  sowie  zu  jeder  zu  derselben  parallelen  Ebene 
eoDJugiert  ist,  folgt  (als  Specialfali  eines  allgemeineren  Satzes  444, 
Band  II),  dass  der  einer  Rotationsfläche  von  einem  beliebigen  Punkte 
der  Rotationsachse  aus  umschriebene  Kegel  ein  Rotationskegel  ist, 
dass  dessen  Berflhrungscurve  ein  Parallelkreis  und  dass  seine  Achse 
mit  der  Rotationsachse  identisch  sei. 

Zu  gleichem  Resultate  gelangen  wir  flbrigens  auch  unmittelbar 
durch  nachstehende  einfache  Betrachtung. 

Vor  allem  Anderen  berücksichtigen  wir,  dass  jede  Gerade,  welche 
eine  auf  einer  beliebigen  Fläche  liegende  Curve  in  einem  Punkt« 
berührt,  auch  eine  Tangente   der  Fläche   in   diesem  Punkte   dar- 
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stelle,  und  ferner  beachten  wir,  dass  der  einer  Fläche  aus  einem  Punkte 
außerhalb  umschriebene  Kegel  von  denjenigen  Tangenten  der  Fläche 
gebildet  werde,  welche  durch  diesen  Punkt  gehen. 

Denken  wir  uns  nun  einen  beliebigen  Punkt  S  auf  der  Rotations- 
achse angenommeu,  und  voa  demselben  an  irgend  einen  beliebigen 
ileridiankegelsehnitfc  k  die  Tangente  t  gelegt,  deren  Berührungs- 
punkt a  sein  möge. 

Dreht  man  den  Kegelschnitt  k  sowohl,  als  auch  die  Tangente  t 
um  die  Rotationsachse  Z,  so  erzeugt  der  erstere  die  Rotationsfläche 
selbst,  die  Tangente  t  hingegen  einen  Kegel,  dessen  Erzeugenden  die 
Meridiane,  also  auch  die  Fläche  selbst  berühren.  Letzterer  wird  dem- 
gemäü  den  der  Fläche  aus  dem  Punkte  S  umschriebenen  Kegel 
repräsentieren.  Der  Berührungspunkt  a  beschreibt  hierbei  einen  Kreis, 
welcher  gleichzeitig  die  Berührungscurve  des  Kegeis  darstellt.  Der 
Kegel  selbst  ist,  da  derselbe  durch  Omdrehunjj  einer  Geraden  ent- 
steht, ein  Eotationskegel.  Mithin  der  Satz: 

305.  „Jeder  einer  Eotationsfläche  mveiten  Grades  aus  einem 
Punkte  ihrer  Botationsackse  umschriebene  Kegel  ist  ein  Eotations- 
kegel, dessen  Achse  mit  jener  der  Fläche  zusammenfällt,  und  welcher 
die  letztere  in  einem  Parallelkreise  berührt.'^ 

Ruckt  der  Kegelscheitel  auf  der  Rotationsachse  in  unendliche 
Entfernung,  so  übergeht  der  umschriebene  Kegel  in  einen  um- 
schriebenen Cjlinder,  welcher  die  Rotationsfläche  längs  des 
Äquatorialkreises  berührt. 

§.  334. 

Da  eine  Tangentialebene  einer  krummen  Fläche  in  einem  ibrei 
Punkte  vollkommen  bestimmt  ist,  sobald  mau  zwei  Tangenten  dei 
Fläche  im  betreffenden  Berührungspunkte  kennt,  so  wird  es  offenbai 
in  dem  Falle,  als  wir  es  mit  Rotationsflächen  an  thnn  haben,  am 
einfachsten  sein,  behufs  Bestimmung  der  Tangentialebene  in  einem 
ihrer  Punkte,  die  Tangenten  des  durch  diesen  Punkt  gehen- 
den Parallelkreises  und  Meridianes  zu  verwenden. 

Sei  demnach  Z  die  Kotationsachse,  a  ein  beliebiger  Punkt  der 
Rotationsfläche,  Kn  der  durch  denselben  gehende  Meiidian,  c^  der 
durch  den  nämlichen  Punkt  gehende  PaiiUelkieis  und  o  der  auf  der 
Rotationsachse  Z  liegende  Mittelpunkt  des  letzteien. 

Die  Tangente  4  des  Menlians  Ä  im  Punkte  a  schneidet  die 
Rotationsachse,  da  beide  Geraden  in  dei  Lbeni'  le  Meridians  K„  liegen, 
in  einem  Punkte  S. 
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Die  Tangente  tc  des  Parallelkreises  c  im  Punkte  a  steht  senkrecht 
zu  dem  Kadiua  ao.  Da  dieselbe  aber  in  der  Parallelkreisebene  Hegt 
und  diese  zur  Rotationsachse,  also  auch  au  der  Ebene  des  Meridianes  Ka 
senkrecht  steht,  so  wird  offenbar  die  besagte  Paralleikreistangente  auch 
zu  der  Ebene  des  Meridianes  Ka  senkrecht  stehen  müssen. 

Die  Berührungsebene  der  Rotationsfläche  im  Punkte  a 
wird  mithin,  da  sie  durch  die  beiden  Tangenten  4  «i^d  t^  bestimmt 
ist,  ebenfalls  auf  der  Ebene  des  Meridianes  Ka  senkrecht  stehen. 
Daher  der  Satz: 

306.  „Die  Beruhrungsäiene  einer  Motationsfläehe  steht  stets  senlc- 
recht  auf  jener  Meridianehene,  welche  durch  ihren  Berülirungspunlä 
geht. " 

§.  335. 

Die  Normale  einer  Fläche  in  einem  ihrer  Punkte  ist  jene 
Gerade,  welche  durch  diesen  Punkt  senkrecht  zu  der  betreffenden 
Berührebene  gezogen  wird.  Da  nun  auf  Grund  des  vorstehenden  Satzes 
die  Berührebene  auf  der  Meridianebene  seihst  senkrecht  steht,  so  ist 
eißleuchteud,  dass  die  Normale  der  Rotationsfläche  in  dem  Punkte  «, 
in  der  diesem  Punkte  entsprechenden  Meridianebene  liegen  müsse. 
Nachdem  aber  in  der  letzteren  auch  die  Rotationsachse  liegt,  so  ist 
selbstverständlich,  dass  die  jeweilige  Normale  der  Botätionsfläche  in 
dem  betreffenden  Punkte  a  die  Rotationsachse  Z  in  einem  Punkte 
schneiden  mfisse.  Da  das  Gleiche  von  jedem  anderen  Punkte  der 
Rotationsfläche  gilt,  so  besteht  der  Satz; 

307.  „Sätnmtliche  Normalen  einer  Rotationsfläche  schneiden  die 
Motationsachse  der  Fläche.'^ 

Die  Nonnale  einer  Fläche  in  einem  Punkte  a  steht  senkrecht 
auf  allen  durch  diesen  Punkt  gezogenen  Cnrven  der  Fläche,  Dies 
beachtend,  köimen  wir  den  eben  aufgestellten  Satz  auch  in  folgender 
Form  aussprechen: 

308.  „Die  Normale  einer  Rotationsfläche  in  einem  ihrer  Punkte 
ist  gleichmtig  die  Normale  des  durch  diesen  Furikt  gehenden  Meri- 
dians.'^ 

§.  336. 
Nehmen  wir  einen  beliebigen  Meridian  K  an;  n„  sei  die  Nor- 
male desselben  im  Punkte  a,  also  auch,  mit  Zugrundelegung  des  eben 
ausgesprochenen  Satzes,  die  Noi'male  der  Rotationsfläche  in  dem  näm- 
lichen Punkte  a.  Diese  Normale  möge  die  Rotationsachse  im  Punkte 
Na  schneiden. 
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Denkt  man  sich  den  Meridian  K  in  starrer  Verbindung  mit  der 
Normale  Wo  um  die  Kotationsachse  Z  gedreht,  so  erzeugt  derselbe 
eine  Rotationsfläche.  Die  Normale  hingegen,  welche  in  jeder  Lage 
während  der  Rotation  zu  dem  betreffenden  Meridian,  also  auch  zur 
Fläche  selbst  normal  bleibt,  erzeugt  einen  Kotationskegel  mit  dem 
Scheitel  jVa,  während  ihr  Fußpunkt  a  auf  der  Fläche  einen  Parallel- 
kreis Ca  beschreibt.    Mithin  der  Sata: 

309.  „Die  Normalen  einer  Rotationsfläche  in  den  Punkten  eines 
und  desselben  Parallelkreises  sind  Erzeugenden  eines  B.otationskegels, 
dess&a  Achse  mit  der  Rotaiionsachse  identisch  ist."- 

Den  Kegel  {Sa,Ca)  pflegt  man  den  „Normalenkegel"  der 
Eotationsfiäche  längs  des  Parallelfcreises  c„  au  nennen. 

§.  337. 
Denkt  man  sich  aus  dem  Punkte  N^,  als  Mittelpunkt,  eine 
Kugel  besehrieben,  weiche  durch  den  zugehörigen  Paralleikreis  Ca  geht, 
deren  Radius  somit  der  Länge  raJVu  der  Normalen  gleich  kömmt,  so 
ist  klar,  dass  diese  Kugel  die  Rotationsfläche  längs  des  Parallelkreises 
Ca  berühren  muss,  da  deren  Berührebeue  in  einem  beliebigen  Punkte 
a  dieses  Parallelkreises  m  dem  zugehörigen  Radius  «jV«  senkrecht 
steht.  Die  besagte  Ebene  ist  mithin  auch  die  Tangentialebene  der 
Rotationsfläche  in  dem  nämlichen  Punkte  a.  Wir  erhalten  mithin 
den  Satz: 

310.  „Längs  eines  jeden  Parallelkreises  Jässt  sich  einer  Eota- 
tionsfiäche eine  Kugel  einschreiben.  Der  Mittelpunkt  dieser  Kugel  ist 
der  Scheitel  des  mi  dem  Parallelkreise  gehörenden,  Normalenlcegels 
der  Rotationsfläche.^ 


Da  die  Normale  der  Rotationsfläche  in  jedem  Punkte  derselben 
in  der  Meridianebene  dieses  Punktes  liegt,  so  erfüllen  die  Normalen 
einer  Rotationsfläche  in  allen  Punkteu  eines  und  desselben  Meridians 
eine  Ebene,  d.  i.  die  Ebene  dieses  Meridians. 

Nachdem  also  sowohl  die  Normalenflächen  einer  Rotations- 
fläche längs  der  Parallelkreise,  als  auch  längs  der  Meridiane  auf- 
wickelbare Flächen  sind  (die  ersteren  sind  [nach  Satz  310j 
Eotationskegel,  die  letzteren,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  sind  Meri- 
dianebenen),  so  bilden  diese  Curven  die  beiden  Systeme  von 
Krümmungslinien  der  Rotationsfläche.    Daher  der  Satz: 
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311.  „Die  Parallelkreise  einer  Botationsfläelie  bilden,  das  eine 
System,  die  Meridiane  das  zweite  System  von  KrOmmungsUnien  dieser 
Fläche." 

%.  339. 
Noch  sei  der  folgenden  zwei  Eraeuguagsweisen    der  Rotations- 
flächen Erwähnung   gethan,    welche    aus  den  Sätzen  301)  und  310) 
unmittelbar  folgen: 

312.  ^Bewegt  sich  ein  veränderlicher  Kreis  derart,  dass  sein 
Mittelpunkt  beständig  auf  einer  Geraden,  seine  Ebene  aber  senkrecht 
SU  dieser  Geraden  bleibt,  und  ein  Punkt  seiner  Peripherie  stets  eine 
gegebene  feste  Curve  schneidet,  so  erzeugt  derselbe  eine  Rotationsfläche." 

und: 

313.  „Bewegt  sich  eine  Kugel  so ,  dass  ihr  Mittelpunkt  stelig 
auf  eiiter  Geraden  fortrückt,  während  ihr  Radius  sich  stetig  ver- 
ändert, so  umküllt  dieselbe  eine  Rotationsfläche." 

Die  sämmtlichen  hier  entwickelten  Sätze  gelten  überhaupt  für  jede 
Art  von  Eotationsflächen ,  die  Meridiane  derselben  mögen  was  immer 
für  Curven  sein.  Bezeichnete  Sätze  wurden  hier  vorausgeschickt,  resp. 
abgeleitet  und  festgestellt,  weil  uns  dieselben  in  der  Folge  bei  der 
speciellen  Untersuchung  der  Eotationsfläehen  zweiten  Grades  von 
Nutzen  sein  werden. 

Hiermit  übergehen  wir  auf  die  Entwicklung  der  besonderen 
Eigenschaften  der  fünf  Arten  von  Eotationsfläehen  zweiten  Grades. 

§.  340. 
A.  Das  bifocale  oder  überhöhte  Ellipsoid. 

Die  meisten  Eigenschaften  dieser  Fläche,  sowie  überhaupt  aller 
Umdrehungsflächen  zweiten  Grades,  werden  sich  aus  jenen  ihres  Meri- 
diankegelsehnittes  ergeben. 

Das  bifocale  Ellipsoid  entsteht  durch  Umdrehung  eiaer 
Ellipse  um  ihre  große  Achse.  Die  Endpunkte  der  kleinen  Achse  be- 
schreiben den  Äquatorialkreis, 

Nehmen  wir,  der  Einfachheit  wegen,  die  horizontale  Projeetions- 
ebene  parallel  zu  der  Ebene  s„  {Taf.  XIV,  Fig.  71)  des  Äquatorial- 
kreises (C,  C)  an,  wählen  diese  Projeetionsebene  also  so,  dass  der 
letztere,  auf  diese  orthogonal  projiciert,  in  wahrer  Größe  dargestellt 
erscheint. 

Auf  dem  Ellipsoid  selbst  denken  wir  uns  einen  beliebigen  Punkt  a 
angenommen,  und  überdies  die  verticale  Projeetionsebene  so  gewählt, 
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daas  sie  eine  au  der  Meridianebene  ^s  dieses  Punktes  parallele  Lage 
annimmt.  Der  letztere  wird  sodann  durch  {a,a')  dargestellt  erscheinen. 
Die  diesen  Punkt  enthaltende  Meridian ellipse  {E,E')  erscheint,  zufolge 
dieser  Annahme,  in  der  vertiealea  Projection  in  wahrer  Größe  und 
Gestalt-  Die  Drehungsachse  (2, Z')  stellt  sich  sonach  diesfalls  als 
eine  horizoutalprojicierende  Gerade  dar. 

Nach  dieser  Vorhereitung  wollen  wir  eine  der  wichtigsten  Eigeu- 
schaften  des  TJmdrehungsellipsoides  ableiten. 

Schreiben  wir  dem  Ellipsoide  eine  Kugel  (K^,,  K\)  längs  des  Äquators 
(C,C')  eiu.  Diese  Kugel  hat  als  Radius  jenen  des  Äquators,  d.  i.  die 
kleine  Halbachse  der  Meridianeliipse  {E,E').  Besagte  Kugel  wird  von 
der  Meridianebene  jj^  in  einem  größten  Kreise  K^  geschnitten,  welcher 
die  Meridianellipse  in  den  Endpunkten  A  und  B  der  kleinen  Achse 
berührt,  gleichzeitig  aber  mit  der  Ellipse  concentrisch  ist. 

Wie  aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  bekannt,  ist  dieser 
Kreis  Kg  mit  der  Ellipse  E  affin.  Hierbei  repräsentiert  die  kleine 
Achse  Ali  die  Affinitätsachse.  Die  Affinitätsstrahlen  stehen  auf  dieser 
Achse  senkrecht,  und  der  Affinitätsmodul,  d.  h.  das  Verhältuis  der 
Abstände  entsprechender  Punkte  beider  Curven  E  uud  K„  von  der 
Affinitätsachse  ist  dem  Verhältnisse  der  beiden  .Achsen  der  Meridian- 
ellipse gleich. 

Zieht  man  von  einem  beliebigen  Punkte  a  der  Ellipse  E  eine 
Senkrechte  «a  zu  der  Achse  AB,  so  wird  letztere  in  einem  Punkte  a 
und  der  Kreis  K^  in  einem  Punkte  a„  geschnitten  und  es  ist; 

utt  :  «flo:  =  coustant  =  £■:»■, 
wenu  s  die  Länge  der  großen  Halbachse  der  Ellipse  und  r  den  Kadiu? 
des  Kreises  K^  repräsentiert. 

Nun  ist  aber,  wie  bereits  bei  der  Darstellung  des  Ellipsoides 
angenommen  wurde,  («,«')  ein  beliebiger  Punkt  der  Fläche.  Der  Punkt 
[%,a')  des  Kreises  {K^^K'^)  liegt  auf  der  Kugel  {K,K'),  und  ist  der 
Durchstoßpunkt  derselben  mit  der  durch  (a,«')  gehenden,  zur  Äquator- 
ebene senkrechten  Geraden.    Es  wird  demnach  die  Beziehung 

aa  :  a^a  =  s  :  r 
für  jeden  beliebigen  Punkt  («,«')  des  Ellipsoides  und  den  zitgehoren- 
den  Punkt  {%,a')  der  eingeschriebenen  Kugel  {K,K)  gelten. 

Aus  der  Consfanz  dieses  Verhältnisses  ist  leicht  zu  entnehmen, 
dass  die  Kugel  und  das  EUipsoid  zwei  affine  Gebilde  sind,  deren 
Äffinitätsebeae  die  Äquatorialebene  t„  des  Ellipsoides  ist;  die  Äf- 
finitätsstrahleii    sind   zur    Affiuitätsebene   senkrecht,   und 
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der  Äffinitätsmodul  ist  durch  das  AehseDverhäitiiis  der  Meridian - 
ellipse  dargestellt. 

Wir  erhalten  daher  den  wichtigen  Satz: 

314.  „Die  einem  bifocalen  Ellipsoide  längs  des  Äqiiatorial- 
kreises  eingeschriebene  Kugel  ist  mit  der  lElädie  des  EUipsoides  ortho- 
gonal affin  verwandt.  Die  Afßnitätsehene  ist  die  Äquatori^hene  und 
der  Äffinitätsmodul  ist  dem  Achsenverhäitnisse  der  MeridianeUtpse 
gleich." 

Auf  der  Anwendung  dieses  Satzes  beruien  die  meisten  Verein- 
fachungen in  der  Construction  der  Schnitte,  sowie  jener  der  Tangential- 
ebenen des  Eotationsellipsoides ,  wie  wir  in  der  Folge  häufig  genug 
Gelegenheit  finden  werden,  uns  au  überzeugen. 

§•  341. 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich,  wenn  wir  die  bereits  bekannten 
Gesetze  der  räumlichen  Affinität  berücksichtigen,  unmittelbar  der  nach- 
stehende. 

Da  nämlich  die  Tangentialebene  einer  Fläche  durch  affine  Trans- 
formation in  die  Tangentialebene  der  transformierten  Fläche  übergeht, 
und  weiters  einander  entsprechende  Ebenen  sich  in  einer  Geraden  der 
Affinitätsebene  schneiden,  so  findet  man  den  Satz: 

315.  f,  Wird  einem  Rotationsellipsoide  eine  Kugel  längs  des 
Äquatorialkreises  eingeschrieben,  und  legt  man  durch  eine  beliebige 
Gerade  der  Äquatorialebene  eine  Tangentialebene  an  das  EUipsoid 
sowohl,  als  auch  an  die  eingeschriebene  Kugel,  so  liegen  die  Berüh- 
rungspunkte beider  i^  einer  und  derselben  sur  Äquatorialebene    senk- 

i  Geraden." 

Ebenso  leicht  ist  der  nachstehende  Satz  aus  den  beitannten  all- 
i  Gesetzen  der  affinen  Transformation  abzuleiten: 

316.  ^Wird  einem  bifocalen  Ellipsoide  eine  Kugel  längs  des 
Ägaatorialkreises  eingeschrieben  und  schneidet  eine  beli^ge  Gerade  g 
das  EUipsoid  in  zwei  Fwnkten,,  so  loerdeii  die  Senkrechten  von  diesen 
beiden  Fu/r^ten  auf  die  Äguaioreiene  die  eingeschriebene  Kugel  in 
der  Punkten  derart  treffen,  dass  ss-wei  von  den  vier  möglichen  Ver- 
hindungsgeraden  dieser  Punkte  die  Äquatorialebene  in  dem  nämlichen 
Punkte  schneiden,  wie  die  Gerade  ^." 

g.  342. 
Wie    wir  aus  der   Theorie  der  Kegelschnitte  wissen,   sind  über- 
haupt zwei  Ellipsen,  welche  eine  gemeinschaftliche  Achse  (der  ßich- 
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tung  und  Länge  nach)  besitzen,  in  Bezug  auf  die  obgenaniite  Aclise 
als  Affinitätsaehse  und  das  Verhältnis  der  beiden  anderen  ungleich 
langen  Achsen  als  Affioitätsmodul,  affin. 

Sind  demnacli  zwei  Ellipsen,  welebe  dieselbe  kleine  Achse  haben, 
gegeben,  und  dreht  man  diese  Ellipsen  um  ihre  große  Achse,  so 
erhält  man  zwei  Mfocale  EUipsoide,  welche  sich  längs  des  Aquatorial- 
krei^es  berühren. 

Diese  beiden  EUipsoide  sind  affin,  da  es  ihre  entsprechenden 
Meridiane  sind.  Die  Äquatorialebene  ist  die  Affinitätsebeue ,  die 
Affinität  ist  eine  orthogonale,  und  der  Affinitätsmodul  ist  dem  Ver- 
hältnisse der  beiden  anderen,  in  der  Rotationsachse  vereinigten  Ellipsen- 
aehsen,  gleich.    Dies  liefert  den  Satz: 

317.  „Berühren  sich  swei  bifocate  RotationseUipsoide  längs  des 
Äquatorialkreises,  so  sind  dieselben  immer  orthogonal  affin  verwandt; 
die  Affinitätsebene  ist  die  Äquatorialebene  beider  Flächen  und  das 
Verhältnis  der  in  der  Rotationsachse  vereinigten  Ellipsenachsen  r^ru- 
sentiert  den  Affinitäismodwl.'^ 

Wie  unschwer  zu  erkennen,  ist  der  Satz  314)  nur  ein  specieller 
Fall  des  vorstehenden  allgemeineren  Satzes. 

§.  343. 

Eine  andere  Beihs  von  Sätzen  ergibt  sich  durch  Übertragung 
der  Brennpunktseigenschaften  einer  Ellipse  auf  die  Rota- 
tionsfläche. 

Dreht  sich  nämlich  die  Ellipse  E  (Taf.  XIV,  Fig.  71)  um  ihre 
große  Achse,  so  bleiben  sämmtliche  Punkte  der  letzteren,  also  auch 
die  beiden  Brennpunkte  .F,  und  F^  der  Meridianellipse  unverändert. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  alle  Meridianellipsen  des  bifocalen 
ITmdrehungsellipsoides  die  nämlichen  Brennpunkte  besitzen.  Die  letz- 
teren werden  die  „Brennpunkte"  des  EUipsoides  genannt. 
Infolge  der  Existenz  dieser  beiden  Brennpunkte  heißt  das  Rilipsoid 
ein  „bifocales". 

Denken  wir  uns  nun  einen  beliebigen  Punkt  a  des  EUipsoides 
angenommen  und  mit  den  beiden  BreDupniikten  F^  und  F^  verbunden. 
Die  beiden  Eadienvectorea  F^  a  und  F^  a  liegen  in  der  Meridianebene 
des  Punktes  a  und  sind  demnach  auch  Focalradien  des  durch  a 
gehenden  Meridianes.  Als  solche  ist  die  Summe  ihrer  Längen  gleich 
der  Länge  der  Rotationsachse,  Da  dasselbe  von  jedem  anderen  Punkte 
des  EUipsoides  gilt,  so  erhält  man  den  Satz : 
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vis  y,} tthtnilel  man  '(«<»  beliebigen  Fitnlt  euifs  bifoialen 
Ellipboidth  mü  den  beiden  Bi tnnpunlU-n  der  Flache,  w  i'=it  die 
Längtti'imnme  derbelhen  gUicJi  det  Lange  der  hotatiom  (Sienn- 
punkts--) Achse  des  Ellip'foide'i  " 

Durch  ümkehrung  des  voistehenden  Satzes  tindpt  lu^n  den 
folgenden 

ol9  „Der  geonicti tbche  Ort  aller  Funidt  im  Eawiu  ,  die  voti 
zwei  festen  Funkten  Abstände  fteijfsew,  deren  Summe  einer  gegebenen 
Strecke  gleich  kommt,  ist  nn  hifocaies  Umdithttngselhpsoid,  dessen 
Itotattonsachse  durch  die  Verbindungsgerade  der  beiden  fisten  Punkte 
der  Lage  nach  und  durch  die  gegebfm  Strecke  do  Lnng<  nach  be- 
stimmt tst " 

ä    344 

Denken  wir  uns  zwei  Kugeln  S  und  s,  wovon  die  eine  s,  iuner- 
lialb  der  andern  S  liegen  soll.  Es  fragt  sich  um  den  Ort  der 
Mittelpunkte  aller  Kugeln,  welche  die  beiden  Kugeln 
S  und  s  berühren. 

Sei  m  der  Mittelpunkt  einer  solchen  Kugel,  p  ihr  Kadius,  währeud 
0  und  0  die  Mittelpunkte,  li  und  r  die  Radien  der  beiden  gegebenen 
Kugeln  S  und  s  vorstellen  mögen. 

Die  Kugel  (m,  p)  berührt  die  Kugel  s  von  außen;  es  ist  daher 
mo  =^  r  +  p ; 
die  Kugel  S  hingegen  werde  von  innen  berührt;  es  wird  somit 

mO  =^  R  —  p 
sein. 

Hieraus  findet  man  sofort: 

mO  -\~  mo  ^  E  -^-r 
d.  h.  der  veränderliehe  Mittelpunkt  m  besitzt  von  den   beiden  festen 
Mittelpunkten    0    und   o   Abstände,    deren    Summe    der  Summe   der 
Kadien  der  gegebenen  Kugeln  gleich  ist.  Somit  erhalten  wir  den  Sata: 

330.  „Der  Ort  des  Mittelpunktes  einer  veränderlichen  Kugel, 
welche  in  jeder  Lage  zwei  gegebene  Kugdn  {wovon  die  eme  innerhalb 
der  anderen  liegt)  beriet,  ist  ein  bifocales  EUipsoid.  —  Die  Mittel- 
punkte der  beiden  gegä>en&n  Kugeln  sind  die  Brennpunkte  des  Ellip- 
soides;  die  Verbindungsgerade  der  letsteren  ist  die  Itotationsachse, 
deren  Länge  der  Summe  der  Radien  beider  Kugeln  gleich  ist." 

Hiernach  ist  unschwer  zu  erkennen,  dass,  wenn  bei  einer  Dapin- 
schen  Cyelide  zwei  Leitkugelß  von  der  dritten  umschlossen  werden, 
der  Ort  der  Mittelpunkte  der  umhüllenden  Kugeln  die  Schuitteurve 
zweier  ßotationsellipsoide,  d.  h.  eine  Curve  vierter  Ordnung  sei. 
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§.  Uö. 

Sei  S  eine  beliebige  Kugel,  M  der  Mittelpunkt  derselben  und  B 
m  Kadius.  Im  Inneren  dieser  Kugel  sei  irgend  ein  Punkt  N 
j  ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller 
Kugeln  festzustellen,  welche  durch  einen  bestimmten  Punkt  ^  gehen 
und  die  Kugel  S  berühren. 

Vorausgesetzt,  es  sei  H  eine  derartige  Kugel,  o  deren  Mittelpunkt 
und  Q  ihr  Radius.  Dieselbe  berühre  die  gegebene  Kugei  S  im  Punkte  a. 
Die  drei  Punkte  3/,  o  und  a  liegen  bekanntlieh  auf  einer  und  der- 
selben Geraden. 

Hiernach  ist  Ma  ^  It  =  Mo  -]-  q  oder  B  —  p  =  Mo. 

Ferner  ist,  da  die  Kugel  -£  durch  N  geht,  No  =  q 

Hieraus  folgt  unmittelbar: 

Mo  +  No  =  E  —  ^  +  &  =  R 
d.   h.   die  Summe    der  Abstände   des  Kugelmittelpunktes   o   von   dem 
Mittelpunkte    M    der    gegebenen    Kugel    uad    von    dem    gegebenen 
Punkte   iV  ist   con  staut,   u.    z.   gleich  dem  Radius   der  gegebenen 
Kugel.    Es  besteht  mithin  der  Satz: 

321.  „Der  geometrische  Ort  der  MiUelpunUe  aller  Kugdn,  welche 
durch  einen  gegebenen  Funkt  im  Innern  einer  gegebenen  Kugel  gehen 
mul  die  letetere  berühren,  ist  ein  hifocales  Botationselli^soid,  dessen 
Botationsachse  die  Verbindungsgerade  des  gegeienen  Punktes  mü  dem 
Mittelptmhte  der  gegebenen  Kugel  ist,  und  dessen  Brennpunkte  diese 
beiden  Punkte  sind.  Die  Länge  der  Rotationsachse  ist  gleich  dem 
Radius  der  gegebenen  Kugel." 

§.  346. 

Denken  wir  aas  in  einem  beliebigen  Punkte  a  eines  bifocalen 
Ellipsoides  die  Berührebeae  construiert;  dieselbe  steht  (nach  Satz  306) 
auf  der  Ebene  des  durch  a  (Taf.  XIV,  Fig.  71)  gehenden  Meridianes 
senkrecht  und  enthält  die  Tangente  t  dieses  Meridianes  im  Punkte  a. 

Verbindet  man  die  beiden  Brennpunkte  des  Ellipsoides  mit  dem 
Berührungspunkte  a,  so  erhält  man  bekanntlich  zwei  gegen  die 
Tangente  t  gleichgeneigte  Geraden.  Diese  Geraden  liegen  nun  aber 
in  der  zur  Berührungsebene  senkrechten  Meridianebene;  daher,  als 
natürliche  Folge,  die  Tangente  t  deren  orthogonalen  Projectioaen  auf 
die  Berührebene  in  sieh  vereinigt.  Hieraus  erhellt  aber  sofort,  dass 
die  beiden  Geraden  F,  a  und  F^  a  auch  mit  der  Berührungsebene  in  a 
gleiche  Winkel  bilden,  oder  kurz,  dass  a  der  Glanzpunkt  in  der 
Berührebene  für  die  beiden  Punkte  Fi  und  F^  sei.  Mithin: 
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322.  „  Wird  eine  heliebige  Tangentialebene  an  ein  hifocales  XJm- 
ärehungsellipsoid  gelegt,  so  ist  der  entsprechende  Berührungspunkt  der 
GlanzpunU  der  Ebene  für  die  beiden  Brennpunkte  des  Ellipsoides." 

§.  347. 

Beschreibeu  wir  über  der  Rotationsachse  eines  bifocalen  Ellip- 
soidea,  als  Durchmesser,  eine  Kugel.  Sei  feruer  Ta  die  Tangentialebene 
des  EUipsoides  in  einem  beliebigen  Punkte  «  und  Ka  der  durch  a  gehende 
Meridian. 

Die  Ebene  dieses  Meridians  steht  auf  der  Berührebene  1\  senk- 
recht und  sehneidet  dieselbe  in  einer  Geraden  („,  welche  nichts  anderes, 
als  die  Tangente  des  Meridians  K^  im  Punkte  a  darstellt.  Die  oben 
genannte  Kugel  wird  ferner  durch  diese  Meridianehene  in  einem 
Kreise  Ca  geschnitten,  der  die  große  Achse  des  Meridians  (Rotations- 
achse) zum  Durchmesser  hat. 

Fällen  wir  von  den  Brennpunkten  F^  und  F^  der  Meridianellipse 
die  Senkrechten  F^  «j  und  F^  a^  auf  die  Ebene  Ta.  Die  Fußponkte 
dieser  Senkrechten  seien  «i  und  a^.  Da  die  Geraden  F^  «i  und  F, «, 
in  der  Ebene  des  Meridianes  K^  liegen,  so  sind  deren  Fußpunkte  «i 
und  ßj  Punkte  der  Taugente  4  des  Meridianes,  u.  z.  repräseotiereii 
dieselben  die  Pußpunkte  der  von  den  Brennpunkten  F,  und  F^  auf 
die  Ellipsentangente  4  gefällten  Perpendikel. 

Diese  Pußpunkte  liegen  aber  bekanntlich  auf  dem  Kreise  Ca, 
welcher  über  der  großen  Achse  der  Meridianellipse  Ka  als  Durchmesser 
beschrieben  wird;  es  sind  dieselben  daher  auch  Punkte  jener  Kugel, 
von  welcher  Ca  ein  größter  Kreis  ist.   Es  gilt  somit  der  Satz: 

555.  „Die  Fußpunkte  der  Perpendikel,  die  von  den  Brenn- 
punkten eines  bifocalen  Ellipsoides  auf  die  Tanffentialebenen  des 
letzteren  gefällt  werden,  liegen  auf  jener  Kugel,  welche  über  der 
JRotationsachse  als  Durchmesser  beschriebest  toird." 

§.  348. 

Ist  E  irgend  eine  Ellipse,  F  ein  Brennpunkt  derselben  und  D  die 
Polare  von  F,  d.  h.  die  dem  Brennpunkte  F  entsprechende  Directrix, 
so  hat,  wie  bekannt,  die  Ellipse  die  Eigenschaft,  dass  die  Entfer- 
nungen irgend  eines  Punktes  derselben  von  dem  Brennpunkt  F  und 
von  der  Directrix  D  in  einem  constanfen  Vei'hältnisse  (kleiner  als  1) 
stehen. 

Denken  wir  uns  die  Ellipse  E  um  ihre  große  Achse  gedreiit,  so 
erzeugt  dieselbe  ein  bifocales  EUipsoid,  und  die  Directrix  D,  da  sie 
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zur  Rotationsachse  senkrecht  steht,  eine  sin  der  letzteren  senkrechte 
Ebene,  welche  offenbar  die  Polarebene  des  Brennpunktes  F  in 
Beaug  auf  das  Ellipsoid  darstellt. 

Fällt  man  von  einem  beliebigen  Punkte  a  des  EUipsoides  eine 
Senkrechte  S-^  auf  die  obgenannte  Ebene,  welche  wir  als  die  dem 
Brennpunkte  jF  entsprechende  „Directrixebene"  bezeichnen  wollen, 
und  verbinden  wir  a  mit  dem  Brennpunkte  F  durch  die  Gerade  a^, 
so  liegen  ff,  und  ff„  in  der  Meridianebene  des  Punktes  a.  Es  ist 
hiernach   für   die  Meridianeilipse  das  Verhältnis:  —  constant. 

Da  aber  alle  Meridiane  congruent  siud  und  alle  die  gleiche  Lage 
gegen  die  Direetrixebene  haben,  so  gilt  dieses  constante  Verhältnis 
nicht  nur  für  alle  Punkts  eines  Meridians,  sondern  überhaupt  für  alle 
Punkte  des  EUipsoides.    Mithin  besteht  der  Satz: 

324.  „Das  Verhältnis  der  Abstände  der  Punkte  eines  hifocalen 
Jtotationsellipsoides  von  einem  Brennpunkte  äess^en  und  von  der 
ihm  entsprechenden  Direetrixebene  (Folarebene  des  Brennpunktes)  ist 
constant  und  Meiner  als  die  Einheit." 

Durch  UmkehruDg  dieses  Satzes  gelangen  wir  za  nachstehendem 
Resultate : 

335.  „Der  geometrische  Ort  aller  Funkte  im  Baume,  die  von 
einem  festen  Funkte  und  von  einer  festen  Ebene  Abstände  besitzen, 
deren  Verhältnis  constant  und  Meiner  als  die  Einheit  ist,  ist  ein 
bifoeales  BotationseUipsoid.  Die  Botationsachse  desselben  ist  die  Nor- 
male von  dem  festen  Punkte  auf  die  feste  Ebene,  der  feste  Funkt  ist 
ein  Brennpunkt  und  die  feste  Ebene  ist  die  ihm  entsprechende  Direetrix- 
ebene des  EUipsoides." 

§.  349. 

Denken  wir  uns  weiters  einem  bifocalen  Botationseilipsoide  einen 
beliebigen  Kegel  umschrieben ;  S  (Taf.  XIV,  Fig.  72)  sei  dessen 
Scheitel, 

Da  jede  Meridianebene  eine  Ebene  orthogonaler  Symmetrie 
für  das  Ellipsoid  repräsentiert,  so  wird  insbesondere  die  durch  den 
Kegelseheitel  S  gehende  Meridianebene  auch  eine  Ebene  orthogonaler 
Symmetrie  für  den   aus  S  dem  Ellipsoide   umschriebenen  Kegel   sein. 

Die  letztbezeichnete  Ebene,  welche  wir  unmittelbar  als  Projections- 
ebene  wählen,  sehneidet  das  Ellipsoid  in  einer  Meridianellipse  E  und 
den  aus  S  umschriebenen  Kegel  in  zwei  Erzeugenden,  welche  diesfalls 
als  die  von  S  aus  an  E  gezogenen  Tangenten  Sa  und  Sh  dargestellt 
erscheinen. 
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Der  Schnitt  dieses  Kegels  mit  der  Äquatorebeue  s„  ist  ein 
KegelschDitt  K.  Die  Punkte  a  und  i,  in  welchen  diese  Ebene  b„  die 
vortrenannten  Kegelenseugeaden  Sa  und  Sb  trifft,  sind  als  eine  un- 
mittelbare Folge  der  früher  angegebenen  Symmetrie,  swei  Scheitel 
dieses  Kegelschnittes  K. 

Ziehen  wir  ferner  noch  jene  Geraden,  welche  den  Kegelscheitei  S 
mit  den  Endpunktes  A  und  B  der  Rotationsachse  verbinden.  Diese 
Geraden  liegen  gleichfalls  in  der  Ebene  der  Mevidianellipse  E,  und 
treffen  daher  die  Achse  uh  des  Kegelschnittes  K,  in  zwei  Puokten 
Fl  und  F^,  von  welchen  sieh  ohne  besondere  Schwierigkeit  nachweisen 
lässt,  dass  sie  die  Brennpunkte  des  Kegelschnittes  K  sind. 

Auf  Grund  des  Vorausgeschickten  (Satz  314)  ist  bekannt,  dass 
ein  bifoeales  Ellipsoid  und  die  demselben,  längs  des  Äquafcorialkreises, 
eingeschriebene  Kugel  orthogonal  affin  sind  in  Bezug  auf  die 
Äquatorebene,  als  Äfönitätsebene.  Der  Modul  der  Affinität  ist  dem 
Verhältnisse  der  beiden  Achsen  der  Meridianellipse  gleich. 

Denken  wir  uns  diesfalls  das  EUipsoid  in  die  eben  erwähnte 
Kugel  affin  transformiert,  und  vollführen  wir  dasselbe  gleichzeitig 
auch  bezüglich  des  aus  S  umschriebenen  Kegels. 

Nachdem  einer  Tangente  des  EUipsoides  affin  eine  Tangente  der 
Kugel  entspricht,  so  wird  dem  Kegel,  welcher  aus  dem  Scheitel  S 
dem  Ellipsoide  umschrieben  ist,  jener  Kegel  affin  entsprechen,  welcher 
der  Kugel  aus  dem  dem  Punkte  S  affin  entsprechenden  Punkt  <S„ 
umschrieben  ist.  Da  sieh  weiters  je  zwei  affin  entsprechende  Geraden 
in  einem  und  demselben  Punkte  der  Äfflnitätaebene  sehneiden,  so  ist 
einleuchtend,  dass  die  beiden  affinen  Kegel  den  in  der  Äffinitäts- 
ebene  liegenden  Kegelschnitt  K  gemein  haben  müssen. 

Berüeksiehtigen  wir  ferner,  dass  den  Endpunkten  A  und  B  der 
Rotationsachse  des  EUipsoides  jene  beiden  Punkte  Ä^  und  B„  ent- 
sprechen, in  welchen  die  affine  Kugel  die  Eotationsaehse  sehneidet, 
so  entsprechen  sich  auch  die  Geradenpaare  SA  und  So  A^ ;  SB  und  So  Bo, 
und  müssen  sich  dieselben  daher  wieder  in  denselben  Kwei  Punkten  jf, 
und  F^  der  Affinitätsebene  schneiden. 

Sehen  wir  nun  nach,  was  durch  die  vollzogene  Transformation 
erreicht  wurde.  Wir  erhielten  einen  geraden  Kreiskegel,  mit  dem 
Scheitel  So,  welcher  einer  gewissen  Kugel  umsehrieben  ist.  Diesen 
Kreiskegel  haben  wir  durch  eine  Ebene  f„  nach  einem  Kegelschnitt  K 
geschnitten,  sodann  die  Endpunkte  4„  und  Bo  des  zu  dieser  Ebene 
senkrechten  Durchmessers  der  eingeschriebenen  Kugel  mit  dem  Kegel- 
scheitei Sä  verbunden,  und  schließlich  die  Schnittpunkte  B\  und  Fj 
dieser  Verbißdungsgeraden  mit  der  schneidenden  Ebene   £„   bestimmt. 


Hosted  by 


Google 


327 

Hieraus  folgt  mit  Zugrundelegung  des  Dan  doiiu'schen  SaUes 
(Satz  507,  Saud  II)  unmittelbar,  dasa  die  Punkte  /j  und  F^  die 
Bronnpunkte  des  Kegelscbnittes  K  seien. 

Nachdem  aber  der  Kegelselinitt  K  auch  jenem  Kegel  angehört, 
wfelcher  dem  Ellipsoide  aus  dem  Seheitel  5"  umschrieben  ist,  und  die 
Punkte  Fl  und  F^  auf  jenen  Geraden  liegea,  welche  den  Kegelseheitel 
mit  den  Endpunkten  A  und  B  der  Rotationsachse  des  Ellipsoides 
verbinden;  nachdem  ferner,  weil  parallele  Ebenen  einen  Kegel  stets 
in  ähnlichen  Kegelschnitten  sehneiden,  deren  Brennpunkte  sämmtlicli 
auf  zwei  der  Lage  der  schneidenden  Ebenen  entsprechenden,  durch  den 
Kegelscheitel  gehenden  Geraden  liegen  —  wird  jede  zur  Ebene  «„  parallele, 
kurz  jede  zur  Rotationsachse  senkrechte  Ebene  den  aus  S  dem  Ellip- 
soid6_  umschriebenen  Kegel  nach  einem  Kegelschnitt  K'  schneiden, 
«nd  die  beiden  Geraden  SA  und  SB  in  zwei  Punkten  F^'  und  F^' 
treffen  WLlchp  wieder  dif  Brennpunkte  des  Kegelt-chnitte  A  leprii- 
seotieren  weiden      ftiL   gelanj,en  demudch  zu  dein  Satze 

32b  „  T(  itd  einem  hfotalen  Motattonbellipsotde  aus  einem  helie- 
Inijen  Punkte  außerhalb  etn  Kegel  umschrieben  und  werden  die  End- 
punkte der  Rotationsachse  mit  dim  KegehcJicitel  durch  swei  Geladen 
verbunden,  so  schneidet  jede  sur  Rotationsachse  'senkrechte  Ebtne  den 
Kegel  m  einem  Kegelschnitte,  dessen  Btennpunkte  die  Tieffpunhte  der 
schneidenden  Ebene  mit  dm  beiden  xorqenamiten  Getadm  smd^ 

Emi,  weitere  Eij,en^vCli3ft  de»  Rotationsellipsoides  ergibt  bilIl,  "senn 
man  den  mit  dem  Dandeün'schen  Satze  verwandten  Quetelet'schen 
Satz  in  geeigneter  Weise  benützt. 

Mit  Zugrundelegung  dieser  Sätze  sind  nämlich  die  B  r  e  n  n  p  u  n  k  t  e 
eines  Kegelschnittes  die  Mittelpunkte  zweier  unendlich 
kleinen  Kreise,  welche  mit  dem  Kegelschnitte  eine 
doppelte    Berührung    eingehen. 

Denken  wir  uns  einem  bifoealen  Kotationsellipsoide  längs 
eines  Parallelkreises  C^  (Taf.  XIT,  Eig.  73),  eine  Kugel  S,  einge- 
schrieben, und  legen  wir  an  diese  Kugel  eine  beliebige  Berührebene  T, 
deren  Berührungspunkt  fi  sein  mag.  Der  Berührungshalbraesser,  indem 
wir  0  als  den  Mittelpunkt  der  Kugel  S,  annehmen,  ist  of,.  Ferner 
sei  K  derjenige  Kegelschnitt,  in  welchem  das  Ellipsoid  von  der 
Ebene  T  geschnitten  wird. 

Auf  Grund  des  angezogenen  Quetclet'schen  Satzes  kann  nun 
leicht  gezeigt  werden,  dass  der  Berührungspunkt  /,  der  Kugel  ä,  mit 
der  Ebene  T  ein  Brennpunkt  des  Kegelschnittes  K  sei. 
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Führen  wir  zu  diesem  Zwecke  eine  Ebene  T  parallel  zur  Ebeue  T 
derart,  dass  sie  den  Parallelkreis  t^,  in  welchem  die  Kugel  S,  das 
Ellipsoid  berührt,  in  den  Punkteti  a,  und  «j  treffe.  Diese  Ebene 
T'  wird  sodann  das  Ellipsoid  in  einem  Kegelschnitte  K,  und  die 
Kugel  ^1  in  einem  Kreise  y,  schüeiden-  Die  so  erhaltenen  Schiiitt- 
curven  werden  sieh  in  den  beiden  Punkten  «,  und  a^  berühren ;  denn 
dieselben  besitzen  in  diesen  Punkten  gemeinschaftliehe  Tangenten. 
Die  Sehnittgeraden  der  Ebene  2*  gehen  also  mit  den  Berührebenen  d6s 
Ellipsoides  und  der  Kugel  in  den  Punkten  k,  und  a^  oder  mit  anderen 
Worten,  der  Kreis  y,  geht  mit  dem  Kegelschnitte  Kj  eine  doppelte 
Berührung  ein. 

Denken  wir  uns  weiters  die  Ebene  T'  parallel  k«  sieh  selbst  in 
der  Weise  verschoben,  dass  sie  sich  der  ursprünglichen  Ebene  T  un- 
aufhörlich nähert.  Dabei  werden  sich  die  beiden  Curyen  Ä",  und  y, 
selbstverständlich  ändern,  ohne  dass  dieselben  jedoch  aufhören,  sich  in 
awei  Punkten ,  den  jeweiligen  Schnittpunkten  a,  und  «^  von  P  mit 
dem  Paralielkreise  c,  zu  berühren. 

Das  Gesäte  gilt  selbst  auch  dann  noch,  wenn  die  Punkte  «, 
und  a„  bei  fortgesetzter  Verschiebung  der  Ebene  T'  imaginär  werden, 
der  Kreis  y,  also  innerhalb  des  entsprechenden  Kegelschnittes  zu 
liegen  kommt.  Die  doppelte  Berührung  ist  eben  in  diesem  Falle  eine 
imaginäre. 

Überj^eht  endlich  die  Ebene  2"  in  die  Grenzlage  T,  so  übergeht 
gleichzeitig  der  Kegelschnitt  K,  in  den  Kegelschnitt  K  und  der  Kreis 
jj,  in  den  Berührungspunkt  f„  d.  h.  in  einen  unendlich  kleinen 
Kreis  f^,  welcher  mit  dem  Kegelschnitte  K  ebenfalls  eine  (imagi- 
näre) doppelte  Berührung  eingeht  und  mithin,  nach  dem  Quetelet- 
sehen  Satze,  den  einen  Brennpunkt  des  Kegelschnittes  K  darstellt. 

Es  lässt  sich  endlich  dem  EUipsoide  noch  eine  zweite  Kugel  S^ 
einschreiben,  die  gleichfalls  die  Ebene  2"  berührt.  Der  entsprechende 
Berührungspunkt  f^  ist  sodann  der  zweite  Brennpunkt  des  Kegel- 
schnittes K.    Mithin  der  Satz; 

337.  „Die  Brennpunkte  eines  ebenen  Querschnittes  des  hifocalen 
MotationselUpsoides  sind  die  Jleruhrtingspunlcte  der  schneidenden  Ebene 
mit  jenen  zwei  dieselben  tangierenden  Kugeln,  deren  jede  aueh  das 
Ellipsoid  nach  je  einem  Pa/rallelkreise  herührt." 

Dieser  Satz  hat,    wie  unschwer  zu  erkennen,   eine  merkwürdige 
Analogie  mit  dem  vorerwähnten  Dandelin'schen  Satsie. 
§.  351. 

Wird  ein  beliebiges  bifocales  Kotationsellipsoid  durch  irgend  eine 
Ebene  P  (Taf.  XIV,  Fig.  74)  in  einem  Kegelschnitte  K  getroffen  und 
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projieiert  man  diesen  Kegelschnitt  aus  einem  der  beiden  Scheitel  des 
Ellipsoides  (unter  Scheitel  die  Endpunkte  der  Rotationsachse  ver- 
standen) durch  einec  Kegel,  so  hat  dieser  letztere  eine  besondere 
Eigenschaft. 

Transformieren  wir,  um  diese  Eigecschaft  feststellen  au  können, 
das  Ellipsoid  wieder  affin  in  jene  Kugel  Sg,  welcher  der  Äquatorial- 
kreis als  größter  Kreis  entspricht,  so  übergeht  die  Ebene  F  in  eine 
Ebene  P^  und  der  Kegelschnitt  K,  in  welchem  die  Ebene  F  das 
JUlipsoid  schneidet  ia  jenen  Kreis,  in  welchem  die  Ebene  P^  die  affine 
Kugel  S^  begegnet. 

Ferner  entspricht  dem  Seheitel  A  des  Ellipsoides  der  Endpunkt 
A„  des  zur  Äffin itätsehene  s^  senkrechten  Kugeldurchmessers,  mithin 
dem  Kegel  (Ä,  IC)  der  Kegel  (Ag,  IQ.  Diese  beiden  affinen  Kegel 
schneiden  sich  nothwendig  in  einer  und  derselben  in  der  Affinitäts- 
ebene liegenden  Curve  ;'. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  den  Charakter  dieser  sich  selbst- 
entsprechenden Curve  y  beider  Kegel  zu  finden. 

Bringen  wir  au  diesem  Behufe  den  Satz  189)  in  Anwendung, 
nach  welchem  die  zweiten  Kreisschnittsebenen  eines  Kegels, 
dessen  Seheitel  in  einem  Kugelpunkte  liegt  und  irgend  einen  auf  der 
Kugel  liegenden  Kreis  enthält,  zu  der  Berührebene  der  Kugel  in  dem 
Kegelacheitel  parallel  sind,  so  ergibt  sich  im  vorliegenden  Falle  un- 
mittelbar, dass  der  Kegel  (^,  K^,  außer  von  den  zu  P„  parallelen 
Ebenen,  auch  noch  von  jenen  Ebenen  in  Kreisen  geschnitten  wird, 
welche  zur  Berührungsehene  der  Kugel  im  Punkte  Äg,  also  zur  Äqua- 
torialebeiie  parallel  sind. 

Es  wird  mitbin  auch  die  Schnittcurve  y  des  Kegels  (yl„,  Kg) 
mit  der  Äquatorebene  ein  Kreis  sein.  Da  aber  dieser  Kreis  y  auch 
dem  Kegel  (A,K),  welcher  dem  Kegel  {Ag,E^  affin  entspricht,  an- 
gehört, so  folgt  der  merkwürdige  Satz: 

328.  ^Nimmt  man  emen  Scheitel  eines  infocalen  Sotafions- 
elUpsoides  als  Kegelsckeitel  an  imd  einen  heliehigen  Kegelschnitt  auf 
dem  Ellipsoide  als  Leitcurve  des  Kegels,  so  wird  letzterer  von  allen 
£ur  Hotationsachse  senicreehten  Ebenen  in  Kreisen  geschnitten.'^ 


Hosted  by 


Google 


XIX.  Capitel. 

Das  sphäroidale  oder  abgeplattete  Rotationsellipsoid  oder 
das  Sphäroid. 

§.  352. 

Diese  UmdreiiUDgstläche  entsteht  durch  Rotation  einer  Ellipse 
um  ihre  ii leine  Achse.  Besagte  Fläche  kann,  wie  sogleich  gezeigt 
werden  soll,  ebenfalls  affin  in  eine  Kugel  transformiert  werden. 

Denken  wir  uns  eine  beliebige  Ellipse  E  (Taf.  XfV,  Fig.  75) 
und  beschreiben  wir  über  der  großen  Achse  CD  derselben  als  Durch- 
messer einen  Kreis  E„,  so  wird  dieser  die  Ellipse  E  in  den  beiden 
Punkten  G  und  D  berühreo.  Die  beiden  genannten  Curven  E  und  £'o 
sind  orthogonal  affin,  die  Achse  CD  ist  die  Affitiitätsaehse  und 
der  Affinitätsmodul  ist  dem  Achsen  Verhältnisse  der  Ellipse  E  gleich, 

Denkt  man  sich  nun  sowohl  die  Ellipse,  als  auch  den  Kreis  E„ 
um  die  kleine  Achse  AB  der  ersteren  gedreht,  so  erzeugt  die  Ellipse 
E  ein  Sphäroid  und  der  Kreis  E^  eine  dem  Sphäroid  längs  des  Äqua- 
torialkreises umschriebene  Kugel. 

Da  sämmtliche  durch  die  Achse  gehenden,  also  zur  Äquator- 
ebene  senkrechten  Ebenen  das  Sphäroid  und  die  Kugel  in  Ellipsen, 
beziehungsweise  Kreisen  schneiden,  die  affin  verwandt  sind,  so  gilt 
daa  Gleiche  auch  für  das  Sphäroid  und  die  Kugel.  Die  Affinitäts- 
ebene ist  die  Äquatorebene  und  der  Äffinitätsmodul  wird  durch  das 
Achsen  Verhältnis  der  Meridianellipse  bestimmt.  Bs  gilt  daher  der  Satz : 

329.  „Jedes  Sphäroid  ist  orthogonal  afßn  mit  derjenigen  Kugel, 
welche  demselben  längs  des  AquatoriaVireises  umsckri^en  ist;  die 
Äquatorialdiene  ist  diesfalls  die  Afßnitäts^ne  und  das  Acksenmr- 
hältnis  der  Meridianellipse   repräsentiert   den  Mod/ul   der  Afßnitäi.'^ 

§.  353. 

Nachdem  dieser  Satz  ebenso  für  das  hifoeale  EUipsoid 
wie  für  das  Sphäroid  gilt  (nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  dort  die 
affine  Kuge!  nicht  um-  sondern  eingeschrieben  ist),  so  werden 
für  das  Sphäroid  auch  all  diejenigen  Sätze  gelten,  die  aus  dem  vor- 
stehenden Satze  abgeleitet  werden  können.  Es  sind  dies  die  Sätze  326) 
und  328),  welche,  sobald  man  das  bifocale  und  das  abgeplattete  EUip- 
soid allgemein  oder  gemeiusehaftlieh  als  „IJmdrehuugsellipsoide" 
auffasst  und  ebenso  bezeichnet,  folgendermaßen  ausgesprochen  werden 
können ; 
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330.  „  Wird  aus  irgend  einem  Funkte  im  Baume  als  Scheitel 
einem  beliehigen  Rotationsellipsoide  ein  Kegel  umschrieben  und  ver- 
bindet man  den  Kegelsckeitel  mit  den  Endpunkten  der  Rotationsachse 
durch  zwei  Geraden,  so  schneidet  jede  nur  Rotationsachse  senkrechte 
Ebene  diesen  Kegel  in  einem  Kegelschnitt,  dessen  Brennpunkte  die 
Dtirchstoßpunkte  der  oben  genannten  zwei  Geraden  mit  der  schnei- 
denden Ebene  sind." 

Der  zweite  obaogezogene  Satz  328)  lautet  nun  allgemein: 

331.  „Betrachtet  man  bei  einem  beli^igen  ümdrehiingsellipsoide 
den  einen  oder  anderen  Scheitel  {Endpunkt  der  Rotationsachse)  als 
Scheitel  eines  Kegels,  welcher  durch  einen  beliebigen  Kegelschnitt  auf 
dem  ElUpsoide  gelegt  werden  Jeann,  so  wird  dieser  Kegel  von  allen 
mir  Rotationsachse  senkrechten  Ebenen  in  Kreisen  geschnitten. '^ 

§.  354. 

Während  bei  einem  bifocalen  Ellipsoide  die  Brennpunkte  der 
Meridianellipse  ihre  Lage  bei  der  Rotation  nicht  änderten,  da  die 
Breiinpunktsachse  als  Eotationsachse  diente,  wird  die  Sachlage  bei  dem 
Sphäroid  eine  andere  sein. 

Die  beiden  Brennpunlite  /^  und  f^  der  Meridiacellipse  liegen  in 
diesem  Falle  nicht  auf  der  Rotationsachse,  beschreiben  daher  bei  ihrer 
diesfallsigen  Drehung  einen  in  der  Äquatorebene  liegenden,  mit  dem 
Äquatorialkreise  concentrischen  Kreis,  dessen  Kadins  die  lineare  Ex- 
ceiitricität  der  Meridianellipse  ist.  Diesen  Kreis  nennen  wir  den 
„Foeiilkreis"  des   Sphäroides. 

Die  Endpunkte  eines  Durchmessers  dieses  Kreises  sind  offenbar 
die  Brennpunkte  derjenigen  JMeridianellipse,  welche  diesen  Durchmesser 
zur  Achse  hat,  oder  was  dasselbe  ist,  deren  Meridianebene  durch  den 
besagten  Durehmesser  geht. 

Die  Brennpunkte  eines  beliebigen  Meridians  sind  also  die  Schnitt- 
punkte der  Meridianebeue  mit  dem  Focalkreise,  Wir  pflegen  die- 
selben „die  der  zugehörigen  Meridianebene  cOEJugierten  Brenn- 
punkte" zu  nennen. 

Denken  wir  uns  nun  einen  beliebigen  Punkt  a  auf  dem  Spharoide 
angenommen.  Die  durch  denselben  gehende  Meridianebene  schneidet 
das  Sphäroid  in  der  durch  a  gehenden  Meridianellipse  und  den  Focal- 
kreis  des  Sphäroides  in  den  Brennpunkten  ^^  und  f^  dieser  Meridian- 
ellipse. 

Die  Summe  der  Entfernungen  des  Punktes  a  von  diesen 
Punkten  f^  und  f^  ist  sodaun  gleich  der  großen  Achse  der  Meridian- 
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ellipse,  oder  was  dasselbe  ist,  gleich  dem  Durohmesser  des  Sphäroid- 
äquators.  Besagte  Summe  ist  mithin  für  jeden  Punkt  des  Sphäroides 
dieselbe.  Dies  Resultat  gibt,  mit  Rücksicht  auf  die  oben  angegebene 
Bezeichnung,  der  Satz: 

332.  „Die  Summe  der  Entfernungen  eines  beliebigen  Punktes 
des  Sphäroides  von  den  Brennpunkteit,  welche  der  durch  diesen  PunU 
gehenden  Meridianebene  conjugiert  sind,  ist  constant,  und  swar  gleicli 
dem  Durchmesser  des  Aquatorialhreises  des  Sphäroides." 

§.  355. 
Vorstehendem  Satze    können    wir   noch   eine    andere    einfachere 
Gestalt  geben. 

Behufs  Erreichung  besagten  Zweckes  stellen  wir  folgende  einfache 
Betrachtung  an.  Sei  K  (Taf.  XIT,  Fig.  76)  ein  beliebiger  Kreis, 
A  ein  Punkt  im  Räume  und  a  dessen  Projection  auf  die  Kreisehene  E. 
Ziehen  wir  den  durch  a  gehenden  Kreisdurchmesser,  dessen  End- 
paokte  m  und  n  seiu  mögen,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass  Am  und  An 
die  kleinste,  beziehungsweise  größte  Entfernung  des  Punktes  A  von 
den  Punkten  des  Kreisumfanges  sei. 

Ist  nämlich  p  ein  beliebiger  Puukt  des  Kreises,  so  wird  e.s 
nicht  schwer  sein,  a«  zeigen,  dass  immer 

Am  -<  A^y  <  Art 
ist;  denn  offenbar  ist 

am  <r:  ap  <:  an,  also  auch  am^  <  «j)'^  <;  an' 
und  mithin 

am''  -\-  Aa^  <  ap^  -\--  Aa^  <:  an^  ^  Aa^ 
oder,  was  dasselbe  ist, 

Am''  <:  Ap^  <c  An^  und  folglich 
Am  <z  Ap  <:  An. 
Diese  Strecken  ^Im   und  An   wollen    wir  beziehungsweise    als 
„Minimal-    und  Maximal-Distanz"    eines  Punktes  A  ivou  dem 
Kreise  K  ijeaeichnen. 

Dieselben  liegen  stets  ia  derjenigen  zur  Kreisebene  senkrechten 
Ehene,  welche  sowohl  den  Punkt  A,  als  auch  den  Mittelpunkt  o  des 
Kreises  K  enthält.  Wir  können  sonach  den  Satz  332)  auch  in  der 
folgenden  einfacheren  Form  aussprechen: 

333.  „Die  Summe  der  Maximal-  und  Minimaldistans  eines 
beliebigen  Punktes  des  Sphäroides  von  dem  Focalhreise  ist  constant 
und  gleich  dem  Durchmesser  des  Äquatorlalkreises.'^ 
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Dieser  Satz  lässt  sich  auch  umkeliieD  und  daher  in  nachstehender 
Form  zum  Ausdrucke  bringen: 

33i.  „Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  für  toelcJm  die  Summe 
der  Maximal-  und  Minimaldistanz  von  einem  gegebenen  Kreise  con^ 
stani  ist,  ist  ein  Sphäroid,  dessen  Focalkreis  der  gegebene  Kreis  und 
dessen  Äquator  ein  Kreis  von  einem  jener  constanten  StrecJce  gleichen 
Durchmesser  ist." 

§.  356. 

Die  BerühruDgsehene  eiues  Sphäroides  iu  einem  Punkte  a  sei  'Ta. 
Verbindet  mau  a  mit  den  der  Meridianebene  (durch  a)  conjugierten 
Breunpunkten  fi  und  /ä,  so  liegen  die  Verbindungsgeraden  f\a  und 
f„a  in  der  Meridiane beue,  und  schließen  mit  der  Tangente  («  der 
Meridianellipse  im  Punkte  a  gleiche  Winkel  ein. 

Nachdem  aber  die  Meridianebeno  auf  der  Tangentialebene  T^ 
senkrecht  steht  und  dieselbe  in  der  genannten  Tangente  („  schneidet, 
so  folgt,  dass  die  Geraden  f,a  und  /j»  auch  mit  der  Tangential- 
ebene Ta  gleiche  Winkel  einschließen. 

Da  überdies  die  genannten  Geraden  in  der  zur  Tangentialebene 
senkrechten  Meridianebene  liegen,  so  ist  klar,  dass  der  Punkt  a  der 
Glanzpunkt  der  Ebene  T^  für  die  Punkte  /',  und  /,  ist.  Wir 
gelangen  sonach  zu  dem  Satze: 

335  „Wttdan  ein  Sphäroid  in  einem  Punkte  eine  Berührebene 
gelegt,  so  ist  der  Berührungspunkt  gleichzeitig  der  Glan^unM  der 
Ebene  für  jene  beiden  Brennpunkte,  welche  der  Meridianebene  des 
Beruht ung^^punktes  conjugiert  sind." 

§.  357. 

Sei  wieder  T^  eine  beliebige  Tangentialebene  des  Sphäioideo ; 
a  der  Berührungspuukt  derselben  und  K«  die  durch  den  Beiährung- 
punkt  a  gehende  Meridian  ellipse. 

Die  Ebene  dieses  Meridians  schneidet  den  Focalkieis  m  den 
Brennpunkten  f,  und  f^  der  Ellipse  Ka,  die  Tangentialebene  r„  dagegen 
in  der  Tangente  ta  der  Meridianellipse  ff„  im  Punkte  a,  und  die  dem 
Sphäroide  längs  des  Äquators  umschriebene  Kugel  p  in  einem  größten 
Kreise  E^,  welcher  die  Meridianellipse  iC«  in  den  Endpunkten  ihiei 
großen  Achse  berührt. 

Zieht  man  nun  von  f,  und  ^  die  Perpendikel  auf  die  Geiade  /  , 
so  liegen  die  Fußpunkte  derselben  bekanntlich  auf  dem  eben  genannten 
Kreise  Em  also  auch  auf  der  Kugel  S. 
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Da  aber  weiters  die  besagten  Kormalen  in  der  Meridiauebene 
des  Berührungspunktes  a  liegen  und  diese  Ebene  senkrecht  zur  Tan- 
gentialebene Ta  ist,  so  sind  dieselben  aucb  Perpendikel  dieser  Tangential- 
ebene und  es  gehören  somit  die  früher  genannten  Fußpunkte  a«f  /„ 
auch  der  Ebene  Ta  an. 

Hiernach  ist  ersichtlich ,  dass  die  Fußpunkte  der  Normalen, 
welche  von  den  derMeridianebene  K^'  conjugierten  Brennpunkten  f^  und  f\, 
auf  die  Tangentialebene  T^  gefällt  werden,  auf  jener  Kugel,  welche  dem 
Sphäroide  längs  des  Äquators  umschrieben  wird,  liegen  müssen.  Daher 
der  Satz: 

33G.  „  Wird  an  ein  Sphäroid  eine  teliebige  Tanffentialebene 
gelegt  und  fällt  man  von  jenen  Brennpunkten,  welche  der  Meridian- 
ebene des  Berührungspunktes  conjugiert  sind,  JPerpendtkel  auf  diese 
Tangentialebene,  so  liegen  die  Fußpunkte  derselben  auf  jener  Kugel, 
tvelche  dem   Sphäroide  längs  des  Aquatoridlkreises   umschrieben  ist." 

Auf  ähnliche  Weise  könnten  nunmehr  eine  große  Zahl  namentlich 
metrischer  Eigenschaften  der  Ellipse,  auf  die  beiden  Ellipsoide 
tibertragen  werden,  doch  dürfte  es,  da  deren  Entwicklung  keinerlei 
Schwierigkeit  bietet,  überflüssig  sein,  dieselben  specieli  zu  erörtern. 
Eine  ßeihe  von  Eigenschaften,  die  beiden  eben  besprochenen  Flächen 
/weiten  Grades  betreffend,  werden  wir  noch  an  späterer  Stelle  kennen 
lernen. 


XX.   Capitel. 
Das  Rotations -Paraboloid. 

§.  358. 

Diese  TJmdrehungsfläche  zweiten  Grades  wird  von  einer  Parabel 
erzeugt,  welche  um  ilire  Achse  rotiert. 

Dei-  Brennpunkt  der  Meridianparabel  liegt  auf  der  Rotationsachse 
und  bleibt  mithin  während  der  Rotation  unveränderlich.  Derselbe  ist 
gleichzeitig  der  Brennpunkt  aller  Meridianparabeln,  und  wird 
daher  auch  der  „Brennpunkt  des  Botationsparaboloides" 
genannt. 

Denken  wir  uns  eine  beliebige  Parabel  P;  A  sei  deren  Achse; 
F  deren  Brennpunkt  und  d  die  Polare  des  Brennpunktes,  d.  h,  die 
Directrii  der  Parabel.  Jeder  Punkt  a  der  Parabel  hat  bekanntlich  die 
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Eigenschaft,  dass  seine  Distanz  von  dem  Brennpunkte  jeuer  von  der 
Directris  gleich  ist. 

Wird  nun  die  Parabel  P  um  die  Achse  A  gedreht,  so  erzeugt 
dieselbe  ein  Eotationaparaboloid;  die  Directris  ä  erzeugt,  da  sie 
aur  Rotationsachse  A  senkrecht  steht,  eine  Ebene,  die  selbst  wieder 
zur  Kotationsacbse  normal  ist  und  die  „D  i r e e  t  r i x  eb e n  e"  des 
ßotationsparaboloides  heißen  mag. 

Stellt  0,  einen  ganz  willkürlich  gewählten  Punkt  des  Paraboloides 
dar,  so  ist  unschwer  nachzuweisen,  dass  dessen  Abstand  von  dem 
Brennpunkte  F  des  Paraboloides  dem  Abstände  aö  von  der  Directrix- 
ebeöe  gleich  ist. 

Legen  wir  nämlich  durch  den  Punkt  a  die  Meridianebene,  so 
enthält  diese  die  beiden  genannten  Abstäude,  und  schneidet  das 
Paraboloid  in  einer  Meridian parabel,  deren  Brennpunkt  F  ist  und 
deren  Direetrix  sich  als  die  Schnittgerade  ä  der  Directrixebene  D  mit 
der  Meridianebene  ergibt.  Für  diese  Parabel,  also  auch  für  das  Para- 
boloid selbst,  ist  der  Abstand  aS^aF. 

Das  Gleiche  gilt  für  jeden  beliebigen  Punkt  a  des  Paraboloides 
und  mithin  gilt  der  Satz: 

337.  „Jeder  Punkt  des  Jtotationspctrabolotdes  hat  den  nämlichen 
Abstand  von  dem  Brermpunkte  des  Paraboloides  wie  von  der  Directrix- 
ebene desselben.'* 

Aus  diesem  Satze  folgt  unmittelbar,  durcb  einfache  Ümkehrung, 
der  nachstehende  Satz; 

338.  „Der  geometrische  Ort  aller  Funkte,  welche  von  einer  ge- 
gebenen Ebene  und  lon  einem  gegebenen  festen  Punkte  gleiche  Ab- 
stände besitzen,  ist  ein  Rot<itiottsparcä>oloid ,  dessen  Motationsachse 
die  Senkrechte  von  dem  festen  Punkte  auf  die  feste  Ebene,  dessen 
Brennpunkt  der  feste  Punkt  und  dessen  Directrixebene  die  feste 
Ebene  ist." 

%.  359. 

Der  vorbezeichnete  geometrische  Ort  lässt  noch  eine  ander- 
weitige Deutung  zu. 

Ist  nämlich  D  eine  feste  Ebene,  F  ein  fester  Punkt  und  stellt  S 
eine  Kugel  vor,  welche  die  Ebene  D  in  einem  Punkte  d  berührt  und 
durch  den  Punkt  F  geht,  so  sind,  wenn  wir  den  Kugelmittelpunkt 
mit  Af  bezeichnen,  die  Strecken  MF  undJfd  als  Kugelradien  einander 
gleich.  Die  Strecke  MS  repräsentiert  aber  überdies  noch,  da  sie  den 
Berührungsradius  der  Ebene  D  mit  der  Kugel  S  darstellt,  den  Abstand 
des  Kugelmittelpunktes  M  von  dieser  Ebene. 
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Denken    wir    uns    nun    die   oberwahnte  Kugel  veränderlich,  und 
berücksichtigen  wir  den  Torstehenden  Satz,   so  ergibt  sich  direct  der 


339.  '„Der  geometnsche  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kuyeln, 
welche  eine  gegebene  feste  Ebene  berühren  und  durch  einen  gegebenen 
Punkt  gehen,  id  ein  Botationsparaboloid,  dessen  Drehachse  die  Nor- 
male von  dem  gegebenen  Punkte  auf  die  feste  Ebene,  dessen  Brenn- 
punU  der  feste  Punkt  und  dessen  Directrixebene  die  gegebene  Ebene  ist. " 

§.  360. 

Dreht  sieh  eine  Parabel  um  ihre  Achse  und  wird  ihre  Seheitel- 
tangente  Ia  gleichzeitig  mitgedreht,  so  erzeugt  diese  letztere  bei  der 
Drehung  die  Tangentialebene  Ta.  des  Paraboloides  im 
Seheitel  A  desselben. 

Jede  Meridiaaebene  wird  somit  die  Fläche  in  einer  Parabel  und 
die  Ebene  Ta  in  der  augahörigen  Scheiteltaagente  *j  schneiden. 

Die  Berührebene  des  Kotatioosparaboloides  in  einem  beliebigen 
Punkte  a  desselben  sei  Ta-  Fällen  wir  von  dem  Brennpunkte  F  des 
Paraboloides  eine  Senkrechte  Fa  auf  die  eben  erwähnte  Tangential- 
ebene und  sei  a  deren  Fußpunkt.  Legen  wir  ferner  durch  den  Punkt  a 
die  Meridianebene,  so  schneidet  dieselbe  einerseits  die  Tangential- 
ebene Tit  in  der  der  Meridianparabel  im  Punkte  a  entsprechenden 
Tangente  t„  und  andererseits  die  Scheiteltangentialebene  Ta  in  der 
Scheitel  tan  gente  t±  der  Meridianparabel. 

Nachdem  aber  das  Pei^pendikel  Fa  auf  der  Ebene  2',,  auch 
zugleich  das  Perpendikel  auf  die  in  dieser  Ebene  liegende  Tangente  t^, 
ist,  und  nachdem,  gemäß  eines  bekannten  Satzes,  der  Fußpunkt  a 
dieses  Perpendikels  in  der  Scheiteltangente  tA,  also  auch  in  der 
Scheiteltangentialebene  Ta  liegt,  so  folgt  der  Satz; 

340,  „Zieht  man  von  dem  Brennpunkte  eines Potationspa/raboloides 
beliebige  Geraden,  und  legt  in  jenen  Punkten,  in  welchen  sie  die 
Scheiteltangentialebene  sehneiden,  auf  dieselben  senkrechte  Ebenen,  so 
sind  diese  letzteren  stets  Tangenüalebenen  des  Paraboloides.^^ 

Oder  auch  io  folgender  Form: 

3dl.  „Bewegt  sich  ein  Strahl  um  einen  gegebenen  Punkt  im 
Baume,  und  legt  man  jedesmal  in  dem  Punkte,  in  welchem  derselbe 
eine  gegebene  feste  Ebene  trifft,  eine  su  ihm  senkrechte  Ebene,  so  um- 
hüllt diese  letgtere  ein  Rotationsparaboloid.  Der  gegebene  Punkt  ist 
der  Brennpunkt,  die  gegebene  Ebene  die  Scheiteltangentialebene,  und 
die  Senkrechte  von  dem  gegebenen  Punkte  zur  gegebenen  Ebene  die 
Botationsachse  des  Paraboloides."- 
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§.  361. 

Da  die  Parabel,  als  Giemfall  einer  Ellipse  mit  unendlich  großer 
Achse  angesehen  werden  itann,  so  kann  auch  das  Rotationspara- 
boloid  als  Grenzfall  eines  Kotationsellipsoides  betrachtet, 
werden,  oder  mit  anderen  Worten :  es  erscheint  zulässig  das  Botations- 
paraböloid  als  ein  Rotationsellipsoid  aufzufassen,  dessen  eine  Seheitel 
in  unendliche  Entfernung  Mit. 

Auf  Grund  dieser  Anschauung  lasst  sich  auch  der  Satz  328)  auf 
das  Paraboloid  übertragen. 


Ist  nämlich  K  eji 
boloides,    und   legt  man  dui 
Rotationsachse,  d.  h. 
zweite  Scheitel  des  Paraboloi 


liebiger  ebener  Schnitt  des  Rotationapara- 
ireh  denselben  einen  Cylinder  parallel  zur 
ässen  Seheitel  der  unendlich  ferne 
so  wird,  nach  dem  obangezogenen 
Satze,  dieser  Cylinder  von  den  zur  Rotationsachse  senkrechten  Ebenen 
in  Kreisen  geschnitten. 

Da  aber  die  Erzeugenden  des  Cylinders,  als  parallel  zur  Rota- 
tionsachse, auf  diesen  Kreisschnittsebenen  selbst  senkrecht  stehen,  so 
folgt,  dass  dieser  Cylinder  ein  gerader  Kreiscylinder  oder  ein  Rota- 
tionseylinder  sein  müsse. 

Dieses  Ergebnis  führt  zu  dem  merkwürdigen  Satze: 

342.  „Jeder  Cylinder,  welcher  durch  einen  beliebigen  ebenen 
Schnitt  eines  Motationsparaboloides  parallel  sur  Kotationsachse  ge- 
führt wird,  ist  ein  gerader  Kreiscylinder," 

Oder  auch  in  folgender  Form: 

343.  „Die  orthogonale  Frojeetion  eines  beliebigen  ebenen  Schnittes 
eines  Rotationsparabololdes  auf  eine  zur  Rotationsachse  senkrechte 
Ebene  ist  stets  ein  Kreis." 

§.  362. 

Auf  gleiche  Weise  lasst  sich  bei  der  Annahme,  dass  das  Rotations- 
paraboloid  als  Grenzfall  eines  Rotatioßsellipsoides  aufgefasst  werden 
kann,  der  Satz  326)  auf  die  vorliegende  Fläche  übertragen. 

Wir  ziehen  es  jedoch  vor,  denselben  in  einer  anderen  Weise  direct 
abzuleiten. 

Sei  K„  (Taf.  XIV,  Fig.  77)  ein  Kreis,  den  wir  coUiaear  in  eine 
Parabel  K  verwandeln  wollen.  Die  einzige  Bedingung  hiefür  ist  be- 
kanntlich die,  dass  die  Oegenaehse  G^  den  Kreis  Eg  in  einem 
Punkte  B^  berühre. 

Die  Colli neationsachse  wählen  wir  als  eine  beliebige,  zur  Gegen- 
achse Cfa   parallele  Gerade  Ca,   und    das  Collineationscentrum  C  auf 
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jenem  Durchmesser  Z  des  Kreises  Ä,,,  welcher  auf  den  Acliseu  G„ 
und  Ca  senkrecht  steht. 

Unter  diesen  Voraussetaungen  transformiert  sich  der  Kreis  iC„ 
collinear  bekanntlich  in  eine  Parabel  K,  deren  Achse  Z  das  C  o  1 1  i  n  e  a- 
tionscentrum  enthält  und  deren  Scheitei.il  dem  einen  Endpunkte 
A^  des  Kur  Collineationsachse  Ca  senkrechten  Kreisdurchmessers  ent- 
spricht. Das  CoUinearbild  des  zweiten  Endpunktes  B,^  ist  der  unendlich 
ferne  Punkt  I?^   der  Parabel  K. 

Denken  wir  uns  den  Kreis  if^,  die  Parabel  K  und  die  beiden 
Achsen  G^  und  C^  um  die  Gerade  Z  gedreht,  so  erzeugt  der  Kreis  ÜT,, 
eine  Kugel  So,  die  Parabel  K  ein  Kotationsparaboloid ,  während  die 
beiden  Geraden  Go  und  Ca,  da  dieselben  zur  Drehachse  Z  senkrecht 
stehen,  zwei  Ebenen  G,  und  C^  beschreiben.  Das  ColIiBeatioasceatrum  C, 
sowie  die  Punkte  A^^  £„,  Ai  und  Ba  bleiben  bei  der  Drehung  um  Z 
selbstverständlich  ungeändert,  da  sie  auf  der  Drebachse  Z  liegen. 

Nimmt  man  nun  C  als  Collineationscentrum,  die  Ebenen  G^  und 
C,  beziehungsweise  als  Gegenebene  und  ColUneationsebene  an,  so  ist 
unschwer  einzusehen,  dass  die  Kugel  Sa  und  das  Kotationsparaboloid  S 
collineare  Flächen  sind.  Denn  trifft  irgend  ein  Strahl  g  aus  C 
die  Kugel  Sg  in  einem  Punkte  Po  und  das  Paraboloid  S  in  einem 
Punkte  p,  so  sind  dieselben  in  Bezug  auf  die  Ebene  C^  als  ColUnea- 
tionsebene und  die  Ebene  G-,  als  Gegenebene  collinear. 

Legt  man  nämlich  durch  den  Strahl  y  und  die  Rotationsachse  Z 
eine  Ebene,  so  schneidet  diese  S„,  <S„  Ge,  Ge  in  K'„,  K',  Ca  und  G'„  so, 
dass  beziehungsweise  K'^  und  K'  einen  Kreis  und  eine  Parabel  dar- 
stellen, die  in  Bezug  auf  Ca  und  G'a  als  Collineations-  und  Gegen- 
achse  collinear  sind.  Offenbar  sind  sodann  p^  und  p  als  Punkte  von 
K'g  und  K'  ebenfalls  collinear. 

Die  Tangentialebene  2'/  der  Kugel  S,,  im  Punkte  A^  ist  zur 
ColUneationsebene  C,  parallel;  es  wird  mithin  die  ihr  entsprechende 
Tangentialebene  Ta  ebenfalls  zur  ColUneationsebene  parallel,  oder  zur 
Rotationsachse  Z  senkrecht  sein.  Hieraus  folgt  aber,  dass  deren  Be- 
rührungspunkt A  der  Scheitel  des  Paraboloides  S  sein  müsse. 

Da  endlich  der  Kreis  K„  und  die  Parabel  K  zwei  gtmpinschafc- 
iiche,  durch  das  Collineationscentrum  C  gehende  und  gegen  die  Rota^ 
tionsaehse  Z  symmetrische  Tangenttn  besitzen  die  bei  dei  Umdrehung 
einen  Kreiskegel  erzeugen,  welcher  die  Kugel  und  das  Kotationspara- 
boloid berührt,  so  gelangen  wir  zu  folgendem  Satze 

344.  „Ein  Itolationsparaboloid  lann  '■tcts  aJi  die  cjlh  leate 
Fläche  einer  Kugel  betrachtet  werden^  ucnn  matt  ah  Cilhneationb- 
centrum   einen  heliebigen  Punkt  da  Eotatwnsachse,   und  als  Kugd 
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eine  solche  wählt,  welche  dem  aus  diesem  Tmikte  dem  Paräboloide 
umschriebenen  Motationslcegel  eingesclwieben  ist,  und  endlich  als  Gegen- 
ebene  eine  von  den  beiden  BV/e  Rotationsachse  senkrechten  Beriihrebencn 
der  Kugel  annimmt.'^ 

§.  363. 

Denken  wir  uns  weiters  einen  beliebigen  Punkt  2J  im  Eanme. 
Der  dem  Eotationsparaboloide  S  (Taf.  XIV,  Fig.  77)  aus  diesem  Punkte 
2:  umschriebene  Kegel  schneide  die  CoUineationsebene  C,  in  einem 
Kegelschnitte  y.  Ferner  schneide  die  Gerade,  welche  den  Kegel- 
seheitel  2  mit  dem  Seheitel  Ä  des  Eotationsparaboloides  verbindet, 
die  Collineati onset ene  0,  in  /i  und  endlich  möge  jene  Gerade,  welche 
von  2  aus  nach  dem  zweiten  unendlich  fernen  Scheitel  B„ ,  d.  h. 
parallel  zur  Rotationsachse  Z,  also  senkrecht  Kur  CoUineationsebene 
Cs  geführt  wird,  diese  letztere  im  Punkte  f^  treffen. 

Es  kann  nunmehr  leicht  nachgewiesen  werden,  dass  f^  und  4  die 
Brennpunkte  des  Kegelschnittes  y  seien. 

Dem  Punkte  S  entspricht  eollinear  ein  Punkt  2J^,  und  dem  aus 
2  dem  Paraboloide  S  umschriebenen  Kegel  entspricht  der  aus  2g  der 
Kugel  S^  umschriebene  Kegel,  welcher  die  CoUineationsebene  C,  in 
dem  nämlichen  Kegelsehaitte  y  wie  der  erstgenannte  Kegel  sehneiden 
muss.  Ferner  entsprechen  den  beiden  Geraden  SA  und  HB«  die  beiden 
Geraden  2i^„  und  2r„Bo.  Selbstverständlich  müssen  die  letzteren, 
ebenso  wie  die  ersteren,  die  CoUineationsebene  0,  in  den  gleichnamigen 
Punkten  f^  und  f^  treffen. 

Wir  haben  hiernach  in  y  den  ebenen  Schnitt  eines  der  Kugel  S^ 
aus  dem  Punkte  ^„  umschriebenen  Kegels,  und  in  f,  und  /j  die 
Bchnittpunkt«  der  Ebene  C,  des  Kegelschnittes  y  mit  jenen  beiden 
Geraden  SA^  und  2B„,  welche  den  Kegelscbeitel  2g  mit  den  End- 
punkten Ä„  und  Bg  des  zu  jener  Ebene  C,  senkrechten  Kugeldurch- 
messers verbinden. 

Auf  Grund  des  Dandelin'schea  Satzes  (Band  II,  Satz  507)  sind 
sonach  /■,   und  f^  die  Brennpunkte  des  Kegelschnittes  y. 

Nachdem  einerseits  der  Kegelschnitt  y  auch  dem  aus  S  dem 
Eotationsparaboloide  amschriebenen  Kegel  angehört  und  andererseits 
parallele  Schnitte  eines  Kegels  ähnlich  Kegelschnitte  sind,  welche 
sämmtlich  ihre  Brennpunkte  auf  zwei  durch  den  Kegelscheitel  gehen- 
den Geraden  haben,  so  erbalten  wir  den  Satz: 

345.  „  Wird  einem  Eotationsparaboloide  von  einem  beliebigen 
Punkte  außerhalb  ein  Kegel  umschrieben  und  der  Kegelscheitel  mit 
dem  Scheitel  des  Paraboloides  verbunden ;    gieht   man   weiters    durch 
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den  Kegelscheitel  eine  Farallele  mir  Rotationsachse,  so  sind  die  Brenn- 
punkte jener  Kegelschnitte,  in  welchen  der  Kef/el  von  mr  Rotatiotis- 
acAse  aenhrechten  Ebenen  geschnitten  wird ,  die  Schnittpunkte  der 
schneidenden  Ebene  mit  den  beiden  obgenannten  Geraden." 

§.  364. 

Berücksichtigt  man,  dass  der  Kegel  S  von  einer  Ebene  C,  in 
einem  Kegelschnitte  y  getroffen  wird ,  dessen  eine  Brennpunkt  /j  auf 
der  Senkrechten  aus  dem  Kegelseheitel  £  auf  die  schneidende  Ebene 
Ct  liegt,  so  ist,  nach  der  in  §.  490,  Band  II)  aufgestellten  Definition, 
die  Gerade  2;/ä  eine  „Focaliinie"  des  Kegels,  und  wir  erhalten 
mithin  den  Satz: 

346.  „  Wird  einem  Botationsparabohide  aus  einem  heliebigen 
Punkte  im  Baume  ein  Kegel  umsehriehen,  so  ist  die  Gerade,  welche 
durch  den  Kegelscheitel  parallel  zur  Botationsachse  gesogen  wird, 
stets  eine  Focalgerade  des  umschriebenen  Kegels. " 


Ebenso  leicht  lässt  sich  nachweisen,  dass  die  zweite  Focalgerade 
des  aus  einem  Punkte  H  (Taf.  XIV,  Pig.  78)  dem  Paraboloide  um- 
schriebenen Kegels  die  Verbind  ungsgerade  des  Kegolscheitels  2  mit 
dem  Brennpunkte  des  Paraboloides  sei. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Behufe  das  Rotationsparaboloid  durch 
jene  Meridiauehene  geschnitten,  welche  den  Kegelscheitel  H,  also  auch 
die  zur  Rotationsachse  parallele  Focalgerade  2f^  enthält. 

Da  besagte  Ebene  gleichzeitig  eine  Haiiptebene  (Symmetrieebene) 
des  umschriebenen  Kegels  ist,  so  muss  sie  auch  die  zweite  Focal- 
gerade enthalten. 

Diese  Meridianehene  schneidet  einerseits  das  Hotationsparaboloid 
in  einer  Meridian  parabel  K,  deren  Brennpunkt  F  auch  jener  des  Para- 
boloides ist,  und  andererseits  den  Kegel  in  zwei  Erzeugenden  Sa  und 
Zß,  welche  gleichzeitig  Tangenten  der  Meridianparabel  K  sind.  Offenbar 
muss  die  gesuchte  zweite  Focalgerade  Ef^  mit  der  Erzeugeaden  Z(5 
den  nämlichen  Winkel  einschließen ,  wie  die  erste  Focalgerade  Sf^ 
mit  der  Erzengenden  2;«. 

Denken  wir  uns  die  Scheiteltangente  t  gezogen,  welche  einer- 
seits senkrecht  auf  Sf^  steht,  und  andererseits  die  Paraheltangenten 
^a  und  ^ß  in  a  und  ß  schneidet,  so  sind  nach  einem  bekannten  Satze 
die  Winkel  Fa'S  und  Fß2  rechte  Winkel.  Da  ferner  auch  der  Winkel 
{,2f^,  aß)  ein  rechter  ist,  so  muss  der  Winkel  f^2ß  dem  Winkel  Fßa 
gleich  sein. 
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Denkt  man  sich  endlich  durch  die  vier  Punkte  F,i:,a,ß  eiuea 
Kreis  gelegt,  was,  infolge  der  rechten  Winkel  bei  a  und  ß,  stets  mög- 
lich ist,  so  sind  Fßa  und  F2a  als  Peripheriewinkel  über  der  Sehne 
Fß  einander  gleich,  und  es  ist  daher  auch 

-^ß^f^  —  ^F^a, 
woraus  unmittelbar  folgt,  dass  2F  die  zweite  Focalgerade  des  Kegels 
sei.    Daher  der  Satz: 

347.  „  Von  den  Focalgeraäen  eines  lelkhigen  einem  Botations- 
paraboloide  umschriebenen  Kegels  ist  die  eine  parallel  eur  Rotations- 
achse, während  die  zweite  durch  den  Srennpunkt  des  Faraboloides 
geht. " 

§,  366. 

Der  in  342)  ausgesprochene  Satz  Jässt  sieh  durch  die  vorher 
fesl^stellte  collineare  Verwandtschaft  eines  Kotationspara- 
boloides  5  mit  einer  Kugel  6'„  ebenfalls  sehr  leicht  beweisen. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Behufe  einen  beliebigen  Schnitt  üT, 
des  Rotationsparaboloides  bestimmt.  Demselben  wird  ein  ebener  Schnitt 
Jf,"  der  Kugel  S„,  also  ein  Kreis  entsprechen.  Wird  ferner  durch  deo 
ersten  Kegelschnitt  K,  ein  Cylinder  parallel  zur  Achse  Z,  oder  mit 
anderen  AVorten  ein  Kegel,  dessen  Scheitel  der  unendlich  ferne  Puakt 
jß,B  ist,  gelegt,  so  wird  diesem  Cylinder  cölUnear  derjenige  Kegel  ent- 
sprechen, welcher  durch  den  Kreis  K,^  geht  und  den  Kugelpunkt  B,^ 
zum  Scheitel  hat;  ferner  muss  dieser  Kegel  die  Collineationsehene  C,  in 
derselben  Curve  c  wie  der  Cylinder  schneideu- 

Nach  Satz  189)  ist  aber  die  zweite  (zur  Ebene  des  Kreises  ff," 
nicht  parallele)  Schar  tou  Kreisschnittsebenea  des  Kegels  (ß^,  ff,"'; 
diejenige,  welche  zur  Berührebene  Ge  der  Kugel  Sg  im  Punkte  Bo 
parallel  ist.  Zu  dieser  Berflhrebene  (J^  ist  aber,  der  Voraussetzung 
gemäß,  die  CoUineationsebeiie  C,  parallel;  es  wird  mithin  der  Kegel- 
schnitt c,  in  welchem  der  Kegel  (BgjK^")  und  auch  der  ihm  collineare 
CjUnder  {B^ , K)  die  Collineationsebene  Ce  schueidet,  insbesondere  ein 
Kreis  sein. 

Nachdem  weiters  die  Erzeugenden  des  CyÜnders  (S^,  K)  zu 
dessen  Kreisschnittsebene  C,  senkrecht  stehen,  so  ist  derselbe  ein 
gerader  Kreis-  oder  Kotationseylinder. 

Hiemit  ist  der  Satz  342),  welcher  dortselbst  als  Specialfall  des 
Satzes  328)  unter  der  Voraussetzung  aufgestellt  wurde,  dasä  das  Para- 
boloid  als  Grenzfall  des  Elüpsoides  betrachtet  wird,  jetzt  in  aller 
)  bewiesen. 
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XXI.  Capitel. 

Die  Rotationshyperboloide. 

§.  367. 
a)  Dan  einfache  Rotationstiyperboloid. 

Übergehen  wir  hiermit  auf  Jene  Flächen,  welche  durch  Um- 
drehung einer  Hyperbel  «m  eine  ihrer  Achsen  entstehen.  Es  wird 
sieh  diesfalls  eine  Versehiedenartiglieit  dieser  Flächengattung  Keigen, 
je  nachdem  als  „Drehungsachse"  die  imaginäre  oder  die  reelle 
Achse  der  Hyperbel  angenommen  wird. 

Durch  Rotation  einer  Hyperbel  um  ihre  imaginäre  Achse 
entsteht  eine  timdrehungsfläche,  welche  wir  bereits  unter  dem  Namen 
des  eititheiligeii  (windschiefen)  Umdrenungshyperboloides,  oder  des 
einmanteligeii  Kotationshyperboloides  kennen  lernten. 

Aa  der  betreffenden  Stelle  wurden  bereits  zahlreiche  Eigen- 
schaften dieser  Fläche  als  „windschiefe  Fläche"  abgeleitet,  so  dass 
wir  dieselbe  gegenwärtig  übergehen  können. 

Nur  eines  soll  hier  noch  bemerkt  werden.  Da  das  elnmantelige 
Umdrehungsbyperboloid  als  windschiefe  Fläche  eine  «sendliche  Zahl 
von  geraden  Linien  besitzt,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  besagte 
Fläche  unter  keiner  Bedingung  aus  der  Kugel,  nachdem  diese  keine 
Geraden  enthält,  collinear  oder  affin  abgeleitet  werden  kann. 

Wir  übergehen  daher  direct  auf  die  Besprechung  der  zweiten 
Art  des  Kotationshyperboloides. 


b)  Das  zweimantelige,  zwMtheilige  oder  bifocale  Botationshfperboloid. 

Diese  Fläche  wird  dnreh  eine  Hyperbel  erzeugt,  welche  um  ihre 
reelle  Achse  rotiert. 

Da  in  der  bezeichneten  Achse  die  Brennpunkte  der  rotierenden 
Hyperbel  liegen ,  so  bleiben  diese  selbstverständlich  ihrer  Lage  nach 
ungeäadert.  Es  ist  demnach  einleuchtend,  dass  sämmtliche  durch 
die  Rotationsachse  gehenden  Ebenen  das  zweimantelige  Rota- 
tioDshyperboloid  in  congruenten  Hyperbeln  schneiden  werden, 
welche  dieselben  beiden  festen  Punkte  der  Rotationsachse  zu  Brenn- 
punkten haben.  Dies  der  Grund,  weshalb  die  letzteren  auch  die 
„Brennpunkte  des  Kotationshyperboloides"  genannt  werden, 
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und  die  Fläche  selbst  als  das  „bifoeale  Hyperboloid^  be- 
Keietnet  wird. 

Denken  wir  uns  auf  einem  solchen  bifocalen  Hyperboloide  einen 
beliebigen  Punkt  a  angenommen.  Die  durch  diesen  Punkt  gehende 
Meridianebene  sehneidet  das  Hyperboloid  in  einer  Hyperbel  A"«,  welche 
einerseits  den  Punkt  a  enthält,  und  andererseits  die  Brennpunkte  F^ 
und  F^  des  Hyperboloides  gleichfalls  ku  Brennpunkten  hat. 

Hiernach  ist  auch,  wie  wir  wissen,  die  Differenz  der  Strecken 
F^  a  und  F^  a  eonstant,  und  zwar  gleich  der  Länge  der  reellen  Achse 
(Rotationsachse)  der  Meridian byperbel.  Da  aber  sämratliche  Meridian- 
hyperbeln diese  reelle  Achse  gemein  haben,  so  ist  diese  Differenz  über- 
haupt für  alle  Punkte  des  Hyperboloides  eonstant,  und  jener 
Achsenlänge  gleich.   Wir  erbalten  mithin  den  Satz: 

348.  „Die  Differenz  der  Entfernungen  eines  auf  einem  bifocalen 
Hyperboloide  gelegenen  funhtes  von  den  beiden  Brennpunkten  des 
letzteren  'ist  eonstant,  und  swar  gleich  der  Länge  der  Eotationsaehse." 

Durch  tJmkehrung  gelangen  wir  direct  zu  folgendem  Satze: 

349.  „Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  welche  von  swei  festen 
Punkten  Abstände  besitzen,  deren  Differens  eonstant  ist,  ist  ein  bifo- 
cales  Hyperboloid;  die  beiden  festen  Punkte  sind  die  Brennpunhte  und 
die  Strecke,  welcher  jene  constante  Differenz  gleichkömmt,  repräsen- 
tiert die  Länge  der  Rotationsachse  des  Hyperboloides.'^ 


Stellen  wir  uns  Kwei  beliebige,  außerhalb  einander  liegende 
Kugeln  Si  und  Äj  vor;  die  Mittelpunkte  derselben  seien  M^  und  M^ 
und  deren  Radien  seien  durch  Jt^  und  li,^  bezeichnet. 

Sollen  die  beiden  Kugeln  außerhalb  einander  liegen,  so  muss  die 
Entfernung  M^M^  ihrer  Mittelpunkte  selbstverständlich  größer,  als 
die  Summe  ihrer  Radien  B,  und  -Kg  sein, 

Fragen  wir  nun  um  den  geometrischen  Ort  der  Mittel- 
punkte aller  Kugeln,  welche  diese  zwei  Kugeln  Sj  und^a 
berühren. 

Sei  .^  eine  solche  Kugel,    0  ihr  Mittelpunkt  und  p  ihr  Radius. 

Wenn  diese  Kugel  .^  die  Kugel  ä,  berühren  soll,  so  muss  bekanntlich 

die  Entfernung  ilires  Mittelpunktes  0  von  dem  Mittelpunkte  ü/^  gleich 

der  Summe  der  Radien  JJ,   und  p  dieser  Kugeln  sein ;   es  wird   also : 

M,0  =  li,  -f  p. 

Soll  die  Kugel  .2  auch  die  Kugel  S^  berühren,  so  findet  man  in 
gleicher  Weise: 

M„  0  =  ]i^  +  Q. 
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Diese  beiden  Beziehungea  ergöben  aber  sofort  durch  Subtraction 
die  folgende: 

M,0—  M^0  =  R,  ~R,. 

Berücitsiehtigt  man,  dass  die  Größe  J?i  —  7?^  als  Radiendiffereuz 
der  beiden  gegebenen  Kugeln  8,  und  ä,  eiDe  constante  Strecke 
repräsentiert,  so  ergibt  sieb  (nach  Satz  349}  sofort,  dass  der  Mittel- 
punkt 0  der  veränderlichen  Kugel  ein  bifoeaies  Hyperboloid  beschreibt, 
dessen  Brennpunkte  die  Punkte  Jlf,  und  31^  sind  uod  dessen  Ro- 
tationsachse die  Länge    It,  —  M^  besitzt.   Daher  der  Satz : 

550.  „Der  geometrische  Ort  des  MütelpunMcs  einer  veränder- 
lichen Kugel,  welche  in  jeder  Lage  ewei  gegebene  feste  Kugeln  berührt, 
ist  ein  hifocäles  Eotationshyperboloid,  dessen  Brennpunkte  die  Mittel- 
punkte der  beiden  gegebenen  Kugeln  sind.  Die  Länge  der  Rotations- 
achse ist  gleich  der  Differene  der  Radien  der  beiden  gegebenen  Kugeln." 

§.  370. 

Setzen  wir  voraus,  dass  die  Kugel  S.^  immer  kleiner  und  kleiner 
werde,  ohne  da.S8  deren  Mittelpunkt  M^  eine  Veränderung  seiner  Lage 
erfahre. 

Keduciert  sich  die  besagte  Kugel  endlich  auf  einen  Punkt  M^, 
so  wird  der  Radius  IL  gleich  Null  und  für  die  Bedingung,  ,dass  die 
veränderliche  Kugel  H  die  Kugel  S^  berühre,  erwächst  somit  die  Be- 
dingung, dass  dieselbe  durch  den  Punkt  M^  gehe,  dass  also  M^O^^q 
sei.  Dann  ist  MfO  —  M^O  ~  R^,  also  wieder  constant.  Es  ergibt 
sich  demnach  der  speeielle  Satz: 

361.  „Der  geometrische  Ort  des  Mittelpunktes  einer  veränder- 
lichen Kugel,  welche  in  jeder  Lage  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen 
und  eine  gegebene  Kugel  berühren  soll,  ist  ein  bifoeaies  Rotations- 
hyperboloid, dessen  Brennpunkte  der  gegebene  Punkt  und  der  Mittel- 
punkt der  gegebenen  Kugel  sind.  Die  Länge  der  Rotationsachse  ist 
dem  Radius  der  gegebenen  Ku^el  gleich.'^ 

%.  371. 

Sei  K  eine  beliebige  Hyperbel,  F^  ein  Brennpunkt  derselben 
und  d  dessen  Polare,  d.  h,  die  dem  Brennpunkte  F^  entepreehende 
Directris  der  Hyperbel. 

Jeder  Punkt  a  der  Hyperbel  hat  die  Eigenschaft,  dass  dessen 
Eatfernung  vom  Brennpunkte   F,    zu   seiner  Entfernung    aa    von   der 
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eBtspiecheoden   Directrix    d    in   einem    constanten  Verhältnisse   stehe, 
welches  größer  als   die   Einheit  ist.     Es  ist  also: 
aF 

Denken  wir  uns  weiters  die  Hyperbel  K  sowohl,  als  auch  ihre 
Directrix  ä  um  die  reelle  Achse  gedreht,  so  erzeugt  die  erstere  ein 
bifocales  Hyperboloid,  die  letztere  aber,  nachdem  sie  zur  Drehungs- 
achse normal  ist,  eine  auf  der  letzteren  senkrecht  stehende  Ebene  D, 
welche  wir  die  dem  Brennpunkte  JF,  entsprechende  „Direc- 
trixebene"  des  Hyperboloides  nennen  wollen. 

Dieser  Erzeugungsweise  entsprechend,  wird  die  Meridianebene  Es, 
welche  wir  durch  einen  beliebigen  Funkt  a  des  Hyperboloides  legen, 
das  letztere  in  einer  Meridianhyperbel  Ä"«,  welche  durch  a  geht  und 
den  Brennpunkt  F,  des  Hyperboloides  ebenfalls  zum  Brennpunkte  bat, 
schneiden,  während  die  Directrisebene  D  in  einer  Geraden  d  geschnitten 
wird,  welche  nichts  anderes  als  die  Directrix  der  Meridiaahyperbel  Ka 
für  den  Brennpunkt  F^   darstellt. 

Fällt  man  von  dem  Punkte  a  eine  Senkrechte  aa  auf  die  Direc- 
trixebene  Z),  so  muss  dieselbe,  da  sie  ia  der  Meridianebene  E^  liegt, 
auch  senkrecht  zu  der  Geraden  d  sein.  Der  Fußpunkt  k  muss  daher 
in  dieser  Geraden  liegen,  oder  mit  anderen  Worten,  der  Abstand  aa 
des  Punktes  a  von  der  Directrixebene  I)  ist  gleichzeitig  dessen  Ab- 
stand von  der  Directrix  d. 

Da  aber  der  Punkt  «  auf  der  Meridianbyperbe!  Ka  liegt,  so  ist 

■   '  -  ^:^  h  ^zi  eonstant. 
aa 

Nachdem  ferner  alle  Meridiauhyperbeln  unter  eioander  congruent 
sind,  so  folgt,  dass  für  jede  derselben  der  nämliche  Verhältnis- 
wert ft  (>.  1),  also  überhaupt  für  alle  Punkte  des  Hyperboloides  gilt. 
Dies  gibt  den  Satz: 

352.  „Die  Abstände  eines  beliebigen  FunMes  des  bifocalen  Mota- 
tionshyperboloiäes  von  einem  BrennpunTde  desselben  und  von  der  diesem 
Brennpunkte  entsprechenden  Directrixebene  {Polarebene  dieses  Brenn- 
punktes in  Besug  auf  das  Hyperboloid)  stdien  in  einem  constanten 
Verhältnisse,  welches  größer  als  die  Einheit  ist." 

Dieses  Verhältnis  wird,  wie  bei  den  Kegelschnitten  die  „nume- 
rische Escentricität"  des  Hyperboloides  genannt. 

Durch  Umkehrung  des  vorstehenden  Satzes  folgt  unmittelbar  der 
nachstehende: 
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353.  „Der  geometrische  Ort  aller  Funkte,  deren  Abstände  von 
einem  festen  Fui^e  und  von  einer  festen  JEbene  in  einem  constanlen 
Verhältnisse  (größer  als  die  Einheit)  stehen,  ist  ein  bifocales  Hyper- 
boloid. —  Der  feste  FunM  ist  ein  Brennpunkt,  die  feste  Ebene  ist  die 
entsprechende  Directrixebene,  das  constante  Verhältnis  ist  die  nume- 
rische Excentricität  und  die  Senkrechte  vom  festen  PunJcte  auf  die 
feste  Ebene  ist  die  Sotationsaclise  des  Hyperboloides.^ 

g.  372. 

Um  zu  einer  weiteren  Eigenschaft  des  liifocalen  Hyperboloides  zu 
gelängen,  wollen  wir  Torerät  noeli  einen  auf  die  Hyperbel  selbft 
bezughabenden  Satz  nachweisen. 

Sei  AB  (Taf.  XIY,  Fig.  79)  die  reelle  Achse  einer  Hyperbel, 
F,  und  F^  die  Brennpunkte  derselben  und  a  ein  beliebiger  Punkt 
der  Hyperbel.     Dann  ist  bekanntlich 

ctj;  — a_F,  =  AB. 

Die  Tangente  t  der  Hyperbel  im  Punkte  a  halbiert,  wie  wir 
wissen,  den  Winkel  FiaF^. 

Ziehen  wir  demnach  von  F^  auf  diese  Tangente  t  das  Perpendikel 
F-ym  und  Terläagern  wir  dasselbe  über  m  hinaus,  bis  zum  Schnitte/' 
mit  F^a,  so  ist  das  Dreieck  F,af  gleichschenklig.  Es  wird  also 
F^m  =  mf  und  weiters  «/'=:  aF,,  mithin  fF^  =  AB  sein. 

Verbindet  man  den  Mittelpunkt  0  der  Hyperbel  mit  dem  Punkte 
m,  so  entstehen  die  ähnlieheü  Dreiecke  F,mO  und  F^fF,,  aus 
weichen  sich,  da  Fim  =  -^F,f  ist,  auch  Om  =:  ^  F.^  f  ^^  ^  AB 
ergibt. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Fnßpunkt  m  des  Perpendikels  von  einem 
Brennpunkte  F^  auf  eine  Tangente  t  der  Hyperbel  auf  jenem  Kreise 
K  liegen  müsse,  welcher  über  der  reellen  Achse  als  Durchmesser 
beschrieben  wird.    Es  ergibt  sich  somit  der  Satz: 

354.  „Der  geometrische  Ort  der  Fußpunlde  der  Perpendikel  aus 
den  Brennpunkten  einer  Hyperbel  auf  sämmtliche  Tangenten  der 
letsteren  ist  derjenige  Kreis,  tvelcher  zum  Durchmesser  die  reelle  Achse 
der  Hyperbel  hat." 

§.  373. 
Stellen  wir  uns  vor,  a   (Taf.  XIV,  Fig.  79)    sei   ein    beliebiger 
Punkt  auf  einem  bifocalen  Rotationshyperboloide  und  die  vorerwähnte 
Hyperbel  sei  der  Schnitt  des  Hyperboloides  mit    der  durch   a   gehen- 
den Meridianebene,    so    wird    der  Kreis  K  gleichzeitig   deu  Schnitt 
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derselben  Meridianebene  mit    der  über   der  Kotationsaehse  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kugel  S  darstellen. 

Die  Tangentialebene  Ta  des  Hyperboloides  im  Funkte  a  steht 
seükrecht  auf  der  Meridianebene  dieses  Punktes  und  enthält  die  Tan- 
gente t-,  es  wird  dieselbe  mithin  auch  senkrecht  stehen  müssen  auf 
der  Geraden  F^  in. 

Aus  diesem  Ergebnisse  ist  sonach  zu  ersehen,  dass,  wenn  man  , 
auf  eine  beliebige  Tangentialebene  T^  des  Hyperboloides  von  dem  einen 
oder  dem  anderen  Brennpunkte  aus,  eine  Senkrechte  zieht,  der  Fuß- 
punkt m  dieser  Senkrechten  auf  jener  Kagel  S  liegen  müsse,  welche 
über  der  Kotationsaehse  als  Durchmesser  beschrieben  wird.  Dies  liefert 
demnach  den  Satz: 

555,  „Die  Fußpiinkte  der  Perpendikel  von  den  Brennpunkten 
eines  Ufocalm  Botationshyperbohides  auf  dessen  Tangentialebenen 
liegen  auf  jener  Kugel,  welche  über  der  Botafionsachse  als  Durch- 
messer beschrieben  mrd.'^ 

Erinnern  wir  ans  bei  dieser  Gelegenheit  an  den  analogen 
Satz  323)  für  das  bifocale  EUipsoid,  so  erhalten  wir  folgende 
Entstehungs-  oder  Erzeugungsart  des  gleichnamigen  Hyperboloides: 

556.  „Legt  man  durch  die  einseinen  Funkte  einer  gegebenen 
Kugel  senkrechte  Ebenen  auf  jene  Geraden,  welche  diese  Punkte  mit 
einem  festen,  nicht  auf  der  Kugel  liegenden  Funkte  verbinden,  so  um- 
hüllen diese  Ebenen  ein  bifocales  EUipsoid  oder  Hyperboloid,  je  nachdem 
der  gegebene  Funkt  innerhalb  oder  außerhalb  der  gegebenen  Kugel  liegt. 

Derjenige  Kugeldurchmesser,  welcher  durch  den  festen  Punkt 
geht,  r^räsentiert  die  Eotationsachse,  die  Endpunkte  desselben  die 
Scheitel  und  der  feste  Funkt  einen  Srennpunkt  dieses  ElUpsoides 
oder  Hyperboloides.'' 

§■  374. 

Weitere  Eigenschaften  des  bifocalen  Rotationshyperboloides  lassen 
sieh  auch  höchst  einfach  aus  den  Eigenschaften  der  Meridian- 
h'yperbeln  in  Bezug  auf  ihre  Asymptoten   ableiten. 

Sei  K  eine  beliebige  Hyperbel  und  seien  e^,  e^  deren  Asymptoten. 
Werden  die  letzteren  sammt  dar  Hyperbel  um  die  reelle  Achse  s  der 
Hyperbel  gedreht,  so  beschreiben  dieselben,  da  sie  gegen  diese  Achse 
symmetrisch  liegen,  einen  und  denselben  geraden  Kreiskegel. 
Besagter  Kegel  repräsentiert  den,  dem  bifocalen  Hyperboloide 
aus  dessen  Mittelpunkt  umschriebenen  Kegel.  Die  Berüh- 
rungseurve  ist  der  unendlich  ferne  reelle  Kreis  des  Hyper- 
boloides;   denn    jede   Erzeugende    des  Kegels    ist    eine  Tangente    des 
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Hyperboloides  mit  unendlich  fernem  Berührungspuakte,  da  dieselbe 
gleichzeitig  eine  Asymptote  derjenigen  Meridianhyperbel  darstellt, 
in  welcher  das  Hyperboloid  yon  der  durch  diese  Erzeugende  gelegten 
Meridianebene  geschnitten  wird. 

Aus  dem  angeführten  Grunde  nennt  man  den  in  Rede  stehenden 
Kegel  den  „Asymptoteiikegel  des  hifocalen  Hyperboloides". 

Wir  können  daher  den  Satz  aufstellen : 

357.  „Jedes  hifocale  Hyperboloid  besitzt  einen  reellen  Asymptoten- 
hegel; derselbe  ist  ein  gerader  Kreiskegel,  dessen  Scheitel  der  Mittel- 
punkt des  Hyperboloides  ist  und  die  Achse  des  Hyperboloides  als  Aehse 
besitst.  Derselbe  Kegel  berührt  das  Hyperboloid  längs  dettsen  unendlich 
fernen  Kreises.  Jede  durch  die  Rotationsachse  gehende  Ebene  schneidet 
den  Asymptotenhegel  in  ewei  Erzeugenden,  welche  die  Asymptoten  des 
durch  diese  Ebene  erzeugten  Meridianschnittes  des  Hyperboloides  dar- 
stellen,'^ 

§.  375. 

Wenn  sich  zwei  Flächen  in  einem  Punkte  a  berühren,  d.  h.  in 
diesem  Punkte  eine  und  dieselbe  Berübrebene  T^  besitzen,  so  wird 
jede  durch  den  Punkt  a  gelegte  Ebene  E  die  beiden  Flächen  in  zwei 
Curven  sehneiden,  die  sich  ebenfalls  in  dem  nämlichen  Punkte  « 
berühren. 

Letzteres  geht  unmittelbar  aus  dem  Umstände  hervor,  dass  die 
beiden  Curven  in  »  von  derselben  Geraden,  d.  j.  der  Schnittlinie  der 
Ebenen  Tu  uud  E,  berührt  werden. 

Ist  S  ein  bifocales  ßotationsbyperboloid,  2^  dessen  Asymptoten- 
kegel, und  legen  wir  durch  den  Mittelpunkt  M  der  Fläche,  welcher 
gleichzeitig  der  Scheitel  des  Äsymptotenkegels  ist,  eine  Ebene  E,  so 
schneidet  dieselbe  das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitte  K  und  den 
Asymptotentegel  S  in  zwei  Erzeugenden  c,   und  0„. 

Der  unendlich  ferne  Kreis,  längs  welchem  sich  S  und  £  berühren, 
wird  offenbar  von  der  Ebene  E  in  zwei  Punkten  geschnitten,  welche 
nur  die  unendlich  fernen  Punkte  von  öj  und  Cj  sein  können.  Der 
vorher  gepflogenen  Erörterung  gemäß,  müssen  nun  die  beiden  Ge- 
raden 0,  unii  ffg  den  Kegelschnitt  K  in  diesen  beiden  Punkten  berühren, 
oder  was  dasselbe  ist,  die  Geraden  u,  und  ff^  sind  die  Asymptoten 
des  Kegelschnittes  K. 

Das  Gleiche  gilt  für  alle  möglichen  Lagen  der  Ebene  E,  voraus- 
gesetzt, dass  der  Äsymptotenkegel  von  der  Ebene  E  in  reellen  Er- 
zengenden e,  und  ffj  geschnitten  wird.  Wir  erhalten  mithin  den  Satz: 
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358.  „Jede  Ebene,  welche  durch  den  MittelpunU  eines  bifocalen 
Hyperboloides  geht  und  dessen  Asymptotenkegel  in  reellen  Erzeugenden 
sehneidet,  trifft  das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitte,  dessen  Asymp- 
toten jene  beiden  Erzeugenden  des  Asymptotenkegels  sind." 


Aus  dem  vorstehenden  Satze  Jässt  sich,  wenn  man  eine  bekannte 
Eigenschaft  der  Hyperbel  in  Betracht  zieht,  leicht  ein  anderer  ahleiten. 

Sei  nämlich  g  eine  beliebige  Gerade,  weiche  den  Äsjmptotenkegei 
in  den  beiden  Punkten  a  und  ß  und  das  Hyperboloid  in  den  Punk- 
ten a  und  6  schneiden  möge. 

Legen  wir  durch  diese  obbeaeicbnete  Gerade  g  und  durch  den 
Mittelpunkt  M  des  Hyperboloides  eine  Ebene  E,  so  schneidet  dieselbe 
das  Hyperboloid  in  einer  Hyperbel  K  und  den  Äsymptoteukegel  in  den 
Asymptoten  tf,  und  a^  derselbeu.  Die  Punkte  a  und  ß  sind  offenbar 
gleichzeitig  jene  Punkte,  in  welchen  die  Gerade  g  die  Asymptoten  0, 
und  ffj  trifft,  während  die  Punkte  «  und  b  diejenigen  sind,  in  welchen 
sie  die  Hyperbel  K  schneidet. 

Nach  einer  bekannten  E^enschaft  der  Hyperbel  sind  die  Stücke 
einer  Geraden,  welche  zwischen  der  Hyperbel  und  ihren  Asymptoten 
liegen,  einander  gleich.  Es  ist  also  aa^bß.  Da  dies  aber  gleich- 
zeitig auch  die  Stücke  der  Geraden  y  zwischen  dem  Hyperboloide  und 
dessen  Asymptotenkegel  sind,  so  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

359.  „Die  Stucke  jeder  Geraden  zwischen  einem  bifocalen  Eota- 
ionskyperboloide  und  dessen  Asymptotenkegel  sind  stets  einander 
gleich.'^ 

Ist  die  Gerade  g  eine  Tangeute  des  Hyperboloides,  so 
fallen  die  beiden  Punkte  a  und  b  in  ihrem  Berührungspunkte  a 
zusammen  und  es  ist  sodann  aa  =  aß  und  folglieh  ergibt  sich 
der  Satz; 

360.  ^Das  Stiick  jeder  Tangente  eines  bifocalen  Eotationshgper- 
holoides,  welches  im  Inneren  des  entsprechenden  Asymptotenkegels  liegt, 
wird  von  dem  zugehörigen  BerOhrungspunkte  halbiert.'^ 

§.  377. 
Deuken  wir  uns  an  das  bifocale  Hyperboloid  ia  irgend  einem 
Punkte  a  eine  ßerülirungsebene  2\  gelegt,  welche  den  Asymptoten- 
kegel  in  einem  Kegelschnitte  K  trifft,  so  findet  man  mit  Zugrunde- 
legung des  Torstehenden  Satzes,  dass  der  Berührungspunkt  a  der 
Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  K  sein  müsse. 
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Denn,  zieht  man  durch  a  in  der  Berührebeae  Tu  eine  beliebige 
Gerade  g,  welche  den  Kegelschnitt  K  in  et  und  ß  treffen  möge,  so  ist 
die  letztere  eiue  Tangente  des  Hyperboloides  im  Punkte  a  und  es 
muss,  dem  vorstehenden  Satze  gemäß,  uk  =  aß  sein.  Da  das  Gesagte 
aber  von  jeder  anderen  derartigen  durch  a  gebenden  Geraden  g  gilt, 
so  sind  alle  diese  Geraden  g  Durchmesser  des  Kegelschnittes  nud 
folglieh  ihr  gemeinschaftlicher  Punkt  a  der  Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnittes K.  Es  ergibt  sieb  demnach  der  Satz: 

361.  y,  Wird  an  em  Mfocales  Umdreliungshyperholoiä  in  einem 
beliebigen  Fimfäe  desselben  die  Tangentialebene  gelegt,  so  schneidet 
dieselbe  den  entsprechenden  ÄsgmptotenJcegel  in  einem  Kegelschnitte, 
dessen  Mittelpunkt  der  genannte  SerührungspunM  ist." 

Hervorgehoben  muss  hier  werden,  dass  die  Sätze  350)  und  360) 
für  ein  windschiefes  Hyperboloid  (gleichgiltig  ob  dasselbe  ein 
Umdrehungs-  oder  ein  dreiachsiges  Hyperboloid  ist)  wie  auch  der 
Satz  38)  zeigt,  gelten,  dass  aber  der  letztgefundene  Satz  nur  eine 
charakteristische  Eigenschaft  des  b i f o c a  1  e n  (zweimanteligen) 
Hyperboloides  sei,  welche  für  ein  windschiefes  Hyperboloid  keine 
Geltung  hat. 

§.  378. 

Da  zwei  sich  in  einem  Punkte  berührende  Flächen,  wie  schon 
früher  erörtert  wurde,  von  einer  jeden  durch  den  Berührungspunkt 
gehenden  Ebene  in  zwei  sieh  in  demselben  Punkte  berührenden  Curven 
geschnitten  werden,  so  werden  wir  auch  anstandslos  zu  dem  nach- 
stehenden Besultate  geführt. 

Gesetzt,  ein  Hyperboloid  uad  dessen  Asymptotenkegel  würden 
durch  eine  Ebene  E  derart  geschnitten,  dass  man  als  die  Schnittcurve 
mit  dem  letzteren  eine  Hyperbel  K'  erhielte. 

Die  unendlich  fernen  Punkte  dieser  Hyperbel  gehören  dem 
unendlich  fernen  Kreise  des  Asymptotenkegels  an  und  da  sieh  beide 
Flächen  längs  dieses  Kreises  berühren,  so  folgt,  dass  die  Ebene  E 
auch  das  Hyperboloid  in  einer  Hyperbel  K  schneiden  müsse,  welche 
die  erstere  Hyperbel  K'  in  deren  unendlich  fernea  Punkten  berührt. 
Die  beiden  Hyperbeln  besitzen  hiernach  die  nämlichen  Asymptoten. 
Dies  Ergebnis  führt  zu  dem  Satze: 

362.  „Eine  Ubene,  welche  den  Asymptotenkegel  eines  bifocalen 
Hotationshyperholoides  in  einer  Hyperbel  schneidet,  begegnet  auch  dem 
Hyperboloide  in  einer  Hyperbel,  welche  mit  der  ersteren  gemeinschaft- 
liche Asymptoten  und  folglich  auch  denselben  Mittelpunkt  besitet* 
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§.  379. 

Setzen  wir  weiter  voraus,  dass  eine  Ebene  E  den  Äsymptoteu- 
kegel  in  einer  Parabel  schneide. 

Diesfalls  wird  das  Hyperboloid  von  derselben  Ebene  in  einem 
Kegelschnitte  getroffen,  welcher  diese  Parabel  in  ihrem  unendlich 
fernen  Punkte  berührt  und  welcher  demgemäß  wieder  eine  Parabel 
sein  muss,  deren  Achse  mit  jener  der  ersteren  zusammenfällt.  Es 
besteht  hiernach  der  Satz: 

363.  „Schneidet  eine  Eb(me  den  Asymptotenkegel  eines  bifocalen 
Motationshyperbolmdes  in  einer  Parabel,  so  schneidet  dieselbe  aucli 
das  Hyperboloid  in  einer  Parabel,  deren  Achse  mit  jener  der  ersten 
zusammen  fällt." 

§.  380. 

Sehneidet  eine  Ebene  E  den  Asymptoteakegel  in  einer  Ellipse, 
hat  die  schneidende  Ebene  also  keinen  reellen  Punkt  mit  dem 
unendlich  fernen  Kreise  des  Hyperboloides  gemein,  so  miiss  sie  auch 
das  Hyperboloid  in  einer  Ellipse  schneiden. 

Diese  beiden  Ellipsen  haben  eine  bemerkenswerte  Eigenschaft, 
die  wir  in  Folgendem  ableiten  resp.  feststellen  wollen. 

Seien  K  und  K'  die  beiden  Ellipsen,  in  welchen  das  Hyperboloid, 
beziehungsweise  der  entsprechende  Asymptoteakegel  von  einer  Ebene  E 
geschnitten  wird,  und  sei  M  der  Mittelpunkt  von  K. 

Denken  wir  uns  durch  M  in  der  Ebene  E  eine  beliebige  Gerade  g 
gezogen.  Dieselbe  möge  das  Hyperboloid  in  den  Punkten  a  und  h  und 
den  Asymptoteukegel  in  a  und  ß  schneiden. 

Nach  Sata  359)  ist  sodann  aa=bß.  Da  aber  Äf  der  Mittel- 
punkt von  K  ist,  also  g  einen  Durchmesser  von  K  darstellt,  so  ist 
Ma  =  Mb.  Hieraus  folgt  aber,  dass  auch  Ma^  Mß  sei.  Dasselbe 
gilt  aber  auch  von  jeder  anderen  durch  M  in  der  Ebene  E  gezogenen 
Geraden.  Der  Punkt  M  ist  daher  auch  der  Mittelpunkt  von  K'.  Die 
beiden  Kegelschnitte  K  und  K'  sind  somit  ähnlich  gelegen.  Man  kann 
daher  den  Satz  aufstellen: 

364.  „Ein  bifocales  Motationshyperholoid  und  dessen  Asymptoten- 
kegel werden  von  einer  beliebigen  Ebene  in  eoncentrischen,  ähnlichen 
und  ähnlich  gelegenen,  d.  i.  in  homothetischen  Kegelschnitten  ge- 
schnitten.'^ 

§.  381. 
Denken  wir   uns   einen  beliebigen  Kreis  Ko  (Taf.  XV,  Fig.  80). 
Denselben  wollen  wir  coUinear  in  eine  Hyperbel  K,  jedoch  unter 
einer  besonderen  Voraussetzung,  transformieren. 
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Die  Gerade  G„  stelle  die  Gegenachse  dar,  welche  nothwendig 
den  Kreis  Ä"o  schneiden  muss,  wenn  das  Collinearbild  desselben  eine 
Hyperbel  K  werden  soll. 

Die  CoUineationsaehse  Ca  wählen  wir  an  beliebiger  Stelle,  jedoch 
selbstverständlich  parallel  zu  (?a.  Als  Coilineatioiiscentrum  G  hingegen 
soll  nicht  mehr  ein  beliebiger  Punkt  angenommen  werden,  sondern 
wollen  wir  hiefür  einen  solchen  wählen,  welcher  auf  dem  zur  Gegeii- 
und  CoUineationsaehse  Ga  beziehungsweise  Ca  senkrechten  Kreis- 
durebmesser  Z  liegt. 

Hierdurch  erreicht  man  offenbar,  dass  Z  nicht  nur  eine  Symmetrie- 
achse für  den  Kreis  Ko,  sondern  auch  für  die  demselben  eollineare 
Hyperbel  K  wird.  Jeder  Strahl  g  des  ebenen  Strahlenbüschels  mit  dem 
Mittelpunkte  G  schneidet  den  Kreis  Ko  in  zwei  Punkten,  welche  zu 
jenen  beiden  Punkten,  in  welchen  der  nämliche  Strahl^  die  Hyperbel  K 
trifft,  colliuear  sind. 

Denken  wir  uns  den  Kreis  K^,  die  Hyperbel  K,  die  Gegen- 
achse Ga,  die  CoUineationsaehse  C'a  und  das  ebene  Strahlenbüschel  (C) 
um  die  Gerade  Z  gedreht,  so  erzeugt  der  Kreis  Ko  eine  Kugel  &; 
die  Hyperbel  K  ein  bifocales  Rotationshyperboloid  S;  die  zur  Dreh- 
achse Z  senkrechte  Gerade  Ga  eine  zu  Z  senkrechte  Ebene  G,;  die 
zu  Z  normale  Gerade  G,  eine  au  Z  senkrechte  Ebene  (Cj)  und 
endlich  das  ebene  Strahlenbiischel  C,  das  räumliche  Strahlenbfischel  mit 
dem  Centrum  G. 

Es  ist  nun  klar,  dass  jeder  beliebige  Strahl  g  durch  G  die 
Kugel  So  in  zwei  Punkten  treffen  wird,  weiche  zu  den  beiden  Punkten, 
in  welchen  derselbe  Strahl  g  das  Hyperboloid  schneidet,  collinear  sein 
werden,  wenn  man  G  als  Collineationseentrum,  Gt  als  Gegenebene 
und  Ct  als  CoUineationsebene  betrachtet;  denn  der  Strahl  g  wird 
einer  gewissen  Lage  des  gedrehten  ebenen  Systemes  [C,  Ka,  K,  G^,  G,,) 
und  zwar  jener  angehören,  welche  die  durch  g  und  Z  gelegte  Ebene 
bestimmt. 

Dasselbe  gilt  offenbar  von  jedem  anderen  Strahle  des  räumliehen 
Strahlen  bündeis  C,  woraus  folgt,  dass  die  Kugel  So  und  das  Hyper- 
boloid S,  in  Bezug  auf  G  als  Collineationseentrum,  G,  als  Gegenebene 
und  C(  als  CoUineationsebene,  coIUnear  verwandt  sind. 

Da  hierbei  das  Collineationsoentrum  G  nothwendig  auf  der 
Kotationsachse  des  Hyperboloides  liegen  muss,  so  erhalten  wir  den  Satz : 

365.  „Jedes  iifocale  Sotationsht/perboloid  hann  collinear  in  eine 
Kugel  transformiert  werden,  wenn  man  als  Collineationseentrum  einen 
beliebigen  JPunkt  der  Eotationsachse  wählt.  Der  Mittelpunkt  dieser 
Kugel  tcird  dann  nothwendig  ebf^nfalls  auf  der  1 
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Nehmeu  wir  an,  es  sei  2J  (Taf.  XV,  Fig.  80)  i 
Punkt  im  Baume.  Wir  betracliten  denselben  als  Sclieitel  eines  dem 
Kotati  OBS  hjperboloide  S  umscliriebenen  Kegels  und  setzen  voraus, 
dieser  Kegel  möge  die  Collineationsebeue  {Cl)  in  einem  Kegelschnitte  ]■ 
sehneideu.  Ferner  denken  wir  uns  die  Endpunkte  A  und  B  der 
Rotationsachse  Z  mit  dem  Scbeitel  2  durch  zwei  Geraden  verbunden, 
welche  die  Coliineationsebene  (6',)  in  den  beideu  Punkten  fi  und  /i 
treffen  mögen. 

Es  wird  keinerlei  Schwierigkeit  bieten,  nachzuweisen,  dass  die 
Punkte  /■,  und  f^   die  Brennpunkte  des  Kegelschnittes  y  seien. 

Dem  Kegel,  welcher  aus  2;  dem  Hyperboloide  umschrieben  ist, 
wird  eollinear  ein  Kegel  entsprechen,  welcher  der  Kugel  S„  umschrieben 
ist,  u.  z.  wird  der  Scheitel  dieses  Kegels  derjenige  Punkt  2Jo  sein, 
welcher  dem  Punkte  2^  eollinear  entspricht.  Diese  beiden  Kegel 
schneiden  selbstverständlich  die  Coliineationsebene  C,  in  einem  und 
demselben  Kegelschnitte  ;'. 

Da  ferner  den  Endpunkten  A  und  B  der  Kotationsachse  Z  des 
Hyperboloides  eollinear  die  Endpunkte  ^4^  und-Bo,  des  zur  Coliineations- 
ebene Ce  senkrechten  Kugeldurehmessers  Z  entsprechen,  so  entspi'echen 
auch  den  beiden  Geraden  HA  und  I^B  die  Geraden  Zt,Ao  und  2.9  if^; 
es  müssen  mithin  auch  Z^oA^  und  SoBo  durch  die  Punkte  /i  und  f^ 
der  Coliineationsebene  C«  gehen. 

Der  Kegel,  welcher  der  Kugel  Sg  aus  dem  Punkte  £„  umschrieben 
ist,  schneidet  also  die  Coliineationsebene  C«  in  einem  Kegelschnitte  y, 
dessen  Brennpunkte,  nach  dem  D  a  n  d  e  1  i  n'schen  Satae  (Band  11,  Satz  507) 
die  beiden  Punkte  f,  und  f^  sind,  in  welchen  die  Coliineationsebene 
(C)  von  jenen  Geraden  geschnitten  wird,  welche  den  Kegelscheitel  Sg 
mit  den  Endpunkten  A^  und  B^  des  zur  Coliineationsebene  (C)  senk- 
rechten Kugel  durchmessers  Z  verbinden. 

Nachdem  aber  der  Kegelselinitt  y  auch  jenem  Kegel  angehört, 
welcher  dem  Rotationshyperboloide  S  aus  dem  Punktu  ^  umschrieben 
ist,  und  die  Brennpunkte  f,  und  f^  gleichzeitig  die  Schnittpunkte  dei 
Coliineationsebene  d  mit  den  beiden  Geraden  sind,  welche  den  Kegel 
Scheitel  2  mit  den  Endpunkten  A  und  B  der  Rotationsachse  /  ver 
binden;  nachdem  endlich  parallele  Ebenen  einen  Kegel  in  ähnlichen 
Kegelschnitten  schneiden,  deren  Brennpunkte  auf  zwei  durch  den  Kegel 
scheite!  gehenden,  nur  von  der  Stellung  der  schneidenden  Ebeni-n  ab 
hängigen  Geraden  liegen,  so  folgt  der  .Satz: 
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366.  „  Wird  einem  fiifocalen  Botationshyperboloide 
heliehigen  PunMe  im  Saume  ein  Kegel  umschrieben,,  so  wird  c 
von  einer  heutigen  zur  Rotationsachse  senkrechten  Ebene  in  einem 
Kegelschnitte  getroffen,  dessen  BrennpunUe  die  SchnUtpunkte  dieser 
Ebene  mit  jenen  heiden  Geraden  sind,  welche  den  Kegelscheitel  mii 
dm  Endptmkten  der  Rotationsachse  verbinden.'' 

§.  383. 

Denken  wir  uns  ferner  das  Hyperboloid  S  (Taf.  SV,  Fig.  80) 
durch  eine  beliebige  Ebene  nach  einem  Xegelsebnitte  K'  gesehuitteii, 
und  legen  wir  durch  diesen  Kegelschnitt  einen  Kegel,  welcher  zum 
Scheitel  den  einen  der  beiden  Endpunkte  der  Rotationsachse  Z,  allen- 
falls den  Endpunkt  A  hat,  so  wird  dem  Kegelschnitte  K'  irgend  ein 
Kreis  K'^  auf  der  Kugel  S^  colünear  entsprechen  und  ehenso  dem 
Kegel  (ji,  K')  wieder  ein  Kegel  entsprechen,  welcher  durch  den  Kreis 
K'a  geht  und  dessen  Scheitel  der  eine  Endpunkt  J^,  des  zur  Colli- 
neationsebene  (Ce)  senkrechten  Kugeldurchmessers  Z  ist. 

Beide  Kegel  schneiden  selbstverständlich  die  Collineationsebeue 
Ce  abermals  in  dem  nämlicdea  Kegelschnitte  y'. 

Nach  Satz  189)  sind  die  aweiteu  au  K\,  nicht  parallelen  Kreis- 
sehnitte  des  Kegels  (Ä„,  Kg')  in  jenen  Ebenen  gelegen,  welche  zu  der 
BerOhrebene  der  Kugel  S„  in  dem  Kegelscheitel  A„  parallel  sind.  Da 
aber  diese  Ebenen  zu  dem  Durchmesser  A^B^  senkrecht  stehen,  so 
folgt  unmittelbar,  dass  die  CoUineationsebene  (Ge)  diesen  Ebenen  mit 
angehört,  dass  also  der  vorgenannte  Kegelschnitt  y'  ein  Kreis  sein 
müsse.  Dieser  Kreis  geliört  aber  auch  dem  Kegel  (Ä,  K')  an,  mithin 
folgt  der  Sata: 

567.  „Xe^rf  man  durch  einen  heliehigen  ebenen  Schnitt  eines 
Mfocalen.  Rotationshyperboloides  einen  Kegel,  dessen  Scheitel  einer  von 
den  beiden  Endpimkten  der  Rotationsachse  ist,  so  wird  dieser  Kegel 
von  den  nur  Rotationsachse  senkrechten  Ebenen]  stets  in  Kreisen  ge- 
schnitten." 

Nebenbei  sei  bemerkt,  dass  die  beiden  letztangeführten  Sätze 
überhaupt  für  alle  Rotationsflächen  zweiten  Grades,  mit  Aus- 
nahme des  windschiefen  ßotatioushjperboloides,  ihre  Giltigkeit  haben. 
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Tierter  Abschnitt. 
Die  dreiachsigen  Flächen  zweiten  örades, 

XXn.  Capitel. 

EntWickelung  von  Eigenschaften,  weiche  für  die  graphische  Dar- 
steilung  von  Wichtiglieit  sind. 

§.  384. 

Es  wurden  in  dem  vorher  Besprochönen  (Band  II)  bereits  jene 
allgemeinen  Eigensehaften  eütwickelt  und  festgestellt,  welche  eine  Fläche 
zweiten  Grades  überhaupt  besitzen  muss,  und  sind  wir  unter  anderem 
schließlich  zu  dem  Kesultate  gelangt,  dass  denselben  ein  Tripel  auf 
einander  senkrecht  stehender  Achsen  entspreche,  welche  entweder  alle 
^OL  unter  einander  verschiedener  Länge  sind,  oder  von  welchen  zwei 
einander  gleich,  oder  von  welchen  endlich  alle  drei  einander  gleich  sind. 

Die  Existenz  der  beiden  letztgenannten  Arten  haben  wir  bereits 
siehergestellt.  Es  sind  dies  die  Eotatiousflächen  zweiten  Grades  und 
die  Kugel. 

Es  handelt  sich  demnach  noch  darum,  nachzuweisen,  dass  es  auch 
Flachen  zweiten  Grades  gebe,  welche  drei  ungleich  lange 
Achsen  besitzen.  Eine  derartige  Fläche  und  zwar  das  windschiefe 
dreiachsige  Hyperboloid  haben  wir  bereits  kennen  gelernt. 

Nunmehr  wollen  wir  untersuchen,  ob  es  auch  dreiachsige  Flächen 
zweiten  Grades  gebe,  welche  keine  Geraden  enthalten. 

Zunächst  ist  klar,  dass  jede  Fläche  zweiten  Grades,  welche  keine 
geraden  Linien  besitzt  und  von  welcher  sich  herausstellt,  dass  sie 
weder  eine  Eotationsfläche  noch  eine  Kugel  sei,  eine  der- 
artige Fläche  repräsentieren  müsse. 

Denken  wir  uns  demgemäß  im  Räume  eine  beliebige  Kugel  S^. 
"Wenn  wir  diese  Kugel  räumlich  coUinear  transformieren,  so  muss  die 
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abgeleitete  Fläche  S  iiothweadig  vom  zweiten  Grade  sein.  Denn,  da 
die  Kugel  Sg  von  einer  beliebigen  Geraden  g„  in  zwei  Punkten  ge- 
schnitten wird,  und  jedem  Punkte  eoUinear  nur  wieder  ein  einziger 
Punkt  entspricht,  so  wird  die  der  Geraden  gg  collinear  entsprechende 
Gerade  g  mit  der  Pläehe  S  nur  zwei  Punkte,  d.  i.  jene  gemein  haben 
können,  welche  den  beiden  Punkten,  die  gg  und  S^  gemeinschaft- 
lich zukommen,  collinear  sind. 

"Wir  wollen  nun  sehen,  ob  diese  coliineare  Fläche  zweiten  Grades 
zu  den  bereits  bekannten  Flächen  zählt,  d.  h.  ob  sie  eine  Rotations- 
fläche zweiten  Grades  oder  eine  Kugel  sei,  oder  aber,  ob  sie  nicht 
diesen  Gattungen  angehöre,  d.  h.  ob  sie  eine  dreiachsige  Fläche  zweiten 
Grades  darsteile. 

Dass  die  Fläche  S  keine  geraden  Linien  enthält,  ist  schon  an 
und  für  sieh  aus  dem  Grunde  klar,  weil  die  ihr  coliineare  Kugel  Sg 
keine  geradlinigen  Erzeugenden  besitzt. 

Um  somit  auf  unsere  frühere  Frage  zurückzukommen,  denken  wir 
uns  im  Kaume  ein  beliebiges' ColHneationscentrum  C  angenommen; 
ferner  eine  CoUineationsebene  C.  gewählt,  jedoch  so,  dass  sie  auf  der 
Geraden  Cm^,  welche  das  Collineationseenfcrum  mit  dem  Mittelpunkte 
m„  der  Kugel  Sg  verbindet,  nicht  senki'echt  stehe. 

Weiters  wählen  wir  eine  beliebige  zu  C,  parallele  Ebene  G^  als 
Gegenebene,  und  zwar  als  jene  Gegenebene,  welche  zu  demselben 
Raumsysteme  wie  die  Kugel  S^  gehört,  der  also  in  dem  collinearen 
Kaumsjsteme  {welches  die  Fläche  S  zweiten  Grades  enthält)  die  un- 
endlich ferne  Ebene  entspricht. 

Denken  wir  uns  ferner  den  zur  CoUineationsebene  0,  senkrechten 
Durchmesser  Zg  der  Kugel  S„  gezogen;  derselbe  möge  die  Coilineations- 
ebeue  Ce  in  dem  Punkte  S  und  die  Gegenebene  Ge  iu  dem  Punkte  <p 
treffen.  Da  dieser  Durchmesser,  der  Voraussetzung  gemäß,  das  Coi- 
lineationscentrum  C  nicht  enthält,  so  wird  die  ihm  collinear  ent- 
sprechende Gerade  Z  offenbar  gegen  die  CoUineationsebene  ft  geneigt 
sein  müssen.    Wir  können  dieselbe  leicht  bestimmen. 

Die  Gerade  Z  muss  nämlich  einerseits  durch  den  Punkt  ö  gehen, 
in  welchem  Z^  die  CoUineationsebene  C«  schneidet.  Da  ferner  der 
Schnittpunkt  9  von  Z„  mit  der  Gegenebene  G,  den  Gegeapunkt  dieser 
Geraden  darstellt,  und  demselben  der  unendlich  ferne  Punkt  ipm  des 
durch  (p  gehenden  Collineationsstrahles  Cq>  entspricht ,  so  ergibt  sich 
Z  als  jene  Gerade,  welche  durch  S  parallel  zu  Cq>  gezogen  werden 
kann.  Nachdem  nun  Ctp  gegen  die  Collineatioasebene  geneigt  ist,  so 
muss  es  nothwendig  auch  Z  sein. 
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Betrachten  wir  die  Fläche  S,  welche  sich  durch  die  Collineation 
aus  der  Kugel  S„  ergibt,  etwas  näher. 

Schneiden  wir  die  Kugel  Ä»  durch  eine  beliehige  Ebene  E^  nach 
einem  Kreise  Ä"";,,  so  wird  dem  letzteren  ein  Kegelschnitt  K  auf  der 
Fläche  S  entsprechen.  Dieser  Kegelschnitt  wird,  wie  wir  wissen,  der 
Schnitt  des  Kegels  (C,  K^),  welcher  den  Kreis  K„  aus  dem  Collinea- 
tionscentrum  projiciert,  mit  derjenigen  Ebene  E  sein,  welche  der  Kreis- 
ebene  JÜ^  collinear  ist.  Die  beiden  einander  entsprechenden  Ebenen 
-E^  und  E  schneiden  sich  bekanntlich  ia  einer  Geraden  s  auf  der 
Coliiueationsebene. 

Ist  die  Ebene  -E,,  nur  Collineationsebene  C,  parallel,  so  muss  es 
auch  die  ihr  entsprechende  Ebene  E  sein. 

Denken  wir  uns  jetzt  insbesondere  die  schneidende  Ebene  £„, 
also  auch  die  ihr  entsprechende  Ebene  E  parallel  zur  Collineations- 
ebene Cr. 

Die  Ebene  E„  schneidet  die  Kugel  Sg  in  einem  Kreise  K^,  dessen 
Mittelpunkt  Og  auf  dem  Durchmesser  Z^  liegt,  da  letzterer  zur  Colli- 
neationsebene, also  auch  zur  Ebene  E^^  senkrecht  steht.  Diesem  Kreise 
K^  entspricht  collinear  der  Schnitt  K  der  Ebene  E  mit  jenem  Kegel, 
welcher  den  Kreis  Ä",,  aus  dem  Collineationscentrum  C  projiciert. 

Nachdem  aber  die  Ebene  E  zur  Ebene  E^  parallel  läuft,  muss 
der  Schnitt  K  dem  Schnitte  K„  ähnlich,  also  wieder  ein  Kreis  sein. 
Der  Mittelpunkt  m  dieses  Kreises  K  muss  ferner  mit  dem  Mittel- 
punkte mg  des  Kreises  K^  auf  derselben  durch  den  Kegelscheitel  C 
gehenden  Geraden  liegen,  woraus  folgt,  dass  sich  die  beiden  Mittel- 
punkte m^  und  m  collinear  entsprechen,  und  dass  demzufolge  auch  m 
auf  der  dem  Durchmesser  Z^  coUinearen  Geraden  Z  liegen  muss. 
Ein  Gleiches  gilt  TOn  jeder  anderen,  zur  Coliiueationsebene  parallelen 
Ebene  E,^. 

Aus  diesen  einfachen  Betrachtungen  ist  zu  ersehen,  dass  alle  zur 
Collineationsebene  Cj  parallelen  Ebenen  E  die  Mäche  S  in  Kreisen  K 
sehneiden,  deren  Mittelpunkte  m  sämmtlich  auf  der  gegen  die  Colli- 
neationsebene Ce  geneigten  Geraden  Z  liegen  müssen. 

Hieraus  ist  aber  unmittelbar  zu  entnehmen,  dass  einerseits  Z 
der  zu  diesen  Ebenen  E  coujugierte  Durchmesser  der  Fläche  S  sei, 
und  andererseits,  dass  diese  Fläche  keine  Kugel  sein  könne,  da  bei 
der  letzteren  jeder  Durchmesser  derselben  auf  der  Parallelschar  der 
ihm  conjugierten  Ebenen  senkrecht  steht. 

Die  gefundene  Fläche  S  kann  aber  auch  keine  Rotations- 
fläche zweiten  Grades  sein.  Denn,  vorausgesetzt,  besagte  Fläche 
wäre  eine  durch  Eotation  eutstandene ,    so  oiüsste  dieselbe  noch  eine 
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zweite  Schar  von  Kreisen  c  besitzen,  deren  Mittelpunkte  auf  einer  zu 
dieser  Scbar  normalen  Geraden,  der  Rotationsachse,  senkrecht  stehen. 

Nehmen  wir  demgemäß  an,  es  sei  c  ein  solcher  Parallelkreis. 
Eine  beliebige  zur  CoUineationsebene  d  parallele  Ebene  E  wird  den 
Kreis  c  in  zwei  Punkten  a  und  &  treffen  (man  kann  die  Lage  der 
Ebene  E  immer  so  wählen,  dass  a  und  h  reell  sind)  und  die  Fläche 
8  in  einem  Kreise  K  schneiden,  welcher  durch  die  beiden  Punkte  a 
und  &  gebt.  Durch  zwei  Kreise  e  und  K,  welcbe  zwei  Punkte  a  und 
h  gemein  haben,  lässt  sich  aber  stets  eine  Kugel  2  legen.  Diese 
Kugel  müsste  .nun,  da  ibr  Mittelpunkt  'nothwendiger weise  auf  der 
KotatioBsachse  liegt,  die  Fläche  S  offenbar  noch  iu  einem  zweiten 
Kreise  q,  der  Schar  der  Parallelkreise,  treffen.  Besagte  Kugel  hätte 
also  mit  der  Fläche  S  die  drei  Kreise  K,  c  und  e^  gemein,  was  offenbar 
ganz  uumPglieli  ist. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Fläche  S  keine  Kreise  besitzen 
kann,  deren  Mittelpunkte  auf  einer  Geraden  liegen,  die  zu  den  Kreis- 
ebenen senkrecht  steht,  dass  sie  also  auch  in  keinem  Falle  eine 
Kotationsfläehe'seiu  könne. 

Die  Fläche  S,  welcbe  der  Kugel  S„  collinear  ist,  wird  mitbin 
eine  dreiachsige  Fläche  zweiten  Grades  sein. 


Aus  der  eollinearea  Beziehung  und  aus  der  Eigenschaft,  dass  die 
Fläche  S  von  allen  zur  CoUineationsebene  parallelen  Ebenen  in  Kreisen 
geschnitten  wird,    lassen  sich  verschiedene  Schlussfolgerungen  ziehen. 

Nehmen  wir  wieder  eine  zur  CoUineationsebene  parallele  Ebene 
E  an,  welche  die  Fläche  8  in  einem  Kreise  K  schneiden  möge,  Durch 
diesen  Kreis  K  und  durch  einen  beliebigen  Punkt  p  der  Fläche  S 
legen  wir  eine  Kugel  2.  Diese  Kugel  X,  hat  mit  der  Fläche  8  (nach 
Satz  448,  Band  II)  noch  eine  zweite  ebene  Curve  K^  gemein,  welche, 
der  gemachten  Voraussetzung  entsprechend,  durch  den  Punkt  p  gehen 
muss.  Da  aber  bekanntlich  eine  ebene  Curve  auf  einer  Kugel  nur 
ein  Kreis  sein  kann,  so  muss  dasselbe  auch  in  Bezug  auf  die  eben 
genannte  Curve  K^  gelten:  diese  wird  also  ein  Kreis  sein. 

Dieser  Kreis  K^  kann  aber  keiner  von  jenen  Kreisen  K  sein, 
weiche  in  den  zur  CoUineationsebene  d  parallelen  Ebenen  liegen. 
Denu  durch  zwei  der  letzteren  Kreise  K  kann  nie  eine  Kugel  gelegt 
werden,  da  die  Verbindungsgerade  Z  ihrer  Mittelpunkte  auf  deren 
Ebenen  nicht  senkrecht  steht.  Die  Ebene  des  Kreises  K^  muss  daher 
notbwendig  gegen  die  Co]lineationsebene  geneigt  sein. 
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Da  (iie  Fläche  S  vom  zweiten  Grade  ist,  so  wird  {uach  Satz  443&, 
Band  II)  jede  zu  K,  parallele  Ebene  die  Fläche  auch  in  einem  Kreise 
schneiden.  Die  Fläche  S  besitzt  daher  zwei  verschißdone 
Seharen   von   Kreisschnittsebenen, 

Man  kann  jedoch  leicht  zeigen,  daas  diese  beidea  Scharen  von 
Kreisschnittsebeneji  die  einzig  mögliohen  sind,  d.  h.  dass  es  keine 
dritte  Lage  von  Ebenen  geben  könne,  welche  die  Fläche  S  ebenfalls 
nach  Kreisen  schneiden  würden. 

Gesetzt,  es  wären  K  und  K^  Kwei  auf  derselben  Kugel  £  liegende 
Kreise  der  Fläche  S  und  es  würde  c  ein  dritter  Kreis  auf  S  sein, 
■welcher  weder  der  Schar  K,  noch  der  Schar  Ä",  angehört.  Dieser 
Kreis  c  möge  den  Kreis  K  in  a  und  b,  den  Kreis  K,  dagegen,  in  a^ 
und  h^  sehneideii.  Diese  vier  Punkte  hat  besagter  Kreis  demnach 
auch  mit  der  Kugel  2.'  gemein  und  müsste  mithin  als  solcher  ganz 
auf  derselben  liegen.  Nachdem  aber  der  obbezeichnete  Kreis  gleich- 
zeitig auch  als  ein  Kreis  auf  S  vorausgesetzt  wurde,  so  folgt,  dass 
die  Kugel  S  mit  der  Fläche  S  die  drei  Kreise  K,  K,  und  c  gemein 
hätte,  welche  Annahme  diesfalls  ganz  und  gar  unzulässig  ist. 

Es  kann  daher  ein  Kreis  von  der  Beschaffenheit  des  Kreises  c 
auf  der  Fläche  S  nicht  liegen  und  sind  somit  bloß  die  beiden 
vorher  gefundenen  Seharen  von  Kreissehnittsebenen,  als  die 
auf  einer  dreiachsigen  Fläche  zweiten  Grades  einzig  mög- 
lichen zu  bezeichnen. 

Durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Fläche  gehen  nur  zwei  auf 
der  Fläche  liegende  Kreise,  wovon  der  eine  der  einen  Schar,  der  andere 
dagegen  der  zweiten  Schar  angehört;  dieselben  werden  als  Schnitte 
der  Fläche  mit  jenen  beiden  Ebenen  erhalten,  welche  durch  diesen 
Punkt  parallel  zu  den  Ebenen  der  beiden  Scharen  gelegt  werden. 

Zwei  Kreise  K  und  K,,  welche  Terschiedenen  Scharen  an- 
gehören, liegen  immer  auf  einer  Kugel;  de  du  diese  Kreise  haben 
zwei  Punkte,  d.  s.  die  Schnittpunkte  der  Fläche  S  mit  der  Schnitt- 
geraden der  beiden  Ebenen  von  X  und  K,  gemein.  Zwei  Kreise, 
welche  einer  Schar  angehören,  können  aber,  wie  wir  vorher  nach- 
gewiesen haben,  nie  auf  einer  Kugel  liegen. 

"Wir  können  somit  den  Satz  aufstellen: 

368.  „Jede  dreiachsige  Fläche  zweit&n  Grades  wird  von  i-wei 
verschiedenen  Scharen  paralleler  Ebenen  in  Kreisen  geschnitten.  Durch 
jeden  Funkt  der  Fläche  geht  nur  ein  Kreis  der  einen  und  ein  KreiR 
der   anderen  Schar,     /itvei  Krdse,  welche  verschiedenen  Scharen  an- 
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gehören ,    liegen  stets    auf   einer   Kugel.     Durch  awei  Kreise,  welche 
derselben  Sehar  angehören,  kann  keine  Kugel  gelegt  werden.^ 


Die  zwei  Ebeneo  beider  Schareo  von  Kreissehnittec ,  welche 
gleichzeitig  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  zweiten  Grades  gehen, 
also  Diametralebenen  derselben  darstellen,  werden  insbesondere 
die  „KreJsebeoea"  der  Fläche  zweiten  Grades  genannt. 

Die  beiden  Durchmesser,  welche  diesen  Ebenen  conjitglert  sind, 
schneiden  liie  Fläche  in  vier  Punkten  x^,  ^/^ ;  Xj.  y^.  Die  Tangential- 
ebenen der  Fläche  in  diesen  Punkten  gehören,  da  sie  zu  den  betref- 
fenden Kreisebenen  parallel  sind  (Satz  435,  Band  II),  ebenfalls  zu 
den  Kreisschnittsebenen  und  ihre  Berührungspunkte  a;,,  */,;  Xg,,  y^  sind 
als  die  unendlich  kleinen  Kreisschnitte  der  Fläche  zu  be- 
trachten. 

Obbezeichnete  vier  Punkte  werden  die  „Kreis-",  „Nabel-" 
oder  „Ümbilical-"  Punkte  der  Fläche  zweiten  Grades 
genannt. 

Weitere  Eigenschaften  der  Kreisschnitte  etc.  werden  wir  gelegent- 
lich der  Betrachtung  der  einzelnen  Fläehen  kennen  lernen  und  dort 
auch  eingebender  besprechen. 


Die  CoUineation  einer  Fläche  S  zweiten  Grades  mit 
einer  Kugel  Sg  dient  gleichzeitig  auch  als  Merkmal  oder  Kenn- 
zeichen für  die  verschiedenen  Arten  der  dreiacbsigen  Fläche  zweiten 
Grades. 

Setzen  wir  nämlich  voraus,  die  Gegenebene  Ge  habe  mit  der 
Kugel  S„  keine  reellen  Punkte  gemein.  Diesfalls  wird  natürlich 
die  Fläche  S>  welche  der  Kugel  Sg  coUinear  ist,  keine  reellen  unendlich 
fernen  Punkte  besitzen,  sie  wird  eine  in  endlicher  Entfernung  liegende, 
vollkommen  geschlossene  Fläche  darstellen,  die  von  einer  jeden,  wie 
immer  liegenden  Ebene  nur  in  geschlossenen  Kegelschnitten, 
d.  h.  in  Ellipsen,  aber  von  keiner  Ebene  in  einer  Hyperbel  oder 
Parabel  geschnitten  werden  kann. 

Diese  Fläche  wird  desbalb  das  „dreiachsige  E i  1  i  p s o  i  d'- 
genannt. 

Setzen  wir  hingegen  voraus,  dass  die  Gegenebene  Gi  die;  Kugel 
iS'    in    einem    reellen    Kreise    x    schneide.     Diesem   Kreise    wird 
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offenbar  eine  Curve  zweiten  Grades  in  unendlieher  Entfernung 
collinear  entsprechen,  welche  auch  der  Fläche  S  angehört. 

Eine  solche  Fläche  S,  die  sich  ins  Uaeudliche  erstreckt,  kaan 
von  Ebenen  in  allen  drei  Gattungea  von  Kegelschnitten  geschnitten 
werden.  Je  nachdem  nämlich  irgend  eine  Ebene  E^  die  Kugel  S„  in 
einem  Kreise  K^  schneidet,  weicher  den  Kreis  x  in  der  Gegenebene  Ge 
in  keinen  reellen  Punkten,  in  zwei  reellen  und  getrennten 
Punkten,  oder  endlich  in  zwei  reellen  und  zusammecfailenden 
Punkten  trifft,  wird  die  der  obgenannten  Ebene  JE,,  collinear  ent- 
sprechende Ebene  ß  die  Fläche  S  in  eiaem  Kegelschnitte  K 
treffen,  der  entweder  keine  reellen,  oder  zwei  getrennte  reelle,  oder 
endlich  zwei  zusammenfallende  reelle  unendlich  ferne  Punkte  besitzt, 
also  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  darstellt. 

Eine  derartige  Fläche  zweiten  Grades  wird  ein  „ellip- 
tisches", „zweitheiliges  dreiachsiges",  oder  auch  „zwei- 
manteliges  dreiachsiges  Hyperboloid"  genannt. 


Ans  der  Colliueation  mit  der  Kugel  jS„  können  noch  einige 
wichtige  Eigenschaften  dieses  Hyperboloides  mit  Leichtigkeit  abgeleitet 
und  festgestellt  werden. 

Sei  S„  die  Kugel,  weiche  von  der  Gegenebeae  G^  in  dem  reellen 
Kreise  y.  geschnitten  wird,  und  sei  ferner  S  das  dieser  Kugel  collinear 
entsprechende  elliptische  Hyperboloid. 

Die  Kugel  S^  wird  längs  des  Kreises  v.  von  einem  Kreiskegel 
i'i,  berührt,  dessen  Scheitel  M„  der  Pol  der  Gegenebene  Ge  in  Bezug 
auf  die  Kugel  jS„   ist. 

Nachdem  nun  bekauatüch  die  harmonischen  und  folglich 
auch  die  polaren  Eigenschaften  geometrischer  Gebilde 
durch  collineare  Transformatina  erhalten  bleiben,  so  folgt 
unmittelbar,  dass  der  dem  Punkte  M„  collinear  entsprechende  Punkt 
M  der  Pol  jener  Ebene  sein  müsse,  weiche  der  Polarebene  (Gegen- 
ebene) Gl  collinear  entspricht. 

Besagte  Ebene  ist  aber,  der  Voraussetzung  gemäü,  die  unendlich 
ferne  Ebene.  Der  dem  Punkte  M„  collinear  entsprechende  Punkt  31 
musM  daher,  als  Pol  der  uuendlich  ferneu  Ebene  in  Bezug  auf  die 
Fläche  S,  den  Mittelpunkt  der  Fläche  darstellen. 

Dem  Kegel  2f, ,  welcher  der  Kugel  S^  aus  dem  Punkte  M„,  also 
längs  des  Kreises  k,  umschrieben  ist,  wird  ein  Kegel  S  entsprechen, 
welcher  seinen   Scheitel  im  Mittelpunkte   M  der   Fläche   S   hat,  und 
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die  letztere  in  dem  dem  Kreise  x  entsprechendeE  Kegelschnitte,  d.  h. 
in  dem  unendlich  fernen  Kegelschnitte  beröhrt. 

Dieser  Kegel  wird  daher  der  „Asymptotenltegel"  des  ellip- 
tischen Hyperboloides   genannt.     Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

369.  „Das  elliptische  Hyperboloid  besitet  einen  Asym^totenkegel, 
d.  h.  einen  längs  der  unendlich  fernen  Curve  der  Fläche  berührenden 
Kegel,  tvelcJier  vom  mveiten  Grade  ist  und  seinen  Scheitel  im  Mittel- 
jiiinJde  der  Fläche  lud,"- 

%.  389. 


Auf  Grund  unserer  bisherigen  Erörterungen  werden  sich  nun 
unschwer  einige  wichtige  Eigensctiaften  dieses  Kegels  ergeben. 

Denken  wir  uns  diesbezüglich  durch  den  Seheitel  M^  des 
Kegels  ^^  eine  beliebige  Ebene  P„  gelegt,  welche  die  Kugel  Sg  in 
einem  Kreise  K^  schneiden  möge. 

Der  Kegel  I^^  wird  von  dieser  Ebene  P,,  offenbar  in  zwei  Erzeu- 
genden ffu'  und  ö'd'^  geschnitten,  welche  den  Kreis  K^  iß  jenen  beiden 
Pimitten  «„  und  ß^  treffen,  die  gleichzeitig  dem  Kreise  /.  in  der 
Ebene  Ge  angehören.  Der  Ebene  Pj,  wird  sodann  coUinear  eine  durch 
den  Mittelpunkt  M  des  Hyperboloides  gehende  Ebene  P  entsprechen, 
welche  diese  Fläche  in  einem  Kegelschnitte  K  schneiden  wird,  der 
dem  Kreise  K„  eollinear  ist. 

Den  beiden  Kegelerzeugenden  ff^'  imd  ff^"  entsprechen  die  Er- 
aeugenden  ff,  und  a^,  in  welchen  die  Ebene  P  den  Asymptotenkegel  Z 
des  Hyperboloides  schneidet.  Nachdem  aber  ff^'  und  €^  den  Kegel- 
>chnitt  Ka  in  den  Punkten  «„  und  ßg  berühren,  müssen  auch  die 
Geraden  ö,  und  a^  mit  dem  Kegelschnitte  K  in  den  den  Punkten  «„ 
und  ß^  entsprechenden  unendlich  fernen  Punkten  k  und  ß  eine  Be- 
rahrung  eingehen,  werden  also  die  Asymptoten  des  Kegelschnittes  K 
darstellen.     Hiermit  folgt  der  Satz: 

370.  „Irgend  eine  durch  den  Mittelpunkt  eines  elliptischen 
Hyperboloides  gehende  Ebene  schneidet  diese  Fläche  in  einem  Kegel- 
schnitte, dessen  Asymptoten  diejenigen  Erzeugenden  des  Asymptoten- 
Tiegels  sind,  welche  in  der  schneidenden  Ebene   liegen." 

Aus  den  gepflogenen  Erörterungen  ist  gleichzeitig  au  entnehmen, 
dass  das  elliptische  Hyperboloid  aus  zwei  gegen  den  Mittel- 
punkt symmetrisch  gelegenen,  sich  ins  Unendliche  er- 
streckenden Flachenmänteln    besteht,    welche   von   den  beiden 
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lläDteln  des  Asymptntenkegels  umschlosscE  werden.  Daher  auch  die 
Benennung  der  Fläche  als  „zweitheiliges  oder  zweimanfceliges 
Hyperboloid"    gerechtfertigt  erscheint, 


Sei  g  eiße  beliebige  Gerade,  welche  das  elliptische  Hyperboloid 
in  den  beiden  Punkten  a  uad  h,  und  den  Asymptotenkegel  desselben 
in  deu  Punkten  a  und  ß  schneiden  möge. 

Legen  wir  durch  diese  Gerade  g  und  durch  den  Mittelpunkt  M 
des  Hyperboloides  eine  Ebene  P,  so  sehneidet  diese  das  Hyperboloid 
in  einer  durch  die  Punkte  a  und  b  gehenden  Hyperbel  und  den  Asynio- 
totenkegel  in  zwei  duroli  «  beziehungsweise  ß  geheiidea  Erzeugenden, 
welche,  dem  vorstehenden  Satze  gemäß,  die  Asymptoten  der  Hyperbel 
K  sein  werden. 

Nach  einem  bekannten,  die  Hyperbel  betreffenden  Satze  sind  die 
Stücke  aa  und  hß  der  Geraden  g,  welche  zwischen  dieser  und  ihren 
Asymptoten  liegen,  einander  gleich.  Wir  erhalten  demgemäß  den  Satz: 

371.  „Die  Stücke  einer  heUebigen  Geraden,  welche  mvischen 
eviiem  elliptischen  Hyperboloide  und  dessen  Asymptotenkegel  liegen, 
siiul  stets  einander  gleich.^^ 

§.  391. 

Der  eben  aufgestellte  Satz  füiirt  zu  wichtigen  Folgerungen. 
Denken  wir  uns  nämlich  eine  beliebige  Ebene  P,  welche  das  ellip- 
tische Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitte  K,  und  den  Asymptoten- 
kegel in  einem  Kegelschnitte  K'  schneiden  mßge. 

Der  Mittelpunkt  des  erstgenannten  Kegelschnittes  (K)  sei  M. 
Ziehen  wir  durch  M  in  der  schneidenden  Ebene  P  eine  beliebige 
Gerade  g,  welche  K  in  den  Punkten  a  und  i,  den  Kegelschnitt  K' 
dagegen  in  den  Punkten  a  und  ß  schneiden  möge ,  so  ist  einerseits 
Ma  =  Mb  und  andererseits,  nach  dem  vorstehenden  Satze,  aa  =  bß, 
mitbin  auch: 

Mcc  =  Mß. 

Da  dasselbe  von  jeder  Geraden  g,  welche  in  der  Ebene  P  durch 
den  Punkt  M  gezogen  wird,  gilt,  so  folgt  unmittelbar,  dass  M  auch" 
der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  K'  sei  und  dass  mithin  die  beiden 
Kegelschnitte  K  und  K'  concentrisch ,  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  sind,  oder  mit  einem  Worte;  zwei  „homothe  ti  sehe" 
Kegelschnitte  darstellen. 
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Ist  demnach  der  eine  von  ihuen  eine  Hyperbel,  so  ist  es  auch 
der  andere,  und  werdeu  überdies  den  beiden  Hyperbeln  dieselben 
Asymptoten  zukommen.  Ist  einer  der  Kegelschnitte  eine  Parabel,  so 
ist  es  auch  der  andere,  und  wird  die  letztere  eine  mit  der  ersteren 
coasiale  Parabel  darstellen.     Mitbin  besteht  der  Satz: 

372.  y^Eine  heUebige  Ebene  schneidet  ein  elliptisches  Hyperboloid 
und  dessen  Äsymptoienkegel   stets  in  homothetiscken  Kegelschnitten.^ 

§.  392. 

Denkt  man  sich  die  Ebene  F  parallel  an  sich  selbst  verschoben, 
so  durchläuft  der  den  Kegelschnitten  K  und  K'  gemeinschaftliche 
Mittelpunkt  (nach  Sata  434,  Band  11)  eine  Gerade,  welche  durch 
den  Mittelpunkt  des  Hyperboloides  geht  und  den  der  Schar  paralleler 
Ebenen  conjugierten  Durehmesser  darstellt. 

Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  491,  Band  II)  ist  aber  die  Bämliche 
Gerade  auch  der  derselben  Parallelschar  schneidender  Ebenen  con- 
jugierte  Durehmesser  des  Asymptotenkegels. 

Nachdem  das  Gleiche  offenbar  von  jeder  Lage  der  schneidenden 
Ebene  P  gilt,  ist  unschwer  zu  erkennen,  dass  das  System  der  con- 
jugierten Durchmesser  des  Äsymptotenkegels  mit  jenem  des 
Hyperboloides  identisch  ist,  dass  also  insbesondere  auch  das  ellip- 
tische Hyperboloid  und  dessen  Äsymptotenkegel  dieselben  Haupt- 
achsen und  dieselben  Hauptebenen  besitzen.  Dieses  Ergebnis 
liefert  sofort  den  Satz: 

373.  „Irgend  drei  conjugierte  Durchmesser  eines  elliptischen 
Hyperboloides  sind  gleicheeÜig  auch  drei  conjugierte  Durchmesser 
seines  ÄsymptotenJcegels.  Inshesondere  haben  das  Hyperboloid  und 
dessen  Äsymptotenkegel  gemeinscliaßliche  Hauptachsen  und  getnein- 
schaßliche  Hauptebenen." 

§.  393. 

Aus  dem  Satze  371)  folgt  noch  ein  leicht  zu  ermittelnder 
SpeeiaJsatz. 

Ist  nämlich  g  eine  Tangente  des  Hyperboloides  in  einem 
Punkte  a,  so  fallen  selbstverständlich  die  beiden  Schnittpunkte  a  und 
b  der  Geraden  g  mit  der  Fläche  in  diesem  Berührungspunkte  a  zu- 
sammen. Bezeichneter  Punkt  a  halbiert  demgemäß  (nach  Satz  371) 
die  Strecke  der  Geraden  g  innerhalb  des  Asymptotenkegels. 

Berührt  nun  irgend  eine  Ebene  Tg  das  Hyperboloid  in  einem 
Punkte  a  und  schneidet  dieselbe  den  Asymptotenkegel  in  einem  Kegel- 
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schnitte  K\  so  gilt  das  eben  Gesagte  von  allen  durch  a  in  der  Ebene 
T„  gezogenen  Geraden  g,  d.  h.  der  Berührungspunkt  a  ist  der  Mittel- 
punkt des  Kegelschnittes  K.    Hiernach  besteht  der  Satz: 

374.  „Jede  Berühräjene  eines  elliptischen  Hyperboloides  schneidet 
den  demselben  entsprechenden  Asymptotenhegel  in  einem  Kegelschnitte, 
dessen  Mittelpunkt  der  Berührungspunkt  dieser  Ebene  mit  dem  Hyper- 
boloide ist." 

Berücksichtigt  man  übrigens,  dass  der  Berührungspuukt  als 
unendlich  kleiner,  auf  einen  Punkt  reducierter  Schnitt  der  Fläche  mit 
einer  Ebene  betrachtet  werden  kann,  so  ist  klar,  dass  der  vorstehende 
Satz  auch  unmittelbar  als  eiae  bloße  Folgerung  aus  dem  Satze  372) 
betrachtet  werden  könne. 

§.  394. 

Setzen  wir  endlich  den  besonderen  Fall  voraus,  dass  die  Kugel 
S„  von  der  Gegenebene  G,  in  einem  Punkte  u„  berührt  werde  und 
untersuchen  wir  den  Charakter  der  derselben  collinear  ent- 
sprechenden Fläche  S  zweiten  Grades. 

Besagte  Fläche  wird  von  der  unendlich  fernen  (der  Gegenebene 
(?,  collinear  entsprechenden)  Ebene  in  einem  Punkte  w  berührt,  welcher 
collinear  dem  Punkte  %  entspricht  und  daher  der  unendlich  ferne 
Punkt  des  Collineatioisstrahles  Cug  ist. 

Denken  wir  uns  weiters  die  Fläche  S  durch  eine  beliebige 
Ebene  E  nach  einen  Kegelschnitt  K  geschnitten.  Dieser  Kegelschnitt 
wird,  bei  aligemeiner  Lage  der  Ebene  E,  stets  eine  Ellipse  sein. 
Denn  der  Ebene  E  wird  collinear  eine  Ebene  Eg  entsprechen,  welche 
nicht  durch  den  Punkt  m„  geht  und  infolge  dessen  die  Kugel  S^  in 
einem  Kreise  K,,  schueiden  wird,  welcher  keine  reellen  Punkte  mit 
der  Gegenebene  gemein  hat.  Die  natürliche  Folge  hiervon  ist,  dass 
auch  der  diesem  Kreise  Äq  entsprechende  Kegelschnitt  keine  reellen 
unendlich  fernen  Punkte  besitzen  und  mithin  eine  Ellipse 
repräsentieren  wird. 

Hyperbeln  können  überhaupt  auf  der  Fläche  S  nicht  existieren, 
da  diese  von  der  unendlich  fernen  Ebene  in  einem  Punkte  berührt 
wird  und  daher  keine  getrennten  reellen  Punkte  der  Fläche  in 
uuendlicher  Entfernung  vorhanden  sind. 

Enthält  endlich  die  schneidende  Ebene  P  den  unendlich  fernen 
Punkt  der  Fläche  S,  d.  h.  ist  dieselbe  zu  einer  gewissen  Geraden  (bei- 
spielsweise etwa  zu  dem  Collineationsstrahle  Cu^)  parallel,  so  schneidet 
sie  die  Fläche  S  in  einem  Kegelschnitte  K,  der  einen  unendlich 
fernen  Punkt  ti  besitzt  und  in  demselben  von  der  Schnittgeraden  der 
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Ebene  T  mit  der  unendlich  fernen  Ebene,  d.  i.  vou  der  unendlich 
fernen  Geraden  der  schneidenden  Ebene  P  berührt  wird.  Besagter 
Kegelschnitt  K  wird  mithin  eine  Parabel  sein. 

Die  so  entstandene  Fläche  besteht  demnach  aus  einem  einzigen 
sich  ins  Unendliche  erstreckenden  MaQtel  und  wird  das  „elliptische 
ParaboJoid"  genannt. 

Dasselbe  enthält  im  allgemeinen  nur  EUipsen,  im  beson- 
deren dagegen,  d.  h.  in  Ebeneu,  welche  zu  einer  bestimmten  Eichtuug 
parallel  sind,  Parabeln,  nie  aber  Hyperbeln, 

Die  Ebene  Ge  berührt  die  Kugel  S^  in  dem  Punkte  «g;  sie  ist 
also  auch  die  Polarebene  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  die 
Kugel  S^. 

Nachdem  aber,  wie  bereits  bekannt,  Polarbeziehungen  durch 
collineare  Transformation  nicht  geändert  werden,  so 
wird  auch  der  dem  Punkte  «o  coilinear  entsprechende  Punkt  m  der 
Pol  derjenigen  Ebene  sein,  welche  der  Gegenebene  G»  coilinear  ent- 
spricht. Da  aber  die  letzterwähnte  Ebene  die  unendlich  ferne 
Ebene  ist,  so  muss  der  Punkt  m  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  des 
Paraboioides  sein. 

Das  elUptisehe  Paraboloid  hat  mithin  einen  unendlich 
fernen  Mittelpunkt  und  ist  daher  keine  centrisehe  Fläche 
zweiten  Grades. 

Jede  durch  den  obgenannten  Mittelpunkt  gehende  Gerade,  d.  h. 
jede  za  dem  Colli neationsstrahle  Gv.^  parallele  Gerade  ist  sodann  ein 
Durchmesser  der  Fläche,  und  jede  durch  m  gehende,  also  zn  Ci(„ 
parallele  Ebene  ist  eine  Durchmesserebene  des  Paraboioides, 

Jeder  Durchmesser  trifft  die  Fläche  nur  in  einem,  im  End- 
liehen gelegenen  Punkte,  und  jede  Durchmesserebene  schneidet,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  das  elliptische  Paraboloid  in  einer  Parabel. 

Unter  allen  diesen  parallelen  Durchmessern  des  Paraboioides  gibt 
es  einen,  welcher  eine  Achse  der  Fläche   darstellt. 

Dieser  Durchmesser  kann  anstandslos  aus  der  collinearen  Kugel 
Ä„  abgeleitet  werden,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  Tangential- 
ebene in  Endpunkte  des  Durchmessers  auf  demselben  senkrecht  stehen 
müsse. 

Da  nämlich  alle  Durchmesser  zu  einander  und  zum  ColUoeations- 
strahle  Cm„  parallel  sind,  so  ist  die  Stellung  der  fraglichen  Tangential- 
ebene vollkommen  bestimmt. 

Denken  wir  uns  durch  das  Collineationscentrum  C  eine  Ebene  t 
senkrecht  zum  Strahle  Cu^  geführt.    Diese  Ebene    möge  die  Gegen- 
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ebene  G/  in  der  Geraden  rpg  treffen.  Durch  diese  Gerade  kann  an 
die  Kugel  S^,  außer  der  Gegenebene  G^,  ooch  eine  zweite  Berühr- 
ebene Tß  gelegt  werden,  welche  die  Kugel  Sf,  im  Punkte  A^  berühren 
und  die  Collineationsebene  C,  in  der  au  cp„  parallelen  Geraden  6 
schneiden  mag.  Dieser  Rhene  T„  wird  eolliuear  eine  Ebene  T  ent- 
sprechen,  welche  durch  die  Gerade  ö  parallel  zur  Ebene  z  geht,  also 
senkrecht  zu  den  Durchmessern  des  Paraboloides  ist  und  das  Para- 
boloid  in  dem  Punkte  A,  welcher  dem  Punkte  A„  der  Kugel  jS„  ent- 
spricht, berührt. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  der  der  Ebene  T  conjugierte  Durch- 
messer Au  auf  derselben  senkrecht  steht  und  daher  die  im  Endliehen 
liegende  Hauptachse  des  Paraboloides  darstellt. 

Irgend  eine  zu  Au  senkrechte  Ebene  wird  mithin  das  Paraboloid 
in  einer  Ellipse  schneiden,  deren  Mittelpunkt  auf  der  Achse  Av 
Hegt.  Diese  letztere  bestimmt  mit  den  Achsen  der  Schnittellipse  zwei 
Ebenen,  welche  offenbar  zwei  Hauptebenen  des  Paraboloides  reprä- 
sentieren. 

Die  unendlich  fernen  Geraden  dieser  Ebenen  sind  die 
beiden  anderen  Hauptachsen  des  Paraboloides  und  die  unend- 
lich ferne  Ebene  selbst,  stellt  die  dritte  Hauptebene  dar. 
Der  Punkt  Ä,  in  welchem  die  Hauptachse  das  Paraboloid  trifft,  heißt 
der  „Scheitel"  des  elliptischen  Praboloides. 

§.  395. 

Parallel  zu  einer  Ebene  lässt  sich  an  ein  elliptisches  Paraboloid 
nur  eine  im  Endlichen  liegende  Berührebene  legen. 

Beachtet  man  nämlich,  dass  zwei  parallele  Ebenen  sieh  in  einer 
unendlich  fernen  Geraden  sehneiden,  so  ist  einleuchtend,  dass  durch 
irgend  eine  unendlich  ferne  Gerade  (also  parallel  zu  irgend  einer 
Ebene),  außer  der  unendlich  fernen  Tangentialebene,  nur  noch  eine 
Tangentialebene  gelegt  werden  kann. 

Ist  jedoch  die  gegebene  Ebene  parallel  zur  Achse  des  Para- 
boloides, d.  h.  geht  deren  unendlich  ferne  Gerade  durch  den  Berüh- 
rungspunkt des  Paraboloides  mit  der  unendlich  fernen  Ebene,  so  fallen 
beide  durch  diese  unendlich  ferne  Gerade  gehenden  BerQhrebenen  mit 
der  unendlich  fernen  Ebene  zusammen;  es  gibt  daher  keine  Beröhr- 
ebeue  des  Paraboloides  in  endlicher  Entfernung,  welche  zu  der 
gegebenen  Ebene,  also  auch  zur  Achse  des  Paraboloides,  parallel  wiire. 
Es  besteht  mithin  der  Satz: 

375.  „Parallel  su  einer  Ebene  hcmn  an  'das  elliptische  Para- 
boloid nur  eine  einsige  Berührebene  im  Endlichen  gelegt  iverden.   Ist 
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insbesondere  die  gegebene  Ebene  parallel  zur  Achse  des  Faraboloides, 
so  gibt  es  Iceine  im  Endlichen  gelegene  su  ihr  parallele  JBeruhrebene 
der  Fläche." 


Wir  wolien  nun  nocli  einige  auf  die  Kr e  is s  c h n i  1 1 e ,  die 
Hauptachsen  und  die  Haupt  ebenen  bezüglichen  EigeL- 
schaften  ootwickeln,  welche  für  alle  dreiachsigen  Flächen 
zweiten  Grades,  mit  Ausnahme  der  windschiefen  Flächen,  Geltung 
haben. 

Sei  S^  eine  Kugel,  welche  wir  für  ein  beliebiges  CoUineations- 
eentrum  0,  eine  willkürliche  Collineationsebene  und  Gegenebene  C^ 
beziehungsweise  Ge,  in  eine  Fläche  S  zweiten  Grades  transformieren. 

Dem  zur  Collineationsebene  Ce  senkrechten  Kugeldurchmesser  Z^ 
entspricht  derjenige  Durchmesser  Z  der  Fläche  S,  welcher  den  zu  der 
Collineationsebene  parallelen  Kreisschnittsehenen  conjugiert  ist.  Den 
Endpunkten  -4„  und  5„  des  Kugeldurchmessers  Z,,  entsprechen  mit- 
hin die  Kreispuakte  Ä  und  B  auf  Z. 

Denken  wir  uns  der  Fläche  S  aus  einem  beliebigen  Punkte  -£ 
im  Eaume,  einen  Kegel  umschrieben,  welcher  die  Collineationsebene 
Ce  in  einem  Kegelschnitte  y  tretfen  m5ge. 

Die  beiden  Geraden  I^A  und  2JB  schneiden  die  Collineations- 
ebene Ge  in  zwei  Punkten  f,  und  4' 

Diesem  Kegel  entspricht  wieder  ein  Kegel,  welcher  der  Kugel  Sa 
umsehrieben  ist,  dessen  Scheitel  2;„  dem  Punkte  2;  colünear  entspricht, 
und  welcher  die  Collineationsebene  C«  in  dem  nämlichen  Kegelschnitte  y 
schneiden  muss. 

Den  beiden  Geraden  2Ä  und  £B  entsprechen  jene  Geraden, 
welche  den  Kegelscheitel  2^^  mit  den  Endpunkten  A^  und  B„  des  zur 
Collineationsebene  senkrechten  Kugeldurchmessers  Z„  verbinden.  Be- 
sagte Geraden  müssen  die  Collineationsebene  Ce  gleichfalls  in  den- 
selben Punkten  f,  und  fg  treffen,  in  weichen  die  Collineationsebene  Ge 
Ton  den  Geraden  i:A  und  HB  getroffen  wurde.  Nach  dem  Dande- 
lin'sehen  Satze  sind  die  Punkte  f,  und  fg  die  Brennpunkte  des 
Kegelschnittes  y. 

Denkt  man  sieh  den  der  Fläche  S  aus  2  umschriebenen  Kegel 
durch  irgend  eine  zur  Collineationsebene  G^  parallele  Ebene  geschnitten, 
so  wird  der  sieh  so  ergebende  Schnitt  mit  dem  Kegelschnitte  y  ähn- 
lieh sein,  und  dessen  Brennpunkte  werdeu,  ebenfalls  aus  Gründen  der 
Ähnlichkeit,  auf  den  beiden  Geraden  /,  S  und  f,.  H  oder  i:A  und  EB 
liegen  müssen. 
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Diese  Ergebnisse  zusammengefasst,  erhalten  wir  den  Satz: 
376.  ^Wird  einer  leltehigen ,  nicht  windscfdefen  dreiachsigen 
Fläche  zweiten  Grades  aus  einem  hcUehigm  Funkte,  im  Baume  ein 
Kegel  umschrieben,  so  schneidet  eine  heliebige,  zu  einer  Kreisehene 
.parallele  Ebene  diesen  Kegel  in  einem  Kegelschnitte,  dessen  Brenn- 
punkte die  Schnittpunkte  der  Kegelschnittsebene  mit  jenen  beiden  Ge- 
raden sind,  welche  den  Kegelscheitel  mit  den  der  genannten  Kreis- 
ebene conjugierten  KreispunMen  verbinden.^ 

Der  eben  angeführte  Satz  gilt  offenbar  für  alle  Gattungen 
der  nicht  windschiefen  dreiachsigen  Tlächen  aweiten 
Grades,  da  bei  der  Ableitung  desselben  keine  besondere  Voraua- 
setzung  über  die  Lage  der  Gegenebene  Ge  gemacht  wurde. 

§.  397. 

Bezüglich  des  elliptischen  Paraboloides  ist  noch  Nach- 
stehendes ergänzend  hinzuzufügen. 

Diese  Pläcbe  besitzt  im  Endlichen  nur  zwei  Kreispunkte, 
da  (nach  Satz  375)  au  einer  beliebigen  Ebene,  also  auch  zu  jeder  der 
beiden  Kreisebenen  nur  eine  parallele  Eerührebene  gelegt 
werden  kann.  Die  jeweilig  zweite  Berührebene  ist  die  unendlich 
ferne  Ebene  selbst;  es  sind  daher  zwei  Kreispunkte  im  un- 
endlich fernen  Punkte  des  Paraboloides  vereinigt. 

In  Anbetracht  des  vorstehenden  Satzes  tritt  demnach  in  dem 
Falle,  als  wir  das  Paraholoid  im  Äuge  haben,  an  die  Stelle  der  einen 
von  den  beiden  vorgenannten  Geraden  2A  und  2B  der  durch  den 
Eegelscheitel  ^  gezogene  Durchmesser  des  Paraboloides,  während  die 
andere  den  Kegelscheitel  2  mit  dem  Kreispunkte  A  des  Paraboloides 
verbindet. 

§.  398. 

Sei  wieder  Ä,,  eine  Kugel,  S  die  ihr  entsprechende  Fläche  zweiten 
Grades,  A^B^  der  zur  Collineationsebeiie  Ct  senkrechte  Kugeldurch- 
messer, AB  der  demselben  collinear  entsprechende  Durehmesser  von 
S,  welcher  den  zur  Coilineationsebene  parallelen  Kreisschnitteo  von  S 
conjugierfc  ist.  Es  sind  mithin  A  und  J5  zwei  Nabelpiinkte  der  Fläche  8. 

Setzen  wir  weiters  voraus,  K  sei  ein  beliebiger  ebener  Schnitt 
der  Fläche  S,  welchem  auf  der  Kugel  S^  der  Kreis  K^  entsprechen  möge. 

Legen  wir  nun  durch  den  Kegelschnitt  K  einen  Kegel,  dessen 
Scheitel  einer  der  beiden  Kreispunkte  A  und  B,  etwa  der  Punkt  A  ist. 
Dieser  Kegel  wird  die  Collineationsebeiie  in  einem  gewissen  Kegel- 
schnitt y  schneiden,  den  wir  näher  untersuchen  wollen. 
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Dem  Kegel  {A^K)  wird  coUinear  der  Kegel  C-^o'-^t.)  entsprechen, 
und  muss  dieser  die  Collineationsebene  Ce  in  dem  nämlichen  Kegel- 
schnitte y,  wie  der  Kegel  {A,  K)  schneidea.  Nachdem  aber  die  Col- 
lineationsebene Cj.  zur  Berührehene  der  Kugel  in  dem  Punkte  J„,  der 
Voraussetzung  nach  (A^B^  steht  senkrecht  zu  Ce),  parallel  ist,  so  folgt 
aus  dem  Satze  189),  dass  ihr  Schnitt  y  mit  dem  Kegel  {A^,K,^  ein 
Kreis  sein  müsse.  Es  wird  daher  auch  der  Kegel  {A,K}  von  jeder 
zur  Collineationsebeue  parallelen  Ebene  in  einem  Kreise  geschnitten. 

Da  bei  der  vorstehenden  Ableitung  alle  Betrachtungen  unabhängig 
von  der  Lage  der  Gegenebene  Qe  geführt  wurden,  so  ist  es  offenbar 
ganz  gleiehgiltig ,  ob  die  Fläche  ein  dreiachsiges  EUipsoid ,  Hyper- 
boloid oder  Paraboioid  sei,  und  es  gilt  daher  ganz  aligemein  für  die 
eben  genannten  Flächen  der  Satz : 

B'77.  „Legt  man  durch  einen  beliebigen  Kegelschnitt  auf  einer 
nicht  windschiefen  Fläclie  einen  Kegel,  der  seinen  Scheitel  in  einem 
Kreispuvkte  der  Fläche  hcd ,  so  wird  dieser  Kegel  von  allen  Ebenen, 
welche  su  der  entsprechenden  Kreisebene  parallel  sind,  in  Kreisen 
ges^nitten." 


Gleichzeitig  sei  an  dieser  Stelle  noch  beigefügt,  warum  die  vor- 
stehenden Sätze  für  die  windschiefen  Flächen  zweiten  Grades  keiae 
Geltung  haben  können. 

Jede  Berühvungsebene  einer  windschiefen  Fläche  zweiten  Grades 
schneidet  diese  letztgenannte  Fläche  bekanntlich  in  zwei  durch  den 
Berührungspunkt  a  gehenden  Erzeugenden,  Wäre  a  in  der  That  ein 
Kreispunkt  einer  solchen  Fläche,  so  müsste  dieselbe  von  der  betreffen- 
den Tangentialebene  in  zwei  durch  a  gehenden  Erzeugenden  geschnitten 
werden;  es  müsste  aber  auch  jede  z«  dieser  Tangentialebene  parallele 
Ebene  die  Fläche  in  einem  Kreise  schneiden,  was  offenbar  schon  des- 
wegen nicht  möglich  ist,  da  sich  diesfalls  als  Schnitt  eine  Hyperbel 
ergibt,  deren  Asymptoten  zu  jenen  zwei  Erzeugenden  parallel  sind. 
Daher  der  Satz: 

378.  „Eine  windschiefe  Fläche  zweiten  Grades  besitzt  keine 
{reellen)  KreispunUe.'^ 

%.  400. 

Sei  F^  eine  beliebige  Fläche  zweiten  Grades,  H  eine  ihrer 
Hauptebenen  und  K,,  der  in  derselben  liegende  Hauptschnitt. 

Nehmen  wir  eineu  beliebigen  Punkt  »j  auf  der  Fläche  an  und 
bestimmen  wir  seine  Tangentialebene  T\„  welche  die  genannte  Haupt- 
ebene H  in  einer  Geraden  g  schneiden  möge. 
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Da  die  Hauptebene  H  eine  Etene  orthogonaler  Symmetrie  für  die 
Fläche  F^  ist,  so  wird  die  durch  die  Gerade  g  gelegte  zweite  Berühr- 
ebene fo  der  Fläche  mit  der  ersten  Berührebene  T'„,  in  Bezug  auf 
die  Häuptebene  H,  als  Symmetrieebene,  symmetrisch  liegen,  und  ebenso 
wird  ihr  Berührungspunkt  «.^  symmetrisch  mit  a,  in  Bezug  ai\f  H  ge- 
legen sein,  d.  h.  die  Gerade  a,  %  wird  auf  H  senkrecht  stehen. 

Die  Gerade  a^  a^  ist  aber  (nach  Satz  409,  Band  II)  die  Polare 
der  Geraden  g  in  Bezug  auf  die  Fläche  J^;  es  wird  daher  (nach  Satz  413, 
Baud  II)  die  Gerade  g  auch  die  Polare  des  Punktes  a^  (in  welchem 
«jöij  die  Hauptebene  S  schneidet)  in  Bezug  auf  den  Hauptschnitt 
Kh   sein  müssen. 

Nachdem  aber  a,  a^  auf  der  Ebene  H  senkrecht  steht ,  so  stellt 
der  Punkt  a  die  orthogonale  Projection  des  Punktes  a^  (oder  a^]  auf 
diese  Hauptebene  dar.  Dies  ergibt  den  für  die  Construction  wich- 
tigen Satz: 

379.  „Die  Trace  einer  Berührungsebene  einer  beliebigen  Fläche 
zweiten  Grades  auf  der  Ebene  eines  ihrer  drei  Hauptschnitte  ist  die 
Polare  der  orthogonalen  Projection  des  Berührungspunktes  auf  diese 
Hauptebene    in  Bezug  auf  den  in  derselben  liegenden  Hauptschnitt. '^ 

In  der  yorstehenden  Ableitung  wurde  durchwegs  nur  von  den 
Polareigenschaften  der  Flächen  zweiten  Grades  überhaupt  Gebrauch 
gemacht,  wodurch  wir  zu  dem  Schlüsse  berechtigt  werden,  dass  der 
eben  entwickelte  Satz  für  alle  Flächen  zweiten  Grades,  einerlei  ob 
windschief  oder  nicht,  seine  Giltigkeit  behaupte. 

§.  401. 
Da  bei  einer  Eotationsfläche  zweiten  Grades  jede  durch  die 
Rotationsebene  gehende  Ebene,  d.  i.  jede  Meridianebene,  als  Haupt- 
ebene, und  der  entsprechende  Meridiankegels  ohnitt  als  Hauptschnitt 
betrachtet  werden  darf,  so  folgt  aus  dem  eben  aufgestellten  Sat7,e 
sofort  der  nachstehende: 

380.  „Die  Trace  einer  Berührebene  einer  Rotationsfläche  swdten 
Grades  tmf  einer  bdiebigen  Meridianebene  ist  die  Polare  der  ortho- 
gonalen Projection  des  Berührungspunktes  auf  diese  Meridianebene 
in  Bezug  auf  den  in  ihr  liegenden  Meridiankegelschnitt." 

Endlich  folgt  noch  speciell  für  die  Eugel  der  Satz: 

381.  „Die  Trace  der  Berührebeiie  einer  Kugel  auf  einer  be- 
liebigen Biametralebene  derselben  ist  die  Polare  der  orthogonalen  Pro- 
jection des  Berührungspunktes  auf  diese  Diametralebene  in  Bezug  auf 
den  in  der  letzteren  liegenden  größten  Kugelkreis,"- 
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§.  402. 
Beziehung  der  Krebebenen  zu  den  Achsenebenen  einer  Fläche. 

Die  beideu  Kreisebenea  einer  Fläche  zweiten  Grades  stehen 
zu  den  Aehsenebeuen  der  Fläche  in  einer  einfachen  Bsziehung, 
welche  wir  hier  erörtern  wollen. 

Denken  wir  uns  eine  Fläche  zweiten  Grades  durch  eine  Ebene  E 
nach  einem  Kreise  geschnitten.  Da  es  bloß  zwei  KreisscUareu  gibt, 
so  ist  einleuchtend,  dass  dieselben  au  einer  der  drei  Hauptachsen 
parallel  sein  müssen. 

Denn  es  wird  in  Bezug  auf  irgecd  eine  der  drei  Hauptebenen 
II„Ha,H^,  beispielsweise  für  ff,  als  Symmetrieebene,  derEbene^ 
eine  symmetrische  Ebene  £'  entsprechen,  welche  die  vorliegende  Fläche 
in  einem  mit  dem  ersten  Kreise  ia  Bezug  auf  H,  symmetrischen 
Kreise  sebneiden  wird. 

Die  beiden  Ebenen  E  und  E'  schneiden  sieh  in  einer  Geraden  g 
der  Ebene  Zf,,  von  welcher  Geraden  sich  unschwer  darthun  lässt,  dass 
sie  zu  einer  der  Hauptachsen  der  Fläche  parallel  läuft,  oder  was  das- 
selbe ist ,  dass  die  beiden  Ebenen  E  und  E'  auf  einer  Hauptebene 
senkrecht  stehen  müssen. 

Wäre  nämlich  letzteres  nicht  der  Fall,  sondern  wären  die  Ebenen 
E  und  E'  gegen  alle  drei  Hauptebenen  geneigt,  so  würden  sich,  in 
Bezug  auf  die  beiden  Hauptebenen  11^  und  H^,  noch  vier  ver- 
schiedene symmetrische  Lagen  von  Kreisschnitten  ergeben  müssen,  was 
offenbar  unmöglich  ist. 

Die  beiden  Kreisebenen,  d.  s.  die  durch  den  Mittelpunkt  der 
Fläche  gehenden  Kreisschnittsebenen,  müssen  daher  eine  Achse  der 
Fläche  enthalten  und  in  Bezug  auf  die  beiden  durch  diese  Achse 
gehenden  Hauptebenen,  symmetrisch  liegen.  Außerdem  findet  man 
leicht,  dass  diese  Achse  die  mittlere  Achse  sein  müsse.  Dieselbe 
repräsentiert  nämlich  einen  Durchmesser  des  Kreises.  Wäre  es  allen- 
falls die  k  leine  Achse,  so  wurde  sieh  kein  zweiter  ihr  gleicher  Durch- 
messer der  Fläche,  also  auch  kein  Durchmesser  des  Kreises  ergeben. 
Wäre  es  dagegen,  im  Falle  des  Ellipsoides,  die  große  Achse,  so  sind 
wieder  umgekehrt  alle  anderen  Durchmesser  der  Fläche  kleiner  und 
es  wird  sich  somit  abermals  keia  Kreis  ergehen  können.  Wir  ge- 
langen demnach  zu  dem  Satze: 

362.  „Die  beiden  Kreisebenen  einer  Fläche  sweiten  Grades  gehen 
durch  die  mittlere  Achse  der  FJäcJte  und  sind  symmetrisch  in  Jieimg 
auf  die  beiden  durch  die^e  Achse  gehenden  Hauptebenen  der  Fläche 
als  Sijmmetrieebenen." 
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Für  das  elliptische  Paraboloid  wertJen  wir  dieKreissclinitte 
in  späterer  Folge  besonders  betrachten. 

§.  403. 

Schließlieh  sei  noch  der  nachstehende  Satz  bewiesen: 

383.  „Jede  äreiachsige  Fläche  zweiten  Grades  Ä-aw«  —  mit 
Ausnahme  des  hyperbolischen  Paräboloides  —  orthogonal  affin  in  ehie 
Motationsfläche  zweiten  Grades  transformiert  werden. 

Setzen  wir,  um  einen  bestimmten  Fall  vor  Äugen  an  haben,  die 
gegebene  Fläche  als  ein  dreiachsiges   Ellipsöid   voraus. 

Die  große  Achse  (EF,  E' F')  (Taf.  XIV,  Fig.  81)  denken  wir 
uns  horizontalprojicierend,  die  lileine  Achse  {CD,  C'D')  verticalpro- 
jicierend  und  folglich  die  mittlere  Achse  {AB,  A'B')  parallel  zur 
Grundlinie.  Infolge  dieser  Annahme  sind  die  drei  Hauptebenen 
{AB,  EF),  {AB,  CD),  {CD,  EF]  beziehungsweise  au  der  verticalen- 
der  horizontalen-  und  der  Kreuzriss-Projectionsebene  parallel. 

Wählen  wir  eine  von  den  drei  Hauptebenen ,  etwa  die  zur  ver- 
ticalen  Projectionsebene  parallele  Ebene  es,  welche  die  Achsen  AB 
und  EF  enthält,  als  Affinitätsebene. 

Die  Affinität  sei  eine  orthogonale,  d.  h,  die  Affioitätsstrahlen 
mögen  senkrecht  auf  der  Affinitätsehene,  also  verticalprojicierend  sein. 

Als  Modul  der  Affinität  nehmen  wir  das  Achsen  Verhältnis  -=-=- 
der  in  der  horizontalen  Hauptebene  liegenden  Ellipse  {K,  K')  an. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  jede  Ellipse,  welche  dasselbe  Aehsen- 
verhältniä  besitzt  und  mit  ihrer  großen  Achse  in  der  Ebene  sii  liegt, 
während  ihre  Ebene  auf  der  letztgenannten  Ebene  senkrecht  steht, 
affin  in  einen  Kreis  übergeht. 

Dies  gilt  im  vorliegenden,  Falle  von  allen  EUipsenschnitten  der 
Fläche  mit  horizontalen  Ebenen,  da  diese  mit  der  Hauptellipse  {K,  K') 
ähnlich  sind  und  ihre  großen  Achsen  in  der  Ebene  ea  haben.  Die 
besagte  Fläche  wird  daher  durch  Transformation  in  eine  Fläche  über- 
führt, deren  zur  Achse  EF  senkrechten  Schnitte  Kreise  sind.  Die 
Fläche  wird  also  in  eine  Botationsfläehe  Obergehen. 

Der  Kegelschnitt  {ABEF)  in  der  Hauptebene  et  bleibt,  da 
diese  die  Affinitätsebene  repräsentiert,  unverändert;  derselbe  stellt 
somit  einen  Meridian  der  Rotationsfläche  dar. 

Noch  wäre  die  folgende ,  für  dnrchzuführende  Constructioneu 
nicht  unwichtige  Bemerkung  anzuschließen. 
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Ist  auf  der  Fläche  zweiten  Grades  irgend  eine  Curve  geaeichuet, 
so  übergeht  dieselbe  in  eine  Curve  auf  der  Rotationsfläche,  wenn  sie 
auf  gleiche  Weise  wie  die  Fläche  selbst  affin  transformiert  wird. 

Die  ursprüngliche  und  die  transformierte  Curve  liegen  sodann 
auf  einem  Cyliader,  dessen  Erzeugenden  die  Äffinitätsstrahlen  sind. 
Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Affinitätsebene  aur  verticalen 
Projectionsebene  parallel  sei,  sind  diese  Äffinitätsstrahlen,  mithin 
auch  der  Cylinder  verticalprojieierend,  woraus  folgt,  dass  die  n  r  s  p  r  ü  n  g- 
liche  und  die  transformierte  Curve  dieselbe  Verfciealpro- 
jection  besitzen. 

Beachtet  man,  dass  durch  affine  Transformation  projectivische 
Eigenschaften  der  transformierten  Gebilde  erhalten  bleiben,  dass  ferner 
pai-allele  Gerade  und  Ebenen  durch  affine  Transformation  wieder  in 
parallele  Gerade  und  Ebenen,  sowie  endlich  ähnliche  und  ähnlich 
liegende  Kegelschnitte  wieder  in  solche  übergehen,  so  ist  mit  Rück- 
sicht auf  Satz  383)  einleuchtend,  dass  der  größte  Thei!  der  vorher 
für  die  Rotationsflächen  zweiten  Grades  entwickelten  Eigen- 
schaften und  Sätze  entweder  unmittelbar  oder  doch  nur  mit  einer  ent- 
sprechenden Änderung  des  Wortlautes  auch  für  die  dreiachsigen 
Flächen  zweiten  Grades   als  giltig  angenommen  werden  können. 

So  wird  beispielsweise  der  Satz  343)  in  den  folgenden  fltier- 
gehen: 

383h.  „Die  orthogonale  Frojection  eines  beliebigen  ebenen  Schnittes 
eines  elliptischen  Paraboloides  auf  eine  eur  Achse  senkrechte  Ebene 
iat  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  mit  dem  in  dieser  Ebene  liegenden 
Hauptschnitte. " 

Im  Satze  383)  wurde  hervorgehoben,  dass  ein  hyperbolisches 
Paraboloid  in  keine  Rotationsfläche  afflu  verwandelt  werden  könne. 
Dies  ist  leicht  einzusehen.  Soll  nämlieh  eine  Fläche  zweiten  Grades 
in  eine  Rotationsfläche  affin  verwandelt  werden  können,  so  müssen  auf 
derselben  Ellipsen  existieren,  da  nur  diese  in  Kreise  affin  zu  trans- 
formieren ermöglicht  ist. 

Das  hyperbolische  Paraboloid  enthält  jedoch  keine  Ellipsen, 
sondern  nur  Hyperbeln  und  Parabeln,  und  ist  somit  von  einer  der- 
artigen affinen  Transformatioa  ausgeschlossen. 
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XXm.  Capitel. 

Constructionen  und  graphische  Aufgaben   die  Flächen  zweiten 
Grades  betreffend. 

§.  404. 

Wir  begiaaen  auch  diesfalls  mit  dem  Einfachsten,  um,  auf  dieses 
gestützt,  das  Umständüehere  resp.  Schwierigere  mit  umso  größerer 
Leichtigkeit  und  Sicherheit  zur  Lösung  und  Durehfiihriing  bringen  zu 
können. 

öO.  Aufgabe.  Eine  Kugel  ist  durch  ihren  Radius  und  durch  die 
orthogonalen  Projeetionen  ihres  Mittelpunktes  gegeben;  es  Ist  die 
besagte  Fläche  darzustellen,  d.  li.  ihre  vertieale  und  horizontale 
Contour  zu  construieren ;  ferner  ist  die  eine  Projeetion  eines  Punktes 
auf  der  Kugel  gegeben  und  die  zweite  Projeetion  dieses  Punktes  zu 
bestimmen. 

Die  vertieale  Contour  der  Kugel  ist  der  Schnitt  der  verticalea 
ProjectioBsebene  mit  dem  derKugel  umschriebeneu  vertiealprojieierenden 
Cjiinder.  Jeder  der  Kugel  umschriebene  Cylinder  ist  aber  (nach 
Satz  131)  ein  Kotationscylinder,  dessen  Achse  durch  den  Kugelmittel- 
punkt geht  und  dessen  senkrechter  Querschnitt  einem  größten  Kugel- 
kreise eoDgruent  ist. 

Da  der  Cylinder  im  vorliegenden  Falle  verticalprojicierend  ist, 
so  wird  dessen  Schnitt  mit  der  verticalen  Projectionsebene,  d.  i.  die 
gesuchte  Contour,  unmittelbar  ein  solcher  Kreis  sein.  Der  Mittelpunkt 
des  besagten  Kreises  ist  der  vertieale  Durchstoßpunkt  der  Cylinder- 
aehse,  also  identisch  mit  der  orthogonalen  Projeetion  0  (Taf.  XIV, 
Fig.  82)  des  Kugelmittelpunktes,  und  da  der  oberw'ähnte  Kreis  einem 
größten  Kugelkreise  congruent  sein  soll,  so  wird  als  der  verlangte 
Kreis  K  derjenige  erhalten,  welcher  aus  0  als  Mittelpunkt  mit  dem 
gegebenen  Kugelradius  beschrieben  wird. 

Beachten  wir  ferner,  dass  der  der  Kugel  umschriebene  vertical- 
projicierende  Cylinder  die  letztere  in  einem  größten  Kugelkreise  be- 
rührt ,  dessen  Ebene  die  durch  den  Kugelmittelpunkt  gehende  zu  den 
Cylindererzeugenden  senkrechte,  also  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallele  Kbetie  £/,  ist,  so  ist  unschwer  einzusehen,  dass  die  vertieale 
Contour  gleichzeitig  die  Projeetion  dieses  Kugeikreises  ist.  Die  hori- 
zontale Projeetion  K'  dieses  Kreises  [K,  K')  fallt  in  die  Gerade  eu  als 
Trace  der  vorerwähnten  Ebene. 

In  gleicher  Weise  ergibt  sich  die  horizontale  Contour  der  Kugel 
als  der  Kreis  K\,    welcher    aus  dem   Punkte  0'  als  Mittelpunkt   mit 
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dem  Kiigelradius  bcschriebeii  wird.  Dieser  Kreis  K\  ist  gleichaeitrig 
die  horizontale  Projeetion  des  zur  horizontaleü  Projeetionsebene  paral- 
lelen Kugelkreises,  des^eo  verticale  Projeetion  K,  in  die  durch  0 
parallel  zur  Grundlinie  gezogene  Gerade  tj^  fällt. 

Ist  weiters  a  die  verticale  Projeetion  irgend  eines 
Punktes  auf  der  Kugel  und  soll  die  horizontale  Projeetion  desselben 
hestimmt  werden,  so  kann  man  auf  zweifache  Weise  vorgehen. 

Wir  denken  uns  durch  diesen  Kugelpunkt  a  eine  zur  horizon- 
talen Projectionsebene  parallele  Ebene  e  gelegt;  die  verticale  Trace 
dieser  Ebene  ist  die  Gerade  e^,  welche  durch  a  parallel  zur  Grund- 
linie gezogen  wird.  Diese  Ebene  e  sehneidet  die  Kugel  ia  einem  durch 
den  Punkt  a  gehenden  Kreis  {K^,  K'„),  dessen  horizontale  Projeetion 
K'f^  in  wahrer  Größe  erscheinen  wird.  Der  Mittelpunkt  (o,  o')  dieses 
Kreises  ist  der  Fußpunkt  des  vom  Kugelmittelpunkte  (0,  0')  auf  die 
Ebene  e„  gefällten  Perpendikels.  Die  horizontale  Projeetion  o'  des- 
selben fällt  daher  mit  der  horizontalen  Projeetion  0'  des  Kugelmittel- 
punktes  zusammen. 

Der  gesuchte  Kreis  (K^,  K\)  schneidet  ferner  den  größten  Kugel- 
kreis {K,  K')  in  Kwei  Punkten  [a,  u');  (ß,  ß'),  deren  horinontale  Pro- 
jectioiien  «*  und  ß'  in  der  Geraden  £k  liegen.  Durch  diese  Punkte  a' 
und  ß'  muss  offenbar  die  horizontale  Projeetion  Ä'g  des  gesuchten 
Kreises  gehen.  Wie  leicht  einzusehen,  ist  dessen  Durehmesser  der 
Sehne  aß  gleich,  welcher  Umstand  selbstverständlich  die  diesbezügliche 
Construction  nur  noch  erleichtert. 

Die  horizontale  Projeetion  «.'  des  gesuchten  Punktes  muss 
einerseits  auf  diesem  Kreise  K'^  liegen,  andererseits  sich  aber  auch 
auf  der  durch  a  zur  Grundlinie  aenkreeht  gezogenen  Geraden  vor- 
finden. Diese  Gerade  schneidet  den  Kreis  K'^  in  den  zwei  Punkten 
a'  und  a\ ;  es  können  demnach  sowohl  a  und  a',  als  auch  a  und 
a'j  als  die  beiden  Projectionen  eines  Punktes  auf  der  Kugel  an- 
gesehen werden. 

Die  horizontale  Projeetion  «',  resp.  u\  des  Punktes  a  kann 
auch  folgendermaßen  abgeleitet  werden. 

Wir  zeichnen  einen  Kreis  K^,  welcher  0  zum  Mittelpunkte  hat 
und  durch  den  Punkt  a  geht.  Dieser  Kreis  ist  offenbar  die  verticale 
Projeetion  jenes  Kreises,  in  welchem  die  durch  den  Punkt  a  gelegte, 
zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Ebene  die  Kugel  schneidet. 
Die  Lage  dieser  Ebene  bestimmt  sich  höchst  einfach,  wenn  mau  einen 
ihrer  Punkte  kennt.  Ein  solcher  Punkt  ist  bereits  der  Punkt  ;■,  in 
welchem  der  Kreis  K^  den  größten  Kugelkreis  (K,,  K\)  trifft.  Diesem 
Punkte  entsprechen  zwei  Horizontalprojectionen  y'  und  y\,  also  auch 
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zwei  Lagen  der  gesucliten  Ebenen.  Da  die  letz-teren  zur  verticalen 
Projectioasebene  parallel  sein  sollen,  so  sind  ihre  Horizontaltraeen  die 
beziehungsweise  durch  y'  und  y',  zu  der  Grundlinie  x  x  parallel  geführten 
Geraden  ^4  und  n.  Die  gesuchten  Horizontalprojeetionen  a'  und  a\ 
ergeben  sich  nun  unmittelbar  im  Schnitte  dieser  Tracen  mit  der  durch 
a  senkrecht  Kur  Grundlinie  gezogenen  Geraden. 

§.  405. 

^1.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  einer  durch  den  Mittelpunkt 
und  Radins  gegebenen  Kugel  mit  einer  gegebenen  Ebene  zu  con- 
struieren,  d.  h.  es  sind  die  oonjugierten  Durehmesaer  oder  die  Achsen 
der  verticalen  und  horizontalen  Projeetion  dieses  Sehnittes  (Kreises) 
zu  ermitteln. 

Seien  (0,  0')  (Taf.  XV,  Fig.  83)  die  beiden  Projeetionen  des 
Kugel mittelpunktes,  K  die  vertieale  und  K\  die  horizontale  Contour 
der  gegebenen  Kugel;   E^Ei,  stelle  die  schneidende  Ebene  dar. 

Der  Schnitt  dieser  Ebene  E  mit  der  Kugel  ist  ein  Kreis.  Zu- 
nächst ist  einleuchtend ,  dass ,  weil  die  Kugel  symmetrisch  in  Bezug 
auf  jede  ihrer  Durchmesserebenen  ist,  auch  ihr  Schnitt  mit  der  Ebene 
Ei,Eh  symmetrisch  sein  wird  in  Bezug  auf  jede  zu  der  scbneideuden 
Ebene  senkrechten  Durchmesserebene  der  Kugel. 

Unter  allen  diesen  Durchmesserebenen  gibt  es  zwei,  welche  sich 
graphisch  am  leichtesten  darstellen  lassen;  es  sind  dies  die  beiden 
projicierenden  Durchmesserebeneu.  Wir  wählen  im  vorliegenden  Falle 
die  borizontalprojicierende,  zur  Ebene  E^E^  senkrechte  Durchmesser- 
ebene F.  Die  Horizontaltrace  JPj,  derselben  geht  durch  0'  und  steht 
senkrecht  auf  Ei,.  Diese  Ebene  ist,  wie  bereits  gesagt  wurde,  eine 
Symmetrieebene  des  Schnittkreises  der  Kugel  mit  der  Ebene 
E^Ei,;  ihre  Schnittgeiade  (1,1')  mit  der  Ebene  E,Eh  wird  demgemäß 
einen  Durehmesser  des  gesuchten  Schnittes  darstellen. 

Besagter  Durchschnitt  (l,  V)  wird  am  einfachsten  folgendermaßen 
bestimmt.  Ein  Punkt  dieses  Schnittes  ist  unmittelbar  der  Schnitt- 
punkt {S,  d')  der  beiden  Tracen  Ek  und  Fu.  Ein  weiterer  Punkt 
desselben  wird  offenbar  der  Schnittpunkt  (ff,  6')  des  horizontalprojicie- 
renden  Kugeldurehmessers  mit  der  Ebene  E„Eh   sein. 

Ist  auf  diese  Weise  der  Durchmesser  ((,  V)  des  Schnittkreises. 
als  Verbindungsgerade  der  beiden  Punkte  {S,  ä')  und  (ö,  e')  oder  als 
Yerbindungslinie  von  (ä,  d')  mit  (v,  v')  gefunden,  so  wird  es  sich  nur 
noch  darum  handeln,  die  Endpunkte  («,  a')  und  (h,  l')  desselben  fest- 
zustellen.    Die  genannten  Punkte  sind  keine  anderen,  als  die  Selinitt- 


Hosted  by 


Google 


378 

punkte  der  Geraden  {l,  l')  mit  der  Kugel  (K,  K\).  Die  Ebene  P/,, 
weiche  die  Gerade  {l,  V)  enthält,  schneidet  die  Kugel  in  einem  größten 
Kreise  (K^,  ^'i)t  welcher  (l,  J')  in  den  beiden  gesuchten  Punkten 
begegnen  wird. 

um  die  bezeichneten  Punkte  graphisch  zu  bestimmen,  drehen 
wir  die  Ebene  Fh  sammt  der  Geraden  (l,  l')  und  dem  genannten 
größten  Kreise  {K^,  K'^)  um  die  Gerade  (Off,  O'e')  in  eine  zur  Bild- 
ebene parallele  Lage.  Hierbei  ei^ibt  sieh,  nach  vollbrachter  Drehung, 
als  die  Vevticalprojection  des  Kreises  {K^,  K'^  der  Kreis  K,  welcher 
die  vertieale  Contour  der  Kugel  darstellt.  Der  Punkt  (ö,  a')  der  Ge- 
raden {1,1')  bleibt  bei  der  Drehung  ungeändert,  während  der  Puukt 
((i~,  S')  in  die  Lage  (ßn'^'o)i  mithin  die  Gerade  (i,  V)  in  die  Lage 
(^n-  ^'t)  gelangt,  wobei  /^  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Punkte  ö 
und  (J„  repräsentiert.  Die  Gerade  ?„  seimeidet  den  Kreis  K,  resp.  Ä"« 
in  zwei  Punkten  »„  und  &„,  welche  in  die  Gerade  Q,,  V)  zurückgedreht, 
die  Endpunkte  {a,  a')  und  (ö,  6')  des  gesuchten  Kreisdurch- 
messers  ergeben.  Der  Halbiernugspunkt  (w,m')  der  Strecke  (ab,  a'b') 
ist  der  Mittelpunkt  des  Schnittkreises. 

Ebenso  einfach  wird  sich  ein  zweiter  Durchmesser  des  Schnitt- 
kreises finden  lassen.  Wir  werden  diesfalls  den  aum  Durchmesser 
((,  l')  senkrechten  Kreisdurchmesser  bestimmen.  Berücksichtigen  wir 
hierbei,  dass  der  Durehmesser  (l,  V)  zur  HoriKoataltrace  Ei,  senkrecht 
steht,  so  folgt  ohne  weiters,  dass  der  auf  demselben  senkrechte  Kreis- 
durchmesser (g,  g')  zur  Horizoataltrace  E,,  parallel  sein  müsse.  Die 
vertieale  Projeetion  g  des  bezeichneten  Durchmessers  ist  demnach  die 
durch  m  gehende,  zur  Grundlinie  parallele  Gerade,  während  dessen 
horizontale  Projeetion  die  Gerade  g'  ist,  welche  durch  m'  parallel  zur 
Horizontaltrace  E,,  gezogen  werden  kann. 

Die  Endpunkte  dieses  Durchmessers  (^,  g')  kann  man  wieder  als 
die  Schnittpunkte  desselben  mit  der  Kugel  folgendermaßen  bestimmen. 
Die  durch  {g,  g')  gelegte  horizontale  Ebene  [tc  schneidet  nämlich  die 
Kugel ,  wie  bereits  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  gezeigt  wurde,  in 
einem  Kreise  {E^,K'^,  dessen  Durehmesser  gleich  der  Sehne  ftj5  ist, 
welche  die  Gerade  g  oder  jt,,  auf  der  verticalen  Contour  K  bestimmt^ 
während  dessen  horizontale  Projeetion  K\  mit  deren  horizontalen 
Contour  K\  concentrisch  ist.  Dieser  Kreis  {K^,  K'.^  schneidet  die 
Gerade  {g,  g')  in  den  beiden  gesuchten  Punkten  (c,  &}  und  {d,  d'). 

Der  Sehnittkreis  der  Ebene  E„Ek  mit  der  gegebenen  Kugel 
iht  sonach  dargestellt  durch  die  Projeetionen  zweier  auf  einander  senk- 
recht stehender  Kreisdnrchmesser  {ah,  a'b')  und  {cd,  c'd').  Nach- 
dem wir  aber  bereits  wissen,  dass  die  Parallelprojectionea  reehtwink- 
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liger  Durehmesser  eines  Kreises  stets  coujugierte  Durchmesser  jener 
Ellipse  sind,  als  welche  sicli  dieser  Kreis  projieiert,  so  werden  als 
uacürliche  Folge  ah  und  cd  zwei  coujugierte  Durehmesser  der  verti- 
calen  Frojeetion  des  Sehnittkreises  und  a'h',  c'd',  welche  gleichzeitig 
auf  einander  senkrecht  stehen,  die  Achsen  jener  Ellipse  darstellen,  als 
welche  sich  der  Sehnittkreis  horizontal  projieiert. 

Zu  hemerken  wäre  hierhei  noch,  dass",  weil  die  Verbiadungs- 
gerade  des  Kugelmittelpunktes  (0,  0')  mit  dem  Mittelpunkte  {m,  m') 
des  Sehnittkreises  auf  der  Ebene  -Ej-E;,  des  letzteren  senkrecht  steht, 
auch  Om  senkrecht  auf  E„  und  O'm'  senkrecht  auf  Ei,  sein  müsse,  was 
diesfalls  bei  der  verticalen  Frojection  gleichzeitig  als  Oonstrnctions- 
controle  dienen  kann. 

g.  40ü. 

ö2a.  Aufgabe.  Es  sind  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit 
einer  gegebenen  Kugel  zu  construieren. 

a)  Erste  (allgemeine)  Methode  durch  Umlegung  der  Geraden  um 
ihre  Frojection. 

Sei  {K,  K',)  (Taf.  XV,  Fig.  84)  die  gegebene  Kugel  uud  {l,  V) 
die  gegebene  Gerade. 

Denken  wir  uns  durch  die  Gerade  (l,  V)  eine  horiKontalprojiclerende 
Ebene  P  gelegt,  deren  Horizontaltrace  P^  natürlich  mit  der  Horizontal- 
projection  V  zusammenfällt.  Letztgenannte  Ebene  schneidet  die  Kugel 
in  einem  Kreise  K^,  welcher  die  Gerade  ((,  V)  in  den  zu  bestimmen- 
den Punkten  treffen  wird.  Der  Mittelpunkt  (jm,  m')  dieses  Kreises 
(Ä"„,  Jt'a)  liegt  auf  der  durch  den  Kugelmittelpunkt  (0,  0')  zur  Ebene 
Th  senkrecht  gezogenen  Geraden  und  hat  daher  von  der  Horizontal- 
ebene den  nämlichen  Abstand  q,  wie  der  zugehörige  Kugelmittel- 
punkt  (0,  0'). 

Der  Durehmesser  des  Kreises  {K^,  K'^)  ist,  wie  bekannt,  jener 
Sehne  «'  ß'  gleich,  welche  V  auf  der  horizontalen  Contour  K\  bestimmt. 
Legt  man  daher  den  Kreis  K^  um  V  oder  Pt  nach  K"^  in  die  Hori- 
zontalebene  um,  so  gelangt  der  Mittelpunkt  («t,  m')  nach  hj^,  wobei 
mf^m'=^nO^Q  ist  und  auf  V  senkrecht  steht.  Der  Radius  des 
umgelegten  Sehnittkreises  K^^  ist  durch  a'ni'  =  ß'm'  dargestellt. 
Bringt  mau  nun  auch  die  Gerade  {I,  V)  durch  Umlegung  um  ihre 
Horizontalprojection  V  nach  i„,  so  ergeben  sich  die  gesuchten  Punkte 
in  der  Umlegung  als  Schnittpunkte  a,,  und  &„  der  Geraden  \  mit  dem 
Kreise  K''^,  welche,  entsprechend  zurückgeführt,  in  (a,  «'}  und  (b,  h') 
darijestellt  erscheinen. 
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§•  ■^07. 

53h.  Dieselbe  Aufgabe.  Zweite  (besondere)  Methode. 

Die  gegebene  Kugel  sei  wieder  (K,  K',)  (Taf.  XV,  Fig,  85); 
die  gegebene  Gerade  sei  {l,  V).  Führen  wir  durch  die  Gerade  {l,  V) 
eine  verticalprojicierende  Ebene  P,,  so  wird  die  Kugel  in  einem  Kreise 
geschnitten. 

Legen  wir  durch  diesen  Kreis  einen  Kegel,  dessen  Seheitel  der 
Endpunkt  {A,  A')  des  zur  horizontalen  ProjectioQsebene  senlsrechten 
Kugeldurehmessers  iat,  so  schneidet  dieser  Kegel  die  horizontale  Pro- 
jectionsebene  (nach  Satz  189)  in  einem  Kreise  {E^,  K\),  welcher  fol- 
gendermaßen  leicht  zu  bestimmen  ist. 

Die  Punkte  m  and  n,  in  welchen  l  die  verticale  Oontour  K 
schneidet,  geben  mit  A  verbunden  die  verticalen  Contour-  oder  üm- 
risserzeugenden  des  Kegels;  dieselben  treffen  die  horizontale  Projec- 
tionsebene  in  den  beiden  Punkten  (fi,fi.'J  und  {v,v'),  welche  bereits  einen 
Durchmesser  des  gesuchten  Kreises  bestimmen.  Es  ist  einleuchtend, 
dass  die  Schnittpunkte  des  Kegels  {A^,  K^  mit  der  Geraden  (l,V) 
identisch  sein  müssen  mit  den  Schnittpunkten  der  Geraden  i},  V)  und 
der  gegebenen  Kugel,  da  dieseloen  auf  dem,  den  beiden  Flächen  ge- 
meinsebaftiicheji  Kreise  mn  liegen. 

Hiernach  sind  bloß  die  Schnittpunkte  von  ((,  V)  mit  dem  Kegel 
{A,A';K^  auf  die  bekannte  Weise  zu  ermittein.  Zu  diesem  Zwecke 
bestimmen  wir  diehorizontaleTrace  A'  der  durch  den  Kegelscheitel  {A,A'j 
und  die  Gerade  (l,  l')  gelegten  Ebene.  Besagte  Trace  geht  offenbar 
durch  die  Horizontalspur  (h,h')  von  (1,1')  und  durch  die  Horizoutal- 
spur  (n,7[')  irgend  eines  von  {A,A')  ausgehenden,  die  Gerade  (1,1')  in 
einem  Punkte  (p,p')  schneidenden  Strahles. 

Die  Ebene  {A,X')  trifft  den  Kegel  (.4,  .B"j)  in  Kwei  Erzeugenden 
A'k'  und  A'ß',  welche  die  Gerade  (1,1')  in  den  beiden  Punkten  {«,«') 
und  (b,h')  treffen.  Die  so  erhalteneu  Punkte  sind  die  Schnittpunkte 
der  Geraden  {(,  l')  mit  dem  Kegel  (^ij^j),  also  auch  jene,  der  Geraden 
(i,  l')  mit  der  gegebenen  Kugel. 

§.  408. 

52  c.  Aufgabe.  Die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  einer  Kugel 
sind  unter  der  besonderen  Voraussetzung  zu  bestimmen,  dass  die 
Gerade  einen  der  beiden  projicierendea  Kngeldurckmesser  schneidet. 

Sei  (K,K;)  (Taf.  XV,  Fig.  86)  die  gegebene  Kugel  und  {1,1') 
die  gegebene  Gerade,    von  welcher  wir  voraussetzen  wollen,    dass  sie 
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den  horizontalprojicierenden  Kugeldurchmesser  {Z,  Z')  ia  einem  Puakte 
(ff,a')  schneidea  mSge. 

Legen  wir  durch  die  Gerade  (^,  V)  eine  horizontal projieierende 
Ebene  Ph,  so  ist  diese,  der  gemachten  Voraussetzung  gemäJ;,  gleich- 
zeitig eine  Diametralebene  der  Kugel,  und  wird  infolge  dessen  die 
letztere  in  einem  größten  Kugelkreise  schneiden,  dessen  Horizontal- 
projection  K\  mit  der  üeradeo  V  zusammenfällt.  Dieser  größte  Kugel- 
kreis wird  offenbar  die  Gerade  (i,  V)  in  den  gesuchten  Punkten  treffen. 

Denken  wir  uns,  um  diese  Punkte  mit  Bequemlichkeit  zu  con- 
struieren,  die  obgenannte  projieierende  Ebene  P  um  den  Kugeldurch- 
messer (Z,Z')  in  eine  zur  vertiealea  Projectionsebene  parallele  Lage 
gedreht,  so  wird  die  Verticalprojection  des  gleiehaeitig  mit  gedrehten 
Kreises  K^  mit  dem  Contourkreise  K  zusammenfallen. 

Der  Punkt  {e,&')  der  Geraden  {l,  l')  bleibt  als  Punkt  der  Dreliuags- 
achse  (Z,  Z')  ungeändert,  während  der  Punkt  (3,  d'),  d.  i.  die  Horizontal- 
spur von  {l,  l'),  auf  Grund  einer  bekannten  Fnndamentalcoiistruetion,  nach 
(d„,d'„)  gelangt.  Die  Gerade  d„a  oder  ^^  stellt  sodann  die  Verticalpro- 
jection der  gedrehten  Geraden  l  dar.  Dieselbe  trifft  den  gedrehten  größten 
Kugelkreis  K\  =  K  in  zwei  Punkten  a^  und  b^,  welche  in  die  Gerade 
11,1')  zurückgeführt,   die  gesuchten  Punkte  («,«')  und  (&,?>')  ergeben. 

In  gleicher  Weise  könnte  man  auch  dann  verfahren ,  wenn  die 
Gerade  {1,1')  den  verticalprojicierenden  Kugeldurcbmesser  schneiden, 
oder  wenn  dieselbe  speciell  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehen, 
also  selbst  einen  Kugeldurchmesser  repräsentieren  würde. 

§.  409. 

ö3.  Aufgabe,  An  eine  gegebene  Kugel  ist  in  einem  ihrer  Funkte 
eine  Tangentialebene  zn  legen. 

Die  gegebene  Kugel  (Taf.  XV,  Fig.  87)  sei  {K,K'^)  und  (0,0') 
der  Mittelpunkt  derselben.  Die  Verticalprojection  des  auf  der  Kugel 
gegebenen  Punktes  sei  a;  die  Horizontalprojection  a'  kann  nach  einer 
der  beiden  {in  Aufgabe  50)  angegebenen  Methoden   bestimmt  werden. 

Die  Berührungsebene  B^Sh  der  Kugel  in  dem  Punkte  («,«') 
steht  (nach  Satz  124)  senkrecht  zu  dem  Kugeldurchmesser,  weicher 
durch  den  Punkt  («,«')  geht,  d.  h.  senkrecht  zu  jener  Geraden  (s,s'), 
welche  {a,a')  mit  dem  Kugelmittelpunkte  (0,0')  verbindet.  Vor- 
stehende Aufgabe  ist  somit  auf  die  bekannte  Fundamentalaufgabe  zu- 
rückgeführt: Auf  eine  Gerade  (s,s')  in  einem  ihrer  Punkte 
(a,a')  eine   senkrechte  Ebene  B   zu  führen. 

Die  Traten  dieser  Ebene  Bc  und  Bi,  stehen  senkrecht  zu  den 
betreffenden  Projeetionen  s  und  s'  der  Geraden.  Ein  Punkt  {v,v')  der 
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Vertiealtrace  Bv   oder  ein  solcher  der  Horizcmtaltraee  Bh   kaDn   auf 
bekanüte  Weise  gefunden  werden. 

Nebenbei  sei  bemerkt,  dass  man  die  beiden  durch  («,  a')  ge- 
zogenen Geraden  (s,  s')  und  ((,  t')  auch  als  die  durch  den  betreffenden 
Punkt  geführten  Tangeuten  an  die  Kugel  oder  beziehungsweise  aa 
zwei  durch  (»,  a')  gehende  auf  der  Kugel  verzeichnete  Schnittcurven 
betrachten  und  B^  Bk  als  die  durch  diese  beiden  Tangenten  bestimmte 
Berührebene  ansehen  könne. 

§.  410. 

6i.  Aufgabe.  Durch  eine  gegebeae  Gerade  sind  die  möglichen 
Berührnngsehenea  an  eine  gegebene  Kugel  zu  legen  und  sind  die 
Berührnngspunkte  dieser  Ebenen  zu  ermitteln. 

Sei  {K,K\)  (Taf.  SV,  Fig.  88)  die  gegebene  Kugel,  [0,0') 
deren  Mittelpunkt,  und  (l,  V)  die^  gegebene  Gerade. 

Denken  wir  uns  der  Kugel,  parallel  zu  der  gegebenen  Geraden 
Q,  l'),  einen  Cyünder  umschrieben,  so  werden  die  durch  (i,  V)  an  diesen 
Cylinder  gelegten  Taagierungsebenen  auch  die  Kugel  in  zwei  Punkten 
der  entsprechenden  Berübrungsciirve  berühren,  uud  mithin  gleichzeitig 
die  gesuchten  ßerührebenea  an  die  Kugel  vorstellen. 

Mit  Zugrun deleguBg  des  Satzes  131)  ist  aber  die  Berührungs- 
curve  einer  Kugel  mit  einem  derselben  umschriebenen  Cyliuder  jener 
größte  Kreis,  iu  welchem  die  zu  den  Cylindererzeugenden ,  also  auch 
zur  gegebenen  Geraden  (i,  V)  senkrechte  Diametralebene ,  die  Kugel 
schneidet. 

Diesen  größten  Kreis  kann  man  als  Leitlinie  für  den  Cylinder 
betrachten,  und  durch  die  Gerade  {1,1')  an  denselben  die  teiden 
möglichen  Berührebenen  legen. 

Dies  geschieht  einfach  in  folgender  Weise.  Man  bestimmt  den 
Durchstoßpunkt  der  Geraden  {l,  V)  mit  der  Ebene  des  Berührungs- 
kreises  und  führt  von  demselben  an  den  Berühruagskreis  die  beiden 
diesfalls  möglichen  Tangenten.  Jede  der  beiden  Tangenten  bestiuimt  mit 
der  gegebenen  Geraden  eine  ßerührungsebene  des  Cylindera  und  sonach 
auch  die  der  gegebenen  Kugel.  Der  Berührungspunkt  derselben  mit 
der  Kugel  ist  der  Berührungspunkt  der  entsprechenden  Tangente  mit 
dem  Berührungakreise. 

Man  hat  demnach,  um  das  eben  Angedeutete  graphisch  durch- 
zuführen, zunächst  durch  den  Mittelpunkt  (0,0')  der  Kugel  eine 
Ebene  BsUh  senkrecht  zu  der  gegebenen  Geraden  (Z,  P)  zu  legen. 
Diese  Ebene  schneidet  einerseits  die  Gerade  i},  V)  iu  einem  auf  be- 
kannte Weise  ermittelten  Punkte  {s,s'),  und  andererseits  die  Kugel  iu 
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jenem  größten  Kreise  (K^,  K'^),  welcher  die  Berührungscurve  der  Kugel 
mit  dem  parallel  zu  der  Geraden  {1,1')  umschriebenen  Cylinder  reprä- 
sentiert. 

Um  an  diesen  Kreis  von  (s,  s')  aus  mit  Leichtigkeit  Tangenten 
ziehen  zu  können,  legen  wir  sowohl  den  Punkt  (s,s'),  als  auch  den 
größten  Kreis  am  die  eine  Trace,  etwa  um  die  Horizontaltraee  D*  in 
die  Eorizontalebene  um.  Hierbei  gelangt  der  Punkt  (s,  s')  nach  s,,, 
und  der  umgelegte  Kreis  K^  nach  K\.  Die  von  s^  aus  an  K"^  ge- 
zogenen Tangenten  t°,  und  t\  berühren  den  Kreis  K"^  beziehungsweise 
in  den  Punkten  a",  und  a%. 

Die  Projectiouen  (»,,0;',)  und  («,,«',)  dieser  beiden  vorgenannten 
der  Ebene  DeDh  angehörenden  Punkte,  welche  aus  a",  und  a\  abge- 
leitet wurden,  stellen  somit  nach  der  vorausgeschickten  Entwicklung 
die  Berührungspunkte  der  Kugel  mit  jenen  beiden  durch  (l,  l')  gehen- 
den Ebenen  dar.  Diese  letzteren  könnte  man  nun  dadurch  bestimmen, 
dass  man  von  den  beiden  eben  aufgefundenen  Berührungspunkten  («,  ,a',) 
und  («4,(1',)  Gebrauch  macht.  Kürzer  jedoch  gelangt  man  folgender- 
maßen zum  Ziele. 

Die  beiden  Tangenten  i",  und  i"j  treffen  die  Horizontaltraee  Di, 
in  zwei  Punkten  Ö^  und  S^;  durch  diese  Punkte  müssen  offenbar  die 
Tangenten  im  Kaume  gehen,  d.  h.  iJ,  und  d^  repräsentieren  die  hori- 
zontalen Durchstoß  punkte  der  Tangenten  des  Kugelkreises  {K^,  K\)  in 
den  Punkten  {a,,a\}  nnd  (ß,i,ci\). 

Da  nun  die  besagten  Tangenten  auch  in  den  gesuchten  Eerüh- 
rungsebenen  B^  und  B^  liegen  müssen,  so  ergeben  sich  die  Horizontal- 
tracen  S'i,  und  .ß\  der  letzteren,  als  die  Verbindungsgeraden  der 
Punkte  ö,  und  ä^  mit  dem  Horizontaldurchstoßpunkte  h'  der  Geraden 
{l,  l').  Die  Verticaltracen  B\  und  B\  gehen  durch  den  Vertiealdnrch- 
stoßpuiikt  r  von  (J,l'). 

§.  411. 
5.^.  Aufgabe.   An  eine  gegebene  Kugel  sind  die  leiden  zu  einer 
gegebenen  Ebene  parallelen  Tangentialebenen   zu  legen   und    deren 
Berührungspunkte  zu  ermitteln. 

Die  gegebene  Kugel  sei  {K,K\)  (Taf.  XV,  Pig.  89),  (0,  0')  sei 
deren  Mittelpunkt;  die  gegebene  Ebene  E  sei  durch  ihre  Traeen 
E„  Ei,  dargestellt. 

Derjenige  Durchmesser  der  Kugel,  welcher  nach  dem  Berührungs- 
punkte der  Kugel  mit  einer  Ebene  gezogen  wird,  steht,  wie  bereits 
bekannt,  auf  dieser  Ebene,  also  auch  auf  jeder  zu  ihr  parallelen  Ebene 
senkrecht. 
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Ziehen  wir  demgemäß  diireli  den  Kugelmittelpuakt  (0,  0')  die 
Gerade  (s,  s")  senkrecbt  zu  der  gegebenen  Ebene  E„£i,  so  repräsentiert 
diese  den  Kugeldurchmesser,  dessen  Eiidpunltte  die  Beriihrungspunitte 
der  zu  suchenden  Tangentialebenen  sein  werden. 

Um  die  besagten  Putiltte,  beziehungsweise  Ebenen  zu  erhalten, 
denken  wir  uns  durch  {s,s')  eine  horJzontalprojieierende  Ebene  P*  ge- 
legt; dieselbe  schneidet  die  Kugel  in  einem  größten  Kreise  K\,  welcher 
um  P/,  in  die  horizontale  Projectioasebene  umgelegt,  in  K"^  dargestellt 
erscheint.  Legt  man  gleichzeitig  auch  den  Kugel  durchmesse!-  (s,  s') 
(am  einfachsten  mit  Zuhilfenahme  seiner  Horizontalspnr  Ä')  nach  .«o 
in  die  horizontale  Projectionsebene  um,  so  erhalten  wir  daselbst  dessen 
Endpunkte  »„  und  \  im  Schnitte  mit  dem  umgelegten  Kreise  K"^. 
Diese  Punkte  «„  und  \  zurückgeführt,  geben  die  Projectionen  («,«') 
und  (&,  h')  der  Berührungspunkte  der  gesuchten  Ebenen,  welch'  letztere 
man  nunmehr  als  die  durch  {a,a')  und  (?>,&')  zur  Ebene  E^Eh  ge- 
führten Parallel  ebenen  erhalten  könnte. 

Raseher  jedoch  gelangt  man  zum  Ziele,  wenn  man  in  der  üm- 
legung  direct  die  T-angenten  von  K"^  in  «„  und  h^  zieht,  und  deren 
Schnitte  S^  und  S^  mit  der  Traco  P/,  feststellt.  Diese  Punkte  sind 
die  HorizontaMurehstoßpuukte  der  in  der  Ebene  P*  an  den  größten 
Kreis  {K^,K'^  in  den  Punkten  {a,a')  und  (&,&')  gezogenen  Tangenten. 
Nachdem  diese  letzteren  nothwendig  in  den  gesuchten  Berührebenen 
liegen  müssen,  so  ergeben  sich  deren  Horizontaltracen  B\  und  B'^h  als 
jene  durch  die  Punkte  S,  und  d„  zu  E,,  geführten  Parallelen.  Die 
Verticaltracen  B\  und  P\  sind  parallel  zu  E^. 

§.  412. 

66.  Aufoahe.  Es  ist  die  Ebene  der  Berührungseurve  einer  Kugel 
mit  dem  derselben  aus  einem  Punkte  außerhalb  umschriebenen  Kegel 
zu  construleren. 

Die  gegebene  Kugel  sei  durch  {K,  K\)  (Taf,  XVI,  Eig.  90)  dar- 
gestellt; (0,  0')  sei  deren  Mittelpunkt  und  (S,  S')  der  außerhalb  der 
Fläche  gegebene  Punkt. 

Durch  den  Satz  401,  Band  II)  wurde  festgestellt,  dass  die  Ebene  der 
Berührungseurve  die  Polarebene  des  Punktes  [S,  S')  in  Bezug  auf  die 
Kugel  sei,  und  dass  dieselbe  durch  den  zu  S  conjugierten  vierten  har- 
monischen Punkt  {p,p')  des  Kugeldurchmessers  {SO,S'0')  gehen 
müsse;  ferner  entnehmen  wir  dem  Satze  129),  dass  die  besagte  Ebene 
zu  dem  letztgenannten  Durchmesser  senkrecht  stehe. 
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Denken  wir  uns  daher  den  Durehmesser  (SO.S'O')  gezogen, 
und  um  dessen  horizontale  Projection  S'O'  nach  SgO^  umgelegt.  In 
dieser  Umlegung  ergeben  sich  die  Endpunkte  a^  und  ig  desselben  sofort, 
wenn  man  0„a^  und  Ogb„  gleich  dem  Kugelradius  macht,  oder,  was 
dasselbe  ist,  wenn  man  die  Schnittpunkte  a^  und  b^  Ton  Ä„0„  mit 
dem  aus  0„  mit  dem  Kugelradius  beschriebenen  Kreis  K"^  bestimmt. 

Sucht  man  nun  zu  S„,  a^,  bg  den  vierteu  harmonischen  Punkt  p^ 
und  führt  denselben  zurück,  so  erhält  man  die  Projectionen  jenes 
Punktes  ip,p'),  durch  welchen  die  Ebene  E^Ei,  der  Berührungscurre 
senkrecht  zum  Durchmesser  (S  0,  S'  0')  zu  fuhren  ist.  Der  Punkt  (p,p') 
ist  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Berührkreises,  welcher 
nunmehr  als  Schnitt  der  Kugel  mit  der  Ebene  E^Eu,  nach  der  in 
Aufgabe  51)  erläuterten  Weise,   anstandslos   construiert  werden  kann. 

Die  Construction  der  Ebene  der  Berahrungscurve  lässt  übrigeas 
noch  eine  Vereinfachung  zu. 

Da  wir  wissen,  dass  die  eben  bezeichnete  Ebene  auf  dem  durch 
den  Kegolscheite!  (5',  S')  (Taf.  XVI,  Fig.  91)  gehenden  Kugeldurch- 
messer (ÄO,  S'O')  senkrecht  stehe,  so  ist  auch  einleuchtend,  dass  zu 
deren  Bestimmung  ein  ihr  angehörender  Punkt,  beispielsweise  ein 
Punkt  der  Berfihrungscurve  selbst,  vollkommen  hinreichen  wird.  — 
Ziehen  wir  demnach  von  S  ans  eine  Tangente  t  an  die  verticale  Con- 
tour  K\  der  diesbezügliche  Berührungspunkt  sei  m.  Es  ist  klar,  dass 
diese  Tangente  die  Verticaitraee  einer  durch  den  Punkt  {S,  S')  gehen- 
den Terticalprojicierenden  Ebene  darstelle,  und  dass  diese  Ebene  gleich- 
zeitig die  Eugel  in  dem  Punkte  {m,m')  des  zur  verticalen  Projectiouj- 
ebene  parallelen  größten  Kugolkreises  {K,  K')  berühren  werde.  Der 
Punkt  {m,m')  gehört  daher  der  Berührungscurve,  also  auch  der  Ebene 
derselben  an.  Diese  letztere  ergibt  sich  sodano  unmittelbar  als  die 
durch  {m,m')  senkrecht  zu  {SO,  S'O')  geführte  Ebene. 

§-  413. 

57.  Aiifyaifl.  Es  ist  die  Berührungscurve  des  einer  gegebenen 
Kugel,  parallel  zu  einer  gegebenen  Geraden,  umgeschriebenen  Cylin- 
ders  zu  bestimmen. 

Nachdem  die  verlangte  Berührungscurve  derjenige  größte  Kugel- 
kreis ist,  in  welchem  die  Kugel  von  der  zu  den  Cylindererzeugenden, 
also  auch  zur  gegebeneu  Geraden,  senkrechten  Diametral  ebene  berührt 
wird  (Satz  131),  so  haben  wir  diesfalls  einfach  durch  deu  Kugelmittel- 
punkt (0,  0')  (Taf.  XVI,  Fig.  92)  eine  zur  Geraden  (l,  l')  senkrechte 

Pesohta,  DarBleneoae  n.  prcjectiie  Geometrie.  lil,  ,,. 
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Ebene  EcE/,  zu  führen,  und  deren  Durchschnitt  mit  der  Kugel  zu 
sueheü. 

Das  für  die  Construction  des  Durchschnittes  eiaer  Kugel  mit 
einer  Ebene  (Anfgabe  51)  entwickelte  Verfahren  gestattet  diesfalls 
jedoch  noch  einige  Vereinfachungen. 

Der  zur  Horiaontaltrace  jE*  der  Diametralebece  JG  parallele  Durch- 
messer des  gesuchten  Diametralschnittes  ist  offenbar  der  zu  Eh  parallele 
Durchmesser  (cd,  c'd')  des  zur  horizontalen  Projectioasebene  parallelen 
größten  Kugelkreises  {K^,K\).  Der  zu  diesem  Durchmesser,  also  auch 
au  Ek,  senkrechte  Durehmesser  hat  aur  Horizontalprojection  die  Senk- 
rechte aus  0'  auf  Eh.  Die  Horizoatalspur  {d,  S')  desaeiteu  ergibt  sich 
im  Schnitte  dieser  Senkrechten  mit  Eh.  Hieraus  findet  man  unmittelbar 
dessen  verticale  Projection  dO.  Die  Endpunkte  (a,  a')  und  (6,ö'}  erhält 
man  (wie  in  Aufgabe  52&)  durch  eine  Drehung  von  Oä  um  den  hori- 
aontalprojicierenden  Kugeldurchmesser  in  die  zur  Bildebene  parallele 
Lage  Ödn,  und  durch  die  nachherige  Zurückföhrung  der  beiden  Punkte 
«1,  und  ho,  in  welchen  OSo  den  Confcourkreis  K  schneidet. 


5ö.  Auf'jahe,  Es  sind  die  Achsen  jenes  Kegelschnittes  zu  be- 
stimmen, in  welchen  ein  einer  gegebenen  Kugel  ans  einem  Punkte 
außerhalb  umseiriebener  Kegel  eine  der  beiden  Projeetionsebenen 
schneidet,  oder  mit  anderen  Worten:  es  ist  die  Contour  der  Kugel 
auf  der  horizontalen  Projectionsebene  für  ein  gegebenes  Projeetions- 
oentrum  zu  ermitteln, 

Der  Mittelpunkt  der  gegebenen  Kugel  ist  (0,  0')  (Taf.  XVI. 
Fig.  93);  ^und  K\  seien  deren  Contouren  in  Bezug  auf  eine  verticale 
und  horizontale  Ebene  und  (S,  S')  sei  der  gegebene  Punkt  im  Eaume. 

Der  Schnitt  des  der  Kugel  aus  dem  Punkte  {S,S')  umschrie- 
benen Kegels  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  ist  ein  Kegel- 
schnitt, dessen  Brennpunkte,  nach  dem  DandeÜn'schen  Satze,  die 
Horizontalspuren  f,  und  ^  jeuer  zwei  Geraden  sind,  welche  den  Kegel- 
scheitel (ä,  6")  mit  den  Endpunkten  (^,^0  und  {B,B')  des  zur  hori- 
zontalen Projectionsebene  senkrechten  Durchmessers  der  Kugel  ver- 
binden. 

Um  diese  Punkte,  sowie  gleichzeitig  auch  die  eine  Achse  des  zu 
bestimmenden  Kegelschnittes  zu  finden,  denken  wir  uns  jene  Diametral- 
ebene  JPi  der  Kugei  bestimmt,  welche  einerseits  den  Punkt  {S,  8')  und 
andererseits  den  vorgenannten  Durchmesser  {AE,A'B')  enthält. 

Besagte  Ebene  ist  die  durch  {S,  S'j  gehende  horizontalprojicierende 
Diametralebeue,  deren  Horizontaltrace  P;.  die  Punkte  S'  und  0'  verbindet. 
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Legen  wir  den  in  dieser  Ebene  liegenden  größten  Kugelkreis  E„, 
sowie  den  Punkt  {S,S')  um  die  Traee  Pa,  in  die  horizontale  Projections- 
ebene  beziehungsweise  nach  K^  und  Sg  um,  so  gelangt  der  gleichzeitig 
mit  umgelegte  Durchmesser  AB  in  die  zu  jP*  senkrechte  Lage  A„B„. 

Die  Geraden  S^A^  und  iS^Bp  treffen  bereits  die  Trace  Fh  in  den 
gesuchten  Punkten  f^  und  /",. 

Zieht  man  ferner  von  S^  aus  an  den  nmgelegten  Kreis  ffj"  die 
beiden  Tangenten  So<i  und  S^h,  so  repräsentieren  diese  die  TJmlegungen 
zweier  vom  Punkte  {S,S')  ausgehenden  Tangenten  des  Kreises  .ff,,  also 
auch  der  gegebenen  Kugel  {K,K\),  während  ihre  Horizont alspnren, 
d.  i.  die  beiden  Punkte  a  und  h,  in  welchen  die  umgelegten  Tan- 
genten S„a  und  SJ)  die  Trace  P*  schneiden,  zwei  Puakfce  des  ge- 
suchten Kegelschnittes  darstellen.  Nachdem  diese  letzeren  aber  mit 
den  beiden  Brennpunkten  /i  und  f^  auf  der  nämlichen  Geraden  F), 
liegen,  so  stellen  die  besagten  Punkte  bereits  die  Endpunkte  der  einen 
Achse  des  gesuchten  Kegelschnittes  dar.  Der  Mittelpunkt  o  dieses 
Kegelschnittes  ergibt  sich  als  Mittelpunkt  der  Strecke  ah. 

Die  Kweite  Achse  des  Kegelschnittes  ist  die  Normale  durch  o  zur 
Achse  a6,  während  deren  Endpunkte  c  und  ä  erhalten  werden,  wenn 
man  die  besagte  Senkrechte  mit  einem  Kreise  durchschneidet,  dessen 
Mittelpunkt  ein  Brennpunkt  f^  und  dessen  Radius  gleich  oa  ist. 

§.  41Ö. 

6'J.  Aufgabe.  Es  ist  jener  Kegelsehnitt  durch  seine  Achsen  zu 
bestimmen,  in  welchen  ein  einer  gegebenen  Kugel  parallel  zu  einer 
gegebenen  Geraden  umschriebener  Cylinder  die  vertieale  Projections- 
ebene  schneidet. 

Sei  {K,K\)  (Taf.XVI,  Fig.  94)  die  gegebene  Kugel,  (0,0')  der 
Mittelpunkt  derselben,  und  [l,  l')  die  gegebene  Gerade, 

Die  Brennpunkte  des  gesuchten  Kegelschnittes  sind  (nach  Satz 
507,  Band  II)  die  Verticalspuren  f^  und  f^  jener  Geraden,  welche  durch 
die  Endpunkte  (A,  A')  und  {B,  B')  des  verticalprojicierenden  Kngel- 
dnrchmessers    parallel  zu    der  Geraden  (l,  V)  gezogen  werden  können. 

Die  Gerade  f^f^  bestimmt  somit  die  Richtung  der  einen  Achse 
des  gesuchten  Kegelschnittes,  Der  Halbierungspunkt  o  der  Strecke  fj'^ 
ist  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes,  und  jene  Gerade, 
welche    durch  o    senkrecht   auf  /i/Jj    gezogen   wird,    die  kleine  Achse 


Zur  Kenntnis  der  Bndpunkte  der  beiden  4ch3en  gelangen  wir  durch 
folgende  einfache  Betrachtung.  Der  einer  Kugel  umschriebene  Cylinder  ist 
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stets  ein  KotationscyliEder,  und  der  ebene  Schnitt  eines  Kotationscylinders 
ist,  wie  wir  wissen,  immer  ein  Kegelschnitt,  dessen  kleine  Achse,  der 
Länge  nach,  dem  Durcbmesser  des  Cylinders  gleich,  im  vorliegenden 
Falle  also  aneh  gleich  dem  Durchmesser  der  gegebenen  Kugel  ist. 
Wir  erhalten  hiernach  die  kleine  Achse  cd  des  verlangten  Kegel- 
schnittes, wenn  wir  auf  der  Normalen  zu  /",  f,^  vom  Punkte  o  aus  die 
Strecke  oc  —  od  gleich  dem  Radius  der  gegebenen  Kugel  auftragen. 
Die  Endpunkte  a  and  h  der  großen  Achse  des  Kegelschnittes  hingegen 
ergeben  sieh  unmittelbar,  wenn  man  berücksichtigt,  dass 
oa  =  oh  ■=  f^c  =  /jjC 

§.  416. 

60.  Aufgabe.  An  eine  Eugel  {K,  K')  ist  durcli  eiaea  außerhalb 
derselben  gelegenen  Punkt  (S.S-)  eine  Berührungsebene  zu  legen, 
welche  mit  einer  Projectionsebene,  etwa  mit  der  horizontalen  Pro- 
jectioEsebene,  einen  gegebenen  Winkel  a  einschließt. 

Denken  wir  uns  an  die  verticale  Contour  K  der  Kugel,  deren 
Mittelpunkt  (0,0')  (Taf.  XVl,  Fig.  95)  sei,  eine  Tangente  ;  gezogen, 
welche  mit  der  Grundlinie  den  gegebenen  Winkel  a  einschließt.  Diese 
Tangente  kann  offenbar  als  die  Verticaltrace  einer  verticalprojicierenden 
Ebene  betrachtet  werden,  welche  die  Kugel  in  einem  Punkte  {m,m') 
des  zur  verticalea  Projectionsebene  parallelen  größten  Kreises  {K,K') 
berührt,  außerdem  aber  unter  dem  Winkel  a  gegen  die  horizontale 
Projectionsebene  geneigt  ist.  Diese  Ebene  schneidet  den  horizoutal- 
projicierenden  Kugeldurehmesser  in  einem  Punkte  {2^,11')  und  die 
horizontale  Projectionsebene  in  der  zur  Grundlinie  senkrechten  Traee  h. 

Denken  wir  uns  die  besagte  Ebene  um  den  Durehmesser  (.TO,  2^'  0') 
gedreht,  so  wird  ihre  Enveioppe  offenbar  ein  gerader  Kreiskegel 
mit  dem  Seheitel  (2^,1^)  und  der  Achse  (02,0' ^')  sein.  Die  Trace 
dieses  Kegels  auf  der  horizontalen  Projectionsebene  ist  jener  Kreis  K^', 
welcher  0'  zum  Mittelpunkte  hat  und  die  Traee  ih  berührt.  Außerdem 
ist  einleuchtend,  dass  bei  der  vorerwähnten  Kotation,  um  02  als  Achse, 
die  Ebene  {tth)  in  jeder  ihrer  Lagen  die  Kugel  berühren  wird,  dass 
also  der  eben  eonstruierte  Kegel ,  der  Kugel  aus  dem  Punkte  {2, 2') 
umschrieben  ist  und  dieselbe  in  jenem  Parallelkreise  K^  berührt, 
dessen  Verticalprojeetion  die  durch  m  zur  Grandlinie  parallel  gezogene 
Gerade  ist. 

Legt  man  nun  durch  den  gegebeneu  Punkt  (ß,  S-)  an  diesen 
Kegel    (.2',  £'a)   die   beiden  möglichen  Berübrebenen   T^   und  T„,  so 
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werden  diese  den  sätnmtlichen  diesfalls  gestellten  Bedingungen  Genüge 
leisten. 

Um  besagte  Ebenen  zn  erhalten,  wird  man  bekanntlich  die  Hori- 
zontalspur h'  der  Verbind  iingsgeraden  des  Punktes  {S,  S')  mit  dem 
(2,  2')  bestimmen.  Die  von  h'  aus  an  den  Kreis  Ä'j 
Tangenten  Th^  und  Ti,^  sind  unmittelbar  die  Horizontal- 
tracen  der  gesuchten  Ebenen,  Die  Verticalfcracen  T/  und  TJ'  werden 
auf  bekanöte,  aus  der  Zeichnung  ersichtliche  Weise  gefunden. 

Der  Berührungspunkt  einer  dieser  Ebenen,  beispielsweise  der 
Ebene  T,'  2*'  liegt  einerseits  auf  dem  Berührungskreise  K^,  anderer- 
seits aber  auf  dem  zur  Ebene  Tb',  T/,'  senkrechten  Eugeldurcbmesser 
(Oa,  O'a'),  ist  mithin  der  Schnittpunkt  {a,  a')  beider. 

§■  417, 

Gl.  Aufgabe.  An  eine  Kugel  S  ist  parallel  zu  einer  gegebenen 
Oeraden  l  eine  Bertihrungsebeue  so  zu  legen,  dasa  dieselbe  mit  einer 
Ebene,  allenfalls  mit  der  vertiealen  Projeetionsebene,  einen  bestimmten 
Winkel  k  einseiiießt. 

Die  gestellte  Aufgabe  graphisch  durchzuführen,  dürfte  überflüssig 
erscheinen ,  da  sieh  dieselbe  auf  zwei  bereits  bekannte  Aufgaben  zu- 
rückführen lässt.  Es  wird  somit  die  bloße  Angabe  ihrer  Lösung  ¥0ll- 
kommen  ausreichen. 

Denken  wir  uns  dieselbe  bereits  gelöst,  setzen  wir  also  voraus,  wir 
hätten  eine  Ebene  T  constmiert,  welche  die  Kugel  S  berührt,  zu  der  ge- 
gebenen Geraden  l  parallel  ist,  und  mit  der  vertiealen  Projeetionsebene 
den  gegebenen  Winkel  a  einschließt.  Denken  wir  uns  weiters  zu  dieser 
Ebene  durch  die  Gerade  l  eine  parallele  Ebene  JE,  geführt,  so  muss 
selbstverständlich  auch  diese  mit  der  vertiealen  Projeetionsebene  den 
nämlichen  Winkel  «  einschließen.  Eine  dieser  letzteren  Bedingung 
entsprechende  Ebene  £,  zu  legen,  ist  aber  als  bereits  bekannt  vor- 
auszusetzen und  kann  daher  anstandslos  geführt  werden,  ohne  dass  die 
Ebene  T  selbst  als  schon  constrniert  angenommen  wird. 

Man  hat  demnach  diesfalls,  um  obige  Aufgabe  zu  lösen,  bloß 
durch  die  gegebene  Gerade,  Ebenen  .E,  und  E^  zu  führen,  welche  mit 
der  vertiealen  Projeetionsebene  den  gegebenen  Winkel  «  einsehließen, 
und    zu    diesen  Ebenen  parallel  Berüiirebeneu  an  die  Kugel  zu  legen. 

Diese  Aufgabe,  sowie  die  vorhergegangene,  gestattet  selbstver- 
ständlich vier  Auflösungen, 
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§■  418. 

62.  Aufgabe.  An  eine  Kugel  ist  eine  Tangentialebene  zu  legen, 
welelie  mit  der  horizontalen  und  der  vertiealen  Projectionsebene  be- 
stimmte gegebene  Winkel  einschließt. 

Sei  K  und  K\  (Taf.  XVI,  Fig.  96)  beziehungsweise  die  -verticale 
uud  horizontale  Contour  der  Kugel  und  {0,0')  deren  Mittelpunkt;  ferner 
sei  a  der  Winkel,  welchen  die  zu  bestimmende  BerShrebene  mit  der 
horizontalen  Projectionsebene,  und  ß  derjenige  Winkel,  welchen  dieselbe 
mit  der  vertiealen  Projectionsebene  einsehließen  soll. 

Ziehen  wir  an  die  verticale  Contour  K  eine  Tangente  i,,  welche 
mit  der  Grundlinie  den  Winke!  a  einsehließt  und  die  besagte  Contour 
in  dem  Punkte  m  berühren  mag.  Diese  Tangeute  (,  stellt  gleichzeitig 
die  Vertiealtrace  einer  verticalprojieierenden  Ebene  T^  dar,  welche  mit 
der  horizontalen  Projectionsebene  den  Winkel  a  eiuschiießt  und  die 
Kugel  in  einem  Punkte  {m,  m')  des  zur  vertiealen  Projectioasebene 
parallelen  größten  Kugelkreises  (ff,  K')  beröhrt.  Denken  wir  uns 
diese  Ebene  um  den  zur  horizontalen  Projectionsebene  senkrechten 
Kugeid nrchmesser  (0 S,  0' S')  gedreht,  so  beschreibt  dieselbe  einen 
geraden  Kreiskegel,  welcher  der  Kugel  längs  des  durch  den  Punkt 
{m,m')  gehenden,  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallelen  Kugel- 
kreises  (K^,  K'^)  umschrieben  ist. 

Jede  Ebene,  welche  die  Kugel  in  einem  Punkte  dieses  Kreises 
berührt,  berührt  auch  den  genannten  Kegel  und  schließt  demnach  mit 
der  horizontalen  Projectionsebene  den  Winkel  a  ein. 

Denken  wir  uns  audererseits  unter  dem  Winkel  ß  gegen  die  Gruad- 
liuie  an  die  horizontale  Contour  K\  der  Kugel  eine  Tangente  t.^  gelegt, 
welche  dieselbe  in  dem  Punkte  p'  berühren  mag,  so  kann  diese  Tan- 
gente als  Horizontaltrace  einer  horizontalprojiciereaden  Ebene  T,  auf- 
gefasst  werden,  welche  mit  der  vertiealen  Projectionsebene  den  Winkel 
ß  einschließt  und  die  Kugel  in  einem  Punkte  (p,p')  des  zur  horizon- 
talen Projectionsebene  parallelen  größten  Kugelkreises  {K^,K\}  berührt. 

Wird  diese  Ebene  T^  um  den  vertiealprojicierenden  Kugeldurch- 
messer (02,  0'2')  gedreht,  so  beschreibt  dieselbe  gleichfalls  einen 
geraden  Kreiskegel,  welcher  die  Kugel  längs  des  durch  {p,p')  gehenden 
zur  vertiealen  Projectionsebene  parallelen  Kugeikreises  {K^,K'^)  berührt. 

Jede  Ebene,  welche  die  Kugel  in  einem  Funkte  dieses  Kreises 
berührt,  berührt  auch  den  Kegel  und  schließt  mithin  mit  der  vertiealen 
Projectionsebene  den  Winkel  ß  ein. 

Die  beiden  Kreise  {K^,K\)  und  {K^,K'^)  sühneiden  sich  in  zwei 
Puüliten,    von  welchen    jeder  derselben  die  Eigenschaft   besitzt,    dass 
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fir  der  BerübruDgäpunkt  der  Kugel  {K,K\)  mii  einer  Ebene  ist,  welche 
mit  der  horizontalen  Projectionsetene  den  Winkel  «  und  mit  der  ver- 
ticalen  Projectionsebene  den  Winkel  ß  einsehließt,  also  eine  der  ge- 
suchten Berührebenen  darstellt. 

Diese  Berührungsebene  wird  (nach  Aufgabe  53)  einfach  als  jene 
Ebene  eonstruiert,  welche  durch  den  betreffenden  Berührungspunkt  geht 
und  auf  der  Verhindungsgeraden  des  letzteren  mit  dem  Kugelmittel- 
punkte senkrecht  steht. 

Berücksichtigt  man,  dass  noch  ein  zweiter  Kegel  existiert,  welcher 
die  Kugel  unter  denselben  Verhältnissen  berührt,  dessen  Berührebeaen 
also  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  den  Winkel  «  einschließen, 
und  dass  sich  ebenso  ein  zweiter  Kegel  bezüglich  des  Winkels  j5  con- 
struieren  lässt,  der  den  gestellten  Bedingungen  entspricht,  so  findet 
man  leicht,  dass  im  allgemeinen  der  Aufgabe  acht  verschiedene  Ebenen 
Genüge  leisten  werden. 

§.  419. 

65.  Aufgabe.  An  eine  Kugel  und  an  einen  Rotationskegel  sind 
die  gemeinsehaftliclien  BeriUirungsebenen  zu  legen. 

Per  gegebene  Kegel  sei  durch  seinen  Scheitel  (S,S')  (Taf.  XVI, 
Fig.  97)  und  durch  seinen  in  der  horizontalen  Projectionsebene  lie- 
genden Basiskreis  (C  C)  dargestellt.  Der  Voraussetzung  gemäß  ist 
dieser  Kegel  ein  gerader  Kreiskegel;  es  fällt  daher  der  Mittelpunkt 
des  Basiskreises  mit  der  horizontalen  Projection  S'  des  Kegelscheitels 
Kusammeo.     Die  gegebene  Kugel  sei  iK,K\). 

Wir  wissen,  dass  sämmtliehe  Berührungsebenen  eines  geraden 
Kreiskegels  mit  der  Basisebeue  desselben  gleiche  Winkel  einschliefäen 
ut;d  dass  im  vorliegenden  Falle  dieser  Winkel  a  in  wahrer  Größe  auf- 
tritt, also  als  derjenige  erscheint,  welchen  die  Contourerzeugendei!  des 
Kegels  mit  der  Grundlinie  einschliefsen. 

Denken  wir  uns  nun  an  die  verticale  Contour  K  der  gegebenen 
Kugel  (E,K\)  eine  parallele  Tangente  t  zu  einer  der  beiden  Contour- 
erzeugenden  des  Kegels  gelegt,  so  wird  auch  diese  mit  der  Grundlinie 
den  nämlichen  Winkel  «  bilden.  Diese  Tangente  t  kann,  wie  in  den 
vorhergehenden  Aufgaben,  als  die  Verticatfcrace  einer  verticalprojicieren- 
den  Ebene  betrachtet  werden,  welche  gegen  die  horizontale  Projections- 
ebene unter  dem  Winkel  a  geneigt  ist  und  die  Kugel  in  einem  Punkti' 
(m,  m')  des  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen  größten  Kugel - 
kreises  {K,K')  berührt. 

Der  Punkt,  in  welchem  besagte  Ebene  den  horizontalprojicieren- 
den  Kugeldurchmesser  (OS,  O'S')  schneidet,  ist  {£,2!').  Denkt  man 
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sieh  die  geaannte  Ebene  um  diesen  Durchnnesser  gedreht,  so  umhüllt 
dieselbe  einen  der  Kugel  (0,0')  umschriebenen  Keget,  dessen  Scheite! 
(£,2^)  ist,  dessen  Achse  der  Kugeldurchmesser  {Oi',  0'^)  ist  und 
dessen  sämmtlicbe  Berflhrungsebenen  mit  der  homontalen  Projections- 
ebene  den  nämlichen  Winkel  a,  wie  die  Beriihriingsebenen  des  ge- 
gebenen Kegels  (S, ,  C)  einschließen.  Jener  mit  K\  concentrische 
Kreis,  welcher  sich  als  die  Spur  des  Eegels  (2^,27')  auf  der  horizon- 
talen Projectionsebene  ergibt,  sei  durch  {y,y')  dai^estelit. 

Verbinden  wir  weiters  die  beiden  Kegelscheitel  [S,  S')  und  (5, 2') 
durch  eine  Gerade  (s,  s')  und  legen  wir  durch  diese  Gerade  eine  Beröhr- 
ebene  B'iB'a  an  den  Kegel  (2^,^),  so  beröhri,  diese  Ebene  einerseits 
die  dem  Kegel  (2,y)  eingeschriebene  Kugel  (K,K\)  andererseits  geht 
dieselbe  aber  auch  durch  den  Scheitel  (S,  S')  des  gegebenen  Kegels 
(S,,  C)  und  schließt  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  den  Winkel  a 
ein.  Besagte  Ebene  ist  daher  gleichzeitig  auch  eine  Tangentialebene 
des  Kegels  (S^C);    repräsentiert  mithin  eine   der  gesuchten  Ebenen. 

Berücksichtigt  mau,  dass  sich  durch  die  Gerade  (s,  s')  noch  eine 
zweite  Berührebene  Jj\  B^i,  an  den  Kegel  (2,  y)  legen  lässt,  und  dass 
weiters  noch  ein  zweiter  Kegel  (mit  nach  abwärts  gekehrter  Spitze) 
von  derselben  Eigenschaft  wie  der  Kegel  {U,  y)  der  gegebenen  Kugel 
umschrieben  werden  kann,  so  findet  man,  dass  der  Aufgabe  im  all- 
gemeinen vier  verschiedene  Ebenen  entsprechen. 

§.  420. 

64  a.  Aufgabe.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  ist  eine  Ebene  zu 
legen,  welche  zwei  gegebene  Kugeln  gleichzeitig  beröhrt. 

Seien  (0,0')  (Taf.  XVI,  Fig.  98)  und  (c,  o')  die  Mittelpunkte  der 
beiden  gegebenen  Kugeln,  (K,K\)  und  (/c,/;',)  die  Contouren  derselben 
und  (p,p')  der  gegebene  Punkt. 

Wir  wissen  bereits,  dass  die  sämmtlichen,  den  beiden  Kugeln 
(0,  0')  und  (0,0')  gemeinschaftlichen  Beriihrebenen  zwei  Rota- 
tionskegel umhüllen,  welche  die  Centrale  der  beiden 
Kugeln,  d.  i.  die  Gerade  {Oo,  O'o')  zur  gemeinschaftlichen 
Achse  haben,  und  deren  Scheitel,  beziehungsweise  der  äußere  und 
innere  Ähniichkeitspunkt  der  beiden  Kugeln,  d.  h.  jene  Punkte 
{Ä,A')  und  (J,J')  sind,  welche  die  Strecke  (Oo,  O'o'}  äulierlieh,  lesp. 
innerlich  in  dem  Verhältnisse  der  beiden  Kugelradien  theilen. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  sich  die  beiden  äußeren  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  der  Contouren  K  und  k  in  dem  Punkte  A,  welcher  die 
vertieale  Projection  des  äußeren  Ähnliehkeitspunktes  darstellt,  tretten 
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werden.  Denn  ist  ^  die  Projection  dieses  Punktes,  so  muss  derselbe 
offenbar  auch  die  Projection  Oo  der  Strecke  {Oo,  O'o')  im  Räume,  in 
dem  Verhältnisse  der  Kugelradien  theilen,  was  bekanutlich  durch  die 
gemeinschaftliehen  Tangenten  der  beiden  Kreise  K  und  k  bewirkt  wird. 

Dass  A  die  vertieale  Projection  des  äußeren  Ähnliehkeitspunktes 
sei,  folgt  übrigens  auch  aus  der  folgenden  Betrachtung.  Dieser  Ähn- 
lichkeitspunkt ist  der  Scheitel  jenes  Kegels,  dessen  Eerührebenen 
gleichzeitig  die  äußeren  gemeinschaftliehen  Berührebenen  der  beiden 
Kugeln  darstellen.  Ist  eine  solche  Ebene  hekannt,  so  wird  sich  ob- 
bezeichneter  Punkt  offenbar  als  der  Durchstoßpuckt  dieser  Ebene  mit 
der  Centralen  {Oo,  O'o')   ergeben. 

Zieht  man  eine  gemeinschaftliche  äußere  Tangente  (  an  die 
verticaleu  Kugelcootouren  K  und  Tc,  so  ist  diese  die  Verticaltrace  einer 
vertical-projicierenden  Ebene,  welche  sowohl  die  Kugel  (0,0'),  als 
auch  die  Kugel  {0,0')  berührt;  der  Schnittpunkt  {A,A')  derselben  mit 
der  Centralen  {Oo,0'o')  ist  mithin  der  äußere  Äbnlichkeitspunkt. 

Dieser  Betrachtung  entnehmen  wir,  dass  sich  die  Projectionen  Ä 
und  A'  des  äuKeren  Ähnlichkeitspuaktes  als  die  Schnittpunkte  der 
gemeinschaftlichen  äußeren  Tangenten  an  die  verticalen,  resp.  hori- 
zontalen Kugelcontouren  ergeben. 

Desgleichen  sind  die  Schnittpunkte  J  und  J'  der  gemeinschaft- 
lichen inneren  Tangenten  an  die  verticalen,  resp.  horizontalen  Kugel- 
contouren die  Projectionen  des  inneren  Ähnlichkeitspuaktes. 

Jede  gemeinschaftliche  Berührebene  der  beiden  Kugeln  0  und 
o  muss  somit  entweder  durch  den  Punkt  {A,A')  oder  durch  den 
Punkt  {J,  J')  gehen. 

Soli  diese  gemeinschaftliche  Berührebene  nebstbei  durch  den 
Punkt  {p,p')  gehen,  so  muss  dieselhe  außer  {p,p')  auch  die  durch 
{p,p')  führende  Gerade  {Ap,Ä'p')  oder  die  Gerade  {Jp,J'p')  ent- 
halten. 

Legt  mau  daher  durch  eine  dieser  obenangeführten  Geraden 
(Aufgabe  54)  eine  Berührebene  an  die  eine  Kugel,  beispielsweise  an 
die  Kugel  {0,0'),  so  muss  dieselbe  nothwendig  auch  die  andere  Kugel 
{0,0')  berühren,  also  eine  der  gesuchten  Ebenen  darstellen. 

Nachdem  sowohl  durch  die  Gerade  {Ap,A'p'},  als  auch  durch 
die  Gerade  {Jp,  J'p')  zwei  gemeinschaftliche  Berflhrebenen  an  eine 
der  beiden  Kugeln  gelegt  werden  können,  so  ist  einleuchtend,  dass  es 
im  aligemeinen  vier  Ebenen  gibt,  welche  der  gestellten  Aufgabe 
Genüge  leisten. 

Auf  die  soeben  besprochene  Aufgabe  lässt  sich  auch  die 
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G4i.  Aufgabe.    Ah  einen  Eotationskegel    und   an  eine  Kugel 
gemeinseliaftliclie  Beriihrebenea  zu  legen, 
aurückführen. 

Ist  nämlich  (S,  0')  (Taf.  XVI,  Fig.  97)  der  gegebene  Eotations- 
tegel  (dessen  Basis  C  in  der  horizontalen  Projectlonsebene  liegt)  und 
(0,0')  die  gegebene  Kugel,  so  kann  man  die  gemeinschaftlichen 
Tangentialebenen  beider  auch  folgendermaßen  finden. 

Aus  früherem  wissen  wir,  dass  man  einem  Rotation skegel  nn- 
endlich  viele  Kugeln  einsehreiben  kann.  Denken  wir  uns  daher 
dem  gegebenen  Kegel  (S,  C)  eine  Kugel  eingeselirieben.  Es  genügt, 
als  Terticale  Contour  der  Kugel  einen  Kreis  a  zu  wählen,  welcher  die 
Coütourerüeugenden  des  Kegels  beröhrt.  Die  horizontale  Contour  6\ 
der  Kugel  ist  sodann  selbstverständlich  ein  Kreis  von  dem  nämlichen 
Radius,  welcher  zum  Mittelpunkte  die  Horizontal projection  S'  des 
Kegelscheitels  hat. 

Es  Ist  somit  klar,  dass  die  gestellte  Aufgabe  auf  die:  „eineEbeae 
zu  finden,  welche  durch  den  Punkt  (iS',<S'')  geht,  und  die  beiden  Kugeln 
iK,K')  und  (ff,  ö')  berührt"  zurückgeführt  ist;  denn  jede  Ebene, 
welche  durch  iS,S')  geht  und  die  Kugel  (e,o')  berührt,  muss  noth- 
wendig  auch  eine  BerühruBgsebene  des  Kegels  {S,  C)  sein. 

§.  421. 

6iJ.  Aufgabe.  An  zwei  coacentrische  Rotationskegel  sind  ge- 
meinsehafüiehe  Berührebeaen  unter  der  Voraussetzung  zu  legen,  dass 
mindestens  in  einer  Projection  die  Contourerzeugenden  der  beiden 
Rotationskegel  vorliegen. 

Sei  beispielsweise  S  (Taf.  XVI,  Fig.  99)  die  verticale  Projection 
des  den  beiden  Kegeln  gemeinscbaftlicben  Scheitels,  und  seien  beziehungs- 
weise «,,&,  und  a„öa  die  verticalen  Contouren  dieser  beiden  Kegel,  deren 
kreisförmige  Leitlinien  selbstverständlich  auch  in  Ebenen  liegen  können, 
welche  gegen  die  beiden  Projectionsebenen  geneigt  sind. 

Da  man  einem  Rotationskegel  unendlich  viele  Kugeln  einschreiben 
kann,  uud  die  verticalen  Contouren  aller  dieser  Kugeln  die  Vertical- 
contour  des  Kegels  berühren  müssen,  so  werden  zwei  ganz  beliebige 
Kreise  Ä'  und  /;,  wovon  der  erstere  die  beiden  Contourerzeugenden  a^ 
und  ö,,  der  zweite  aber  die  beiden  Contourerzeugenden  a^  und  \  be- 
rührt ,  die  Verticalcontouren  zweier  Kugeln  darstellen ,  welche  bezie- 
hungsweise dem  Kegel  {a^,})^,S)  und  dem  Kegt^l  {a^,\,  S)  einge- 
schrieben sind. 
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Die  horiBontalen  Contouren  dieser  Kugeln  sind  sodann  Kreise, 
welche  dieselben  Radien  wie  die  Kreise  K  und  k  besitzen,  deren 
Mittelpunkte  jedoeli  auf  den  horizontalen  Projeetionen  der  Kegelachsen 
liegen  werden. 

Sind  auf  diese  "Weise  die  beiden  Kugeln  {K,K\)  und  (k,k\)  be- 
stioinib,  so  genügt  es,  durch  den  gemeinschaftlichen  Kegelscheitel  S 
an  diese  beiden  Kugeln  gemeinschaftliche  Berührebenen  zu  legen  (Auf- 
gabe 64a).  Jede  dieser  Ebenen  wird  auch  den  der  einen  oder  beaie- 
hungsweiae  der  aaderen  Kugel  aus  dem  Punkte  5  umschriebeneo  Kegel 
{S,a„b^),  resp.  (S,a^,h^)  berühren,  und  mithin  eine  der  gesuchten 
Ebenen  repräsentieren. 

Da  durch  einen  Punkt  an  zwei  Kugeln,  wie  wir  vorher  fanden, 
vier  gemeinschaftliche  Berührebenen  möglich  sind,  so  entsprechen  aucii 
zwei  Rotation skege In,  die  einen  gemeinschaftliehen  Seheitel  besitzen,  im 
allgemeinen  vier  gemeinschaftliche  ßerührnugsebenen. 

Schließlich  wollen  wir  noch  einige  Aufgaben  über  gemein- 
schaftliche Berührungsebenen  zweier  Kugeln  anführen.  Ks 
wird  sieb  hierbei  leicht  zeigen  lassen,  dass  sich  die  eben  erwähnten 
Probleme  auf  bekannte  Aufgaben  reducieren;  sei  es  auf  solche,  welche 
sich  auf  die  Berührung  eines  geraden  Kreiskegels,  oder  auf  solche, 
welche  sich  auf  die  Berührung  einer  Kugel  durch  Ebenen  beziehen. 

§.  422. 

06.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Geraden  sind  an  zwei 
gegebene  Kugeln  gemeinschaftllelte  BeriilirebeneB  zn  legen. 

Da  die  Beruhrebenen  der  beiden  Kugeln  durch  den  äußeren  oder 
inneren  Ähnlichkeitspunkt  dieser  Kugeln  gehen  müssen,  so  werden  sie, 
falls  dieselben  an  einer  gegebenen  Geraden  parallel  sein  sollen,  auch 
jene  Gerade  enthalten  müssen,  welche  entweder  durch  den  äußeren 
oder  durch  den  inneren  ÄhuUchkeitspunkt  parallel  zu  der  gegebenen 
Geraden  gezogen  werden. 

Hiernach  wird  es  genügen,  durch  die  beiden  Äbnlichkeitspunkte 
Geraden  zu  führen,  welche  zu  der  gegebenen  Geraden  parallel  sind  und 
durch  jede  dieser  Geraden  an  die  eine  der  beiden  Kugeln  die  mög- 
lichen zwei  Berührebenen  zu  legen,  was  auf  die  in  Aufgabe  54)  an- 
gegebene Weise  geschehen  kann. 

Man  erhält  somit  vier  Lagen  der  gesuehteu  Ebene. 

Die  gestellte  Aufgabe  ist  demnach  nur  ein  speeieller  Fall  der 
Aufgabe  64«),  da  in  dem  vorliegenden  Falle  der  gegebene  Punkt  in 
unendlicher  Entfernung  liegt  und  folglieh  durch  die  Richtung  der 
gegebenen  Geraden  repräsentiert  ist. 
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67.  Atifyalp.  An  zwei  gegebene  Kugeln  ist  eine  gemeinsehaft- 
liclie  Beriilirebene  zu  legen,  welche  einen  bestimmten  Winkel  mit 
einer  gegebenen  Geraden  einschließt. 

Nennen  wir  die  beiden  gegebenen  Kugeln  Si  und  Sj,  ferner  0, 
und  Oj  deren  Mittelpunkte,  l  die  gegebene  Gerade  und  a  den  gege- 
benen Wiukel, 

Bestimmen  wir  Kunächst  eine  ganz  beliebige  Ebene  e,  welche  mit 
der  gegebeneu  Geraden  (  den  Winkel  «  einschließt.  Unter  all'  den 
unendlich  vielen  Ebenen,  welche  dieser  Bedingung  genügen,  wird  naati 
jene  Ebene  wählen,  welche  sich  am  einfachsten  construieren  lässt,  wo 
möglich  also  eine  projicierende  Ebene. 

Parallel  zu  dieser  Ebene  e  denken  wir  uns  an  die  eine  der 
beiden  Kugeln,  beispielsweise  an  Ä,,  eine  Berührebene  E  gelegt 
(Aufgabe  55). 

Ziehen  wir  ferner  durch  den  Mittelpunkt  0,  dieser  Kugel  eine 
Gerade  X  parallel  zur  Geraden  l,  so  wird  diese  die  gefundene  Berühr- 
ebene E  in  einem  Punkte  p  schneiden,  und  mit  derselben  ebenfalls 
den  Winkel  a  einschließen. 

Betrachten  wir  weifcers  den  Punkt  p  als  Scheitel  eines  der  Kugel 
S,  umschriebenen  Rotationskegels ,  so  werden  alle  Berührebenen  des- 
selben mit  der  Achse  pO^^X  den  Winkel  a  einschliefsen ,  weil 
eine  dieser  Berührebenen,  nämlieh  E,  mit  der  Achse  X  diesen  Winkel 
bildet. 

Legt  man  daher,  wie  in  Aufgabe  64«)  gezeigt  y/m-iis,  durch 
den  Punkt  p  die  vier  den  beiden  Kugeln  S,  und  S^  gemeinschaft- 
lichen Berührebenen,  so  wird  jede  derselben,  der  vorstehenden  Betrach- 
tuQg  gemäß,  mit  der  Geraden  k,  also  auch  mit  der  gegebenen  zu  l 
parallelen  Geraden  l  den  Winkel  einschließen  und  somit  eine  der  ge- 
suchten Berührebenen  darstellen. 

Wäre  der  Winkel  «  speciell  ein  rechter,  so  müssen  die  gesuchten 
Berührebenen  beider  Kugeln  zu  jenen  Ebenen  gehören,  welche  auf  l 
senkrecht  stehen.  In  diesem  Falle  ist  offenbar  die  Aufgabe,  weil  zu 
viele  Besfcimmungsstacke  vorhanden  sind,  unmöglich. 

§.  424. 

68.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Ebene  zu  construieren,  welche  von 
einem  gegebenen  Punkte  und  von  einer  gegebenen  Geraden  bestimmte 
Abstände  besitzt. 
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Die  gegebene  Gerade  sei  l,  0  der  gegebene  Punkt;  s,  und  e^ 
seien  die  diesbezüglichen  Entfernungen  der  zu  sucbenden  Ebene  von 
l  und  0. 

Denten  wir  uns  0  als  Mittelpunkt  einer  Kugel  mit  dem  Kadius 
£5,  so  wird  jede  Beröhrebene  dieser  Kugei  der  einen  hier  gestellten 
Bedingung  entsprechen;  sie  wird  also  von  0  den  Abstaod  e„  besitzen. 

Nehmen  wir  ferner  einen  beliebigen  Pnukt  0  der  gegebenen  Ge- 
raden l  als  Mittelpunkt  einer  zweiten  Kugel  vona  Radius  e,  an,  so  ist 
einleuchtend ,  dass  jede  Berührebene  dieser  Kugel ,  wenn  dieselbe 
nebstbei  zur  Geraden  l  parallel  geführt  wurde,  von  dieser  Geraden 
den  Abstand  s,  haben  wird. 

Vorstehende  Aufgabe  ist  somit  auf  die  „parallel  zu  einer  gege- 
benen Geraden  l  an  zwei  gegebene  Kugein  eine  gemeinschaftliche 
Berührungsebene  zu  legen",  zurückgeführt.  Dass  vier  verschiedene 
Lagen  der  gesuchten  Ebene  möglich  sind,  braucht  wohl  kaum  besonders 
bemerkt  zu  werden. 

Die  vorstehende  Aufgabe  lässt  sieb  übrigens  auch  von  einem 
anderen  Gesichtspunkte  aus  auffassen  und  lösen. 

Es  stelle  l  wieder  die  gegebene  Gerade  und  0  den  gegebeneu 
Punkt  vor,  während  e,  und  s,^  die  Abstände  der  zu  suchenden  Ebene 
von  den  beiden  erstereu  seien.  Diese  Ebene,  nennen  wir  sie  T,  wird  die 
Kugel  S,  welche  aus  0  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  b„  beschrieben 
wird ,  sowie  ferner  auch  den  Cylinder  U,  dessen  Achse  die  gegebene 
Gerade  l  ist,  und  als  senkrechten  Querschnitt  einen  Kreis  vom  Radius 
e^  hat,  berühren. 

Denken  wir  uns  nun  durch  den  Punkt  0  eine  Ebene  P  senk- 
recht auf  die  Gerade  l  geführt,  so  wird  dieselbe  auch  normal  zu  der 
Berflhvebene  T  gerichtet  sein  und  wird  mithin  den  Beröhrungsradius 
sowohl,  also  auch  den  Berührungspunlit  dieser  Ebene  mit  der  Kugel 
S  enthalten. 

Besagter  Berührungspunkt  wird  sodann  aber  auch  notbwendig 
auf  jenem  größten  Kreise  K^  der  Kugel  S  liegen  müssen,  in  welchem 
diese  von  der  Ebene  P  geschnitten  wird.  Selbstverständlich  wird 
dieser  Punkt  auch  der  Berührungspunkt  des  größten  Kreises  K^  mit 
derjenigen  Geraden  t  sein,  in  welchem  die  Diametralebene  P  die  Be- 
rührebeue  T  sehneidet. 

Ferner  wird  die  Ebene  P  den  Cylinder  ^  in  einem  Kreise  Ä'i 
vom  Radius  E,  schneiden,  welcher  gleichfalls  von  der  Scbnittgeraden  t 
der  beiden  Ebenen  T  und  P,  die  den  Cylinder  berührt,  tangiert  wird, 
oder  mit  anderen  Worten:  die  Schnittgerade  t  der  gesuchten  Ebene  T 
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mit  der  Diametraleljene  P  ist  eine  gern  einschaftli  die  Taiigente  der 
beiden  Kreise  K,  und  K^. 

Die  hiemit  in  Erinnerung  gebrachte  Eigenschaft  liefert  folgende 
Lösung  der  obgestellten  Aufgabe. 

Man  wird  durch  den  gegebenen  Punkt  0  eiae  Ebene  P  senk- 
recht auf  die  Gerade  l  legen.  Die  letztere  wird  von  der  erwähnten 
Ebene  P  in  einem  Punkte  o  geschnitten.  Zeichnet  man  in  dieser 
Ebene  zwei  Kreise  JS",  und  K^,  deren  Mittelpunkte  beziehuDgsweise  o 
und  0  und  deren  Radien  beziehungsweise  den  beiden  gegebenen  Strecken 
*,  and  £3  gleich  sind;  ^ieht  man  feruer  an  die  beiden  Kreise  K,  und 
JC^  die  vier  gemeinschaftlichen  Tangeuten  (was  einfach  vermittelst  der 
ümlegung  der  Ebene  P  geschehen  kann)  uad  legt  man  endlich  durch 
jede  dieser  Tangenten  eine  Ebene  parallel  an  der  gegebenen  Geraden  /. 
so  erhält  man  die  vier  verschiedenen  Lagen  der  gesuchten  Ebene. 

§.  425. 

6.9.  Aufgabe.  An  drei  gegebene  Kugeln  ist  eine  gemeinschaft- 
liehe  Beröhrebene  zu  legen. 

Die  Mittelpunkte  der  gegebenen  drei  Ktigeln  seien  (0,,0',): 
(0,,0-.)  und  (0^,0'^)  {Taf.  XVI,  Fig.  100).  Der  KürKe  halber 
wollen  wir  die  drei  Kugeln  selbst,  ebenfalls  mit  0,,  0„  und  0^  be- 
zeichnen. 

Wie  bereits  mehrfach  hervorgehoben,  gehen  alle  jene  Ebenen, 
welche  die  beiden  Kugeln  0,  und  0^  berühren,  durch  den  äußeren 
oder  durch  den  inneren  Ähnlichkeitspunkt  dieser  beiden  Kugeln.  Ebenso 
werden  alle  Ebenen,  welche  die  beiden  Kugeln  0,  uad  O3  berühren, 
entweder  durch  deo  einen  oder  den  anderen  Ähnlichkeifcspunkt  dieser 
beiden  Kugeln  gehen  müssen. 

Denken  wir  uns  einen  dieser  Ähnlichkeitspunkte,  allenfalls  den 
äußeren  (Ä^,A'^)  der  beiden  Kugeln  0,  und  0^  bestimmt.  Gelegentlich 
einer  früheren  Aufgabe  64«)  wurde  nachgewiesen,  dass  dessen  beide 
Projectionen  A^  und  A'^  die  Schnittpunkte  der  äußeren  gemeinschaft- 
lichen Tangenten  an  die  verticalen,  beziehuagsweise  an  die  horizon- 
talen Contouren  der  beiden  Kugeln  0,  und  0^  seien.  Bestimmen  wir 
ferner  in  gleicherweise  einen  Ähniichkeitspunkt,  beispielsweise  .wieder 
den  äußeren  (A^,  Ä\),  der  beiden  Kugeln  0,   und  0^. 

Verbinden  wir  diese  beiden  Ähnlichkeitspuukte  {A^,  A'^)  und 
(Ä^,  A'^)  durch  eine  Gerade  (s,  s')  und  legen  wir  durch  die  Gerade 
(s,  s'),  wie  in  Aufgabe  54}  gezeigt  wurde,  die  beiden  Tangentialebenen 
T,  und  T„  an  die  Kugel  0,,  so  werden  die  so  erhaltenen  Ebenen, 
weil    sie    die  Ähnüehkeitspunkte  A^   und   A^    enthalten,    nothwendig 
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auch  die  beiden  Kugeln  O5  uud  O3  berühren  müssen,  also  zwei  Lagen 
der  gesuchten  gemeinschaftlichen  Berütrebenen  aller  drei  Kugeln  dar- 
stellen. 

Berücksichtigt  mau,  dass  noch  zwei  innere  Ähnlichkeitspunkte 
(J3,  J'3)  und  (J^,  J'q)  existieren,  so  findet  man  unschwer  noch  drei 
weitere  Geraden,  welche  ihrer  Natur  nach,  mit  jener  der  Geraden  (s,  s') 
übereinstimmen.  Es  sind  dies  nämlich  die  Gerade  (s,,  s\)  als  Ver- 
hindungsgerade  von  {A^.A'^)  mit  (J„,  J\)]  die  Gerade  (s,,  s'j)  als 
Verbindungsgerade  von  {Ä^,  A'^)  und  {,/,,  ,7'a)  und  endlich  die  Gerade 
(S3,  s'j)  als  Verbindnogsgerade  von  (Jj,  J',)  und  (J^,  J'g). 

Durch  jede  dieser  Geraden  s  lassen  sich  ebenfalls  zwei  Ebenen 
legen,  welche  die  Kugel  0„  mithin  auch  die  Kugeln  0^  und  O3  be- 
rühren, und  es  gibt  daher  im  allgemeinen  acht  Lagen  der  gesuchten 
Ebene,   welche  jedoch  theilweise  oder  ganz  imaginär  werden  können. 

g.  426. 

70.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  zweier  Kugeln  zu  bestimmen. 

Der  Schnitt  zweier  Kugeln  ist,  wie  wir  bereits  wissen,  ein  Krei?, 
dessen  Ebene  auf  der  Verbindungsgeraden  der  Mittelpunkte  der  beiden 
gegebenen  Kugeln  senkrecht  steht  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der 
obgenannten  Geraden  liegt.  Es  wird  mithin  zur  Peststellung  dieses 
Kreises  die  Kenntnis  eines  seiner  Punkte  oder  die  Angabe  seines  Mittel- 
punktes vollständig  genügen. 

Setzen  wir  voraus,  es  seien  {K,  K',)  und  (^,  A',}  (Taf.  XVI. 
Fig.  101)  die  beiden  gegebenen  Kugeln  (0,  0')  und  (0,  0')  deren 
Mittelpunkte. 

Es  wird  sieh  nun  bloß  darum  handeln,  einen  Punkt,  welcher 
gleichzeitig  beiden  Kugeln,  also  auch  dem  Sehnittkreise  derselben 
angehört,  zu  finden.    Dies  kann  einfach  folgendermaßen  geschehen. 

Man  denke  sich ,  der  Einfachheit  halber,  beide  Kugeln  0  und  0 
durch  eine  und  dieselbe  zur  horizontalen  (oder  zur  verticalen)  Pro- 
jeetionsebene  parallelen  Ehene  «,  geschnitten.  Die  Schnitte  sind  dem- 
nach durch  die  zwei  Kreise  (jEj,  K\)  und  (\,  k'^  dargestellt. 

Besagte  Kreise  erseheinen  in  der  horizontalen  Projection  in  wahrer 
Größe  und  schneiden  sich  daselbst  in  zwei  Punkten  (a,  a')  und  {h,  b"). 
vrelche  den  beiden  Kugeln,  also  auch  dem  Schnittkreise  beider  an- 
gehören. Die  Ebene  dieses  Schnittkreises  ergibt  sich  sofort  als  jene 
Ebene  E^E,,,  welche  durch  einen  der  beiden  Punkte,  etwa  {a,a'), 
geht  [dieselbe  führt  selbstverständlich  auch  durch  den  zweiten  Punkt 
(b,  h')]  und  senkrecht  auf  die  Gerade  {Oo,  O'o')  gelegt  wird.  Der 
Schnitt  dieser  Ebene  E  mit  der  einen  oder  der  anderen  Kugel,  dessen 
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Projectionen  unmittelbar  durch  conjugierte  Durchmesser  (wie  iu  Auf- 
gabe 51)  bestimmt  werden  können,  repräsentiert  sodann  auch  gleich- 
zeitig den  Schnittkreis  der  beiden  Kugeln. 

§.  427. 

Oft  handelt  es  sieh  bloß  darum,  den  Mittelpunkt  des  Schnitt- 
kreises  und  dessen  Radius  in  wahrer  Größe  zu  kennen. 

Um  dieser  Forderung  zu  entspreche ii,  kann  man  einfach  folgender- 
maßen verfahren. 

Sind  (0,  0')  und  (o,  o')  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kugeln, 
(K,K\)  und  {}c,h\)  (Taf.  XVI,  Fig.  102)  deren  Coatouren ,  so  ver- 
binde man  die  beiden  Punkte  (0,  0')  und  {o,'o')  durch  eJue  Gerade 
und  drehe  diese  Gerade  (Oo,  O'o')  sammt  der  einen  Kugel  {k,k\)  um 
den  horizontalprojicierenden  Durehmesser  (0,  0')  der  anderen  Kugel 
in  eine  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Lage  OOg,  wobei  der 
aus  Of,  als  Mittelpunkt  beschriebene  mit  h  gleich  große  Kreis  /.;„  die 
vertieale  Contour  der  gedrehten  Kugel  (h,  h\)  darstellt.  Hierdurch 
erhalten  wir  vor  allem  in  Oog  die  wahre  Länge  der  Centralen 
{Oo,  O'o'). 

Die  Kur  verticalen  Projectionsebene  parallele,  durch  Oo^  gehende 
Ebene  f^  schneidet  die  Kugel  0  in  einem  Kreise,  dessen  Vertical- 
projection  mit  der  Coatour  K  zusammenfällt  und  die  gedrehte  Kugel 
k^  in  einem  Kreise,  dessen  vertieale  Projection  mit  kg  identisch  ist. 
Diese  beiden  Kreise  K  und  k^  schneiden  sieh  in  den  beiden  gegen  Oo^, 
symmetrisch  gelegenen  Punkten  «„  und  6„. 

Berücksichtigen  wir  weiters,  dass  in  dieser  gedrehten  Lage  die 
Centrale  OOg  parallel  zur  verticalen  Projectionsebene  ist,  so  muss  die 
Ebene  des  Schnittkreises  beider  Kugein,  als  senkrecht  zu  Oo,  yertical- 
projieiereud  sein ;  ihre  Verticaltrace  muss  daher  mit  der  Verbindungs- 
geraden a^hg  der  Punkte  a^  und  h„  zusammenfallen.  Diese  Gerade 
trifft  Oo„  in  einem  Punkte  m^,  welcher  offenbar  den  gedrehten  Mittel- 
punkt des  Sehnittkreises  repräsentiert  und  nach  der  Zurückführung  in 
die  ursprüngliche  Lage  in  seinen  Projectionen  durch  {m,m')  dargestellt 
erscheint. 

Dass  a„ha  den  Durchmesser,  mithin  «„»(.,,  =  \»io  den  Kadius 
des  Schnittkreises  vorstellt,  ist  au  und  für  sich  klar,  denn  dreht  man 
die  beiden  Kreise  K  und  Jcg  um  Oo^,  so  beschreiben  die  Punkte  % 
und  h„  den  Schnittkreis  der  beiden  durch  diese  Drehung  «m  Oo„  er- 
zeugten Kugeln  (K,  K\)  und  {lc,k\). 
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§.  428. 

7?.  Aufgala.  Durcli  eine  Gerade  ist  eine  Ebene  zu  führen, 
welche  eine  vorliegende  Kugel  ia  einem  Kreise  von  gegebenem 
Radius  schneidet. 

Die  vorstehende  Aufgabe  kann  auf  die  bereits  bekaunte  „durch 
eine  Gerade  Berührungsebenen  an  eine  gegebene  Kugel 
zu  legen",  zurückgeführt  werden. 

Es  wird  auf  Grund  dieser  Andeutung  genügen,  wenn  wir  mit 
Umgehung  der  graphischen  Durchführung  bloß  die  Lösung  der  Auf- 
gabe kurz  skizzieren. 

Wenn  eine  Kugel  S  durch  eine  Kbene  E  nach  einem  Kreise  K 
geschnitten  wird,  stellt  der  Fußpunkt  m  des  von  dem  Kugelmittel- 
punkt  0  auf  die  schneidende  Ebene  E  gefällten  Perpendikels  den 
Mittelpunkt  des  Schnittkreises  dar. 

Hat  demgenaäß  die  Kugel  den  Badius  ü,  der  Schnittkreis  den 
Radius  r  und  verbindet  man  einen  beliebigen  Punkt  a  des  Schnitt- 
kreises K  sowohl  mit  dem  Kugelmittelpunkte  0,  als  auch  mit  dem 
Kreismittelpunkte  m,  so  ist  das  Dreieck  Oma  bei  m  rechtwinklig. 
Die  eine  Kathete  ma  repräsentiert  den  Kreisradius  r,  die  andere 
Kathete  den  Abstand  Om  der  schneidendea  Ebene  E  vom  Kugel- 
mittelpunkte und  die  Hypotenuse  Oa  den  Kugelradius. 

Nachdem  ein  rechtwinkliges  Dreieck  stets  durch  zwei  seiner 
Seiten  bestimmt  ist,  so  folgt,  dass  alle  Ebenen,  welche  eine  gegebene 
Kugel  8  mit  dem  Mittelpunkt  0  und  dem  Radius  B.  in  Kreisen  von 
einem  gleichfalls  gegebenen  Halbmesser  r  schneiden  sollen,  von  dem 
Kugelmittelpunkte  0  einen  constanten  Abstand  d  besitzen  müssen, 
welcher  sich  als  die  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  ergibt, 
dessen  andere  Kathete  r  und  dessen  Hypotenuse  R  ist,  d.  h.  alle 
Ebenen,  welche  die  Kugel  in  Kreisen  von  gegebenem  Halbmesser 
schneiden,  berühren  eine  mit  der  gegebenen  Kugel  concentrisehe  Kugel 

vom  Radius  

d  =  yii^  —  r'. 

Legt  man  durch  die  gegebene  Gerade  an  diese  zweite  Kugel 
Berührebenen ,  so  werden  diese  der  gestellten  Aufgabe  entsprechen. 

Auf  demselben  Principe  beruht  auch  die  Lösung  der  folgenden 
Aufgaben. 

§.  429. 

72.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  ist  eine  Ebene 
zn  legen,  welche  eine  gegebene  Kugel  in  einem  Kreise  von  g 
Radius  sehneidet. 
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Ist  S  die  gegebene  Kugel,  E  die  gegebene  Ebene  und  r  der 
Eadius  des  Schnittkreises,  so  reduciert  sich  die  gestellte  Aufgabe  auf 
die  (Aufgabe  55)  „eine  Ebene  zu  eonstruieren,  welche  pa- 
rallel zur  Ebene  i.'  ist  und  eine  Kugel  s  berührt,  welche 
mit  der  gegebenen  Kugel  S  eoncentriseh  ist,  während  der 
ßadius  der  Kugel  s  durch  die  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreieckes 
dargestellt  wird,  dessen  Hypotenuse  dem  Kadius  der  gegebenen  Kugel 
und  dessen   zweite  Kathete   dem   gegebenen  Kreisradius  r  gleich  ist". 

§.  430. 

73.  Aufgabe.  Eine  Ebene  ist  zu  eonstruieren,  welche  durch  einen 
gegebenen  Punkt  p  geht  oder  zu  einer  gegebenen  Geraden  parallel 
Ist  und  zwei  gegebene  Kugeln,  deren  Radien  B^  und  üj  sind,  nach 
Kreisen  von  den  Radien  r,  und  r^  schneidet. 

Construiert  man  zwei  Kugeln,  welche  mit  den  beideo  gegebenen 
Kugeio  eoncentriseh  sind  und  deren  Radien  q,  und  p^  beziehungs- 
weise gleich  V^Ej*  —  r,'  und  X^Bs"  —  ^'a"  sind,  so  wird  die  ge- 
suchte Ebene  diese  beiden  Kugeln ,  den  vorhergehenden  Erörterungen 
gemäß,  berühren.  Hiedurch  ist  das  gestellte  Problem  auf  die  Auf- 
gabe 64«)  oder  auf  die  Aufgabe  66)  zurückgeführt. 

§.  431. 

74.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Ebene  zu  constrnieren,  welche  drei 
gegebene  Kugeln  von  den  Radien  'i?,,  B^  und  B^  nach  Kreisen 
schneidet,  die  beziehungsweise  die  Radien  r^,  r„  nnd  r^  besitzen. 

Construiert  man  drei  Kugeln,  welche  mit  den  gegebenen  drei 
Kugeln  eoncentriseh  sind  und  deren  Radien  beziehungsweise  gleich 
l/'Ei^^^r^,  l/üa"  —  r^'  und  yR^'  —  r^  sind,  so  werden  die 
gemeinschaftlichen  Berührebenen  dieser  drei  Kugeln  die  gegebenen 
Bedingungen  erfQllea. 

Durch  Variation  der  jeweilig  hinzutretenden  Bedingungen  kann 
man  selbstverständlich  auf  alle  mögiieheo  in  dieser  Richtung  bisher 
gelösten  Aufgaben  aurückkommen. 

%.  432. 

75.  Aufgabe.  Es  ist  die  Bedingung,  dass  eine  gegebene  Strecke 
mit  ihren  Endpunkten  auf  einer  gegebenen  Kugel  liege,  durch  eine 
andere,  einfachere  zu  ersetzen. 

Denken  wir  uns  eine  beliebige  Kugel  S;  der  Mittelpunkt  der- 
selben sei  ('  und  betrachten   wir  irgend  eine  Sehne  ah  dieser  Kugel. 
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Das  Dreieck  aOb  ist  ein  gleichschenkliges,  da  aO  :^hO  gleich  dem 
Radius  Jt  der  gegebenen  Kugel  ist.  Halbiert  mati  die  Sehne  «6  im 
Funkte  m,  so  ist  die  Gerade  Om  bekanntlieh  senkrecht  auf  ab.  Die 
Strecke  Om  ist  vermöge  des  rechtwinkligen  Dreieckes  Oma  gleich 
l/Oö*  —  am''    oder,    falls    wir   die   Länge  der   Sehne   ah   mit  l  be- 


zeichnen, gleich  1/  Ä" — -j. 

Diesem  Ergebnisse  entnehmen  wir  aber,  dass  die  Strecke  Om 
nnr  von  der  Größe  des  Kugelradius  B  und  von  der  Länge  l  der 
S«hne  ah,  nicht  aber  auch  von  der  Lage  der  letzteren  abhängig  ist. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass,  wenn  eine  Sehne  ah  in  der 
Kugel  S  die  Länge  l  besitzen  soll,  es  nothwendig,  aber  auch  hin- 
reichend sei,  weno  dieselbe  vom  Kugelmittelpunkte  0  die  Entfer- 
nung d  =  yJt''  —  ^  i"  besitze,  oder  mit  anderen  Worten:  Alle  Kugel- 
aehnen  von  eonstanter  Länge  sind  Tangenten  an  eine  zweite  mit 
der  gegebenen  Kugel  concentrischen  Kugel ,  deren  Eadius  p  gleich 
J/ü''  —  ^P  ist,  wenn  R  die  Länge  des  Kugelradius  und  l  jene  der 
Sehnen  ist. 

Auf  Grund  dieses  Kesnltates  lassen  sicli  verschiedene  Aufgaben 
in  höchst  einfacher  Form  lösen.  Einige  derselben  mögen  hier  Platz 
finden. 

§.  433. 

70.  Aufgabe.  Durch  einen  Punkt  soll  eine  Gerade  derart  gezogen 
werden,  dass  die  Stücke  derselben,  welche  von  zwei  gegebenen 
Kugeln  auf  derselben  abgeschnitten  werden,  bestimmte  Längen  er- 
balteü. 

Sei  p  der  gegebene  Punkt,  seien  ferner  S,  und  Sj  die  beiden 
gegebenen  Kugeln,  deren  Radien  beziehungsweise  Ii^  und  R,  sein 
mögen,   und  Z,  und  l„  die  beiden  gegebenen  Sehnenlängen. 

Construiert  man  zwei  Kugeln  S[  und  s„,  die  mit  den  Kugeln  S, 
und  jSg  concentrisch  sind  und  beziehungsweise  die  Eadien '[/^i'' — ä^,^ 
und  "Y^R^  —  -J-Ia^  besitzen,  so  wird  jede  Tangente  von  Sj,  eine 
Sehne  der  Kugel  5,  von  der  Länge  \  und  jede  Tangente  der  zweiten 
Kugel  Sg,  eine  Sehne  der  Kugel  S^  von  der  Länge  l^  darstellen. 

Sümmtlicbe  Geraden,  welche  durch  den  gegebenen  Punkt  p 
gehen  und  in  der  Kugel  5,  die  Sebneniänge  l^  besitzen,  werden  Er- 
zeugeaden jenes  geraden  Kreiskegela  sein,  welcher  aus  dem  Scheitel 
p  der  Kugel  s,  umschrieben  wird,  während  sämmtliche  Geraden,  welche 
durch  p  gehen  und  deren  innerhalb  der  Kugel  5^  liegenden  Stücke  die 
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LäDge  L  besitzen.  Erzeugenden  jenes  Kegels  sein  werden,  welcher  der 
Kugel  s,  aus  dem  Scheitel  p  umsehrieben  ist. 

Diese  eben  angeführten  Kegel  haben  im  allgemeiueu  zwei  Er- 
zeugenden gemeinschaftlich,  welche  man,  wie  bekannt,  vermittelst  einer 
Hilfskugel,  die  ihren  Scheitel  in  p  hat,  leicht  construierea  kann. 
Besagte  Geraden  werden  offenbar  die  gesuchten  durch  p  gehenden 
Geraden  darstellen. 

Liegen  die  beidea  Kugeln  S,  und  5j  concentrisch,  so  sind  es 
auch  die  Kugeln  s^  und  s^;  es  werden  daher  in  diesem  Falle  keine 
gemeinschaftlichen  Erzeagenden  der  Kegel  ip,s,),  {p,s^)  vorhanden  sein. 

§.  434. 

77.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  Geraden  ist  eine  zweite  Gerade 
ZQ  finden,  welche  in  zwei  gegebenen  Kugeln  Absohnitte  von  gege- 
benen Längen  besitzt. 

Die  beiden  gegebenen  Kugeln  seien  5,  und  S^,  deren  Radien 
beziehungsweise  It^  uud  E^ ,  ferner  seien  \  und  l^  die  gegebenen 
Strecken  und  g  die  gegebene  Gerade. 

Construieren  wir  zunächst  eine  mit  S",  conceatriscbe  Kugel  s, 
mit  dem  Radius  ]/-/i?,^  — -f^j.'^  und  weiters  eine  mit  S,^  coneentrische 
Kugel  Sg  von  dem  Radius  y  B^^  —  -j- 1^'- 

Jede  Tangente  von  s,  hat  in  der  Kugel  S,  die  Sehcealänge  l^ 
und  jede  Tangente  von  s„  in  S^  die  Sehnenlänge  l^. 

Denkt  man  sich  nun  den  beiden  Kugeln  s,  und  Sj,  parallel  zur 
gegebenen  Geraden  g,  Cyliader  umschrieben,  so  werden,  wie  von  selbst 
einleuchtend,  die  gemeinschaftliehen  Erzeagenden  dieser  Cylinder  die 
Bedingungen  der  gestellten  Aufgabe  erfüllen. 

Die  besagten  Erzeugeaden  werden  constructiv  wohl  am  einfachsten 
folgendermaßen  bestimmt.  Man  zieht  durch  die  Mittelpunkte  0,  und 
Oi  der  gegebenen  Kugeln  S,  und  S^  parallele  Geraden  g^  und  g^  ku 
der  gegebenen  Geraden  g.  Diese  Geraden  schneidet  man  durch  eine 
zu  denselben  seukreehte  Ebene  P  in  den  Punkten  ra,  und  m^. 

Zeichnet  man  in  der  eben  erwähnten  Ebene  zwei  Kreise  K^  und 
ffj,  welche  beziehungsweise  die  Mittelpunkte  m^  und  m^  und  die 
Radien  y^E,''  —  -f^i^  ^n'i  V^E^^  ~~  ^IJ  besitzen,  so  stellen  diese, 
wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  Schnitte  der  Ebene  P  mit  den 
früher  genannten  zwei  Cylindern  dar.  Zieht  man  demnach  durch  die 
Schnittpunkte  a  und  b  dieser  beiden  Kreise  K,  und  K„  die  Geraden 
öi  und  (?j  parallel  zu  der  Geraden  g,   so  werden  diese  ■ 
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scbaftlicben  Erzeugenden  beider  Cylinder,  also  die  verlangtea  Geraden 
darstellen. 

§.  435. 

78.  Aufgabe.  Auf  einer  Geraden  l  sind  drei  Punkte  a,  i  imd  c 
gegeben ;  es  ist  die  Gerade  l  in  eine  derartige  Lage  zu  bringen,  dass 
der  eine  Punkt  a  mit  einem  gegebenen  Punlite  A  zusammenfalle, 
wäiirend  die  Punkte  b  und  c  auf  zwei  gegebene  Kugeln  S,  und  Ä. 
zu  liegen  kommen. 

Denken  wir  nns  die  gegebene  Gerade  l  oder  ahc  mit  dero  Punkte 
a  naeb  A  verlegt ,  so  kann  dieselbe  offenbar  alle  Lagen  in  dem 
Strahlenbündel  um  A  herum  annehmen;  dabei  sind  aber  die  Punkte 
b  und  c  an  die  Bedingung  gebunden,  auf  den  beiden  concentrischeu 
Kugeln  2b  und  2c,  welche  mit  den  bezüglicben  Eadien  ab  und  «c 
aus  dem  Mittelpunkte  A  beschrieben  werden,  zu  verbleiben. 

Der  gestellten  Aufgabe  gemäß,  soll  aber  der  Punkt  h  auf  der 
gegebenen  Kugel  S,  und  der  Punkt;  c  auf  der  gegebeneu  Kugel  S„ 
liegen.  Man  erkennt  sofort,  dass  b  insbesondere  auf  dem  Schnittkreise 
Xi  der  Kugel  2t  mit  der  Kugel  S,,  und  c  auf  dem  Schnittkreise  Kc 
der  Kugel  2c  mit  der  Kugel  S^  liegen  müsse. 

Die  gestellte  Aufgabe  reduoiert  sieh  sonait  auf  die  „durch  den 
Punkt  A  eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  sowohl  den  Kreis  Zi,  als 
auch  den  Kreis  Kc  in  einem  Punkte  schneidet".  Besagtes  Problem 
lässt  sich  hiemit  folgendermaßen  leicht  durchführen. 

Veriängert  man  den  geraden  Kreiskegel,  welcher  durch  den  Kreis 
Et  geht  und  als  Scheitel  den  Punkt  Ä  besitzt,  so  schneidet  derselbe 
die  Kugel  2^c  in  einem  Kreise  K'^ ,  der  in  einer  zui  Ebene  des  Kreises 
Ei  parallelen  Ebene  liegt.  Dieser  Kreis  wird  den  auf  derselben  Kugel 
Hc  liegenden  Kreis  Kc  in  zwei  Punkten  c,  und  Cj  begegnen,  welch 
letztere  nur  diejenigen  sein  können,  in  welchen  die  Kugel  Uc  von  der 
Schnittgeraden  der  Ebenen  der  beiden  Kreise  E'i,  und  E^  getroffen  wird. 

Zieht  mau  durch  A  die  nach  den  Punkten  c^  und  c„  gehenden 
Geraden  g^  und  f/g,  so  sind  diese,  da  c,  und  c^  dem  Kreise  E',,  an- 
gehören. Erzeugenden  des  Kegels  {A,  Ei),  welche  somit  auch  den 
Kreis  Et  beziehungsweise   iu  den  Punkten  &,  und   K   treffen   werden. 

Wie  der  hier  eingeschlagene  AVeg  und  das  Ergebnis  zeigt,  werden 
diese  beiden  Geraden  g,  und  g^  der  gestellten  Aufgabe  genügen,  da 
dieselben,  wie  oben  verlangt  wurde,  durch  den  Punkt  A  gehen,  den 
Kreis  Kb  sowohl,  als  auch  den  Kreis  E^  treffen  und  mithin  die  ge- 
gebenen Strecken  ah  und  ac  von  A  aus  auf  den  Kugeln  S,  und  S., 


Hosted  by 


Google 


§.  456. 

7i).  Aufgabe.  Es  sind  drei  Kageln  -S, ,  5,  und  S'^,  deren  Mittel- 
punkte nieht  auf  derselben  Geraden  liegen,  sowie  eine  Gerade  g  ge- 
geben ;  man  soll  parallel  zu  diesen  Geraden  eine  Gerade  derart 
ziehen,  dass  das  Stück  i,g  derselben,  welelies  zwischen  der  ersten 
und  der  zweiten  Kugel,  sowie  jenes  %^,  welches  zwischen  der  zweiten 
und  der  dritten  Kugel  liegt,  gegebene  Längen  l^„^  und  l„.^  besitze. 

Denken  wir  uns  durch  die  sämmtücben  Punkte  der  Kugel  S^ 
parallele  Geraden  zu  g  gezogen  und  von  diesen  Punkten  auf  den  so 
geführten  Geraden  Strecken  von  der  Länge  \^  in  durchwegs  gleichem 
Sinne  aufgetragen,  so  werden  die  zweiten  Endpunkte  dieser  IStrecken 
auf  einer  zweiten  mit   der  Kugel  S^  gleich  großen   Kugel  27,  liegen. 

Das  Gesagte  wird  unmittelbar  klar,  wenn  man  sich  die  Kugel 
iS,  parallel  zur  Geraden  g  um  die  Strecke  \^  verschoben  denkt.  Selbst- 
verständlich wird  dann  jeder  Punkt  derselben  einen  zu  g  parallelen 
Weg  von  der  Länge  l^^  zurücklegeu.  Diese  aweite  Kugel  (welche 
einfach  durch  die  äquivalente  Verschiebung  des  Kugelmittelpunktes  0, 
graphisch  erhalten  wird)  sehneidet  die  Kugel  S„  in  einem  Kreise  it,,. 
Es  ist  einleuchtend,  dass  jede  durch  die  einzelaen  Punkte  des  Schnitt- 
kreises parallel  zn  g  gezogene  Gerade  zwischen  den  beiden  Kugeln  S^ 
und  Äj  die  Länge  /-jg  haben  wird. 

Die  Geraden,  welche  die  besagte  Eigenschaft  besitaen,  erfüllen 
mithin  einen  Cylinder,  welcher  den  Kreis  K^^  als  Leitcurve  besitzt 
und  dessen  Erzeugenden   zu  der  gegebenen  Geraden   g  parallel  sind. 

Unter  den  Erzeugenden  dieses  Cylinders  sind  nunmehr  jene 
zu  bestimmen,  welche  zwischen  Äj  und  S^  die  gegebene  Länge  l^^ 
besitaen. 

Dies  geschieht  folgenderinaßen.  Der  Cylinder  schneidet,  außer 
dem  Kreise  A',j,  die  Kagel  S^  (nach  Satz  448,  Band  II)  noch  in  einem 
zweiten  Kreise  C,. 

Denken  wir  uns  auf  den  Cylindererzengenden  von  den  Punkten 
des  Kreises  C^  die  Strecke  \^  aufgetragen,  so  bestimmen  die  End- 
punkte dieser  Strecken  auf  dem  Cylinder  einen  zu  C,  parallelen  Kreis  0,. 
Besagter  Kreis  C»  schneidet  die  Kugel  Sr^  in  zwei  leicht  zu  con- 
struierenden  Punkten  d,  und  d^. 

Die  durch  die  ebengeaannten  Punkte  gehenden  Cylindererzeugenden 
3,  und  g^  treffen  den  angedeuteten  Constructionen  zufolge  die  Kugel 
S^  in  zwei  Punkten  c,  und  c^,  welche  von  <?,  beziehungsweise  d^  die 
Entfernung  Lj  haben,  und  ebenso  in  zwei  weiteren  Punkten  h^  und  h^, 
die  wiederum  von  den  Schnittpunkten  a^  und  «„  der  Geraden  g^  und 
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g^  mit  der  Kugel  jS[  diö  Entfernung  ^,i  besitzen.  Die  beiden  letzt- 
erwähnten Geraden  g^  und  jr,  sind  mithin  diejenigen,  welche  der  ge- 
stellten Aufgabe  genügen. 

§.  437. 

80.  Aufgabe.  In  einer  gegebenen  Geraden  sind  Punkte  zu  be- 
stimmen, deren  Abstände  von  zwei  gegebenen  Punkten  in  einem 
gegebenen  Verhältnisse  stehen. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  untersuchen  wir  zunächst  den  geo- 
metrischen Ort  aller  Punkte  im  ßaume,  deren  Abstände  vou  zwei 
festen  Punkten  in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen. 

Seien  a  und  b  (Taf.  XVI,  Fig.  103)  die  beiden  festen  Punkte 
und  p  irgend  ein  Punkt,  der  jedoch  nicht  auf  der  Geraden   ab   liegt. 

Die  beiden  Halbiergeraden  pit,  und  pn:„  des  Winkels  apb  treffen 
die  Gerade  ab  in  zwei  Punkten  Jl^  und  jr^ ,  welche  bekanntlich  die 
Eigenschaft  besitzen,  dass 

air,  :  fere,  =  ajr„  :  b^^  ^=  ap  :  bp. 

Der  Winkel  n^p^t^  ist  ein  rechter  und  liegt  daher  in  der  Peri- 
pherie jenes  Kreises  K,  welcher  über  ;r,  Jij  als  Durchmesser  beschrie- 
ben wird. 

Es  ist  nun  leicht  zu  zeigen ,  dass  jeder  Punkt  des  Kreises  K 
von  a  und  b  Abstände  besitzt,  die  in  dem  Verhältnisse 

GWj :  &3r,  ^  an^  :  bx^ 
stehen.     Nehmen  wir  nämlich  an,  es  sei  die  Strecke  ai  ursprünglich 
gegeben  und  man  hätte  dieselbe  nach  einem  gegebenen  Verhältnisse 
-  äußerlich  und  innerlich  durch  die  Punkte  «,  und  n-,  getheilt,  d.  h. 
die  Punkte  jt,  und  jt^  so  bestimmt,  dass 

a7c^  :  dro,  ^  avt^  :  bn„  =  m  :  n. 
Über  diesen  Punkten  jr,  und  n^,  als  Endpunkt  eines  Durchmessers, 
beschreiben  wir  den  Kreis  K  und  nehmen  auf  diesem  einen  beliebigen 
Punkt  p  an.  Verbindet  man  diesen  Punkt  p  mit  a,  h,  n,  und  n^,  so 
erhält  man,  da  a,  b,  «,,  ir^  vier  harmonische  Punkte  sind,  vier  har- 
monische Strahlen.  Überdies  stehen  aber  zwei  eonjugierte  Strahlen 
jtjj)  und  3ir.Jp  auf  einander  senkrecht;  es  müssen  daher  die  beiden 
anderen  Strahlen  ap  und  bp  mit  denselben  gleiche  Winkel  ein- 
schließen, woraus  unmittelbar  hervorgeht,  dass: 

(Tjo  :  6_P  =  ([  re,  :  &3ti  ^  a-Tt^  :  bx^  =  m  :  n. 

Diesem  Ergebnisse  entnehmen  wir,  dass  in  der  Ebene  der  geo- 
metrische   Ort    aller    Punkte,    deren    Abstände    von    zwei    festen 
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Punkten  a  und  &  in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen, 
derjeniffe  Kreis  K  ist,  welcher  seinen  Mittelpunkt  auf  der  Geraden 
ah  hat  und  durch  die  beiden  Punkte  Jt,  und  «^  geht,  welche  die 
Strecke  ah  innerlich  und  äußerlieh  in  dem  gegebenen  Verhält- 
nisse theilen. 

Der  geometrische  Ort  aller  Punkte  im  Eaume,  deren 
Abstände  von  a  und  h  in  einem  constanten  Verbältnisse  stehen,  ergibt 
sieb  sodann  als  eine  Kugel,  und  zwar  als  diejenige  Kugel,  welche 
der  obhezeichnete  Kreis  bei  seiner  Umdrehung  um  ai  erKeugt. 

Dies  ergibt  den  Satz: 

384:.  „Der  geometrische  Ort  aller  Funicte,  deren  Aistätiäe  von 
gwei  festen  Punicten  in  einem  constanten  Verhältnisse  steSten,  ist  eine 
Kugel,  deren  Mittelpunkt  auf  der  Verbindtmgsgeraden  der  beiden 
Punkte  liegt,  und  durch  Jene  heiden  Punkte  geht,  welche  die  Strecke 
der  swei  Punkte  innerlich  und  äußerlich  in  dem  gegebenen  Verhält- 
nisse theHen." 

§.  438. 

Diesem  Satze  gemäß  ergibt  sich  folgende  Lösung  der  obgesteilten 
Aufgabe. 

Sind  (a,  a')  und  (b,  h')  (Taf.  XVI,  Fig.  104)  die  beiden  gege- 
benen Punkte,  ist  ferner  (l,  l')  die  gegebene  Gerade  und  ist  das 
gegebene  Verhältnis  durch  zwei  Strecken  m  und  n  repräsentiert,  so 
wird  man  zunächst  die  wahre  Größe  der  Strecke  {ah,  a'b'),  etwa  durch 
Umlegung  um  ihre  HoriKontalprojectiou  a'h'  nach  a^b^  bestimmen  und 
hierauf  diese  Strecke  äußerlich  und  innerlich  im  Verhältnisse  m  :  n 
theilen,  wobei  sich  die  Punkte  it',,  und  n'^  ergeben. 

Halbiert  man  die  Strecke  jt'o  ^*n  ''"  Punkte  o„,  so  stellt  der 
letztere  Punkt  den  umgelegten  Kugelmittelpunkt  vor,  dessen  Projee- 
tionen  sich  in  (o,  o')  ergeben;  der  ßadius  der  Kugel  K  ist  somit 
gleich  o„  n\  =  Og  n\. 

Ermittelt  man  nunmehr  die  Schnittpunkte  {Pi,p',)  und  {j)^,p'^) 
der  Kugel  (o,  o')  mit  der  Geraden  {l,  l')  (Aufgabe  52  a),  so  sind  dieses 
bereits  die  beiden  gesuchten  Punkte. 

Gelegentlich  der  vorausgeschickten,  hierher  gehörigen  Probleme 
beschränliten  wir  uns  auf  die  Beziehungen  von  Punkten,  Geraden  und 
Ebenen  mit  gegebenen  Kugeln. 

Übergehen  wir  nun  auch  auf  solche  Fälle,  in  welchen  die  Kugel 
nicht  direct  gegeben,  sondern  erst  unter  gewissen  Bedingungen  zu 
construieren  ist,  d.  h.  deren  Mittelpunkt  und  Radius  zu  bestimmen  sind. 


Hosted  by 


Google 


§.  439. 

81.  Aufgabe.  Es  ist  der  Mittelpunkt  und  der  Radius  einer 
Kugel  2U  bestimmen,  welche  dnrcli  vier  gegebene  Punkte  geht. 

Sind  a,  i,  c  und  d  die  vier  gegebenen  Punkte,  ■^o  dqu&&  der 
Mittelpualit  0  der  zu  suchenden  Kugel  eine  solche  Lage  im  Raumf 
einnehmen,  dass  dessen  Abstände  von  den  vier  Punkten  </  b,  c,  i? 
unter  einander  gleich  sind. 

Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  die  von  den  beiden  Punkten 
a  und  b  gleiche  Entfernungen  besitzen,  ist  eine  Ebene  £,,  welche 
durch  den  Halbierungspunkt  m^  von  al  geht  und  auf  der  Geraden  ab 
senkrecht  steht. 

In  gleicher  Weise  erhält  man  als  Ort  der  äquidistanten  Punkte 
von  b  und  c  eine  Ebene  E^  und  als  jenen  von  c  und  d  eine  Ebene  E^. 
Diese  drei  Ebenen  £,,  i^  und  E^  schneiden  sich  in  einem  Punkte  0, 
welcher  von  den  vier  Punkten  a,  b,  c  und  d  eine  gleiche  Entfernung 
hat  und  mitbin  den  Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel  darstellen  wird. 

Wir  wollen  die  vorliegende  Aufgabe  unter  der  Voraussetzung 
consfcruetiv  durchführen,  dass  die  Verbindungsgerade  zweier  der  gege- 
benen Punkte  zu  einer  Projectionsebene  parallel  sei ,  da  sich  unter 
dieser  Annahme  einige  bemerkenswerte  VereiLfacbungen  in  der  Con- 
struction  ergeben. 

Seien  (a,  a'} ;  (ö,  b') ;  (c,  C)  und  (d,  d')  (Taf.  XVII,  Fig.  105) 
die  vier  gegebenen  Punkte,  wobei  wir  voraussetzen,  dass  die  Verbin- 
dungsgerade (ab,  a'b')  zur   boriüontalen   Projectionsebene   parallel  sei. 

Der  geometrische  Ort  aller  jener  Punkte,  welche  von  («,  a')  und 
(b,b')  den  gleichen  Abstand  haben,  ist  die  durch  den  Mittelpunkt 
(»»,,  m',)  der  Strecke  {ab,  a'b')  gehende  und  zur  Geraden  {ab,  a'¥) 
senkrechte,  mithin  horizontalprojicierende  Ebeae  E'„E'u. 

Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  welche  von  den  Punkten 
{a,  a')  und  (c,  c")  gleiche  Abstände  haben,  ist  jene  Ebene  E^,  welche 
durch  den  Halbierungspunkt  (m,,  m'^}  der  Strecke  {ac,  ß'c')  geht  und 
auf  der  Geraden  {ac,  a'c')  senkrecht  steht.  Um  den  Schnitt  dieser 
Ebene  E^  mit  der  Ebene  E'^  E'h  zu  bestimmen,  eonstruieren  wir  im 
vorliegenden  Falle,  nicht  erst,  wie  üblich,  deren  Tracen,  sondern  ver- 
fahren auf  folgende  besondere  Weise. 

Wir  wissen  nämlich,  dass  die  Horizontaltrace  der  Ebene  E^  senk- 
recht zu  a'c'  sein  wird.  Ziehen  wir  demnach  die  Gerade  /,  durch 
m',j  senkrecht  zu    a'c',    so  kann  besagte  Gerade  als  die  Horizontal- 
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projection  einer  in  der  Ebene £3  liegenden  Geraden  betrachtet  werden; 
die  Verticalprojection  y,  derselben  ist  sodana  parallel  zur  Grundlinie 
und  geht  dureii  den  Punkt  m^.  Die  Horizoütal projection  y\  trifft 
die  Horizontal trace  E'i,  in  einem  Punkte  «',,  welcher  die  horizontale 
Projection  des  Durch stoßpuuttes  («,,«',)  der  Geraden  (j-,, /,)  mit 
der  Ebene  E't  E'h  repräsentiert. 

Weiters  ist  die  Verticaltraee  der  Ebene  E„  senkrecht  auf  der 
Verticalprojection  ac;  es  repräsentiert  daher  dio  Gerade,  deren  Ver- 
ticalprojection y^  senkrecht  zu  ac  ist  und  durch  m„  geht,  in  Zu- 
sammenhalt mit  deren  Horizontalprojection  y'^,  die  parallel  zur  Grund- 
linie durch  m'^  gezogen  wird,  eine  Gerade,  welche  in  der  Ebene  Eo 
liegt.  Der  Schnittpunkt  derselben  mit  der  Ebene  E'„  E'h  ergibt  sich 
uumittelbar  in  (a„,  a'^).  Die  Verbindungegerade  (s^,  0',)  der  beiden 
Punkte  (ßp  k'i)  und  (ßj,  a'j)  stellt  daher  den  Schnitt  der  Ebene  £'„£'4 
mit  der  Ebene  E^  dar. 

In  gleicher  Weise  wird  man  den  Schnitt  der  Ebene  E%  E'h  mit 
jener  Ebene  E._^  constriiiereo,  welche  den  geometrischen  Ort  der  von 
{h,h')  und  {d/d')  gleich  weit  entfercten  Punkte  repräsentiert,  d.  i. 
jener  Ebene,  welche  durch  den  Mittelpunkt  {m^,  m'^)  der  Strecke 
{bd,  b'd'}  auf  dieselbe  senkrecht  gelegt  wird. 

Zieht  man  durch  m'^  die  Gerade  y'.,  senkrecht  auf  b'd'  und  die 
Gerade  y^  durch  m,  parallel  zur  Grundlinie,  so  sind  {y^,  y'^)  die  Pro- 
jeetioaen  einer  in  der  Ebene  E^  liegenden  Geraden,  Diese  Gerade 
schneidet  die  Ebene  E'„E\  in  («3,  a'^).  Endlich  sind  (j-^,  r'4)  die 
Projectionen  einer  Geraden  in  der  Ebene  E^,  wenn  y^  durch  m^  senk- 
recht zu  bd  und  y\  durch  m'^  parallel  zur  Grundlinie  gezogen  wird. 
Diese  Gerade  schneidet  die  Ebene  E\E\  im  Punkte  {a^,  a\).  Ver- 
bindet man  nun  {«3,  a'3)  mit  {a^,  «'4)  durch  die  Gerade  (03,  ff'J,  so 
repräsentiert  diese  den  Schnitt  der  Ebene  E',E'h  mit  der  Ebene  E.^. 

Die  beiden  Geraden  {a^,G\)  und  («3, u'^)  schneiden  sich  nunmehr 
in  einem  Punkte  (0,  0'),  welcher  der  Schnittpunkt  der  drei  Ebenen 
£'„  E'h ,  E^  und  E^  ist ,  und  mithin  von  den  vier  Punkten  (a,  a') ; 
(b,b');  (c,c')  und  (d,d')  gleich  weit  entfernt  ist,  d.  h.  (0,  Ö')  ist  der 
Mittelpunkt  der  durch  die  vier  Punkte  (a,  a');  {b,b');  ic,c'); 
{d,d')  gehenden  Kugel. 

Der  Radius  li  dieser  Kugel  lässt  sich  in  seiner  wahren  Größe 
leicht  ermitteln,  und  zwar  kann  derselbe  dlrect  durch  die  Angabe  der 
wahren  Größe  des  Abstandes  des  Punktes  {0,0'}  von  einem  der  vier 
gegebenen  Punkte  dargestellt  werden. 
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§.  440. 

93.  Aufgabe.  Durch  drei  gegebene  Punkte  ist  eine  Engel  von 
bestimmtem  Radins  zu  legen. 

Diese  Aufgabft  kann  auf  mehrfache  Weise  gelöst  werden.  Seien 
»,  6,  c  die  drei  gegebenen  Punkte,  B  der  gegebene  Kugelradius,  und 
setzen  wir  voraus,  der  Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel  sei  0;  so  ist 
offenbar  aO='bO  =  cO  =  R;  d.  h.  der  Mittelpuokt  der  gegebenen 
Kugel  muss  gleichzeitig  auf  drei  Kugeln  liegeu,  welche  bezieiiungs- 
weise  die  Punkte  a,  b  und  c  zu  Mittelpunkten  haben,  während  jede 
derselben  die  gegebene  Strecke  B  als  Radius  besitzt.  Jeder  dieser 
beiden  Schnittpunkte  der  drei  so  erhaltenen  Kugeln  kann  sodaua  als 
Mittelpunkt  der  verlangten  Kugel  betrachtet  werdeu. 

Es  gibt  sonach  Kwei  Kugeln  von  der  gesuchten  Eigenschaft. 

§.  441. 

Zweite  Lösung.  Denken  wir  uns  durch  die  drei  Punkte  a, 
h,  c  eine  Ebene  e  gelegt,  und  in  derselben  jenen  Kreis  £■  gezeichnet, 
welcher  durch  die  drei  Punkte  «,  h,  c  geht.  Der  Mittelpunkt  dieses 
Kreises  sei  o.  Zieht  man  durch  denselben  die  Gerade  00  senkrecht 
zur  Ebene  e,  so  ist  leicht  nachzuweisen,  dass  jeder  Punkt  dieser  Ge- 
raden 0.S  von  den  drei  Punkten  a,  b,  c  gleich  weit  entfernt  ist. 

Nehmen  wir  nämlich  einen  beliebigen  Punkt  p  auf  0  ^  an  uod 
verbinden  wir  sowohl  p  als  auch  0  mit  den  drei  Punkten  a,  l  und  c, 
so  entstehen  drei  bei  0  rechtwinklige  Dreiecke  poa,  poE*  und  jioc. 
Diese  Dreiecke  haben  die  eiue  Kathete  i)o  gemeinscbaftlicb,  während 
die  drei  anderen  Katheten  oa,  oh  und  oc  als  Radien  des  Kreises  K 
einander  gleich  sind.  Besagte  Dreiecke  poa,  pob  und  poc  sind  mit- 
hin congruent;  es  müssen  daher  auch  ihre  Hypotenusen  pa,  ph  und 
pc  einander  gleich  sein.  Dasselbe  gilt  von  jedem  anderen  Punkte  p 
auf  der  Geraden  0  z. 

Hiernach  wird  es  sich  bloß  darum  handein,  auf  der  Geraden  os 
jenen  Paukt  0  zu  bestimmen,  dessen  Entfernuag  von  einem  der  drei 
Punkte  ß,  b,  e  dem  gegebenen  Kugelradius  li  gleich  ist.  Zu  diesem 
Zwecke  denkt  man  sich  durch  die  Gerade  0  z  und  durch  einen  der 
Punkte,  etwa  durch  a,  eine  Ebene  geführt  und  diese  Ebene  in  die  Pro- 
jectionsebene  umgelegt.  Der  umgelegte  Punkt  heiße  «j,  und  die  um- 
gelegte Gerade  o^v  Durchschueidefc  man  nun  mittelst  eines  Kreis- 
bogens aus  dem  Mittelpunkte  a^,  mit  dem  Radius  R  die  Gerade  öo^o 
iß  den  beiden  Punkten  0,,  und  0'^,  so  bestimmen  diese,  in  die  Pro- 
jectionen  nach  0  und  0'  zurückgeführt,  die  Mittelpunkte  der  beiden 
Kugeln,  welche  der  vorstehenden  Aufgabe  entsprecheo. 
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g.  44:?. 

83.  Aufgabe.  Durch  zwei  gegebene  Punkte  Ist  eine  Kugel  von 
gegebenem  Radios  zu  legen,  welche  nebstbei  eine  gegebene  Ebene 
berührt. 

Seien  a  iiud  b  die  beiden  gegebenen  Punkte,  li  der  gegebene 
Kugelradius  uud  e  die  gegebene  Ebene. 

Vor  aJlem  ist  klar,  dass  der  Kugelmittelpunkt  0  in  jener  Ebene 
e,  liegen  werde,  welche  durch  den  Mittelpunkt  m  der  Strecke  ah  auf 
dieselbe  senkrecht  gelegt  wird.  Weiters  ist  bekannt,  dass  das  Perpen- 
dikel vom  Kugel mittelpuükte  auf  eine  Berührebene  der  Kugel  dem 
Kugelradius  gleich  ist. 

Nachdem  aber  die  Ebene  e  eine  Berührebene  der  Kugel  sein  soll, 
so  wird  überdies  der  Mittelpunkt  0  der  Kugel  diesfalls  auch  in  einer 
der  beiden  Ebenen  e,,  und  e'^  liegen  müssen ,  welche  von  e  den  Ab- 
stand It  besitzen.  Dieser  Kugelmittelpunkt  0  wird  demnach  in  einer 
der  beiden  Geraden  g^  und  g^  liegen,  in  welchen  die  Ebene  b,  die 
Ebenen  i^  und  s'^  schneidet. 

Da  die  Kugel  den  Eadius  Ü  besitzen  soll,  so  wird  ihr  Mittel- 
punkt 0  von  einem  der  beiden  gegebenen  Punkte,  beispielsweise  von  a, 
um  die  Strecke  B  entfernt  sein.  Man  wird  hiernach  auf  dieselbe  Weise, 
wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe,  zwei  verschiedene  Lagen  des  Kngel- 
mittelpunktes  0  erhalten,  wenn  man  mit  einem  Radius  gleicht  aus  a 
die  eine  der  beiden  Geraden  g,  und  g^  durchsehneidet.  Die  zweite 
Gerade  liefert  ebenfalls  zwei  Lösungen,  so  dass  sieh  im  allgemeinen 
deren  vier  ergeben. 

§.  443. 

84.  Aufgahe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  bestimmen,  deren  Eadius 
einer  gegebenen  Strecke  gleich  kömmt,  und  welche  drei  gegebene 
Ebenen  berührt. 

Denkt  man  sich  zu  einer  der  drei  gegebenen  Ebenen  ÜJ,,  E^ 
uud  £3  eine  parallele  Ebene  e,  im  Abstände  li  gelegt,  so  wird  der 
Kugelmittelpunkt  0  in  dieser  Ebene  liegen  müssen.  Wiederholt  man 
die  gleiche  Operation  mit  den  beiden  noch  übrigen  Ebenen  E^  und  E^, 
so  erhält  man  in  gleicherweise  die  Ebenen  Cj  und  e^.  Die  drei  Ebenen 
e,,  Cj  und  e^  sehneiden  sich  in  einem  Punkte  0,  welcher  von  den  drei 
gegebenen  Ebenen  den  Abstand  jR  bat,  und  somit  den  Mittelpunkt  der 

iten  Kugel  darstellt. 

Berücksichtigt  man  weiters,  dass  zu  jeder  Ebene  E  zwei  Parallel- 
en e  und  e'  in  einem  beliebig  gegebenen  Abstände  gelegt  werden 
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können,  so  erhellt,  dass  man  sechs  Ebenen  und  hiemifc  acht  Kugel- 
lüittelpunkte  finde ,  welche  der  gestellten  Aufgabe  Genüge  leisten 
werden. 

§.444. 

85.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren ,  welche  einen 
gegebenen  Eadius  besitzt  und  drei  gegebene  Kugeln  berührt. 

Seien  S,,  S^  und  S^  die  drei  gegebenen  Kugeln;  0,,  0^  und  0^ 
die  Mittelpunkte  und  B^,  M^  und  R^  die  Radien  derselben. 

Setzen  wir  voraus,  die  gesuchte  Kugel  £  hätte  den  Mittelpunkt  M 
und  den  (gegebenen)  Eadius  B.    Da  diese  Kugel  £,  die  Kugel  S,  in 
einem  Punkte   a, ,    der   bekanntlich   auf  der  Verbindungsgeraden   der 
Kugelmitteip unkte  M  und  0,  liegen  muss,  berühren  soll,  so  isti 
JTIO,  =  Ma^  +  a,  0,  =  H -\-  E,. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Bedingung:  „eine  Kugelt;  vom  Radius  Jf 
solle  eine  Kugel  S,  vona  Eadius  Ii^  berühren" ,  gleichwertig  ist  mit 
der  Bedingung,  dass  der  Mittelpunkt  M  der  Kugel  2;  auf  einer  mit 
der  gegebenen  Kugel  jS,  eoncentrischen  Kugel  s,  vom  Radius  9  =  i?i  +  -K 
liegen  müsse. 

Sollte  die  Berühruag  eine  „innere"  sein,  so  findet  man  auf 
dieselbe  Weise,  dass  der  Radius  r  der  eoncentrischen  Kugel  s\  gleich 
Bf  —  M  sein  müsse. 

Die  gleichlautende  Bedingung  erhält  man  bezüglich  der  beiden 
anderen  gegebenea  Kugeln  S^  und  S^. 

Der  Mittelpunkt  M  der  gesuchten  Kugel  wird  auf  einer  mit  *S„ 
eoncentrischen  Kugel  s,,  von  dem  Eadius  flj  +  B,  oder  auf  einer 
mit  S^  eoncentrischen  Kugel  s'j  vom  Radius  It^  —  R  liegen,  und  sich 
endlich  auch  auf  einer  der  beiden  Kugeln  Sj  oder  s'^  vorfinden,  welche 
mit  Äg  concentrisch  sind,  und  beziehungsweise  die  Radien  B^  +  R 
oder  Bj  —  B  besitzen. 

Die  eben  angeführten  drei  Paare  von  Kugeln  s  ergeben  im  ganzen 
sechszehn  Schnittpunkte,  welche  (im  allgemeinen  theilweise  imaginär) 
die  sechszehn  verschiedenen  Lagen  des  Mittelpunktes  der  gesuchten 
Kugel  darstellen. 

§.  445. 

Die  Bedingungen,  dass  eine  Kugel  von  gegebenem  Radius  a)  durch 
einen  gegebenen  Punkt  gehe,  b)  eine  gegebene  Ebene  berühre,  und 
c)  eine  gegebene  Kugel  berühre,  können  selbstverständlich  in  verschie- 
dener Weise  combiniert  werden,  wodurch  beispielsweise  folgende  Auf- 
gaben entstehen,  mit  deren  bloßer  Anführung  wir  uns  Jedoch  zufrie- 
denstellen wollen,    da  sich  alle  auf  analoge  Weise  als  bloße  Schnitt- 
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aufgaben  von  Kugeln  mit  Ebenen  und  untereinander  darstellen.  Bei 
jeder  dieser  Aufgaben  werden  wir  gleichzeitig  die  Zahl  der  im  all- 
gemeinen mögiiehen  (reellen  und  imaginären)  Kugeln  anfügen. 

86.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  von  gegebeEein  Radius  zu  be- 
stimmen, welche  durch  zwei  Punkte  geht  und  eine  Ebene  berührt. 
(Vier  Lösungen.) 

87.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  von  gegebenem  Radius  zu  con- 
struieren,  welche  durch  einen  Punkt  geht,  und  zwei  gegebene  Ebenen 
berührt.    (Acht  Lösungen.) 

88.  Aufi/abe.  Es  ist  eine  Kugelj  von  gegebenem  Radius  zu 
bestimmen,  welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  geht  und  eine 
gegebene  Kugel  berührt,    (Vier  Lösungen.) 

89.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  von  gegebenem  Radius  za 
construieren ,  welche  durch  einen  bestimmten  Punkt  geht,  eine  ge- 
gebene Ebene  und  eine  gegebene  Kugel  berührt.   (Acht  Lösungen.) 

90.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  von  gegebenem  Radius  zu  con- 
struieren, welche  durch  einen  bestimmten  Punkt  geht,  und  zwei 
gegebene  Kugeln  berührt.   (Acht  Lösungen.) 

91.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  von  bestimmtem  Radius  zu  con- 
struieren, welche  zw8i  gegebene  Ebenen  und  eine  gegebene  Kugel 
berührt.  (Sechzehn  Lösungen.) 

92.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  von  bestimmtem  Radius  zu  con- 
struieren, welche  eine  gegebene  Ebene  und  zwei  gegebene  Kugeln  be- 
rührt. (Sechzehn  Lösungen.) 

§.  446. 

Da  es  bei  jeder  dieser  angeführten  Aufgaben,  welche  die  Con- 
struotioB  einer  Kugel  verlangt,  vor  allem  darauf  ankommt,  die  Lage 
des  Mittelpunktes  derselben  zu  finden,  so  ist  einleuchtend,  dass  man 
immer  trachten  wird,  eine  gegebene  Bedingung  auf  eine  solche  zurück- 
zuführen, welche  die  Lage  des  Mittelpunktes  betrifft. 

Eine  der  wichtigsten  und  häufigsten  Bedingungen  besteht  darin, 
dass  die  zu  construieren  de  Kuge!  awei  gegebene  Ebenen  gleiciizeitig 
berühre,  d.  h.  dass  ihr  Mittelpunkt  von  den  beiden  Ebenen  einen 
gleichen  Abstand  besitze. 

Es  bedarf  wolil  keines  besonderen  Beweises,  dass  in  diesem  Falle 
der  Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel  in  einer  von  denjenigen  beiden 
Ebenen  liegen  müsse,  welche  die  Winkel,  die  von  den  gegebenen  Ebenen 
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gebildet  werdea,  halLiiereii;  denn  diese  Winkelhalbierenden  Ebenen  sind 
bekanntlich  die  beiden  geometrischen  Orte  aller  jener  Punkte,  welchen 
von  den  gegebenen  zwei  Ebenen  gleiche  Abstände  entsprechen. 

Das  eben  Angedeutete  im  Äuge  behaltend,  sind  wir  ohiieweiters 
in  den  Stand  gesetat,  eine  beträehtüehe  Anzahl  von  Berührungsanf- 
gaben  zu  lösen.  In  den  meisten  Fällen  wird  es  jedoch  anch  hier  ge- 
nügen, die  Änflösung  dem  Principe  nach  festzustellen,  da  sich  die 
graphische  Durehführnng  auf  bereits  vorausgeschickte  und  daher  be- 
kannte Fundamenlal-Constructionen  reduciert. 

§■  447. 

93.  Aufguhe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  coastruierea,  welche  zwei 
gegebeae  Ebenea  berührt,  die  Berühruag  mit  der  einen  jedoch  in 
einem  testimmten  Punkte  erfolgt. 

Seien  E^  und  E^  die  beiden  gegebenen  Ebenen,  und  «,  der  in  E^ 
gegebene  Berührungspunkt. 

Auf  Grund  vorhergegangener  Erörterungen  muss  der  Mittelpunkt 
der  zu  suchenden  Kugel  in  einer  der  beiden  Ebenea  H^  und  Ä,  liegen, 
welche  die  von  £,   und  E„  gebildeten  Supplementwinkel  halbieren. 

Berücksichtigt  man  jedoch,  dass  die  Verbiuduugsgerade  des  Kugel- 
mittelpuaktes  mit  dem  Berührungspunkte  einer  Ebene  auf  der  letzteren 
senkrecht  stehen  müsse,  so  folgt  unmittelbar,  dass  der  gesuchte  Mittel- 
punkt gleichzeitig  auf  jener  Geraden  liege,  welche  duicL  den  gegebenen 
Berührungspunkt  a^  normal  zur  Berührebene  E^  gezogen  wird.  Diese 
Gerade  schneidet  die  beiden  Winkeihalbierebenen  Jf,  und  Zfg  in  zwei 
Punkten,  deren  jeder  als  Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel  betrachtet 
werden  kann.  Der  Hadius  dieser  Kugel  ist  dem  AbStande  des  betreffenden 
Mittelpunktes  von  dem  Berührungspunkte  a,  gleich. 

§.  448, 

'J4.  Aufyalu.  Es  ist  eine  Kugel  zu  bestinimea,  welche  eine 
gegebene  Kugel  and  eine  gegebene  Ebene  berührt,  mit  der  ersteren 
aber  die  Berührung  in  einem  gegebenen  Punkte  eingeht. 

Die  gegebene  Kugel  sei  S,  der  auf  ihr  gegebene  Berührungs- 
punkt sei  «,,  während  E  die  gegebene  Ebene  darstelle. 

Berücksichtigt  man,  dass  die  gesuchte  Kugel,  wenn  sie  die 
Kugel  S  im  Punkte  «,  berühren  soll,  auch  die  Tangentialebene  _E, 
derselben  in  dem  nämlichen  Punkte  a^  berühren  muss,  so  erhellt, 
dass  die  gestellte  Aufgabe  im  Vergleiche  mit  der  vorhergebenden  keine 
Verschiedenheit  darbiete.    Auch  diesfalls  sind  zwei  Lösungen  möglich. 


Hosted  by 


Google 


g.  449. 

95.  Aufgabe.  Es  ist  eiae  Kugel  zu  bestimmen,  welche  durch 
einen  gegebenen  Punkt  a  geht,  und  eine  Ebene  e  in  einem  gegebenen 
Punkte  a  berührt. 

Der  Mittelpunkt  der  zu  bestimmenden  Kugel  muss  einerseits  in 
der  Geraden  liefen,  welche  durch  den  Berührungspunkt  «  senkrecht 
Zur  Berührebene  e  ^eaogen  wird,  andererseits  aber,  da  die  Kugel  durch 
die  beiden  Punkte  «  und  a  gehea  soll,  in  derjenigen  Ebene  sieh  vor- 
finden, welche  den  geometrischen  Ort  der  .¥on  a  und  a  äquidistanten 
Punkte  darstellt,  d.  i.  in  der  Ebene  liegen,  welche  im  Mittelpunkt  der 
Strecke  aa  auf  dieselbe  senkrecht  geführt  wird. 

Der  Schnittpunkt  dieser  Ebene  mit  der  vorgenannten  Geraden 
ist  der  Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel.  Gleichzeitig  ist  zu  ersehen, 
dass  der  vorliegenden  Aufgabe  nur  eine  einzige  Kugel  entspricht. 

Auf  die  vorstehende  Aufgabe  gestützt,  lässt  sich  auch  die  folgende 
ohne  Schwierigkeit  lösen,    beziehungsweise    auf  dieselbe  zurückführen. 

§.  450. 

Od.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  eonstruieren,  welche  eine 
gegebene  Kugel  und  eine  gegebene  Ebene,  die  letztere  aber  in  einem 
bestimmten  Punkte  berührt. 

Ist  S  (Taf.  XVII,  Fig.  106)  die  gegebene  Kugel,  E  die  gegebene 
Ebene  und  a  der  Berühruagspunkt  in  derselben,  so  ist  vor  allem  ein- 
leuchtend, dass  der  Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel  wieder  in  der 
Geraden  liegen  wird,  welche  in  dem  Punkte  a  senkrecht  auf  die  Ebene  E 
gezogen  werden  kann. 

Der  Berührungspunkt  der  gesuchten  Kugel  27  mit  der  gegebenen 
Kugel  S  muss  nothwendig  auf  jenem  größten  Kreise  der  gegebenen 
Kugel  S  liegen,  in  welchem  die  letztere  von  der  durch  die  vorgenannte 
Senkrechte  geführten  Diametralebene  geschnitten  wird,  da  die  Ver- 
bindungsgerade der  beiden  Mittelpunkte,  folglich  auch  der  Berührungs- 
punkt, in  dieser  Ebene  liegen  muss. 

Stellen  wir  uns  nun  vor,  es  sei  S  die  gesuchte  Kugel,  M  ihr 
Mittelpunkt  und  p  deren  Berührungspunkt  mit  der  Kugel  S,  so  werden 
selbstverständlich  die  drei  Punkte  M,  p  und  0  in  einer  und  derselben 
Geraden  liegen  müssen. 

Lenken  wir  uns  aus  dem  Mittelpunkte  M  der  zu  bestimmenden 
Kugel  Z  eine  zweite  Kugel  -£*  besehrieben,  welche  gleichzeitig  durch 
den  Mittelpunkt  0  der  gegebenen  Kugel  8  geht.  Der  Radius  dieser 
letztgenannten  Kugel  2:'  ist  sodann  offenbar  um  den  Eadius  Op  der 
gegebenen   Kugel   größer,    als    der   ßadius    der  verlangten  Kugel  2. 
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1  wir  daher  die  Gerade  Ma,  bis  sie  die  Kugel  2'  in  einem 
Punkt  a  trifft,  so  wird  die  Berührebene  e  der  Kugel  ^',  ia  diesem 
Punkte  K  aur  Ebene  E  parallel  sein  uad  von  derselben  eiiieu  Abstand 
aa  besitzen,  welcher  dem  Badius  der  gegebenen  Kugel  S  gleich  ist. 

Ist  man  demnach  in  der  Lage  die  Kugel  £'  construiereu  zu  können,  so 
ist  offenbar  aucb  die  Aufgabe  selbst  schon  gelöst,  da  sie  den  nämlichen 
Mittelpunkt  M,  wie  die  gesuchte  Kugel  besitzt.  Letzteres  ist  aber  in 
der  That  möglich. 

Es  genügt  diesbezüglich  auf  der  Geraden  aM,  welche  senkrecht 
zu  der  gegebenen  Ebene  E  gezogen  wurde,  von  dem  Punkte  a  aus 
nach  der  einen  oder  nach  der  anderen  Seite  hin  eine  dem  Radius  der 
gegebenen  Kugel  8  gleiche  Strecke  aa  aufzutrageu. 

Construtert  man  nun  auf  »  «  den  Mittelpunkt  M  einer  Kugel  2', 
welche  durch  die  beiden  Punkte  a  und  0  geht,  d.  h.  bestimmen  wir 
den  Schnittpunkt  der  Geraden  au  mit  jener  Ebene,  welche  durch  den 
Mittelpunkt  der  Strecke  a  0  geht  und  zu  derselben  normal  steht,  so 
repräsentiert  dieser  Punkt  M,  der  vorher  angestellten  Betrachtung 
gemäß,  auch  den  Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel. 

Je  nachdem  mau  die  Strecke  aa  nach  der  einen  oder  der  ani^eren 
Seite  von  »Jf  aufträgt,  erhält  man  heaiehungsweise  einen  Punkt  M 
oder  einen  Punkt  M';  die  Bedingungen  der  Aufgabe  werden  somit 
durch  zwei  verschiedene  Kugeln  erfüllt. 

§.  451. 
Zweite  Auflösung,  Diese  Lösung  beruht  auf  der  Eigenschaft, 
dass  der  Berührungspunkt  zweier  Kugein  gleichzeitig  ein  Ähnlich- 
keitspunkt derselben  sei,  und  dass  die  Endpunkte  paralleler  Radien 
stets  auf  einer  durch  einen  Ähnlichkeitspuukt  gehenden  Geraden  liegen 


Sei  wieder  S  (Taf.  XVH,  Fig.  106)  die  gegebene  Kugel  und  0  deren 
Mittelpunkt ;  ferner  sei  E  die  gegebene  Ebene  uad  a  der  Berührungs- 
punkt der  zu  suchenden  Kugel  Z  mit  derselben. 

Beachten  wir  also,  dass  der  Berührungspunkt  p  der  gegebenen 
Kugel  S  mit  der  zu  bestimmenden  Kugel  Z  ein  Ähnlichkeitspuukt 
beider  sei,    so  ergibt   sich  für  p  nachstehende   einfache  Construcfcion. 

Die  Senkrechte  auf  die  Berührebene  E  im  Punkte  a  stellt  einen 
Kadius  der  verlangten  Kugel  .^  dar,  dessen  Endpunkt  a  selbst  ist. 
Ziehen  wir  durch  den  Mittelpunkt  0  der  gegebenen  Kugel  S  eine 
Senkrechte  «,  a\  auf  die  Ebene  E,  d.  i.  den  zu  M  a  parallelen  Durch- 
messer, dessen  Endpunkte  re,  und  a\  sind,  so  kann  man  a  und  «,  als 
zwei  ähnlich  gelegene  Punkte  der  beiden  Kugeln  S  und  2^  betrachten. 
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Die  Verbindungagerade  «  a^  muss  den  Ähnlichkeitspmibfc  dieser  Kugeln 
enthalten  und  da  dieser  als  Berührungspunkt  beider  Kugela  S  uad  2! 
gleichzeitig  der  Kugel  S  angehören  muss,  so  kann  es  offenbar  nur  der 
Schnittpunkt  p  der  Kugel  S  mit  dem  Ähnlichkeitsstrahle  a  a^  sein. 
Der  Mittelpunkt  M  der  gesuchten  Kugel  27  ergibt  sieh  sodann  unmittel- 
bar als  Schnittpunkt  der  Geraden  Ma  mit  der  Geraden  Op. 

Mit  derselben  Berechtigung  kann  man  aber  auch  die  Punkte 
a  und  a\  als  ähnlieli  liegende  Punkte  beider_  Kugeln  betrachten.  Es 
ergibt  sich  sodann  der  Ähnlichkeitspunkt  p'  als  Schnittpunkt  der 
Kugel  iS  mit  dem  Ähnlichkeitsstrahle  aa\.  Bezeichneter  Punkt  ist 
gleichzeitig  der  Berührungspunkt  einer  zweiten  Kugel  2'',  deren 
Mittelpunkt  M'  sich  im  Schnitte  der  beiden  Geraden  M'  a  und  p'O 
ergibt. 

§.  452. 

97,  Atifgahe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  constrnieren,  weleLe  durch 
zwei  gegebene  Punkte  geht,  und  zwei  gegebene  Ebenen  berührt. 

Wählen  wir  die  eine  der  beiden  gegebenen  Ebenen,  beziehungs- 
weise i",  ais  die  horizontale  Projectionsebene,  und  nelimen  wir  als  die 
verticale  Projectionsebene  diejenige  an,  welche  zu  der  zweiten  gegebenen 
Ebene  E^  senkrecht  stellt.  Dies  yorausgesetzt  stellt  sieh  die  Ebene  Ej 
als  eine  verticalprojicierende  Ebene  E\  E\  (Taf.  XVII,  Fig.  107)  dar. 
Die  Projectionen  der  beiden  gegebenen  Punkte  seien  (a,  a')  imd  (&,6'). 

Soll  die  zu  bestimmende  Kugel  die  beiden  Ebenen  .E,  und  E„. 
d.  h.  die  horizontale  Projectionsebene  und  die  Ebene  E%  E\  berühren; 
so  muss  ihr  Mittelpunkt  in  einer  der  Winkelhalbierebenen  II  dieser 
beiden  Ebenen,  u.  zw.  in  derjenigen  liegen,  welche  in  demselben 
Winkelraume  von  E^  und  E^  fällt,  in  welchem  sich  die  Punkte  a  und 
b  vorfinden. 

Befinden  sich  die  Punkte  a  nnd  b  in  Terschiedenen  Winkel- 
räumen, so  ist.  wie  unschwer  einzusehen,  die  Aufgabe  absolut  unmöglich, 
da  eine  jede,  wie  immer  durch  a  und  6  gelegte  Kugel  die  beiden 
Ebenen  E^  und  E^  stets  schneiden  muss. 

Obbezeichnete  Ebene  H  stellt  sich  diesfalls  selbstverständlich 
auch  als  eine  verticalprojicierende  Ebene  iZi  Hh  dar.  Ferner  muss  der 
Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel  gleichzeitig  in  jener  Ebene  e  liegen, 
welche  durch  den  Mittelpunkt  (m,  m')  der  Strecke  (a  b,  u'  b')  auf 
diese  selbst  senkrecht  errichtet  wird ,  mithin  im  Schnitte  der  beiden 
Ebenen  e  und  //.  Dieser  Schnitt  kann,  ohne  erst  die  Tracen  der  Ebene  e 
zu  bestimmen,  leicht  folgendermaßen  ermittelt  werden. 

Da  die  Horizontaltrace  der  Ebene  e  senkrecht  zu  der  Horizontal- 
projection  o'  b'  steht,   ist  die   Gerade  y\  welche    durch  m'  senkrecht 


Hosted  by 


Google 


419 

auf  a'  h'  gezogen  wird,  die  Horizontalprojection  einer  in  der  Ebene  e 
liegenden  Geraden,  deren  Verticalprojection  /,  durch  m  parallel  zur 
Grundlinie  läuft.  Besagte  Gerade  0',,  y,")  trifft  die  Ebene  H,.  Hh  in 
einem  Punkte  («,,  a',}  des  gesuchten  Schnittes. 

Zieiien  wir  ferner  die  Gerade  y^  durch  m  senkrecht  zu  ah  und  y'j 
durch  m'  parallel  zur  Grundlinie,  so  repräsentieren,  aus  analogen 
Gründen,  auch  y^  und  )'\  die  Projectionen  einer  in  der  Ebene  e  liegenden 
Geraden.  Der  Punkt  («5,  a'j),  in  welchem  diese  Gerade  (y^,  y'^)  die 
Ebene  /y„  Hj,  trifft,  ist  ein  zweiter  Punkt  des  verlangten  Schnittes. 
Mithin  erhalten  wir  in  der  Verbindungsgeraden  der  beiden  Punkte 
(«,,  ß'i)  und  («j,  a\)  die  Schnittgerade  (e,  ff')  der  beiden  Ebenen 
H^  Hl,  und  e  dargestellt.  In  dieser  Geraden  muss  der  Mittelpunkt  der 
gesuchten  Kugel  liegen. 

Berücli sichtigt  man  ferner,  dass  der  Berührungspunkt  einer 
Ebene  mit  einer  Kugel  der  Fußpunkt  der  von  dem  Kugelmitteipunkte 
auf  die  BerQhrebene  gefällten  Senkrechten  ist,  so  ergibt  sich  sofort, 
dass  im  vorliegenden  Falle,  weil  dev  Mittelpunkt  der  Kugel  auf  der 
Geraden  (0, 0')  liegen  muss,  der  Berührungspunkt  (p.p')  der  Kngel 
mit  der  Ebeue  E,  ä.  i.  mit  der  horizontalen  Projeotionsehene ,  noth- 
wendig   in  der  Horizontal projection  0'    der  genannten  Geraden  liegen 


men  wir  den  horizontalen  Durchstof;punkt(/i,7;')  der  Geraden 
(ab,a'b'),  so  ist  die  Potenz  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  die  zu 
suchende  Kugel  vermöge  des  Punktepaares  (a, «')  und  {h,l>')  voll- 
kommen bestimmt.  Wir  können  dieselbe  leicht  feststellen,  wenn  wir 
die  wahre  Größe  der  Strecken  (ah,a'h')  und  {bh,b'Ji'}  ermitteln,  — 
Letzteres  kann  einfach  durch  tJmlegung  der  Geraden  (ab,  a'b')  um 
ihre  Horiaontalprojeetion  nach  1i' a^b^  bewirkt  werden. 

Die  Potena  stellt  sich  sodann  als  das  Product  %li'.b„h'  dar. 
Legt  man  nun  durch  die  beiden  Punkte  a„  und  b„  einen  beliebigen 
Kreis  a'b,  und  zieht  an  denselben  von/*'  aus  die  Tangente  7t' r,  so  ist 
bekanntlich 

h'  a„  .  h'b^  =  h'r''. 

Die  Strecke  h'r  repräsentiert  die  Quadratwurzel  aus  der  Potenz 
des  Punktes  h'  in  Beaug  auf  die  gesuchte  Kugel,  und  als  solche 
bekanntlich  (Satz  149)  auch  die  Länge  aller  von  /('  aus  an  diese  Kugel 
gezogenen  Tangenten, 

Nun  liegt  aber  /('  in  der  horizontalen  Projeetionsebeue ,  welche 
diesfalls  Yon  der  Kugel  in  einem  erst  zu  bestimmenden  Punkte  (p,2}') 
berührt  werden  seil  5  es  wird  daher  die  Gerade  h'p'  eine  Taugente  der 
Kugel  sein.    Hieraus  folgt  aber,    dass  dieser  Berührungspunkt  p'  auf 


Hosted  by 


Google 


jenem  Kreise  K'  liegen  muss,  welcher  aus  dem  Mittelpunkte  /*'  mit 
dem  Radius  li'r  beschrieben  wird.  Nachdem  weiters  der  Berührungs- 
punkt p'  auch  in  der  Geraden  u'  liegen  muss,  so  ergibt  sieh  derselbe 
als  Schnittpunkt  der  Geraden  ff'  mit  dem  Ereise  K'.  Die  Senkrechte 
ansiJ'  auf  die  Horiaoutalebene  trifft  die  Gerade  (ff,e')  indemMittel- 
punkte  {0,0')  der  verlangten  Kugel. 

Da  sieh  überdies  K'  und  a'  in  zwei  Punkten  p'  und  j>',  treffen, 
so  lässt  die  gestellte  Aufgabe  zwei  Lösungen  zu. 

§.  453. 

98.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construierea,  welche  vier 
gegebene  Ebenen  berührt,  oder  mit  anderen  Worten:  einem  gegebenen 
Tetraeder  ist  eine  Kngel  einzuschreiben. 

Seien  e,,  e^,  e^  und  e^  die  vier  Seitenebenen  des  Tetraeders. 

Der  Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel  ist  jener  Punkt,  der  von 
diesen  vier  Ebenen  einen  gleichen  Abstand  besitzt.  Als  solcher  muss 
der  besagte  Punkt  in  jenen  Ebenen  liegen,  welche  die  Winkel  der  vier 
gegebenen  Ebenen  paarweise  halbieren. 

Denken  wir  uns  einen  der  beiden  Winkel,  welchen  die  Ebenen 
e,  und  ßj  einschließen,  durch  eine  Ebene  Ä^  halbiert,  so  stellt  diese 
den  geometrischen  Ort  aller  Punkte  vor,  die  von  dea  beiden  Ebenen 
e,   und  e^  den  gleichen  Abstand  besitaeö. 

Halbieren  wir  ferner  einen  der  Winkel,  welchen  die  Ebenen  e^ 
und  e^  einschließen,  durch  eine  Ebene  h^^,  und  weiters  den  Winkel, 
welchen  die  Ebenen  %  und  e^  bilden,  durch  eine  Ebene  A3,,  so  sind 
Äj3  und  h^^  geometrische  Orte  für  jene  Punkte,  welche  von  dea 
Ebenen  e^  und  e^ ,  resp.  von  den  Ebenen  e^  und  e,  gleiche  Abstände 
besitzen.  Diese  drei  Ebenen  h,^;  \^,  h^^  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  0. 

Seien  Oa,,  0«j,  Oa^  und  Oa^  die  betreffenden  Abstände  dieses 
Punktes  von  den  Ebenen  e,,  e^,  e^  und  e,,  so  folgt  aus  dem  Umstände, 
dass  0  in  der  Ebene  Ä, ,  Jiegt,  Oa,  ^Oa^;  da  0  in  der  Ebene  Ä33 
liegt,  wird  Oa^  =  Oa^,  und  da  0  auch  in  der  Ebene  \^  liegt,  muss 
Odj  —  Oa^,  also  überhaupt  O«,  =:  0%  =  Oa^  =  Oa^  sein. 

Hieraus  ergibt  sich  aber  sofort,  dass  der  Punkt  0  auch  noch  in 
anderweitigen  Halbierebenen  liegen  werde.  Da  nämlich  Oa^  =  Oa^ 
ist,  so  liegt  0  auch  in  einer  der  beiden  Halbierebenen  Il^^  des  von 
den  Ebenen  e,  und  e,  gebildetea  Winkels.  Ebenso  findet  man,  dass  0 
infolge  der  Gleichheit  von  Oa,  =  Oa^  und  Oa^=:  Oa^  in  den  Ebenen 
Ä,3,  \n  liege,  welche  die  Winkel  der  Ebenenpaare  e,  und  Cg,  bezie- 
hungsweise e^  und  e^    halbieren.     Hiernach   erhellt,    dass   durcli   den 
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Punkt  0  sechs  verscMedene  WinkelhalbierelieDeii  'h.^^,  ?(,3,  'h,^^,  h^^, 
Aj,  und  7*3^  fübren. 

Es  existieren  aber  noch  sechs  weitere  Halbierebenen,  }i\^,  h',^, 
^'i4'  ^*'na'  ^'34  ^^^  ^'34»  ^•^-  J^"^!  welche  die  Supplementwinkel  der 
froheren  Winkel  halbieren.  Diese  zwölf  Ebenen  schneiden  sich  in  einer 
Zahl  von  Punkten,  welche  durehgehends  dieselbe  Natur  wie  der  Punkt 
0  haben.  Es  wird  sieh  nun  zunächst  darum  handeln,  die  Zahl  dieser 
Schnittpunkte  zu  ermitteln. 

Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  den  vier  Ebenen  alle  mög- 
lichen Kugeln  S„  /Sg,  Sj. , .  eingeschrieben;  die  Mittelpunkte  derselben 
seien  beziehungsweise  0,,  Oj,   O,.,.. 

Vor  allem  ist  einleuchtend,  dass  in  dem  Räume  der  vier  Ebenen 
e^,  65,  €3  und  ^4,  in  weichem  die  Kugel  S,  liegt,  auch  nur  diese  Kugel 
allein  und  nicht  zugleich  eine  zweite  Kugel  liegen  könne. 

Combinieren  wir  die  sämmtliehen  vier  Ebenen  auf  alle  mög- 
lichen Weisen  zu  Räumen,  so  wird  die  Zahl  dieser  Räume  jenen  der 
eingeschriebenen  Kugeln  gleich  sein. 

Denken  wir  un--  weiters  die  vier  Ebenen  sammt  den  x  Kugela 
80  transformiert,  dass  die  eme  p^  dieser  Ebenen  m's  Unendliche  falle, 
so  werden  die  drei  Ebenen  e,,  e„  und  ej  m  drei  weitere  Ebenen  e',, 
e'2  und  e'g,  die  x  Kugeln  aber  in  x  Paraboloide  übergehen,  deren 
jedes  die  drei  Ebenen  e', ,  t\  und  e'g  beiuhren  wird,  wobei  aber 
offenbar  wieder  in  keinem  der  durch  die  drei  Ebenen  e\,e'^  und  e'g 
bestimmten  unendlichen  Räume  mehr  als  ein  Paraboloid 
liegen  kann. 

Die  Zahl  dieser  Räume,  also  auch  jene  der  Paraboloide  ist  aber 
bekanntlich  gleich  acht  (man  erinnere  sich  an  die  acht  Projections- 
räume  der  orthogonalen  Projectionsmethode),  woraus  weiter  hervorgeht, 
dass  auch  die  Anzahl  der  einem  Tetraeder  eingeschriebenen  Kugeia 
nicht  größer  als  acht  sein  könne. 

§.  454. 

99.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  durch 
«inen  gegebenen  Punkt  geht  und  drei  gegebene  Ebenen  berührt. 

Seien  e, ,  e^  und  e^  die  drei  gegebeeen  Ebenen  und  a  der 
gegebene  Punkt. 

Vor  allem  ist  einleuchtend,  dass  die  Kugel,  also  auch  deren 
Mittelpunkt  nur  in  jenen  von  den  acht  körperlichen  Ecken,  welche  die 
drei  Ebenen  e,,  e^  und  e^  be.stimmen,  liegen  könne,  in  welchem  sieh 
der  gegebene  Punkt  a  befindet.   Der  Mittelpunkt  der  Kugel  heiße  M. 
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Da  die  Kugel  S  die  Ebenen  e^  und  e^  berühren  soll,  so  muss 
ihr  Mittelpunkt  M  iu  der  Ebene  Ä,,,  welche  den  Winitel  der  Ebenen 
ei  und  62  halbiert,  liegen.  Ferner  muss  M,  da  die  Kugel  auch  die 
Ebene  e^  zu  berühren  hat,  ia  der  Winkelbalbierebene  \^  der  Ebenen 
e^  und  €3  sich  vorfinden. 

Diese  beiden  Winkelhalbierebenen  werden  sich  in  einer  Geraden  g 
schneiden,  welche  offenbar  durch  den  Schnittpunkt  Ä  der  drei  ge- 
gebenen Ebenen  c,,  e^  und  %  gehen  wird,  nachdem  jede  der  beiden 
Winkelhalbierebenen  \„  und  h^^  durch  diesen  Punkt  führt. 

Jeder  Pnnkt  der  Geraden  g  hat  gleiche  Abstände  von  e,  und  e,; 
ebenso  von  e,  und  e^  und  infolge  dessen  anch  von  e,  und  e, ;  die 
Gerade  g  liegt  also  auch  in  der  Halbierebene  des  von  den  Ebenen  e^ 
und  e,  gebildeten  Winkels, 

Auf  dieser  Geraden  musa  selbstverständlich  der  Mittelpunkt  M 
der  gesuchten  Kugel  liegen. 

Denken  wir  uns  einen  beliebigen  Punkt  M,  auf  der  Geraden  g 
angenommen  und  zeichnen  wir  die  Kugel  S^,  welche  diesen  Punkt  M^ 
zum  Mittelpunkte  hat,  gleichzeitig  aber  auch  die  drei  Ebenen  e,,  e, 
und  e,  berührt.  Der  Eadius  derselben  wird  sich  als  der  Abstand  des 
angenommenen  Punktes  M,  von  einer  der  drei  Ebenen  ergeben. 

Beachten  wir  ferner,  dass  die  gesuchte  Kugel  S  und  die  eben 
eonstruierte  Kugel  S,  die  drei  Ebenen  e,,  e,  und  £3  als  gemeinschaft- 
liche Berührebenen  besitzen,  so  ist  klar,  dass  der  Schnittpunkt  A  der 
letzteren  ein  Ähnlichkeitspunkt  dieser  beiden  Kugeln,  und  zwar 
der  äußere  Ähnlichkeitspunkt  sein  wird,  wenn  wir  die  Kugel  *S,  in 
dem  nämlichen  Kaume  construieren,  in  welchem  der  Punkt  a  liegt. 

Verbinden  wir  daher  A  mit  dem  gegebenen  Punkte  a  durch  eine 
Gerade  y,  so  repräsentiert  diese  Verbindungsgerade  einen  Ähnlichkeits- 
strahl. Der  letztere  wird  die  Kugel  S,  in  zwei  Punkten  a,  und  a\ 
treffen,  von  welchen  wir  einen  jeden  als  mit  dem  Punkte  a  ähnlich 
liegend  betrachten  können. 

Vorausgesetzt,  wir  wählen  a  und  a^  als  ähnlich  liegende  Punkte, 
so  müssen  die  beiden  Kugelradien  Ma  und  M^a„  welche  diesen  beiden 
Punkten  entsprechen,  unter  einander  parallel  sein.  Man  wird  daher  den 
Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel  S  als  den  Schnitt  M  der  Geraden 
g  mit  der  durch  a  parallel  zu  Mi  a,  gezogenen  Geraden  M  a  finden. 

Betrachtet  man  a  und  a\  als  ähnlich  gelegene  Punkte  der 
beiden  Kugeln  S  und  5',,  so  ergibt  sich  ein  zweiter  Mittelpunkt  M' 
als  Schnitt  der  Geraden  g  mit  der  durch  a  parallel  zu  1/,  a\  gezogenen 
Geraden.  Die  Aufgabe  gestattet  somit  zwei  Änflösungeu. 
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Auf  die  vorstehende  Aufgabe  kann  die  folgende  zurückgeführt 
werden. 

§.  455. 

100.  Aufgabe.  Im  Inneren  eines  geraden  Kreiskegels  ist  ein 
Punkt  gegeben;  man  soll  durch  diesen  Punkt  eine  Ebene  legen,  welche 
den  Kegel  nacli  einer  Ellipse  derart  schneidet,  dass  der  gegebene 
Punkt  den  einen  Brennpunkt  derselben  darstellt. 

Die  kreisförmige  Basis  {K,  K')  {Taf.  XVU,  Fig.  108)  des  Eegels 
denken  wir  uns  in  der  horizontalen  Projectionsebeae  angenommen.  [3,  S') 
sei  der  Scheitel  des  gegebenen  Kegeis  und  («,  «')  stelle  den  gegebeuen 
Brennpunkt  der  Schnittellipse  dar. 

Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  507,  Band  II)  wird  es  bloß  darauf 
ankommen,  durch  den  Punkt  (a,  a')  eine  dem  Kegel  eingeschriebene 
Kugel  zu  legen,  und  in  dem  Punkte  {a,  a')  an  diese  Kugel  eine 
Beröhrebene  ku  fuhren. 

Schreiben  wir  zu  diesem  Zwecke  dem  Kegel  eine  beliebige  Kugel  2 
ein,  deren  Mittelpunkt  der  willührlieh  gewählte  Punkt  {iU,,  M',)  der 
Kegelachse  sein  mag.  Da  der  Punkt  S  ein  Äiinlicbkeitspunkt  der 
beiden  Kugeln  sein  wird,  hat  man  die  zu  bestimmende  Kugel  in  der 
gleichen  Weise,  wie  io  der  vorhergehenden  Aufgabe  gezeigt  wurde,  zu 
construieren. 

Es  wird  nämlich  der  Ähnlichkeitsstrahl  (Sa,  S'a')  gezogen  und 
dessea  Durchschnittspunkte  «  und  «,  mit  der  Kugel  S,  bestimmt. 
Bezeichnete  Punkte  a  und  e,  ergeben  sich  direct  durch  die  Drehung 
des  Strahles  {Sa,  8'a'),  in  der  gedrehten  Lage  in  «„  und  a'^,  aus 
welchen  sieh  unmittelbar  a  und  k,  ableiten  lassen.  (Die  Horizontal- 
prajectionen  a'  und  a\  benfithigt  man  nicht.) 

Führt  man  durch  a  die  Parallele  aM  zu  iK,o,  so  trifft  dieselbe 
die  Kagelaehse  (SC,  S'C)  in  dem  gesuchten  Kugelmittelpnnkte  {M,M'). 
Errichtet  man  sodann  im  Punkte  {a,  a')  anf  den  Kugelradius  {Ma,M'a') 
eine  senkrechte  Ebene  E^  Eh,  so  repräsentiert  diese  bereits  jene 
Ebene,  welche  den  gestellten  Bedingungen  entspricht. 

Eine  zweite  Lage  einer  derartigen  Ebene  erhält  mau,  wenn  man 
die  Punkte  a  und  a^  als  ähnlich  liegende  Punkte  betrachtet. 

§.  4.50. 

101.  Atifgahe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  eonstruiereii,  welche  zwei 
gegebene  Kugeln  berührt,  mit  der  einen  jeöoeh  die  Berührung  in 
einem  bestimmten  Punkte  eingeht. 

Seien  (0,  0')  und  (o.  o')  (Taf.  XVII,  Fig.  109)  die  Mittelpunkte 
der  beiden  gegebenen  Kugeln,  {K.  K\)    und   \h,  h\)  deren  Contouren, 
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und  endlich  A  die  verticate  Projectioa  des  auf  der  Kugel  (K,  K\) 
gegebenen  Berührungspunktes. 

Um  die  verlangte  Kugel  mit  Leichtigkeit  au  construieren,  berufen 
wir  uns  auf  den  Satz  254),  mit  Zugrundelegung  dessen  die  beiden  Punkte, 
iß  welchen  eine  Kugel  2:  zwei  gegebene  Kugeln  (0,  0')  und  (ö,  »'} 
berührt,  „iiivers  liegende"  Punkte  dieser  letzteren  in  Bezug  auf 
den  einen  oder  den  anderen  der  Ähnliehkeitspunkte  sind,  d.  h.  solche 
Punkte  auf  einem  Ahnlichkeitsatrahle  darstellen,  welche  nicht  End- 
punkte paralleler  Kugelradien  sind. 

Denken  wir  uns  demnach  etwa  den  äußeren  Ähnlichkeitspunkt 
{S,  Ä')  der  beiden  Kugeln  (0,  0')  und  (o,  o')  bestimmt.  Die  Projeetionen  der- 
selben sind  die  Schnittpunkte  der  äußeren  gemeinscbaffcUchen  Tangenten 
der  verticalen  Contouren  K  und  7e,  beziehungsweise  der  horizontalen 
Contouren  K\  und  ¥^  beider  Kugeln. 

Ziehen  wir  ferner  durch  den  Punkt  Ä  die  verticale  Projection 
SA  des  Ähnlichkeitsstrahles,  und  bestimmen  wir  dessen  Schnittpunkte 
mit  der  Kugel  (k,  A',)  oder  (o,  o').  Zu  diesem  Behufe  denken  wir  uns 
die  beiden  Kugelu  (0,  0')  und  (o,  o')  durch  die  verticalprojicierende 
Ebene  S  A  nach  den  beiden  Kreinea  K„  und  k^  geschnitten,  welche 
sich,,  nach  der  TJmlegung  um  SA,  iü  K^^  und  k\  ergeben;  der  um- 
gelegte Punkt  A  gelangt  hiebej  nach  A^,  (kÜ.t  also  in  die  auf  Ä  S 
senkrecht  stehende  Gerade  Aj\g.  Ebenso  wird  der  ÄhulichkeitspunktÄ 
in  Sg  KU  suchen  sein.  Führt  man  den  umgelegten  Ähnlichkeitsstrahl 
jSß  Jg,  80  trifft  dieser  den  Kreis  /c^  in  zwei  Punkten,  wovon  der  eine  a„, 
der  dem  Punkte  A^  zugeordnete  invers  liegende  Paukt  ist. 

Führen  wir  nun  die  beiden  Punkte  A,,  und  a^  in  die  Projection 
nach  (.,4,  A')  und  («,  a')  zurück,  so  stellt  (a,  «')  den  Berühruugspuukt 
der  gesuchten  Kugel-  J5  mit  der  zweiten  gegebenen  Kugel   {o,  o')  dar. 

Da  endlich  die  Mittelpunkte  zweier  sich  berührenden  Kugeln  und 
deren  Berührungspunkt  stets  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen 
müssen,  so  ergibt  sich  unmittelbar  der  Mittelpunkt  (M,  M')  der 
gesuchten  Kugel  S,  als  der  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  (0A,OA') 
und  (ao,  o'a'). 

Eine  zweite  der  Aufgabe  ebenfalls  entsprechende  Kugel  hätte  man 
erhalten,  wenn  man  statt  des  äußeren  Ähnlichkeitspunktes  {S,  S')  der 
beiden  gegebenen  Kugeln  (0,  0')  und  {o,o')  den  inneren  Ähnliehkeitspunkt 
{S^,  S\)  benutzt  hätte.  Der  Radius  R  der  Berührungskugel  wird,  wie 
bekannt,  durch  Ermittelung  der  wahren  Größe  {M^a^ünd.  Mo^o)  aus 
den  beiden  diesbezüglichen  Projeetionen  {M'a',  Maj  oder  {MA,  M'A') 
festgestellt. 
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§.  457. 

102.  Auf'jnhe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construlereii,  welche  durch 
drei  gegebene  Punkte  {oder  was  dasselbe  ist,  durch  einen  gegebenen 
Kreis)  geht,  und  eine  gegebene  Kugel  berührt. 

Wählen  wir  die  Ebene  der  drei  gegebenen  Punkte  a,  h,  c  als 
horizontale  Projeetioasebene,  Hiernach  erscheinen  die  gegebenen  Punkte 
in  («,(['),  0>,i')  und  (c,c')  (Taf.  XVII,  fig.  110)  und  die  gegebene 
Kugel  durch  {0,  O')  (Mittelpunkt)  und  (K,  K\)  (Contoureo)  dargestellt. 

Legen  wir  durch  die  drei  Punkte  («,«')>  i^j^'it  i'^r  f')  einen  Kreis 
{C,  C')  und  errichten  wir  in  dem  Mittelpunkte  (m,m')  dieses  Kreises 
eine  Senkrechte  ms  auf  die  horizootale  Projectionsebene,  so  werden 
in  dieser  Geraden  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  Kugeln  liegen,  welche 
den  Kreis  {C,C')  also  auch  die  drei  Punkte  {a,a'),  ib,h'}  und  (c,  c') 
enthalten. 

Andererseits  ist  die  Horizontal  ebene  die  Potenzebene  aller 
durch  den  Kreis  {G,  O)  gehenden  Kugeln. 

Legen  wir  durch  den  Kreis  {0,0')  beliebige  Kugeln,  so  werden 
diese  die  Kugel  (0,  0')  in  Kreisen  schneiden,  deren  Ebenen  sämmtlich 
durch  eine  und  dieselbe  in  der  horizontalen  Projectionsebene  liegende 
Gerade,  d,  i.  durch  die  Verbindungsgerade  jener  Punkte,  in  welchen 
der  Kreis  {0,0')  die  Kugel  {0,'0')  sehneidet,  gehen. 

Um  diese  Gerade  zu  bestimmen,  legen  wir  durch  den  Kreis  {0,  C) 
eine  beliebige  Kugel,  am  einfachsten  jene,  deren  Mittelpunkt  (o,  o'jvon 
der  horizontalen  Projectionsebene  ebensoweit  entfernt  ist,  als  der  Mittel- 
punkt (0,  0')  der  gegebenen  Kugel  von  der  nämlichen  Ebene.  Die  Ebene 
des  Scbnittkreisea  dieser  Kugel  (h,  ä',  j  mit  der  gegebenen  Kugel  (0, 0') 
ist  in  diesem  Falle  horizontalprojicierend  und  ergibt  sich  die  Horizontal- 
trace  Ei,  derselben  als  Verbiudungsgerade  jener  beiden  Punkte  ßundj3, 
in  welchen  sich  die  beiden    horizontalen   größten   Kreise  K',  uad  i"'i 


Jeder  Punkt  der  Geraden  E/,  hat  die  gleiche  Potenz  in  Bezug 
auf  die  gegebene  Kugel  (0,  0')  nnd  in  Bezug  auf  den  Kreis  (C,  C); 
es  wird  daher  jede  durch  die  Horizontaltrace  Ei,  gehende  Ebene  die 
Kugel  (0,  0')  in  einem  Kreise  schneiden,  durch  weichen  sich  stets 
«ine  Kugel  legen  lässt,  welche  auch  den  Kreis  {C,  C")  enthält.  Ins- 
besondere lassen  sich  durch  Ei,  zwei  Ebenen  legen,  welche  die  Kugel 
(0,  0')  in  einem  Punkte  berühren,  d.  i.  in  einem  Punktkreise  oder 
eiuem  Kreise  von  verschwindend  kleinem  Eadius  schneiden. 

Es  werden  demnach  die  beiden  Kugeln,  welche  durch  den  Kreis 
(0,0')  gehen  und  deren  jede   einen  von  den   genannten    Berühruugs- 
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puukten  enthält,  die  gegebene  Kugel  (0 ,  0')  in  diesen  Punkten 
berühren. 

Um  also  endlich  den  Berührungspunkt  einer  durch  die  Gerade 
JEi,  gehenden  Berührebene  zu  finden,  führen  wir  zu  der  Geraden  Eh 
eine  senkrechte  Diametralebene  1)  und  legen,  nm  ihre  Horizontal- 
trace  Dil,  den  in  ihr  liegenden  größten  Kreis   K^  nach  K\  um. 

An  K\  durch  den  Schnittpunkt  S  von  Ek  uad  Di,  eine  Tangente 
02?^  gezogen,  ergibt  den  umgelegten  Berührungspunkt,  dessen 
Projectionen  (p,p'}  leicht  zu  finden  sind. 

Die  Gerade  {Op.  O'p')  muas  bekanntlieh  den  Mittelpunkt  einer 
jeden  die  Kugel  (0,  0')  in  {p,p')  beröhrenden  Kugel  enthalten.  Es 
ergibt  sich  daher  der  Mittelpunkt  {M,  M')  der  gesuchten  Kugel  im 
Schnitte  dieser  Geraden  mit  der  Geraden  (m0,m'z').  Selbstverständlich 
liefert  die  zweite  Tangente  ^p'^^  des  Kreises  K^°  eine  zweite  den  ge- 
stellten Bedingungen  entsprechende  Kugellage. 

Als  besonderer  Fall  des  vorhergehenden  Problems  kann  die  fol- 
gende Aufgabe  betrachtet  werden. 

§.  458. 

103.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  eonstruieren,  welche  durch 
drei  gegebene  Ponkte  geht  und  eine  gegebene  Ebene  berührt. 

Die  gegebene  Ebene  nehmen  wir  wieder  als  horizontale  Projec- 
tionsebene  an,  die  Ebene  der  drei  gegebenen  Punkte  sei  E^Ek.  Die 
drei  gegebenen  Punkte  in  derselben  seien  («,  a'),  (6,  V)  und  (c,  c') 
(Taf.  XVIT,  Fig.  111). 

Zunächst  legen  wir  das  von  den  drei  gegebenen  Punkten  {a,  a'), 
(h,  h')  und  (c,  c')  gebildete  Dreieck  um  die  Trace  E/,  seiner  Ebene  in 
die  horizontale  Projectionsebene  nach  f^o^o^o  ^^-  ^^  dieser  Lage 
umschreiben  wir  dem  Dreiecke 'ao&nCo  den  Kreis  C^  und  fähren  den 
Mittelpunkt  m„  desselben  in  die  Projection  nach  (m,  m')  zurück.  Wird 
nun,  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe,  die  Gerade  (s,  s')  geführt, 
welche  man  durch  {m,m')  senkrecht  auf  die  Ebene  E^Ei,  der  gege- 
benen drei  Punkte  zieht,  so  stellt  diese  den  geometrischen  Ort  aller 
Punkte  dar,  welche  von  den  drei  gegebenen  Punkten  (a.  a'),  (b,  h') 
und  (c,  c')  den  gleichen  Abstand  haben.  Die  Gerade  (s,  s')  repräsen- 
tiert somit  den  geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte  der  durch 
die  obgenannten  Punkte  gehenden  Kugeln. 

Da  ferner  die  horizontale  Projectionsebene  eine  Eerührebene  der 
gesuchten  Kugel  sein  soll,  so  muss  der  Berührungspunkt  {p,  p')  der- 
selben der  Fußpunkt  des  vom  Kugelmittelpuukte  auf  die  horizontale 
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ProjectioDsebene  gefällten  Perpendikels  sein.  Nachdem  aber  der  Ki^el- 
mittelpunkt  auf  der  Geraden  (s,  s')  liegt,  so  muss  der  genannte 
Berührungspunkt  mit  irgend  einem  der  Horinontalprojection  s'  an- 
gehörenden Punkte  zusammenfallen. 

Denken  wir  uns  den  horizontalen  Durchstoßpunkt  6  der  Geraden 
(ch,  c'b')  mit  dem,  bisher  noch  unbekannten  Beröhrungapunkte  p'  ver- 
bunden, so  mu3s,  Aa,  Scb  eine  Secante  der  Kugel  mit  den  Abschnittea 
(JC(|,  dif,  (in  wahrer  Größe)  repräsentiert  «nd  äp'  eine  Tangente  der 
Kugel  darstellt: 

dp'    =:  äC(,  .  dhg   sein. 

Führt  man  von  d  an  den  Kreis  C^  die  Tangente  3r,  so  ist  auch 
dr   ^  e^ä  .  b„d,  und  somit  tfp'=  dr. 

Beschreibt  man  daher  aus  dem  Mittelpunkte  S  einen  Kreis  K' 
mit  dem  Radius  dr,  so  schneidet  dieser  die  Gerade  s'  in  zwei  Punkten 
p'  und  p', . 

Den  vorhergehenden  Entwickelungen  gemäß,  ist  jeder  dieser 
beiden  Punkte  der  Berührungspunkt  der  horizontalen  Projectionsebene 
mit  einer  durch  die  drei  gegebenen  Punkte  («,«'};  (P>b')  und  (c,c') 
gehenden  Kugel.  Die  Mittelpunkte  {M,  M')  nnd  {M^,  M\)  der  beiden 
Kugeln  haben  mit  p  und  p,  gemeinschaftliche  Horizontalprojeetionen 
und  können  daher,  als  Punkte,  welche  gleichzeitig  aueii  der  Geraden 
(s,  s')  angehören,  unmittelbar  festgestellt,  beziehungsweise  durch  ihre 
Projectionen  bestimmt  werden, 

§.  459. 

104.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  eonstniieren,  welelie  durch 
zwei  gegebene  Punkte  a  nnd  b  geht  'und  zwei  gegebene  Kugeln  S^ 
und  ß.t  berührt. 

Dass  die  Berührung  einer  Kugel,  welche  die  beiden  gegebenen 
Kugeln  1?,  und  S^  berührt,  nur  in  zwei  derartigen  Punkten  a, 
und  ßj  stattfinden  könne,  welche  in  Bezug  auf  den  äußeren  oder  den 
inneren  Ähnlichkeitspunkt  der  beiden  gegebenen  Kugeln  invers 
liegen,  ist  bereits  (Satz  254)  nachgewiesen  worden. 

Nehmen  wir  beispielsweise  den  äußeren  Ähulichkeitspiinkt 
A  der  beiden  Kugeln  S,  uad  S,^  an,  so  müssen  die  Berührungspunkte 
ß,  und  a^  der  gesuchten  Kugel  U  mit  den  beiden  gegebenen  Kugeln 
S,  und  Sf,  auf  einer  durch  A  gebenden  Geraden  liegen. 

Weiters  ist  bekannt,  dass  das  Product  Aui-  Aa^  constant  für 
alle  invers  liegenden  Punktepaare  der  beidea  Kugeln  sei.  Ferner  ist 
aber  auch  c,  und  «j  ein  Punktepaar  der  zu  suchenden  Kugel  2;  die 
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Potenz  des  Punktes  A,  in  Bezug  auf  die  Kugel  2,  ist  daher  gleich 
der  Inversionspotenz  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  die  beiden  gegebenen 
Kugeln. 

Zieht  man  demuach  einen  beliebigen  Strahl  y  durch  A,  welcher 
die  beiden  Kugeln  S,  und  S^  in  dem  iiiversen  Punktepaar  lil„  treffen 
mag  (derselbe  trifft  bekanntlieh  noch  in  einem  zweiten  Paare), 
so  stellt 

Ä^,  .  A%^ 

die  Inversionspotenz  und  mithin  auch  die  Potenz  des  Punktest 
in  Bezug  auf  die  zu  suchende  Kugel  ^  dar. 

Nachdem  aber  von  dieser  Kugel  zwei  Punkte  a  und  ft  als  gegeben 
vorliegen ,  wird  es  auch  keinerlei  Schwierigkeit  bieten ,  einen  dritten 
Punkt  a'  derselben  zu  finden.  Zieht  man  nämlich  die  Gerade  Aa,  so 
trifft  diese  die  zu  construierende  Kugel  2  zum  zweiteamale  in  einem 
Punkte  a',  welcher  mit  a  durch  die  Potenz 

Aa  .  Aa,' =  Äi^  .  A%^ 
verbunden  ist  und  daher  leicht  construiert  werden  kann. 

Hiernach  ist,  wie  auf  den  ersten  Blick  zu  erkennen,  das  vor- 
liegende Problem  auf  die  Aufgabe  102)  zurückgeführt.  Dean  legt 
mau  durch  die  drei  Punkte  a,  &,  a'  eine  Kugel  27,  welche  die  Kugel 
S,  in  einem  Punkte  «,  berührt,  so  wird  der  Strahl  Aa^  diese  Kugel 
zum  Kweitenmale  in  einem  Punkte   «„  treffen  und  es  wird  offenbar 

Act,  .  Aa^=  Aa. .  Aa'  =  A%.Al^ 
sela.     Der  Punkt    «■>  gehört   somit    auch   der  Kugel  S^  an   und  wird 
den    den    beiden   Kugeln  Ä^    und   2  gemeinsamea    Berührungspunkt 
darsteilen. 

Letzteres  kann  unmittelbar  auch  durch  fölgeode  Betrachtung 
klar  gelegt  werden. 

Denken  wir  uns  durch  die  drei  Punkte  »,  f>  und  a'  eine  Kugel 
Z  gelegt,  welche  die  Kugel  S,  berührt,  uud  nehmen  wir  den  Punkt 
A  als  Inversionscentrum,  das  Product 

A%^.A%^  =  Aa.  Aa' 
aber,  als  luversionsmodul  an,  so  verwandelt  sieh  einerseits,  indem 
wir  uns  auf  die  Sätze  253)  und  2öi)  berufen,    die  Kugel    2   in   sieh 
selbst,    während  audererseits  die  Kugel  S,  in  die  Kugel  S,  übergeht. 

Berühren  sieh  daher  S,  und  27,  so  rauss  auch  zwischen  S^  und 
27  die  Berührung  stattfinden.  Nebenbei  sei  hier  noch  bemerkt,  dass, 
da  einerseits  durch  die  Punkte  a,  h,  a'  zwei  berührende  Kugeln  an  S^ 
gelegt  werden  können   und   andererseits  der   innere  ÄhuÜchkeitspuukt 
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der  beiden  Kugeln  8,  und  S,  in  gleicher  Weise  zwei  Kugellagea  er- 
gibt, vier  Kugeln  constmiert  werden  können,  welche  den  gestellten 
Anforderungen  entsprechen. 


lOÖ.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  durch 
zwei  gegebene  Punkte  m  und  n  geht,  eine  gegebene  Ebene  E  und 
eine  gegebene  Kugel  S  berührt. 

Auf  ganz  ähnliche  "Weise,  wie  die  vorhergehende  Aufgabe,  d.  i. 
vermittelst  des  Principes  der  Transformation  durch  reciproite  Radien, 
lässt  sieh  auch  dieses  Problem  ohne  jedwede  Schwierigkeit  durch- 
führen. 

Ziehen  wir  vor  allem  jenen  Kugeldurchmesser  Aaa^  der  Kugel 
S,  welcher  zu  der  gegebenen  Ebene  E  senkrecht  steht.  Die  Endpunkte 
desselben  seien  A  und  «,  und  dessen  Schnittpunkt  mit  der  Ebene  E 
sei   a,. 

Sobald  man  (Satz  177)  den  einen  Endpunkt,  ptwa  Ä,  als  lo- 
yersionscentrum  annimmt  und  die  beiden  Punkte  a  und  «,  als  invers 
voraussetzt,  d,  h.  das  Product  Aa.Aa^  als  Invpisiousmodul  betrachtet, 
wird,  wie  bekannt,  die  Kugel  S  iavers  in  die  Ebeup  E  transformiert 
werden  können. 

Bestimmen  wir  nun  zu  einem  der  gegebenen  zwei  Punkte  m 
und  n,  beispielsweise  zu  dem  Punkte  m,  den  inversen  Punkt  m^,  d.h. 
construieren  wir  w,  so,  dass  die  Relation 

Am  .  Am,  =  Aa  .  Aa, 
erfüllt  wird,  so  wird  bekanntlich  (g.  284)  auch  jede  durch  das 
inverse  Punktepaar  (m,  m,)  gehende  Kugel  'S  invers  in  sich  selbst 
transformiert.  Dies  gilt  natürlich  auch  von  derjenigen  Kugel  I^, 
welche  nach  der  in  Aufgabe  103)  entwickelten  Construetion  durch  die 
drei  Punkte  m,  n,  m,  berührend  an  die  Ebene  E  gelegt  wird. 

Da  nun  die  besagte  Kugel  einerseits  die  Ebene  E  berührt, 
andererseits  aber  durch  Inversion  in  sieh  seihst  transformiert  wird, 
während  sich  die  Ebene  E  invers  in  die  gegebene  Kugel  S  verwandelt, 
so  ist  einleuchtend,  dass  sich  auch  die  Kugein  S  und  27  berühren 
müssen,  dass  also  27  die  gesuchte  Kugel  darstelle. 

Berücksichtigt  man,  dass  sich  durch  die  drei  Punkte  m,  n  und 
m,  zwei  Kugeln  legen  lassen,  welche  die  Ebene  E  berühren  (Auf- 
gabe 103)  und  dass  man  weiters  auch  den  zweiten  Endpunkt  a  des 
zu  E  senkrechten  Kugeldurcbmessers  als  Inversionscentrum  hätte  wählen 
können  (wobei  dann  A  und  a,  zwei  inverse  Punkte  TOrg 
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würdeo),  so  ist  klav,  dass  es  im  allgemeinen  vier  Lagen  der  gesuchten 
Kugel  geben  müsse, 

§.  461. 

106.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Engel  zu  eonstruieren,  welche  durcli 
einen  gegebenen  Punkt  a  gellt  und  drei  gegebene  Kugeln  S^,S,  und 
S^  berührt. 

Fassen  wir  zunächst  die  Bedingung  ins  Auge ,  dass  die  au 
suchende  Kugel  2  durch  den  Punkt  a  gehen  und  die  beiden  Kugein 
S,   und  Äj  berühren  solle. 

Nehmen  wir  für  einen  Augenblick  den  äuüeren  (oder  auch  den 
inneren)  Ähnliehkeitspunkt  Ä,„  der  beiden  Kugeln  S,  und  S^  als  In- 
versiouscentrum  an,  und  wählen  wir  den  InTersioüsmodu!  so,  dass  die 
Kugel  S,  invers  in  die  Kugel  S^  transformiert  wird.  Letzteres  wird 
eintreten,  wenn  wir  durch  .4,  j  einen  beliebigen  Strahl  y,g  führen, 
welcher  die  beiden  Kugeln  S,  und  S^  in  den  beiden  invers  liegenden 
Punkten  g,,  |j  schneidet,  und  das  Prodcct 
A.l,  ■  AJ. 
als  Inversionsmodul  betrachten. 

Durch  diese  Transformation  wird  die  zu  suchende  Kugel  2,  da 
sie  die  beiden  Kugeln  S,  und  S^  nothwendig  in  /wei  invers  liegenden 
Punkten  a,  und  «^  berühren  muss,  in  sich  selbst  verwandelt,  Hiebei 
muss  die  beiseiehneto  Kugel  überdies,  außer  dem  Punkte«  noch  einen 
zweiten  Punkt  a'  enthalten,  welcher  mit  a  ebenfalls  ein  inverses  Punkte- 
paar repräsentiert.    Dieser  Punkt  ist  vermöge  der  Relation: 

A,„a  .  X,  5  a'  ^  J.J  3 1|  ■  .^1  s  It 
leicht  zu  coustruieren.    Es  ist  nun  einleuchtend,   dass  jede  Kugel  2, 
welche  durch  das  Puüktepaar  («,»')  geht  und  die  Kugel  S^  berührt, 
nothwendig  auch  (Satz  254)  die  Kugel  S^  berühren  müsse. 

Betrachten  wir  weiters  den  äußeren  (oder  auch  den  inneren) 
Äbüliehkeitspunkt  A,^  der  beiden  Kugeln  S^  und  S^  als  Inversions- 
centrum,  und  wählen  wir  wieder  den  Inversionsmoditl  so,  dass  die 
Kugel  Si  invers  in  die  Kugel  S^  verwandelt  wird. 

Mit  Hilfe  dieses  Inversionsmoduls  (derselbe  ist,  wenn  |,  und  1^ 
zwei  invers  liegende  Punkte  der  beiden  Kugeln  S,  und  -Sg  vorstellen, 
^, gl;  .A13I3)  wird  dem  Punkte  a  ein  zweiter  Punkt  a"  invers  zu- 
geordnet, weicher  vermittelst  der  Beziehung 

leicht  construiert  werden  kanu. 
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Nun  ist  aber  (Satz  250  und  254)  klar,  dass  jede  Kugel  2. 
welche  durcli  die  beiden  Punkte  a  und  a"  geht  und  die  Kugel  «9, 
berührt,  nothwendig  auch  die  Kugel  Sg  berühren  muss. 

Legt  man  daher  durch  die  Punkte  «,  a'  und  a"  [etwa  nach  der 
iu  Aufgabe  102)  entwickelten  Methode]  eine  Kugel  2,  welche  die 
Kugel  S^  beröhrt,  so  muss  diese  Kugel,  wie  wir  eben  gesehen  haben, 
nothwendig  auch  die  Kugeln  Ä.  und  B^  berühren;  es  wird  demnach 
21  die  verlangte  Kugel  darstellen. 

Da  einerseits  durch  die  drei  Punkte  »,  a',  a"  zwei  Kugeln  ge- 
legt werden  können,  weiche  die  Kugel  5,  berühren,  anderseits  aber 
auch  die  inneren  Ähnliehkeitspunkte  J, „  und  J^^  der  Kugelpaare  5i, 
Äj,  beziehungsweise  iSj,  S^  benützt  werden  können,  so  folgt,  dass  es 
2.2.2  ^^  8  verschiedeoe,  die  Aufgabe  erfällende  Kugellagen  gibt. 

Auf  dem  Principe  der  Inversion  beruhend,  sind  auch  noch  fol- 
gende Probleme  zu  lösen ,  welche  man  als  Specialfälle  der  vorher- 
gehenden Aufgabe  ansehen  kann. 

§.  462. 

107.  AufgaJK.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construleren,  welote  durch 
einen  gegebenen  Punkt  m  geht,  und  eine  gegebene  Ebene  E,  so  wie 
zwei  gegebene  Kugeln  S^  nnd  S^  berülirt. 

Föhren  wir  den  zur  Ebene  E  senkrechten  Durehmesser  Ä^a^  der 
Kugel  Äj,  nehmen  wir  den  einen  Endpunkte,  desselben  als  Inver- 
sionseentrum an  und  betrachten  den  anderen  Endpunkt  a^,  sowie  den 
Punkt  a\,  in  welchem  dieser  Durehmesser  die  Ebene  E  schneidet,  ais 
inverse  Punkte,  wählen  wir  also  das  Produet 

A^  ö,  .  Aj  a\ 
als  luversionsmodul,  so  verwandelt  ■  sich,  dieser  Voraussetzung  gemäß, 
die  Kugel  S^  invers  in  die  Ebene  E. 

Wenn  wir  zu  dem  gegebenen  Punkte  m  den  inversen  Punkt  m' 
bestimmen,  was  mit  Hilfe  der  Eelatiou 

A^  m.Aim'  ^  A^a^  .  A^  «/ 
leicht    geschehen    kann,    so    ist    (nach    Satz    262)    klar,    dass    jede 
Kugel  2,  welche  durch    die    beiden    Punkte  in  und  m'  geht  und  die 
Ebene  E  berührt,  nothwendig  auch  die  Kugel  Ä,   berühren  müsse. 

Eiihren  wir  weiters  den  zur  Ebene  E  senkrechten  Durchmesser 
A^a^  der  Kugel  S„,  betiaehten  &odauii  den  einen  Endpunkt  ^j,  des- 
selben als  In  Version  sceuti  um   und  den  Punkt  a,^',   in  welchem    dieser 
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Durchmesser  die  Ebene  E  trifft,  als  myers  zu  dem  zweiten  Eudpunkte  «j, 
d.  h.  wälilen  wir  das  Product 

als  Inversionsmodul,  so  entspricht  dem  gegebenen  Punkte  m  vermöge 
der  Beziehung 

A^  m.A„m"  =  A^  a^.A^a^' 
ein  iüverser  Punkt  m". 

Nach  dem  Satze  262)  wird  jede  Kugel  2,  welche  durch  die  beiden 
Punkte  m  und  m"  geht  und  die  Ebene  E  berührt,  nothwendig  auch 
die  Kugel  S^  berOhreu.  Legen  wir  demnach  durch  die  drei  Punkte 
m,  m'  und  m"  eine  Kugel  U,  welche  die  Ebene  E  berührt,  so  wird 
diese  nach  den  vorhergebenden  Erörterungen  auch  mit  den  beiden 
Kugeln  S,  und  S^  eine  Berührung  eingehen,  mithin  eine  Lage  der 
gesuchten  Kugel  darstellen. 

Nachdem  man  durch  m,  m',  m"  zwei  Kugeln  berührend  an  die 
Ebene  E  legen  kann  und  andererseits  auch  die  zweiten  Endpunkte  a, 
beziehungsweise  a^  der  zur  Ebene  E  senkrechten  Kugeldiirchmesser 
als  Inversionseentra  gewählt  werden  können,  sO  existieren  2.2.2:=  8 
verscbiedene,  der  Aufgabe  genügende  Kugeln. 

§.  463. 

108.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  constrnieren,  welche  darch 
einen  gegebenen  Punkt  m  geht  und  zwei  gegebene  Ebenen  E^  und  E^ 
sowie  eine  gegebene  Kugel  S  beriUirt. 

Führen  wir  zunächst  denjenigen  Kugeldurchmesser  A,  a„  weicher 
zur  Ebene  E,  senkrecht  steht,  und  betrachten  wir  den  einen  End- 
punkt A^  desselben  als  Inversionscentrum,  sowie  den  Punkt  a,'  in 
welchem  dieser  Durchmesser  die  Ebene  E^  trifft,  als  invers  zu  dem 
zweiten  Endpunkte  a,  dieses  Durchmessers,  d.  h.  wählen  wir  das 
Product 

A^a,.A,a,' 
als  Inversionsmodul,  so  transformiert  sieh  die  Kugel  S  in  die  Ebene  E^. 
Dem  gegebenen  Punkte  m  wird  vermittelst  der  Beziehung 

Ä^  m.A,  m'  ^:  A^  a^.A^  «/ 
ein  Punkt  m'  entsprechen. 

Mittelst  des  Satzes  262)  wurde  festgestellt,  dass  jede  Kugel  2, 
welche  durch  die  beiden  Punkte  m  und  m'  berührend  an  die  Ebene  E^ 
gelegt  wird,  nothwendig  auch  die  Kugel  S  berühren  müsse. 

Legen  wir  demnach  vermittelst  der  in  Aufgabe  97}  entwickelten 
Construetionen    durch    die    beiden    Punkte    m  und   m'  eine  Kugel  2, 
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welche  die  Ebenen  E,  und  E^  berührt,  so  wird  diese  Kagel  S  auch 
die  gegebene  Kugel  S  berühren,  also  eine  Lage  der  gesuchten  Kugel 
darstellen. 

Berücksichtigen  wir  weiters,  dass  durch  zwei  Punkte  auch  zwei 
Kugela  gelegt  werden  können,  welche  zwei  gegebene  Ebenen  berühren, 
und  beachtet  man  feraer,  dass  mit  derselben  Berechtigung  wie  a\,  auch 
der  andere  Endpunkt  a^  des  Kugeldurehmessers  A^  a,  als  Inversions- 
eentrum hätte  angenommen  werden  könneo,  so  ergehen  sich  vier 
verseliiedene  Kugellagen.  Ebenso  kann  man  aber  auch  die  Kugel  S 
auf  zweifache  Weise  in  die  andere  Ebene  E^  transformieren,  wodurch 
wieder  vier  Kugeln  erhalten  werden.  Es  gibt  daher  im  ganzen  acht 
verschiedene  Lagen  von  Kugeln,  welche  der  gestellten  Aufgabe 
genügen. 

Selbstverständlich  ist  auch  hier  der  Fall  denkbar,  dass  einige, 
ja  möglicherweise  selbst  alle  diese  Kugeln  imaginär  werden.  Setzt 
man  diesbezüglich  beispielsweise  voraus.,  dass  der  gegebene  Punkt 
innerhalb  der  gegebenen  Kugel  liege ,  während  die  gegebenen  Ebenen 
beziehungsweise  Kugeln,  die  ersterwähnte  Kugel  nicht  reell  schnei- 
den, so  existiert  keine  einzige  Kugel,  welche  den  gestellten  Bedin- 
gungen Genüge  leisten  würde. 

§.  464. 

109.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  eonstruieren,  welche  drei 
gegebene  Ebenen  E,,  E„,  £,  und  eine  gegebene  Kugel  berührt. 

Setzen  wir  diesfalls  voraus,  es  sei  .£  eine  Kugel,  welche  S  in  .1 
und  die  drei  Ebenen  E^,  E^  und  £3  beziehungsweise  in  «,,  a^  und  «, 
berührt.  Der  Berührungspunkt  s  der  beiden  Kugeln  S  und  H  ist 
gleichzeitig  ein  Ähnlichkeitspunkt  derselben. 

Zieht  man  die  Geraden  sa,,  sa^,  s^j,  welche  diesen  Berührangs- 
und Ahniiehkeitspunkt  s  mit  den  drei  Berührungspunkten  der  drei 
Ebenen  E^,  E^,  E^  und  der  Kugel  27  verbinden,  so  treffen  diese 
Geraden  die  »weite  Kugel,  d.  i.  die  gegebene  Kugel  S  in  drei  Punkten 
«[',  a^'  und  fflg',  welche  mit  den  erstangefflhrten  drei  Punkten  ähnlich 
liegen. 

Die  Tangentialebenen  E^',  E^'  und  E^'  der  Kugel  S  in  diesen 
Punkten  «i',  a^',  a^'  werden  sodann  zu  den  gegebenen  drei  Ebenen 
E^,  E^  und  £3  parallel  sein,  während  deren  Schnittpunkt  P\  wie 
leicht  einzusehen,  mit  dem  Schnittpunkte  P  von  E,,  E^,  E^  ähnlich 
liegen  wird.  Hiernach  muss  die  Verbindungsgerade  PP'  durch  den 
Punkt  s  gehen, 

Peachki,  naiElelleiiäe  a.  projscth-E  Cipometrl^.  JIl.  -ig 
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Diese  Betrachtung  liefert  sofort  alle  Anhaltspunkte  für  die  Cou- 
struction  der  Kugel  27,  welche  die  Kugel  S  und  die  drei  Ebenen 
i?j,  E2  und  Kj  berühren  soll. 

Wir  legen  zu  diesem  Zwecke  parallel  zu  j?^,  E^^  und  E^  an  die 
Kugel  S  die  drei  Berührungsebenen  E\,  E^',  E^';  suchen  den  Schnitt- 
punkt P'  dieser  letzteren  und  verbinden  denselben  mit  dem  Schnitt- 
puukte  P  der  drei  ersteren  durch  eine  Gerade  PP",  welche  die  Kugel  S 
in  zwei  (reellen  oder  imaginären)  Punkten  p  und  Pj  schneiden  wird. 

Den  vorhergegangenen  Erörterungen  gemäß  kann  jeder  dieser 
heideu  Punkte  als  Berührungspunkt  der  zu  bestimmenden  Kugel  I^ 
betrachtet  werden. 

Um  endlieh  den  Mittelpunkt  M  der  Kugel,  welche  beispielsweise 
dem  Berührungspunkt  p  entspricht,  zu  finden,  wird  bloß  zu  berück- 
sichtigen sein,  dass  derselbe  einerseits  auf  der  Geraden  Op  liegen 
müsse,  welche  den  Berührungspunkt  p  mit  dem  Mittelpunkte  0  der 
gegebenen  Kugel  S  verbindet,  andererseits  aber  auch  auf  derjenigen 
Geraden  liegen  werde,  welche  mit  den  Geraden  OP'  ähnlich  liegt, 
d.  i.  also  auf  jener  Geraden,  welche  durch  P  parallel  zu  OP'  gezogen 
werden  kann. 

Was  die  Anzahl  der  der  Aufgabe  entsprechenden  Kugeln  anbelangt, 
so  ist  dieselbe  leicht  folgendermaßen  zu  finden.  Zu  jeder  der  drei 
Ebenen  E^,  E^  und  E^  kann  man  an  die  gegebene  Kugel  zwei  parallele 
Berührebenen  legen,  welche  sieh  bekanntlich  auf  achtfache  Weise  zu 
dreien  combinieren  lassen.  Jedem  Tripel  solcher  zu  jE,,  E^,  E^  parallelen 
Ebenen  entsprechen  ferner,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  zwei  ver- 
schiedene Kugeln  2^;  es  gibt  demnach,  die  imaginären  mit  inbegriffen, 
sechzehn  verschiedene  Lösungen  der  gestellten  Aufgabe. 

Auf  demselben  Principe  beruht  die  Lösung  folgender  Aufgabe. 

§.  465. 
110.  Aufgabe.    Einem  geraden  Kreiskegel  ist  eine  Kugel  ein- 
zusehrelben,  welche  nebstbei  nooh  eine  gegebene  Kugel  berührt. 

Denken  wir  uns  deu  gegebenen  Kreiskegel  {S,C)  (Taf,  XIVII, 
Fig.  112)  auf  der  als  horizontale  Projectionsebene  gewählten  Ebene 
senkrecht  stehend,  und  seien  (K^,  K^^)'  die  Contouren,  sowie  (0,  0') 
der  Mittelpunkt  der  gegebenen  Kugel. 

Die  noth wendige  Bedingung  für  die  Existenz  einer  reellen  dem 
sbenen  Probleme  entsprechenden  Kugel,  ist  die,  dass  die  gegebene 
;el  {K,  K,')  den  Kegel  {S,C)  reell  schneide. 
Behufs  Lösung  dieser  Aufgabe  kann  in  ähnlicher  Weise  wie  in 
vorher  besprochenen  Falle  vorgegangen  werden. 
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"Wir  denken  uns  diesfalls  der  Kugel  {K,  Ki')  einen  Kegel  um- 
achrieben,  welche  dem  gegebenen  Kegel  (8,  C)  parallel  ist.  Der  Scheitel 
(Sf,  S,')  dieses  Kegels  ergibt  sieh  offenbar  als  der  Schnittpunkt  jener 
Tangenten  an  die  yerticale  Kugelcontour  K  der  gegebenen  Kugel, 
welche  zu  den  Contourerzeugenden  des  gegebenen  Kegels  {S,  0) 
parallel  sind. 

Diese  beiden  Kegel  (S,  G)  und  (S,,  0^)  werden,  dea  früheren 
Betrachtungen  entsprechend,  in  Bezug  auf  den  Ähnliehkeits-(Berührungs-) 
punkt  der  gegebenen  Kugel  {K,  iC,')  mit  der  zu  suchenden  Kugel 
(h,\')  ähnlich  gelegen  sein. 

Es  werden  mithin  auch  die  beiden  Kegelscheitel  {S,  S')  und  (>S',,5'i) 
in  Bezug  auf  denselben  Berührungspunkt  ähnlich  liegen  müssen.  Der 
letztere  kann  daher  kein  anderer,  als  einer  von  den  beiden  Schnitt- 
punkten der  gegebenen  Kugel  (K'Kj^')  mit  der  Verbindungsgeraden 
{SSi,  S'S,')  sein.  Diese  beiden  Schnittpunkte,  von  welchen  wir  nur 
die  Verticalprojeetionen  a  und  i  benöthigen,  ergeben  sich,  wie  bereits 
bekannt,  durch  eine  einfache  Drehung  der  Geraden  ß3^  um  dea  hori- 
zontal-projicierenden  Kugeldurchmesser  OSi  und  können  die  obbezeich- 
Deten  Schnittpunkte  aus  der  gedrehten  Lage  a^  und  &„  ebenso  leicht 
zurüc^eführt  werden.  Die  Mittelpunkte  (M,  M'}  und  (M,,  M,')  der 
beiden,  der  vorliegenden  Aufgabe  entsprechenden  Kugeln  ergeben  sich 
unmittelbar  als  die  Schnittpunkte  der  Kegelaehse  mit  jenen  beiden 
Geraden,  welche  den  Mittelpunkt  (0,  0')  der  gegebenen  Kugel  [K,  K^') 
mit  den  eben  gefundenen  Berührungspunkten  a  und  6  verbinden. 

Im  vorliegenden  Falle  ergeben  sieh,  wie  man  sieht,  bloß  zwei 
reelle  Lösungen,  da  man  von  dem  aweiten,  der  Kugel  {K,K\)  parallel 
zum  Kegel  {S,C)  umschriebenen  Kegel  keinen  Gebranch  machen  kann, 
indem  diesfalls  die  Verbindungsgerade  SS^  der  beiden  Kegelscheitel 
die  gegebene  Kugel  nicht  reell  schneidet. 

Läge  jedoch  die  gegebene  Kugel  ganz  im  Inneren  des  gegebenen 
Kegels,  so  würden  beide  Kegel,  welche  der  Kugel  parallel  zu  dem 
gegebenen  Kegel  umschrieben  werden  können,  reelle  Lösungen  ergeben; 
es  würden  daher  der  Aufgabe  unter  diesen  Umständen  vier  reelle, 
verschiedene  Kugeln  entsprechen. 

Weitere  Berührungsaufgaben ,  bei  weichen  vier  gegebene 
Berührungsbedingungen  (Kugeln  und  Ebenen)  vorliegen,  können 
durch  inverse  Transformation  leicht  auf  die  Aufgabe  109) 
zurückgeführt  werden.  Die  Art  und  Weise,  wie  von  besagter  Trans- 
formation Gebrauch  gemacht  werden  kann ,  wollen  wir  im  Nach- 
stehenden kurz  andeuten. 
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§.  466. 

111.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  za  construieren ,  welche  zwei 
gegebene  Ebenen  E,  und  E^  uad  zwei  gegebene  Kugeln  S^  und  S^ 
berülirt. 

Die  beiden  Ebenen  JE,  und  E^  schneiden  sich  in  einer  Geraden 
(j,  welche  eine  der  beiden  Kogeln,  allenfalls  S,  in  den  beiden  Punkten 
A  und  B  schneiden  möge. 

Nehmen  wir  den  Punkt  A  als  Tnversionscentrum  an,  so  werden, 
da  dieser  Punkt  den  beiden  Ebenen  E,  und  E^  sowohl,  als  auch  der 
Kugel  S,  angehört,  diese  drei  Gebilde  durch  In?ersion,  man  mag  den 
Inversionsmodul  wählen  wie  man  will,  sich  immer  in  drei  Ebenen 
verwandeln,  nud  zwar  transformieren  sieh  die  Ebenen  E^  und  E^  in 
sich  selbst,  während  die  Kugel  ä,  in  eine  Ebene  gj  übergehen  mag. 

Wählen  wir  ferner  den  Inversionsmodul  speciell  so,  dass  die 
zweite  Kugel  S„  in  sich  selbst  transformiert  wird,  d,  h.  nehmen  wir 
als  Inversionsmodul  die  Potenz  des  Punktes  A  in  Bezug  auf  die  Kugel 
Äg  an,  so  ergibt  die  Inversion  drei  Ebenen  -E,,  E^,  e,  und  die  Kugel  S„. 
Construieren  wir  nun  (Aufgabe  109)  eine  Kugel  ff,  welche  die  drei 
Ebenen  E^,  E^,  c,  und  die  Kugel  S^  berührt,  so  wird  dieselbe  (nach 
Satz  179}  in  eine  Kugel  2  invers  traosformiert,  welche  außer  den 
beiden  Ebeoen  E,  und  E^  und  der  Kugel  S^  auch  die  Kugel  S,  be- 
rühren muss,  eine  Lage  der  gesuchten  Kugel  darstellen. 


172.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  drei 
gegebene  Kugeln  S„  S^  und  Sg  und  eine  gegebene  Ebene  E  berührt. 

Betrachten  wir  wieder  einen  Punkt  A,  welcher  den  beiden  Kugeln 
Si  und  Sq,  sowie  der  Ebene  E  gemeinschaftlich  ist,  als  Inversions- 
centrum, und  wählen  wir  als  Inversionsmodu!  die  Potenz  dieses  Punktes 
Ä  in  Bezug  auf  die  Kugel  Sg,  so  erreichen  wir  hiedurch,  dass  bei  der 
Transformation  die  Ebene  E  sowohl,  als  auch  die  Kugel  S3  sich  in 
sich  selbst  transformieren,  während  die  beiden  Kugeln  Si  und  S„  in 
zwei  Ebenen  e,  und  e^  übergehen. 

Construieren  wir  nun  wieder  eine  Kugel  0,  welche  die  drei  ge- 
gebenen Ebenen  e,,  e^,  E  und  die  Kugei  S^  berührt,  so  wird  dieselbe 
durch  Inversion  in  eine  Kugel  2  verwandelt,  welche  (nach  Satz  179) 
außer  der  Ebene  E  und  der  Kugel  S.^  auch  die  beiden  Kugeln  5,  und 
Sg  berühren  muss,  und  daher  eine  Lage  der  verlangten  Kugel  dar- 
stellen wird. 


Hosted  by 


Google 


§.  463. 
113.  Aufgabe.    Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welclie  vier 
gegebene  Kugeln  berührt. 

Seien  S,,  S,,  S^  und  S,  die  vier  gegebenen  Kugeln.  Wählen 
wir  von  den  beiden  Punkten  Ä ,  weiche  die  drei  ersteren  Kugeln 
gemein  haben,  einen  als  Inversionscenti um  und  betrachten  wir  die 
Potenz  dieses  Punktes  Ä  in  Bezug  auf  die  vierte  Kugel  S^  als  Inver- 
sionsmodul,  so  wird  diese  Kugel  S^  duieh  Inversion  in  sich  selbst 
transformiert,  während  die  diei  eisten  Kugeln  S,,  S^  und  S^  in  drei 
Ebenen  E,,  E^^  und  E^  ühergehen  werden 

Construiert  man  wiedei  eine  Kugel  ff,  welche  diese  drei  Ebenen 
El,  E^t  Es  und  die  Kugel  S^  berührt,  so  übergeht  dieselbe  durch 
Inversion  in  eine  Kugel,  welche  außer  der  Kugel  S^  auch  noch  die 
drei  anderen  Kugeln  S,,  S^  und  S.^  berührt  und  mithin  eine  der  Auf- 
gabe entsprechende  Kugel  repräsentiert. 

Die  Zahl  der  Kugeln,  welche  den  letztangeführten  drei  Aufgaben 
entsprechen,  ist  stets,  die  imaginären  mit  inbegriffen,  gleich  sechzehn. 
Dies  lägst  sich  leicht  folgendermaßen  nachweisen. 

Sind  £j,  Ei,  E,  drei  gegebene  Ebenen  und  S^  eine  Kugel,  so 
wissen  wir  bereits  (Aufgabe  109),  dass  es  sechzehn  Kugeln  I:^..,Z^^ 
gäbe,  welche  diese  drei  Ebenen  E^,  E„  und  E^  und  die  Kugel  S^ 
gleichzeitig  berühren. 

Transformieren  wir  diese  Gebilde  invers  a)  für  ein  beliebiges 
Inversionscentruna  im  Eaume,  so  verwandeln  sich  bekanntlich  jE,  ,  £5, 
£3  und  S4  in  vier  Kugeln  und  h)  durch  ein  Centrum,  welches  auf 
einer  Ebene,  etwa  auf  E^  liegt,  so  übergeht  diese  in  sich  selbst,  die 
drei  anderen  Gebilde  E^,  E^  und  S^  übergehen  dagegen  in  drei  Kugeln, 
sowie  endlich  c)  für  ein  Centrum,  das  auf  der  Schnittgeraden  zweier 
Ebenen,  allenfalls  auf  dem  Schnitte  von  E,  und  E^,  liegt,  übergehen 
diese  in  sich  selbst,  die  Ebene  E^  und  die  Kugel  S^  dagegen  in  zwei 
Kugeln. 

In  jedem  dieser  drei  Fälle  verwaudeln  sich  aber  die  sechzehn 
Kugeln  27, , .  .27,^  wieder  in  sechzehn  Kugeln,  welche  die  den  ursprung- 
lichen gegebenen  Ebenen  und  Kugeln  entsprechenden  Ebenen  beziehungs- 
weise Kugeln  berühren. 

§.  469. 
Die  im  Vorhergehenden  angeführten  Constructionen  mit  Zuhilfe- 


1  Transformation  setzen  als  nothwendige  Bedingung 
voraus,  dass  überhaupt  transformiert  werden  könne,  dass  also  mit 
anderen  Worten  die  gegebenen  Kugeln  und  Ebenen  reelle  gemeiu- 
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schaftliche  PtiDkte  besitzen,  die  als  Inversionscentra  angenommen 
werden  können.  Von  der  Inversion  Gebrauch  zu  machen,  wird  jedoch 
unmöglich,  wenn  die  Kugeln  und  Ebenen  keine  gemeinachafüichen 
reellen  Punkte  besitzen. 

Trifft  dieser  Fall  ein,  so  muss  zur  Lösung  der  letzterwähnten 
Aufgaben  von  anderen  Metboden  und  anderen  uns  bereits  zu  Gebote 
stehenden  Hilfsmitteln  Gebrauch  gemacht  werden. 

Bezüglich  der  letzten  Aufgabe  wurde  bereits  im  theoretischen 
Theile  (§.  308  und  309)  eine  Auflösung  entwickelt,  welche  gana 
allgemeine  Giltigkeit  hat,  einerlei  ob  die  vier  gegebenen  Kugeln  ge- 
meinschaftliche Punkte  besitzen  oder  nicht. 

Sind  die  eine  Berührung  eingehenden  Gebilde  tbeilweise  Ebenen 
und  tbeilweise  Kugeln,  so  lassen  sich  die  dort  angegebenen  Coustruc- 
tionen  durch  zweckmäßige  Specialisierungen  auoh  dann  verwenden,  wenn 
man  die  Ebenen  als  Kugeln  von  unendlich  großem  Radius  ansieht 
und  die  Potenzpunkte ,  Ähnliehkeitspunkte  etc.  dieser  Anschauung 
gemäß  einführt. 

Außer  diesen  eben  angedeuteten  Lösungsweisen  gibt  es  jedoch 
noch  viele  andere  Methoden,  welche  gleichfalls  zum  Ziele  führen,  ob- 
wohl auch  da  wieder  die  Constructionen  mitunter  resultatlos  werden 
können.  Es  genügt  jedoch  in  allen  Fällen  und  unter  allen  Umständen 
gewisse  Sätze  aus  der  Theorie  der  Kugel  in  geeigneter  Weise  zur 
Verwendung  und  Verwertung  zu  bringen.  Wir  wählen,  um  das  Gesagte 
durch  ein  Beispiel  zu  illustrieren,  geflissentlich  ein  bereits  früher 
„mittelst  Inversion"  gelöstes  Problem. 

114.  Aufgabe.  Eine  Kugel  ist  zu  eonstruieren,  welche  zwei  ge- 
gebene Ebenen  und  zwei  gegebene  Kugeln  berührt. 

Seien  S^  und  S^  die  beiden  gegebenen  Engeln,  E,  und  E^  die 
gegebenen  Ebenen.  Denken  wir  uns  zunächst  den  äußeren  (oder  den 
inneren)  Ähnlichkeitspunkt  Ä  der  beiden  Kugeln  S,  und  Sj  bestimmt, 
und  eonstruieren  wir  jene  Kugel  Sg,  welche  einerseits  diesen  Punkt  A 
zum  Mittelpunkte  hat,  andererseits  aber  demselben  Kugelbüschel,  wie 
die  beiden  Kugeln  S,  und  S^  angehört.  Jeder  Punkt  dieser  Kugel  S^^ 
hat  (nach  Satz  263)  die  Eigenschaft,  dass  sieh,  wenn  derselbe  als  Inver- 
sionscentrum  angenommen  wird,  die  beiden  Kugeln  S,  und  8^  invers  in 
zwei  gleich  große  Kugeln  S\  und  S',  verwandeln. 

Nehmen  wir  einen  der  beiden  Punkte  M, ,  in  welchem  die 
Kugel  Sf,  von  der  Schnittgeraden  der  beiden  gegebenen  Ebenen  E^ 
und  E^  getroffen  wird,  als  Inversionscentrum  an,  so  werden  die  beiden 
Kugeln  Sf  und  S^   in  zwei  andere,  jedoch  gleich  große  Kugeln  S\ 
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nnd  Ä',  übergehen,  während  sieh  die  Ebenen -E,  uni  E^  in  sich  selbst 
transformieren. 

Es  ist  nnn  eine  Kugel  zu  eonstruieren,  welche  die  beiden  Kugeln 
S\  und  S'^,  sowie  die  beiden  Ebenea  E^  und  E^  berührt. 

Da  die  beiden  Kugeln  S\  und  5'j  gleich  groß  sind,  so  liegt  der 
Mittelpunkt  einer  jeden  Kugel,  weiche  diese  beiden  Kugeln  berührt, 
in  derjenigen  Ebene,  in  Bezug  auf  welche  diese  Kugeln  symmetrisch 
sind,  d.  h.  in  jener  Ebene  e,  welche  durch  die  Mitte  der  Centralen  auf 
dieselbe  senkrecht  geführt  wird. 

Soll  aber  die  Kugel  ö  nebstbei  auch  die  beiden  Ebenen  E^  und 
E^  berühren,  so  wird  sie  auch  mit  jeder  der  beiden  Ebenen  E\  und 
E'g  eine  Berührung  eingehen,  welche  beziehungsweise  zu  .E,  uad  E,, 
in  Bezug  auf  die  eben  gefundene  Ebene  e  als  Symmetrieebene,  sym- 
metriseh  liegen. 

Construiert  man  also  die  der  einen  Ebene,  beispielsweise  der 
Ebene  .SJ,,  symmetrische  Ebene  E\ ;  bestimmt  man  ferner,  allenfalls 
nach  der  Methode,  welche  bei  der  Autgabe  109)  gewählt  wurde,  die- 
jenige Kugel  e,  welche  die  drei  Ebenen  J5,,  E^  und  E\,  sowie  die 
Kugel  S'i  berührt,  so  wird  diese  Kugel  nothwendig  auch  die  Kugel  S\ 
berühren  müssen.  Die  dieser  Kugel  a  invers  entsprechende  Kugel  U 
wird  sodann  otTenbar  sowohl  die  Ebenen  £,  und  E^ ,  als  auch  die 
beiden  gegebenen  Kugeln  8^  und  S^  berühren  müssen,  also  eine 
Lage  der  gesuchten  Kugel  repräsentieren. 

In  ähnlicher  Weise  könnte  auch  die  eine  oder  die  anders  der 
übrigen  letzt  besprochenen  Berührungsaufgaben  gelöst  und  durch- 
geführt werden. 

Es  mögen  nun  noch  einige  Berührungsaufgahen  Erwähnung 
finden,  behufs  deren  Lösung  wir  Methoden  zur  Anwendung  bringen 
wollen,  welche  von  den  früheren  abweichen. 

So  haben  wir  beispielsweise  im  Vorhergegangenen  die  Aufgabe 
gelöst  „eine  Kugel  zu  eonstruieren,  welche  einem  gegebenen  Kegel  ein- 
geschrieben ist  und  nebstbei  eine  gegebene  Kugel  berührt".  Wählen 
wir,  um  die  Verschiedenheit  der  Lösung  hervorzuheben,  das  nach- 
stehende analoge  Problem. 

§.  470. 

llü.  Aufgabe.  Einem  geraden  Kreiscyliader  Ist  eine  Kngel  ein- 
zuschreiben, welche  eine  gegebene  Kugel  berührt. 

Die  horizontale  Projectionsebene  wählen  wir  derart,  dass  dieselbe 
zu  der  Oylinderachse  senkrecht  steht,    so   also,   dass   die  horizontale 


Hosted  by 


Google 


440 

Projection  derselben  als  ein  Kreis  C  (Taf.  XVIII,  Pig.  113),  dargestellt 
erscheint,  während  dessen  verticale  Projection  durch  die  beiden  Con- 
tourerzeugenden  V^  uüd  E7j  repräsentiert  wird.  Die  gegebene  Kugel 
sei  durch  ihren  Mittelpunkt  {0,0')  und  ihre  Contouren  {Ä,Ä',)  dar- 
gestellt. 

Da  die  sämmtüehen  dem  Cylinder  eingeschriebeuen  Kugeln  gleich 
groü  sind,  der  Eadius  jeder  derselben  also  dem  Eadius  des  Basis- 
kreises C  dieses  Cylinders  gleich  ist,  so  wird  folgende  einfache  Con- 
siruction  zum  Ziele  führen. 

Benken  wir  uns  aämüch  eine  Kugel  t]i,li'^  construiert,  welche 
mit  der  gegebenen  Kugel  {K,K\)  den  Mittelpunkt  [0,  0')  gemeia  hat, 
deren  Eadius  B,  aber  um  jenen  r  der  Cylinderhasis  C'  größer,  als  der 
Eadius  0  der  gegebenen  Kugel  {K,K\)  ist,  so  repräsentiert  diese 
Kugel  bekanatlich  den  geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte  aller 
Kugeln,  welche  die  Kugel  {K,K\)  berühren,  und  deren  Kadius  dem 
Halbmesser  r  des  Basiskreises  G  gleich  ist. 

Bestimmen  wir  nun  die  Schnittpunkte  {M,M')  und  {M^,M'^ 
dieser  Kugel  (Ä,  Ä',)  mit  der  Cylinderachse  {Z,Z'),  und  beschreiben 
wir  aus  denselben,  als  Mittelpunkte,  die  Kugeln  K,^  und  K^  mit  dem 
Radius  r  des  Basiskreises  C,  so  werden  diese  einerseits  dem  Cylinder 
eingeschrieben  sein,  andererseits  aber  die  Kuget  {K,K\)  berühren  und 
mithin  den  durch  die  Aufgabe  gestellten  Bedingungen  entsprechen. 

Die  Bedingung,  dass  eine  Kugel  eine  gegebene  Gerade 
berühre,  ist  von  jener,  dass  die  Kugel  eine  gegebene 
Ebene,  oder  dass  die  Kugel  wieder  eine  Kugel  berühre, 
wesentiicli  verschieden. 

Die  auf  die  Berührung  von  Kugeln  mit  gegebenen  Geraden 
bezügliohen  Aufgaben  sind  auch  nicht  in  solcher  Allgemeinheit  mit 
Zirkel  und  Lineal  ausführbar,  wie  dies  bei  den  bisher  gelösten  oban- 
geführten  Aufgaben  ohne  jedwelche  Schwierigkeit  möglich  war.  Der 
Grund  hievon  ist  leicht  einzusehen. 

Wir  wissen  nämlich,  dass  der  geometrische  Ort  aller 
Punkte,  welche  von  zwei  gegebenen,  sieb  nicht  schneidenden 
Geraden  einen  gleichen  Abstand  besitzen,  d.  i.  also  der  geo- 
metrische Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kugeln,  welche  diese  zwei  Geraden 
berühren,  ein  hyperbolisches  Paraboloid  sei.    (Satu  110). 

Sind  nun  noch  anderweitige  Berührungsbedingungen  oderPuukt- 
bedingiingen  zu  erfüllen,  so  kommt  es  im  allgemeinen  sehr  häufig  vor, 
dass  der  Schnitt  eines  Paraholoides  mit  einer  Kugel,  einem  Kreise 
oder  einem  anderen  Paraholoide  zu  construieren  ist,  dass  wir  a.lso  auf 
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eine  Aufgabe  vierten  Grades  geführt  werden,  die  im  aligemeinen 
mit  Zuhilfenahme  von  Zirkel  und  Lineal  graphisch  nicht  ausgeführt 
werden  kann. 

Nachstehend  wollen  wir  jedoch  versuchen,  von  den  constructir 
durchführbaren  Problemen  dieser  Art  einige  graphisch  aufzulösen. 

§.  471. 

116.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Eugel  von  gegebenem  Radius  zu  eon- 
strnieren,  welche  eine  gegebene  Gerade  und  zwei  gegebene  Ebenen 
berührt. 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kugeln  von  dem 
coostanten  Eadius  E,  welche  eine  Ebene  E,  berühren,  besteht  aus 
jenen  beiden  Ebenen  e',  und  e",,  welche  au  der  Ebene  E^  parallel 
sind  und  von  derselben  den  Abstand  B  besitzen.  Ebenso  wird  der 
geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kugeln  vom  Eadius  R,  welche 
die  zweite  Ebene  £„  berühren,  durch  die  beiden  zu  E^  in  einem  Ab- 
stände R  parallel  geführten  Ebenen  e'j  und  e"^  repräsentiert. 

Die  vier  Sehnittgeraden  g^,  g„,  g^  und  g^  dieser  vier  Ebenen 
^i't  ^i"i  V>  ^a"  stellen  mithin  den  geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte 
aller  jener  Kugeln  vom  Radius  U  dar,  welche  gleichzeitig  die  beiden 
Ebenen  E^  und  E^  berühren. 

Endlieh  ist  der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  die  von  der 
Geraden  l  den  Abstand  R  besitnea,  d.  h.  der  geometrische  Ort  der 
Mittelpunkte  aller  Kugeln  vom  Radius  R,  welche  die  gegebene  Gerade  l 
berühren,  ein  gerader  Kreiscylinder,  dessen  Achse  diese  Gerade  und 
dessen  Basiskreis,  ein  Kreis  von  dem  Radius  Fi.  ist. 

Bestimmt  man  nun  die  Durchschnittspunkte  jeder  der  vier 
Geraden  ^i,  g^,  g^  und  g^  mit  diesem  Cylinder,  so  erhält  man  acht 
Punkte,  derea  jeder  von  der  Geraden  (  sowohl,  als  auch  von  den 
beiden  Ebenen  £^  und  E^  den  Abstand  R  besitzt,  also  den  Mittel- 
punkt einer  der  Aufgabe  entsprechenden  Kugel  darstellt, 

§-  47i>. 

117.  Aufgabe.  Es  Ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  drei 
gegebene  Ebenen  £.',,  E^,  E^  und  eine  gegebene  Gerade  l  berührt. 

Die  sechs  Winkelhalbierebenen  der  drei  gegebenen  Ebenen  E„E„^ 
Eg  schneiden  sieh  in  vier  Geraden,  deren  jede  einen  geometrischen  Ort 
solcher  Punkte  repräsentiert,  welche  von  den  drei  Ebenen  E^,  JS^undi'^ 
gleiche  Abstäude  hat.  Diese  vier  Geraden,  nennen  wir  sie  gi,gs,g^anAg^, 
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sind  daher  die  geometrischen  Orte  der  Mittelpunkte  aller  Kugeln, 
welche  die  drei  Efeenen  berühren. 

Denken  wir  uns  nun  in  einer  der  vier  Geraden,  alienfaJls  in 
(j„  jene  beiden  Punkte  JK,  und  M\,  weiche  von  der  Geraden  l  und 
von  einer  der  drei  gegebenen  Ebenen,  beispielsweise  von  E^,  einen 
gleichen  Abstand  haben,  bestimmt,  und  beschreiben  wir  mit  diesen 
Abständen  als  Radien,  aus  den  diesbezüglichen  Punkten  ü/,,  respective 
M\  als  Mittelpunkten,  Kugeln,  so  werden  diese  offenbar  nicht  nur 
die  Gerade  l  und  die  Ebene  E^,  sondern  auch  die  beiden  Ebenen  E^  und 
E^  berühren,  also  der  gestellten  Aufgabe  entsprechen. 

Da  auf  jeder  der  Geraden  9i  ■  ■  .  g^  zwei  derartige  Punkte 
M  und  M',  liegen,  ao  folgt,  dass  die  gestellte  Aufgabe  acht  verschiedene 
Auflösungen,  die  natürlich  auch  zum  Theile  imaginär  werden  können, 
zuiässt. 

§.  473. 

}18.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  constmieren ,  welche  zwei 
sicli  schneidende  Geraden  l,  und  L  und  zwei  gegebene  Ebenen  E,  und 
E„  berührt. 

Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kugeln,  welche  die 
beiden  Geraden  \  und  l^  berühren,  [d.  i.  der  geometrische  Ort  aller 
Punkte,  welche  von  den  beiden  Geraden  l,  und  l^  einen  gleichen  Ab- 
stand haben,  wird  durch  jene  beiden  Ebenen  ft,  und  h^  repräsentiert, 
welche  auf  der  Ebene  der  beiden  Geraden  (,  und  l^  senkrecht  stehen 
und  die  Winkelhalbierenden  Geraden  von  (l,,l^)  enthalten. 

Ferner  ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kugeln, 
welche  die  beiden  Ebenen  E^  und  E^  berühren,  zusammengesetzt  aus 
den  beiden  Ebenen  H^  und  Hj,  welche  die  beiden  von  E^  und  E^  ge- 
bildeten Winkel  halbieren. 

Die  vier  Ebenen  S,,  Hg,  A,  und  \  sehneiden  sich  in  vier 
Geraden  ^,,  g^,  g^  und  g^  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  jeder  Punkt 
in  einer  dieser  Geraden  gleiche  Abstände  von  den  beiden  Geraden  i, 
und  l„,  und  ebenso  auch  gleiche  Abstände  von  den  Ebenen  E,  und  E.^ 
besitzt.  Soll  aber  einer  dieser  Punkte  gleichzeitig  eia  Mittelpunkt  der 
gesuchten  Kugel  sein,  so  ist  nothwendig,  dass  diese  beiden  Paare  von 
Abständen  auch  untereinander  gleich  sind. 

Zu  diesem  Zwecke  wird  man  wieder  jene  beiden  Punkte  auf 
der  Geraden  g^  suchen,  welche  von  einer  der  beiden  Geraden  \  und 
l^ ,  beispielsweise  von  der  Geraden  \ ,  und  von  einer  der  beiden 
Ebenen  £,    und   E„,   allenfalls  von  der  Ebene   E,,   einen   gleichen 
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Abstand  besitzen.  Diese  beiden  Punkte  werden  sodann  offenbar  die 
Mittelpunkte  zweier  Kugeln  sein,  welche  den  Bedingungen  der  ge- 
stellten Aufgabe  entsprechen. 

Da  auf  jeder  der  vier  Geraden  g,,  g^,  g^  und  g^  zwei  solche 
Punkte  existieren,  so  gibt  es  acht  verschiedene,  der  Aufgabe  ent- 
sprechende Kugeln. 

§-  474. 

119.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  conatmieren,  welelte  drei 
sich  in  einem  Punkte  seimeidende  Geraden  J,.  /,  und  1,^  und  eine  ge- 
gebene Ebene  E  berührt. 

Denken  wir  uns  die  drei  Geraden,  welche  selbstTerständlich  nicht 
in  einer  und  derselben  Ebene  liegen  dürfen,  als  die  Erzengenden  eines 
geraden  Kreiskegels.  Ein  solcher  Kegel  wird  bekanotlich  erhalteu, 
wenn  man  auf  den  drei  Geraden  i[,  l^  und  l^  von  ihrem  gemeinschaft- 
lichen Schüittpunkte  2  aus  drei  gleiche  Strecken  Ua^  =  Ha,  =  21'% 
abschneidet.  Der  Kreis,  welcher  durch  die  drei  Punkte  a^,  a^  und  a^ 
bestimmt  ist,  repräsentiert  den  geraden  Querschnitt  des  gesuchten 
Kreiskegels,  während  die  Verbindungsgerade  seines  Mittelpunktes  mit 
dem  Scheitel  2;  die  zugehörige  Kegelachse  darstellt. 

Jede  diesem  geraden  Kreiskegel  eingeschriebene  Kugel  ist  so- 
dann eine  solche,  welche  die  drei  gegebenen  Geraden  l^,  l^  und  Ij 
berührt.  Der  Mittelpunkt  derselben  liegt  auf  der  genannten  Kugel- 
aclise.  Jede  diesem  Kegel  eingeschriebene  Kugel  berührt  gleichneitig 
eine  jede  Taugentialebene  des  Kegels. 

Hierauf  gestützt  ergibt  sich  folgende  einfache  Constructioa  für 
den  Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel. 

Sei  T  eine  beliebige  Tangentialebene  des  Kegels.  Die  gesuchte 
Kugel  muss  nun  diese  Ebene  T  berühren  und  soll  auch  mit  der  ge- 
gebenen Ebene  E  eine  Berührung  eingehen;  ihr  Mittelpunkt  wird 
daher  in  einer  der  beiden  Winkelhalhierebenen  von  T  und  E  liegen, 
wird  also  im  Schnitte  dieser  Winkelhaibierebenen  mit  der  Kegelachse 
erhalten  werden. 

Berücksichtigt  man  endlich,  dass  die  Strecken  27»,  =  Sa,  =  Ea^ 
zu  verschiedenen  Seiten  des  Punktes  E  aufgetragen  werden  können,  so 
erhält  man  vier  verschiedene  gerade  Kreiskegel,  welche  durch  die 
Geraden  l^,  l,  und  l^  gehen.  Auf  der  Achse  eines  jeden  dieser  Kegel 
liegen,  wie  wir  soeben  hervorgehoben  haben,  die  Mittelpunkte  zweier 
der  Aufgabe  entsprechenden  Kugeln;  die  Aufgabe  wird  daher  durch 
acht  verschiedene  Kugeln  erfüllt. 
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220.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  drei 
sith  in  einem  Punkte  schneidende  Geraden  /,,  /^  und  l^  berührt  und 
durch  einen  gegebenen  Punkt  F  geht, 

Sind  also  ?,,  l^,  l^  die  gegebenen  drei  Geraden  und  Pder  gegebene 
Puakt,  so  wird  man  wieder  einen  durch  die  Geraden  l^,  l^  und  l^ 
gehenden  geraden  Kreiskegel  construieren.  Diesem  Kreiskegel  ist  sodann 
eine  Kugel  einzuschreiben,  welche  gleichzeitig  durch  deu  Punkt  Pgeht. 
Vorstehendes  Problem  reduciert  sich  somit  auf  einie  bereits  früher 
(§,  455)  gelöste  Aufgabe. 

Nachdem  es  einerseits  zwei  Kugeln  gibt,  die  durch  einen  Punkt 
gehen  und  einem  geraden  Kegel  eingeschrieben  siad,  und  da  anderer- 
seits vier  gerade  Kreiskegel  durch  die  drei  gegebenen  Kugeln  gelegt 
werden  können,  so  gibt  es  acht  Auflösungen,  von  welchen  jedoch,  da 
der  gegebene  Punkt  im  Inneren  des  Kreiskegels  liegen  muss,  und  dies 
offenbar  bloß  bei  einem  einzigen  der  vier  Kegel  eintritt,  nur  zwei 
reell  sind. 

§.  476. 

J21.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  drei 
1  Punkte  sich  schneidende  Geraden  J^,  l.  ufld  Ij  und 
!  Kugel  S  berührt. 

Coustruiert  man  wieder  eioeu  geraden  Kreiskegel,  welcher  die 
drei  Geraden  l^,  \  und  l._,  zu  Erzeugenden  hat,  so  reduciert  sich  die 
vorsteheude  Aufgabe  auf  das  bereits  gelöste  Problem:  „Eine  Kugel 
einem  geraden  Kreiskegel  einzuschreiben,  welche  nebstbei  eine  gegebene 
Kugel  berührt." 

Diese  letztangeführte  Aufgabe  bietet,  wie  wir  au  der  betreffenden 
Stelle  (§.  465)  fanden,  vier  Lösungen,  Durch  die  drei  Geraden  l^. 
In  und  ?3  können  aber  vier  verschiedene  gerade  Kreiskegel  gelegt 
worden,  was  somit  sechzehn  verschiedene  Kugeln  ergibt.  Von  diesen 
sechzehn  Kugeln  werden  stets  mindestens  vier  derselben  reell  sein. 

Schneidet  die  gegebene  Kugel  alle  drei  Geraden  (,,  l^  und  Ig,  so 
existieren  mindestens  zehn  reelle  Kugeln,  welche  den  Bedingungen  der 
Aufgabe  genügen. 

§.  477. 
132.  Aufgabe.    Es  Ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  drei 
gegebene  in  einer  und  derselben  Ebene  e  liegende  Geraden  ?„  I..  und 
L  berührt  und  durch  einen  gegebenen  Punkt  a  geht, 
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Ea  ist  einleuchtend,  dass  jede  Kugel,  welche  die  drei  gegebenen 
Geraden  berührea  soll,  durch  einen  der  vier  Kreise  gehen  muss,  die 
dem  Dreieck  ^,,^2,^3  bezielmugsweise  ein-  oder  angesehrieben  sind. 

Sei  K  einer  dieser  vier  Kreise,  so  wird  der  geometrische  Ort  der 
Mittelpunkte  aller  Kugeln,  welche  durch  diesen  Kreis  gehen,  die 
Gerade  z  sein,  welche  im  Mittelpunkte  0  dieses  Kreises  senkrecht  zu 
dessen  Ebene  c  gezogen  werden  kann. 

Soll  nebatbei  eine  von  diesen  Kugeln  durch  den  gegebenen  Punkt  a 
gehen,  so  wird  der  Mittelpunkt  derselben  von  diesem  Punkte  a  und 
von  irgend  einem  beliebigen  Pnnkte  x  des  Kreises  K  einen  gleichen 
Abstand  haben,  also  in  jener  Ebene  liegen  müssen,  welche  in  der  Mitte 
der  Strecke  ax  auf  diese  senkrecht  gelegt  wird.  Besagte  Ebene  wird 
die  vorgenannte  Gerade  s  in  dem  verlangten  Kugelmittelpunkte  treffen. 

Da  es  vier  Kreise  K  gibt,  deren  jeder  die  drei  Geraden  J,,  l^,  l^ 
beröhrt  und  durch  jeden  derselben  eine  Kugel  geht,  welche  der  Auf- 
gabe entspricht,  so  folgt,  dass  die  gestellte  Aufgabe  vier  Lösungen 
gestattet,  von  welchen,  wie  man  sieb  leicht  überzeugen  kann,  mindestens 
drei  reell  sein  müssen. 

§.  478. 

123  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren.  welche  drei 
in  einer  Ebene  liegende  Geraden  l„  l^  und  l^  und  eine  gegebene 
Ebene  i?  berührt. 

Man  wird  diesfalls  vorerst  die  vier  Kreise  zeichnen,  welche  die 
drei  Geraden  ?,,  U  und  (3  berühren.  Durch  jeden  dieser  vier  Kreise 
kann  man  (Aufgabe  103)  Kugeln  legen,  welche  die  gegebene  Ebene  E 
berühren,  und  wird  unschwer  finden,  dass  die  gestellte  Aufgabe  acht 
Auflösungen  zulasse. 

§.  479. 

124.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren ,  welcie  drei 
gegebene  in  einer  Ebene  liegende  Geraden  i, ,  ?„,  l^  und  eine  gegebene 
Kugel  S  berührt. 

Das  vorstehende  Problem  lässt  sich  unmittelbar  auf  die  Auf- 
gabe 10**)  Kurüekführen.  Denn  sind  ^j,  \,  h^  und  k^  die  vier  Kreise, 
wel  h  de  Irei  Geraden  berühren,  so  hat  man  offenbar  nichts  anderes 
n  thun  Is  durch  einen  dieser  Kreise  jene  Kugeln  zu  legen,  welche 
d  e  g  heue  Kugel  S  berühren.  Da  aber  durch  jeden  dieser  Kreise 
we  lera-tge  Kugeln  geführt  werden  können,  so  gibt  es  im  ganzen 
ht  Ku     1  ,  welche  der  gestellten  Aufgabe  entsprechen. 
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.  480. 


12^.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  durch 
drei  gegebene  Punkte  a,  h  und  c  geht  uad  eine  gegebene  Gerade  l 
berührt. 

Legen  wir  durch  die  drei  Punkte  a,  h  und  c  eine  Ebeue  e,  und 
zeichnen  wir  in  dieser  Ebene  den  durch  die  drei  Punkte  a,  h,  c  gehen- 
den Kreis  K,  so  muss  durch  diesen  nüthwendig  auch  die  gesuchte 
Kugel  gehen.  Der  Mittelpunkt  dieser  Kugel  wird  auf  der  Geraden  2 
liegen,  die  mau  im  Mittelpunkte  des  Kreises  K  normal  au  dessen 
Ebene  e  «ieht. 

Bestimmen  wir  endlich  den  üurchschnittspunkt  d  der  gegebeneu 
Geraden  l  mit  der  Ebene  e,  so  stellt  die  von  6  aus,  an  den  Kreis  K 
gezogene  Tangente  ör,  gleichzeitig  auch  eine  Kugeltangente  dar. 

Da  nun  bekanntlich  sämmtliche  Tangenten  einer  Kugel  von  einem 
und  demselben  Punkte  d  aus  gleiche  Längen  besitzen,  so  wird  es, 
weil  auch  die  Gerade  l  eine  Tangente  der  Kugei  sein  soll,  genügen, 
die  Strecke  ör  auf  derselben  vom  Punkte  ä  aus,  nach  der  einen  oder 
anderen  Seite  aufzutragen,  um  in  dem  Endpunkte  p  oder  p'  den  Be- 
rührungspunkt der  Geraden  l  mit  der  gesuchten  Kugei  zu  erhalten. 

Legt  man  ferner  durch  ^  oder  durch  p'  eine  Ebene  senkrecht 
auf  die  Gerade  I,  so  muss,  wie  an  und  für  sich  klar  ist,  diese  den 
Mittelpunkt  der  gesuchten  Kugel  enthalten;  derselbe  wird  sich  daher 
im  Schnitte  M  oder  M'  dieser  Ebenen  mit  der  Geraden  0  ergeben, 
Die  beiden  Punkte  p  und  p'  liefern  zwei  verschiedene  Auflösungen. 

§.  481. 

126.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  eine 
gegebene  Kugel  S  in  einem  bestimmten  Punkte  a  und  nebstbei  eine 
gegebene  Gerade  l  berührt. 

Construiert  man  die  Tangentialebene  T  der  Kugel  S  im  Punkte  «, 
so  wird  diese  Ebene  1'  die  gegebene  Gerade  l  in  irgend  einem  Punkte  ä 
treffen.  Die  Verbindungslinie  öa  ist  sodann  eine  Tangente  der  Kugel 
im  Punkte  a,  und  da  auch  l  eine  Tangente  der  Kugel  darstellen  soll, 
so  muss,  wie  bekannt,  deren  Berührungspunkt  p  von  iJ  ebenso  weit 
entfernt  sein,  als  der  Punkt  a  von  d.  Es  genügt  daher,  die  Strecke  da 
von  d  aus  auf  l  aufzutragen,  um  in  deren  Endpunkt  p  deu  Berührungs- 
punkt der   gesuchten  Kugel  zu  erhalten. 

Legt  mau  sodann  durch  p  eine  Ebene  aeukrecht  auf  l,  so  schneidet 
diese  diejenige  Gerade,  welche  den  Berührungspunkt  a  mit  dem  Mittel- 
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punkte  der  gegebenen  Kugel  S  verbindet,  in  deni  Mittelpunkte  M  der 
verlaugten  Kugel. 

Nachdem  man  die  Strecke  Äa  zu  beiden  Seiten  von  S  auf  l  auf- 
tr^en  kann,  so  ergehen  sich  zwei  verschiedene  der  Aufgabe  entspre- 
chende Kugeln. 

Als  Specialfall  der  vorstehenden  Aufgabe  kann  das  folgende 
Problem  betrachtet  werden. 

§.  482. 
126a.  Aufgabe.    Eine  Kogel  ist  zu  construieren,    welche  eine 
gegebene  Ebene  E  in  einem  bestimmten  Pankt  jj  und  nebstbei  eine 
gegebene  Gerade  l  berührt. 

§.  483. 

137,  Aufgabe.  Ea  ist  eine  Kagel  zu  construieren,  welche  eine 
gegebene  Gerade  in  einem  bestimmten  Punkte  berührt  und  durch 
zwei  gegebene  Punkte  geht. 

Sei  l  die  gegebene  Gerade,  p  der  in  derselben  gegebene  Beruh- 
rungspuakt  und  seien  a  und  b  die  beiden  gegebenen  Punkte. 

Da  bereits  drei  Punkte,  nämlich  p,  a  und  h,  als  gegeben  vor- 
liegen, so  wird  die  gestellte  Aufgabe  offenbar  auf  das  bekannte  Problem: 
„einem  Tetraeder  eine  Kugel  zu  umschreiben",  zurückgeführt  sein, 
wenn  mau  im  Stande  ist,  einen  vierten  Punkt  c  der  Kugel  zu  finden. 
Letzteres  ist  in  der  That  sehr  leicht  möglieh. 

Man  hat  diesfalls,  wie  wir  wissen,  nichts  weiter  zu  thun,  als  in 
der  gegebenen  Kugeltangente  l  einen  beliebigen  Punkt  P  anzunehmen 
und  denselben  mit  einem  der  beiden  gegebenen  Punkte,  etwa  mit  h, 
zu  verbinden.  Diese  Verbindungsgerade  schneidet  die  Kugel  zum 
zweitenmale  in  einem  Punkte  c,  welcher  vermittelst  der  Potenarelation : 

P^-'^Ph  .  Pc 
leicht  construiert  werden  kann. 

Kascher  jedoch  werden  wir  noch  auf  nachstehendem  Wege  zum 
Ziele  gelangen. 

Der  Mittelpunkt  M  der  gesuchten  Kugel  wird  nämlich  einerseits 
in  der  Geraden  e  liegen,  weiche  man  im  Mittelpunkte  des  durch  die 
drei  Punkte  p,  a,  b  bestimmten  Kugelkreises  auf  die  Ebene  d?s  letz- 
teren normal  errichtet;  andererseits  aber  auch  in  der  Ebene  e  liegen 
müssen,  welche  durch  den  Berührungspunkt  p  der  gegebenen  Kugel- 
taugente l  auf  diese  letztere  senkrecht  gelegt  wird;  derselbe  muss  sich 
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somit    im  Sclmitte  dieser  Ebene   e   mit  der  vorgenannten  Geraden  £ 
ergeben. 

g.  484. 

ISS.  Aufgalc.  Es  ist  eine  Kugei  zu  constrnieren,  welebe  zwei 
sieli  fereuzende  G-eraden  in  bestimmten  Punkten  berülirt. 

Sind  t^  und  t^  die  beiden  gegebenen,  sich  kreuzenden  Kugel- 
tangenten, p^  und  p^  die  in  denselben  gegebenen  Berübrungspunkte, 
so  wird  man  eine  Ebene  e,  senkrecht  auf  (,  durch  den  Punkt  p  legen; 
ferner  eine  Ebene  e^  senkrecht  auf  t^  im  Punkte  p^  führen  und  endlich 
eine  Ebeae  e^  construieren ,  welche  anf  p^p^  im  Mittelpunkte  der 
Strecke  p^pi,  senkrecht  steht.  Diese  drei  Ebenen  e,,  e^  und  e^  sehnei- 
den sieh  in  einem  Punkte  M,  welcher  mit  Pi  und  p^  verbunden,  die 
gleichen  Strecken  Mp^  und  Mp^  bestimmt,  wobei  überdies  Mp 
auf  t^  und  Mp^  auf  (,  senkrecht  steht. 

Legt  man  daher  durch  p^  und  p^  eine  Kugel,  welche  den  Mittel- 
punkt M  besitzt ,  so  wird  dieselbe  von  den  beiden  Geraden  t^  und  t^ 
beziehungsweise  in  p^  und  p^  berührt  nnd  mithin  die  gesuchte  Kugel 
2  darstellen. 

§.  485. 

13i*.  Aufyalc.  Es  ist  eine  Kugel  zu  constrnieren,  welche  eine 
gegebene  Gerade  in  einem  bestimmten  Punkte  und  außerdem  zwei 
gegebene  Ebenen  berührt. 

Nennen  wir  die  beiden  gegebenen  Berübrebsnen  2",  und  T^\  die 
gegebene  Tangente  der  Kugel  t  und  deren  Berribrnngspunkt  a. 

Der  Mittelpunkt  31  der  gesuchten  Kugel  S  wird  einerseits  in 
der  Ebene  ßj  liegen,  welche  im  Punkte  a  senkrecht  zu  der  Tangente  t 
geführt  wird,  andererseits  aber  iu  einer  der  beiden  Ebenen  7i,  und  H^ 
liegen  müssen,  welche  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Tangential- 
ebenen T^  und  T^  halbieren ;  mithin  also  iu  einer  der  beiden  Geraden 
^1  und  g^  gelegen  sein,  in  welchen  die  Ebene  e,  die  Ebenen  .5",  und 
H^  schneidet. 

Selbstverständlich  wird  sich  dann  aber  der  Berührungspunkt  p^ 
der  gesuchten  Kugel  S  mit  der  Tangentialebene  T,  nothwendig  in 
einer  der  beiden  Geraden  y,  und  y^  vorfinden,  weiche  die  Orthogonal- 
projectionen  der  eben  gefundenen  Geraden  g-i  und  g^  auf  die  Ebeae  T^ 
darstellen. 

Nennen  wir  ferner  S^  den  Schnittpunkt  der  Kugeltangete  t  mit 
der  Tangentialebene  T^,  so  repräsentiert  die  Strecke  S^a  die  Länge 
sämmtlicber  von   ö^  ausgehenden  Kugeltangenten,  mithin  auch  jener, 
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welche  den  Punkt  S,  mit  dem  zu  bestimmenden  Berühniiigapunkt  ^i 
in  der  Ebene  T^  yerbindet. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  dieser  Berührungspunkt  auf 
der  Peripherie  jenes  Kreises  K  liegen  muss,  welcher  ans  dem  Mittel- 
punkte iJ|  mit  dem  Radius  *-  =  d,  a  in  der  Ebene  T,  beschrieben 
wird.  Offenbar  kann  jeder  der  vier  Punkte  p,  in  welchen  der 
besagte  Ereis  K  die  beiden  früher  gefundenen  Geraden  y,  und  y^ 
schneidet,  als  der  Berührungspunkt  einer  solchen  Kugel  betrachtet 
werden. 

Ebenso  wie  die  Berührungspunkte  p  zu  je  zweien  auf  den  Geraden 
y^  und  y^  liegen,  ebenso  werden  sieh  als  natürliche  Folge  auch  die 
Mittelpunkte  M  der  gesuchteo  Kugeln  zu  zweien  auf  den  Geraden  g, 
und  ^3  vorfinden  müssen. 

§,  48«j. 

130.  Avf'jahe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche 
eine  gegebene  Gerade  in  einem  bestimmten  Punkte,  so  wie  ferner 
eine  gegebene  Kugel  berührt  und  endlich  durch  einen  gegebenen 
Punkt  geM. 

Die  gegebene  Kugeltangente  sei  t  und  a  ihr  Berührungspunkt; 
S  sei  die  gegebene  Taugen tialkugel  und  p  derjenige  Punkt,  durch 
welchen  die  zu  suchende  Kugel  gehen   soll. 

"Wir  legen  zunächst  eine  beliebige  Kugel  S'  derart,  dass  sie  die 
Gerade  t  im  Punkte  a  berührt  und  die  gegebene  Kugel  S  in  einem 
Kreise  K  schneidet.  Die  Ebene  dieses  Kreises  trifft  die  Tangente 
t  iö  einem  Punkte  F,  welcher  in  Bezug  auf  die  Kugel  S',  also  auch 
in  Bezug  auf  die  Kugel  iS  die  uämliche  Potenz  Fa^  hat. 

Umschreibt  man  daher  der  gegebenen  Kugel  S  aus  dem  Punkte 
P  einen  Kegel,  welcher  dieselbe  längs  eines  Kreises  c  berührt,  so 
wird  der  Berührungspunkt  h  der  gegebeneu  Kugel  S  mit  der  zu 
suchenden  Kugel  2^  nothwendig  auf  diesem  Kreise  c  liegen.  Der 
Mittelpunkt  M  der  zu  suchenden  Kugel  Z!  wird  sieh  mithin  auf 
jenem  Kegel  vorfinden,  welcher  durch  diesen  Kreis  c  geht  und  den 
Mittelpunkt  0  der  gegebenen  Kugel  zum  Scheitel  bat. 

Der  Mittelpunkt  M  der  zu  suchenden  Kugel  2  liegt  aber  nicht 
nur  auf  dem  Kegel  (0,  c),  sondern  einerseits  auch  auf  jener  Ebene  e,, 
weiche  durch  den  Berührungspunkt  a  der  Tangente  t  auf  die  letztere 
aenkrecht   gelegt    werden    kann    und    andererseits   in  jener  Ebene  e^, 
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welche  im  Mittelpunkte  der  Strecke  up  auf  die  letztere  senkrecht 
geführt  wird.  Der  Mittelpunkt  M  tou  2  wird  sonach  ein  Punkt  seiu, 
in  weichen)  die  Schnittgerade  g  der  Ebenen  e,  und  c^  den  vorgenannten 
Kegel  (0,  c)  schneidet.  Da  es  zwei  solcher  Schnittpunkte  gibt,  so 
esistieren  auch  zwei  der  Aufgabe  entsprechende  Kugeln. 


Einfachere  Auflösung  desselben  Problems. 

Wir  wählen  auf  der  Kugeltangente  t  einen  beliebigen  Punkt  P. 
Die  Potenz  dieses  Punktes  in  Bezug  auf  die  zu  suchende  Kugel  2  ist 
durch  Pa''  bereits  gegeben.  Verbinden  wir  daher  den  Punkt  P  mit 
denu  gegebenen  Punkte  i>  der  zu  constraierendeu  Kugel  .2',  so  wird 
die  Verbindungsgerade  die  Kugel  2;  zum  zweltenmale  noch  in  einem 
Punkte  p,  schneiden,  welcher  mit  p  durch  die  Kelation: 

Pp,  .  Pp  =  Pä* 

verbunden  ist  und  somit  leicht  construiert  werden  kann.  Da  man  drei 
Punkte  p,  p,  und  a  der  zu  bestimmenden  Kugel  2;  kennt,  so  erscheint 
die  vorstehende  Aufgabe  auf  die  Aufgabe  102)  zurückgeführt. 

§.  488. 

131.  Aufgahe.  Es  ist  eine  Kugel  zn  construleren,  welehe 
eine  gegebene  Gerade  t  in  einem  bestimmten  Punkte  «,  ferner 
eine  gegebene  Ebene  T  und  endlich  eine  gegebene  Kugel  S  berülirt. 

Diese  Aufgabe,  wenn  auch  scheinbar  vom  vierten  Grade,  lässt 
sich  doch  anstandslos  mittelst  Zirkel  und  Lineal  lösen. 

Construieren  wir  zunächst  wieder  eine  Kugel  S'  derart,  dass  sie 
die  gegebene  Gerade  t  im  Punkte  a  berührt  und  die  gegebene  Kugel 
S  in  irgend  einem  reellen  Kreise  K  schneidet.  Die  Ebene  dieses 
Kreises  trifft  die  Gerade  (  in  einem  Punkte  P.  Die  Potenz  dieses 
Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Hilfskugei  S'  ist  gleich  Pa*.  Nachdem 
aber  der  Punkt  P  gleichzeitig  in  der  Potenzebene  der  Kugeln  S  und 
S',  das  ist  in  der  Ebene  ihres  Schnittkreises  K,  liegt,  so  ist  auch  Pa'^ 
die  Potenz  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  gegebene  Kugel  8. 

Umschreibf;  mau  daher  vom  Punkte  P  aus  der  gegebenen  Kugel 
S  einen  Kegel,  welcher  dieselbe  in  dem  Kreise  C  berühren  mag,  so 
haben  alle  Tangenten  der  Kugel  S  vom  Punkte  P  bis  zum  ßerührungs- 
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kreise  G  die  gleiche  Länge  Fa.  Die  zu  sueheüde  Kugel  27  miiss 
daher  nothwendig  die  gegebene  Kugel  in  einem  Punkte  des  Kreises  C 
berühren. 

Berücksiehtigeu  wir  nnn,  dass  die  zu  bestimmende  Kugel  I^  die 
Kugel  S  sowohl,  als  auch  die  Ebeue  T  berühren  muäs,  so  wird,  da 
bekanntlich  die  Berühiungspuakte  jeder  Kugel  mit  der  Kugel  S  und 
der  Ebene  T  auf  einer,  durch  einen  festen  Punkt  Ä  gehenden  Geraden 
liegen  (A  ist  der  Ähnliehkeitspunkt  von  S  und  T,  d.  i.  der  eine  oder 
der  andere  Endpunkt  des  zur  Ebene  2"  senkrechten  Kugeldnrchmessers), 
der  Berührungspunkt  der  zu  suchenden  Kugel  ^  mit  der  Kbene  T 
nothwendig  auf  der  Schnittcurve  dieser  Ebene  mit  jenem  Kegel  sein, 
welcher  den  ebengenannten  Ähnliehkeitspunkt  A  zum  Scheitel  hat  und 
infolge  des  Umstaudes,  dass  der  Berubrnugspunkt  der  festzustellenden 
Kugel  2  mit  der  gegebenen  Kugel  3  auf  diesem  Kreise  C  Hegen 
muss,  durch  den  Kreis  G  geht. 

Bezeichnete  Schnittcurve  ist  aber  (nach  Satz  189}  wieder  ein 
gewisser  in  der  Ebene  T  liegender  Kreis  6". 

Ist  ferner  ö  der  Schnittpunkt  der  Kugeltangente  t  mit  der  Tan- 
gentialebene T,  so  repräsentiert  6a  die  Länge  aller  von  d  aus  au  die 
zu  ermittelnde  Kugel  £  gelegten  Tangenten.  Die  Verbind ungsgerade 
des  Punktes  d  mit  dem  noch  unbekannten  Berührungspunkte  p  der 
Ebene  2'  ist  aber  eine  derartige  Tangente;  es  ist  demnach  äp-—da. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  der  Punkt  p  auf  demjenigen 
Kreise  C,  liegen  müsse,  welcher  in  der  Ebene  T  auä  dem  Mittel- 
punkte iJ  mit  dem  Radius  äa  beschrieben  wird.  Nachdem  ferner 
der  Berührungspunkt  p  auch  auf  dem  früher  gefundenen  Kreise  C 
liegen  muss,  so  ist  derselbe  ein  Schnittpunkt  der  beiden  obgenannten 
Kreise, 

Heben  wir  einen  solchen  Schnittpunkt  jj  hervor  und  führen  wir 
in  diesem  Punkte  ein  Perpendikel  auf  die  Berührebene  T,  so  muss 
sich  offenbar  in  demselben  der  Mittelpunkt  der  Kugel  2"  vorfindeu. 
Besagter  Punkt  wird  sich  einfach  im  Schnitte  dieses  Perpendikels 
mit  jener  Ebene  ergeben,  welche  durch  a  senkrecht  zu  /  gelegt 
werden  kann. 

Nachdem  der  Schnitt  der  beiden  Kreise  C^  und  C  in  zwei  Punkten 
«rfolgt  und  nachdem  weiters  auch  der  andere  Endpunkt  Ä'  des  zur 
Ebene  T  senkrechten  Durchmessers  der  Kugel  S,  als  Ähnlichkeits- 
punkt hätte  angenommen  werden  können,  so  folgt,  dass  es  im  ganzen 
vier  der  Aufgabe  entsprechende  Kugeln  gebe. 
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133.  Aufyalc.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construieren,  welche  eiue» 
gegebene  Gerade  in  einem  bestimmten  Punkte  und  nebstbei  zwei 
gegebene  Kngeln  berührt. 

Setzen  wir  wieder  voraus,  die  gegebene  Kugeltangente  heiße  f 
und  a  sei  ihr  Berührungspunkt.  S^  und  ä'^  seien  die  beiden  gegebenen 


Wir  construieren  vor  allena  eine  Kugel  S',  welche  t  in  a  berührt 
und  die  Kugel  S,  in  einem  reellen,  sonst  aber  ganz  beliebigen  Kreise 
X,  aobneidet.  Die  Ebene  dieses  Kreises  K,  trifft  die  gegebene  Kugel- 
tangente *  in  einem  Punkte  P,,  dessen  Potenz  sowohl  in  Bezug  auf 
die  Eilfskugel  S',  als  auch  in  Bezug  auf  die  gegebene  Kugel  S,  gleich 
T^^  ist. 

ümschi'eibt  man  demgemäß  von  dem  Punkte  P^  aus  der  gege- 
benen Kugel  S,  einen  Kegel,  welcher  dieselbe  längs  des  Kreises  C, 
berühren  m^,  so  haben  alle  Erzeugenden  dieses  Kegels,  vom  Punkte 
P,  aus  bis  zu  diesem  Kreise  C,  gerechnet,  die  Länge  F,a,  woraus 
unmittelbar  folgt,  dass  der  Berübrnugspunkt  der  gegebeneu  Kugel  S, 
mit  der  zu  suchenden  Kugel  Z  nothwendig  auf  diesem  Kreise  C,  liegen 
müsse. 

Denken  wir  uns  nun  auch  den  Schnitfckreis  .ffj  der  Hilfskugel  S' 
mit  der  zweiten  Kugel  S^  bestimmt.  (Würde  5"  die  iS,  nicht  sehneiden, 
so  kann  man  eine  aweite  die  Gerade  (  in  a  berührende  und  S^  schnei- 
dende Eilfskugel  S"  construieren.)  Die  Ebene  des  Schnittkreises  K^ 
trifft  die  Gerade  t  in  einem  Punkte  P^,  welcher  sowohl  in  Bezug  auf 
die  Hilfskugel  S',  als  auch  in  Bezug  auf  die  gegebene  Kugel  S^  die 
Potenz  Pj«'  besitzt. 

Umschreibt  man  nunmehr  aus  diesem  Punkte  P^,  als  Scheitel, 
der  gegebenen  Kugel  Sj  einen  Kegel,  welcher  diese  längs  des  Kreises 
Cj  berühren  möge,  so  haben  wieder  die  sämmtlichen  Tangenten  der 
Kugel  5'g  vom  Punkte  Pj  aus  bis  zu  diesem  Kreise  C^  die  Länge 
Pj«,  woraus  abermals  folgt,  dass  der  Berührungspunkt  der  gegebeneu 
Kugel  Ä,  mit  der  zu  bestimmenden  Kugel  i:,  nothwendig  ein  .Punkt 
dieses  Kreises  Cj  sein  müsse. 

Fassen  wir  das  bisher  Gefundene  zusammen,  so  erhellt,  dass 
eine  Kugel  2^  zu  construieren  sei ,  welche  eine  gegebene  Kugel  ^,  in 
einem  Punkte  eines  bestimmten  auf  ihr  liegenden  Kreises  C,  und  eine 
zweite  gegebene  Kugel  S^  gleichfalls  in  eiuem  Punkte  eines  bestimmten 
auf  derselben  liegenden  Kreises  Ca  berühren  soll. 
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Wir  wisseD  aber  bereits,  dass  die  Berülivungspuükte  einer  yer- 
äüderlichen  Kugel  mit  zwei  festen  Kugela  niclit  unabhängig  von  ein- 
ander sind,  und  dass  die  Verbindungsgerade  zweier  solcher  Punkte  stets 
entweder  durch  den  äußeren  oder  durch  den  inneren  Ähnlichkeitspunkt 
der  beiden  Kugeln  gehe. 

Construieren  wir  beispielsweise  den  äußeren  ÄhnÜchkeitspuiikt  A 
der  beiden  gegebenen  Kugeln,  so  finden  wir,  dass  es  einfach  darauf 
ankommt,  einen  Strahl  durch  Ä  derart  zu  ziehen ,  dass  dieser  sowohl 
den  Kreis  C,  auf  S„  als  auch  den  Kreis  C^  auf  Ab  in  einem  Punkte 
treffe. 

Berücksichtigen  wir  aber,  dass  die  beiden  Kugeln  S,  und  S^  in 
Bezug  auf  den  Ähnliehkeitspunkt  A  invers  sind,  so  ist  einleuchtend, 
dass  einem  Kreise  auf  der  einen  Kugel  invers  stets  wieder  ein  Kreis 
auf  der  anderen  Kugel  entsprechen  muss.  oder  mit  anderen  Worten: 
betrachtet  man  den  Ähnlichkeitspunkt  A  als  Scheitel  eines  Kegels, 
welcher  durch  einen  Kreis  auf  der  Kugel  S,  geht,  so  wird  dieser 
Kegel  die  zweite  Kugel  stets  in  zwei  Kreisen  schneiden,  von  welchen 
der  eine  zu  dem  ersteren  Kreise  ähnlich,  der  andere  hingegen  zu  dem 
ersteren  Kreise  invers  liegt. 

Von  diesem  Umstände  kann  in  nachstehender  Weise  Gebrauch 
gemacht  werden.  Wir  legen  durch  den  Kreis  C^  auf  der  Kugel  S, 
einen  Kegel,  dessen  Scheitel  der  Ähnlichkeitspunkt  A  ist  und  denken 
uns  den  Schnitt  dieses  Kegels  mit  der  ersten  Kugel  S^  bestimmt.  Das 
Gesagte  ist  sehr  leicht  durchführbar,  da,  wie  wir  eben  gesehen  haben, 
dieser  Schnitt  in  zwei  Kreise  zerfallt.  Von  diesen  Kreisen  beachten 
wir  aber  nur  jenen  Cj ,  welcher  dem  Kreise  C„  invers  entspricht. 
Bezeichneter  Kreis  C'j  schneidet  den  Kreis  C,  in  zwei  Punkten  p, 
und  p\.  Der  Construction  zufolge  treffen  sodann  die  Geraden  Ap^ 
und  Ap'i  den  Kreis  C^  auf  S^  ebenfalls  in  zwei  Punkten  p^  und  p'^, 
welche,  den  vorhergehenden  Entwickeiungen  gemäß,  die  Berührpunkte 
der  Kugeln  S\  und  S^  mit  zwei  Lagen  der  verlangten  Kugeln  2;  dar- 
stellen. 

Nennt  man  0^  und  0„  die  Mittelpunkte  von  S,  und  S.^ ,  so 
schneiden  sich  die  Geraden  0^^p^  und  0^p^\  O^p',  und  O^p'^inzwei 
Punkten  M  und  M',  welches  die  Mittelpunkte  der  beiden  Lagen  der 
Kugel  2;  sind. 

Beachtet  man  endlich,  dass  man  bei  den  vorstehenden  Construc- 
tioneu  ebenso  gut  auch  von  dem  inneren  Ähnlichkeitspunkt  der  Kugeln 
S,  und  Sj  hätte  Gebrauch  machen  können,  so  ergibt  sich,  dass  im 
ganzen  vier  verschiedene  Kugeln  der  Aufgabe  entsprechen. 
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§.  490. 


133.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  von  gegebenem  Radius  zii  con- 
stmieren,  welche  drei  gegebene  Ebenen  ia  Kreisen  von  gleichfalls 
gegebenen  Radien  schneidet. 

Seien  e^,  e^  und  e,  die  drei  gegebenen  Ebenen ;  die  Radien  der 
in  diesen  Ebenen  liegenden  Kugelkreise  K^ ,  K^  und  K^  mögen  be- 
aiehilngsweise  gleich  i\,  r„  und  r^  sein,  ferner  sei  R  der  Radius  der 
zu  construierenden  Kugel  ^. 

Einer  Ebene,  welche  eine  Kugel  vom  Radius  Ji  in  einem  Kreise 
vom  Radius  *■  schneidet,  entspricht,  wie  wir  bereits  gezeigt  habea, 
vom  Kugelmittelpunkte  ein  Abstand  d,  welcher  durch  d  ~  yii^—r'' 
ausgedrückt  wird. 

Im  vorliegenden  Falle  wird  daher  der  Mittelpunkt  der  zu  suchen- 
den Kugel  von  den  drei  Ebenen  e, ,  e^  und  e^  beziehungsweise  die 
Abstände  d,  =  "l/"!""— V;  d^  =  yjf—r^"  und  d^  =  \/R^~^^ 
besitzen.  Der  Kugeimittelpunkt  wird  sieh  somit  im  Schnitte  jener 
Ebenen  £,  ergeben,  welche  von  dea  obgenannten  Ebenen  e, ,  e^,  e^ 
beziehungsweise  die  vorbezeiehneten  Abstände  haben. 

Nachdem  zu  jeder  Ebene  zwei  parallele  Ebenen  in  gegebenem 
Abstände  gelegt  werden  können,  entsprechen  der  Aufgabe  acht  Auf- 
lösungen, 

§.  491. 

134.  Aufyahe.  Es  ist  eine  Kugel  von  bestimmtem  Radius  zu 
eonstmieren,  welche  zwei  gegebene  Ebenen  in  Kreisen  von  bestimmten 
Radien  trifft  und  auf  einer  gegebenen  Geraden  eine  Sehne  von  be- 
stimmter Länge  abschneidet. 

Seien  e,  und  e^  die  beiden  gegebenen  Ebenen,  r,  und  r^  die 
Radien  der  in  denselben  liegenden  Kugelkreise,  l  die  gegebeue  Gerade 
und  z/  das  auf  dieser  Geraden  durch  die  zu  bestimmenden  Kugeln  ab- 
zuschneidende Sehueastück,  während  R  den  Radius  der  zu  suchenden 
Kugel  repräsentiere. 

Da  der  Mittelpunkt  der  festzustellenden  Kugel  von  der  Ebene  e, 
den  Abstand  (?,  =  ]/Ü*  — r/,  und  von  der  Ebene  e^  den  Abstand 
(^2  —  ]/^-B^ — »"a'  besitzen  muss,  so  liegt  derselbe  in  einer  voa  den 
Tier  Schnittgeraden  g, ,  g^,  g^,  g^  jeuer  vier  Ebenen ,  welche  von  den 
gegebenen  Ebenen  e^  und  e^  die  genannten  diesbezüglichen  Abstände 
(i,,  resp.  d^  besitzen. 

Nachdem  ferner  der  Abstand  d  einer  Sehne,  welcher  eine  Länge  z/ 
in  einer  Kugel  vom  Radius  R  zukömmt,  von  dem  Mittelpunkte  dieser 
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Kugel  gleißh  d  =  y''li'' — -^  ^''  iat,  so  wird  der  Mittelpunkt  der  zu 
ermittelnden  Kugel  offenbar  auf  einem  geraden  Kreiscyliuder  liegen 
müssen ,  dessen  Achse  die  gegebene  Gerade  l  und  dessen  senkvecbter 
Querschnitt  ein  Kreis  vom  Radius  '[/li" — -|-^^  ist.  Im  Schnitte 
dieses  Cjlinders  mit  den  vier  Geraden  g,,  g^,  g.,  und  |J^  liegen  die 
Mittelpunkte  der  gesuchten  Kugeln.  Der  gestellten  Aufgabe  ent- 
sprechen somit  im  allgemeinen  acht  verschiedene  Kugellageii. 

§.  492. 

135.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Kugel  zu  construiereii,  welche  eine 
gegebene  Gerade  in  einem  bestimmten  Punkte  berührt,  durch  einen 
gegebenen  Punkt  geht  und  eine  gegebene  Ebene  in  einem  Kreise  von 
bestimmtem  Kadius  schneidet. 

Wählen  wir  die  gegebene  Ebene  E  unmittelbar  als  horizontale 
Projectiousebene.  Die  gegebene  Gerade  erscheint  sonach  diveet  durch 
ihre  Projectionen  (i,  V)  (Taf.  Syi[I,  Fig.  1 14),  der  auf  derselben  liegende 
Berührungspunkt  durch  seine  Projectionen  («,»')  und  der  gegebene 
Punkt  durch  seine  Projectionen  {p,p')  dargestellt;  ferner  sei  r  der 
Radius  jenes  Kreises  (7,  in  welchem  die  zu  suchende  Kugel  die  ge- 
gebene Ebene,  diesfalls  also  die  horizontale  Projectiousebene,  schnei- 
den soll. 

Der  Mittelpunkt  der  zu  ermittelnden  Kugel  wird  einerseits  in 
jener  Ebene  e'^e'*  liegen,  welche  durch  den  Berühruagspunkt  {a,a') 
der  Kugeltangente  {1,1')  senkrecht  auf  diese  gelegt  wird;  andererseits 
aber,  da  die  besagte  Kugel  durch  die  beiden  Punkte  {a,a')  und  {p,p') 
gehen  soll,  auch  in  jener  Ebene  e''pe\  gelegen  sein,  welche  durch  den 
Mittelpunkt  {m,m')  der  Strecke  {ap,a'p')  za  dieser  senkrecht  ge- 
führt werden  kann,  woraus  folgt,  dass  sich  derselbe  in  der  Schnitt- 
geraden  (s,s')  dieser  beiden  Ebenen  vorfinden  müsse. 

Denken  wir  uns  ferner  den  Durchstoßpankt  (^,  ä')  der  gegebenen 
Geraden  {},V)  mit  der  horizontalen  Projectiousebene  aufgesucht,  so 
repräsentiert  die  Größe  ji  =  da^  {da  selbstverständlich  in  wahrer 
Gri5öe  aufgefasst)  die  Potenz  des  Punktes  {S,d')  in  Bezug  auf  die 
zu  suchende  Kugel, 

Besagte  Kugel  soll  aber,  der  gestellten  Forderung  gemäß,  die 
horizontale  Projectiousebene  in  einem  Kreise  (C,  C')  schneiden,  welcher 
den  gegebenen  Radius  r  besitzt, 

Die  Potenz  des  Punktes  <d,d')  m  Bezug  auf  diesen  Kreis  {C,C') 
muBS   selbstverständlich  auch  jener  (t  =  da^   gleich   sein,    oder  mit 
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aDderen  Worten:  die  von  ö'  aus  au  den  Kreis  C  gezogenen  Tangenten 
müssen  die  Länge  äa^  haben. 

Nachdem  weiters  dei'  Kreis  0'  einen  gegebenen  Radius  r  =r  a^n 
besitzen  soll,  so  wird  der  Abstand  s  seines  Mittelpunktes  von  dem 
Punkte  d'  durch 

Vr^  -\-  d^~^  =§'n=B 
dargestellt  erscheinen.  Dieser  Mittelpunltt  wird  also  auf  einem  Kreise  K 
liegen,   welcher  in  der  horizontalen  Projectionsebene  aus  dem  Mittei- 
punkte  8'  mit  dem  Kadius  ä'n  beschrieben  wird. 

Da  aber  bekanntlieh  der  Mittelpunkt  des  Kugelkreises  (C,  C') 
gleichzeitig  die  Orthogonalprojeetion  des  Kugelmittelpunktes  auf  seine 
Ebene  ist,  so  folgt,  dass  die  horizontale  Projeetion  des  gesuchten 
Kugelmittelpunktes  ebenfalls  auf  dem  Kreise  K  liegen  müsse.  Nach- 
dem ferner  der  besagte  Mittelpunkt,  wie  vorher  bewiesen,  auch  auf 
der  Geraden  {s,s')  liegen  soll,  so  ergibt  sich  seine  horizontale  Pro- 
jeetion im  Schnitte  M\  (oder  M\)  der  Geraden  s'  mit  dem  Kreise  K. 
Die  verticale  Projeetion  j¥,  {oder  M^  dieses  Punktes  {M^,M\)  er- 
gibt sich  sofort  ia  der  Geraden  s. 

Die  horizontale  Projeetion  M\  (oder  M',,)  stellt  gleichzeitig  den 
Mittelpunkt  iO^,0\)  (oder  (»„o'g}  desjenigen  Kreises  (C,  C)  von  dem 
gegebenen  Radius  r  dar,  in  welchem  die  gesuchte  Kugel  die  horizon- 
tale Projectionsebene  schneidet.  Deu  durchgeführten  Constructionen  ist 
direct  au  entnehmen,  dass  der  vorliegenden  Änfgabe  zwei  verschiedene 
Kugellageu  entsprechen. 

§,  493. 

136.  Aufyahe.  In  der  Bildebene  ist  ein  Kreis  gegeben;  ferner 
ist  eine  gegen  die  Bildebene  geneigte  Ebene  duroli  ihre  Eüdfläclitraee 
und  durch  ihi'en  Neigungswinkel  gegen  die  Bildebene  bestimmt;  es 
ist  in  dieser  Ebene  ein  Kreis  von  gegebenem  Radius  derart  zu  ver- 
zeichnen, dass  dessen  CentraJprojection  der  in  der  Bildebene  gegebene 
Kreis  sei.  Das  diesbezügliche  Projeetionscentrum  ist  festzustellen. 

Sei  K  (Taf.  XVin,  Fig.  115)  der  in  der  Bildebene  gegebene  Kreis, 
0  dessen  Mittelpunkt ;  Eb  sei  die  Bildflächtrace  der  gegebenen  Ebene, 
ß  deren  Neigungswinkel  gegen  die  Bildebene  und  r  der  Kadius  des  zu 
suchenden  Kreises  K^. 

Der  besagte  Kreis  K,,  soll,  der  gestellten  Forderung  gemäß,  in  der 
Ebene  E  in  eine  derartige  Lage  gebracht  werden,  dass  dessen  Central- 
projection  der  in  der  Bildebene  liegende  Kreis  K  sei,  d.  h.  dass  der- 
selbe mit  diesem  letzteren  zwei  nicht  parallele  Kreissehnitte  eines 
Kegels  darstelle. 
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Dieser  Auffassung  entsprechend,  ist  es  aber  stets  tnSglich,  durch 
■die  beiden  Kreise  eine  Kngel  zu  legen.  Wie  somit  ersichtlich',  redu- 
ciert  sieh  die  gestellte  Aufgabe  auf  die:  „durch  den  gegebenen  Kreis 
K  in  der  Bildebene  eine  Kugel  zu  legen,  welche  die  Ebene  E  in  einem 
Kreise  vom  Kadius  r  schneidet". 

Dieser  Kreis  ist,  weüu  man  sich  denselben  um  Ei,  lu  die  Bild- 
ebene nach  Kg  umgelegt  denkt,  leicht  zu  eonstruieren.  Nachdem 
nämlich  der  bezeichnete  Kreis,  ebenso  wie  der  Kreis  K,  auf  einer  und 
derselben  Kugel  liegen,  so  hat  jeder  Punkt  der  Schnittgeradeu  ihrer 
Ebenen,  d.  i.  der  Bildflächtrace  Ej,  in  Bezug  auf  die  beiden  Kreise, 
die  gleiche  Potenz. 

Zieht  man  daher  von  irgend  einem  Punkte  x,  der  Bildfläch- 
trace Et  eine  Tangente  x^p^  an  den  Kreis  K  und  gleichzeitig  eine 
Tangente  Xjp\  au  den  umgelegten  Kreis  Kg,  so  müssen  diese  beiden 
Tangenten  eine  gleiche  Länge  haben.  Da  aber  der  Radius  r  des 
Kreises  K„  gegeben  ist,  so  ist  auch  die  Entfernung  seines  Mittel- 
punktes Op  von  dem  Punkte  x,  bekannt,  denn  dieselbe  ergibt  sieb 
direct  als  die  Hypotenuse  x^n  eines  rechtwinkeligen  Dreieckes  ic,  p,  )i, 
in  welchem  die  eine  Kathete  durch  die  Tangente  x^p,  und  die  andere 
Katbete  i\  n  durch  den  gegebenen  Kreisradins  r  dargestellt  wird. 

Beschreibt  mau  daher  aus  dem  Punkte  x^  einen  Kreis  mit  dem 
Eadiusa:,)!,  so  muss  auf  demselben  der  Mittelpunkt  o^  des  umgelegten 
Kreises  K^  liegen. 

Fällen  wir  ferner  von  dem  Mittelpunkte  0  des  Kreises  K  eine 
Senkrechte  auf  die  Bildflächtrace  Ei^,  so  lässt  sich  unschwer  nach- 
weisen, dass  der  Mittelpunkt  o„  des  Kreises  K^  der  Dnrchschnitts- 
punkt  dieser  Senkrechten  mit  dem  eben  coastruierten  Kreise  (a:,)  sein 
müsse.  Denn,  nimmt  man  auf  der  Bildflächtrace  Ei,  jenen  Punkt  a,', 
an,  welcher,  in  Bezug  auf  die  genannte  Senkrechte  8  0  a!s  Symmetrie- 
gerade, symmetrisch  gegen  x^  liegt,  so  erkennt  man  sofort,  dass  die 
von  diesem  Punkte  x^  aus  an  K  gezogene  Tangente  ebenfalls  die 
Länge  Ä,^,  besitze,  dass  also  auch  die  Entfernung  o^  2'^  des  gesuchten 
Mittelpunktes  von  dem  Punkte  x^  die  nämliche  wie  vom  Punkte  x^,  d.  i. 
gleich  Xi  n  sein  müsse.  Letzteres  kann  aber  nur  dann  eintreten, 
wenn  Og  auf  der  Senkrechten  OS  selbst  liegt. 

Zn  dem  gleichen  Resultate  gelangt  man  auch  durch  folgende 
Betrachtung,  Da  die  beiden  Kreisschnitte  des  Projectiouskegels  auf 
einer  und  derselben  Kugel  liegen,  und  deren  Mittelpunkte  die  Fuß- 
punkte der  von  dem  Kugelmittelpuukte  auf  ihren  Ebenen  gefällten 
Perpendikel  sind,  so  liegen  diese  Mittelpunkte  mit  dem  Kugelmittei- 
punfcte   in   einer   und    derselben   zur    Schiiittgeraden  Ei,   der   beiden 
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Kreiseibenen  senkrechten  Ebene  und  müssen  daher,  nach  der  Drehung 
um  El,  in  eine  und  dieselbe  au  Ei,  senkrechte  Gerade  dOo^  fallen. 

Ist  demnach  der  Punkt  o^  ermittelt,  so  kann  man  auch  den 
Timgelegten  Kreis  K^  mit  dem  Eadius  r  verzeichnen.  Kg  stellt  sodann 
den  um  Ei,  umgelegten  Kreis  dar,  dessen  Centralprojection  K  ist.  Zieht 
man  an  K  und  K„  die  beiden  äußeren  gemeinschaftlichen  Tangenten, 
so  schneiden  sich  diese  bekanntlich  in  dem  umgelegten Projectionseentrum 
Cfl.  (Die  beiden  inneren  gemeinschaftlichen  Tangenten  ergeben  eine 
aweite  Auflösung  der  Aufgabe.)  Denken  wir  uns  ferner  durch  dieses 
umgelegte  Centrum  Cg  dea  Parallelstrahl  C^  v  zu  der  Tangente  Xi  jj", 
gezogen,  so  trifft  diese  bekanntlich  die  Central projection  x^  p^  dieser 
Tangente  in  deren  Fluchtpunkt  v. 

Die  Parallele  E,  durch  v  zu  der  Bildflächtrace  Et,  stellt  sodann 
die  Fluchttrace  der  Kreisebene  dar.  Endlich  wird  das  Projectionseentrum 
im  Räume  dargestellt  durch  seinen  Hauptpunkt  A  und  seine  Distanz 
AC,  wenn  man  das  umgelegte  Ceatrum  G„  um  die  Fluchttrace  £&  um 
den  gegebenen  AVinkel  a  dreht. 

§.  494. 

137.  Aufgabe.  Im  Räume  sind  drei  beliebige  Kugeln  S, ,  S^imi 
)S',  und  ein  Punkt  Ä  gegeben ;  es  ist  ein  gerader  Kreiskegel  zu  con- 
struieren,  dessen  Scheitel  der  gegebene  Punkt  A  ist  und  welcher 
die  drei  gegebenen  Kugeln  berührt. 

Denken  wir  uns,  dass  der  zu  suchende  Kegel  die  Kugel  S^  in 
einem  Punkte  a^  berühre,  so  wird  die  Gerade  .4fl,  eine  Erzeugende 
dieses  Kegels  und  gleichzeitig  eine  Taugente  der  Kugel  S^  im  Punkte  a^ 
sein  müssen.  Ferner  wird  auch  die  Kugel  lS^  im  Piinkte  «,  dieselbe 
Tangentialebene  wie  der  Kegel  besitzen. 

Hieraus  lässt  sich  aber  die  Folgerung  ziehen,  dass  der  zu  suchende 
Kreiskegel  auch  jenen  Kreiskegel  (längs  einer  Erzeugenden)  berühren 
müsse,  welcher  aus  dem  Scheitel  A  der  Kugel  <?,  umschrieben  ist.  Das 
Gleiche  gilt  offenbar  auch  von  den  beiden  anderen  Kugeln  iSgundSj, 
so,  dass  die  gestellte  Aufgabe  identisch  ist  mit  der:  „einen  geraden 
Kreiskegel  zu  construieren,  welcher  drei  gegebene  Kreiskegel  JS,,  ^j 
und  2.^,  die  einen  und  denselben  Scheitel  A  haben,  längs  Erzeugenden 
berührt". 

Diese  Aufgabe  kann  demnach  folgendermaßen  gelöst  werden. 

Denken  wir  uns  den  gemeinschaftlichen  Scheitel  A  aller  vier 
Kegel  als  Mittelpunkt  einer  Kugel  Sg,  so  werden  die  drei  gegebenen 
Kegel  2?„  2;„,  £j  von  dieser  Kugel  in  drei  Kreisen  K^,  K^,  K^,  und 


Hosted  by 


Google 


459 

der  gesuchte  Kegel  ^  in  einem  Kreise  ff  geschnitten,  welcher  die  drei 
Ereise  K^,  K^  und  K^  berühren  iiiuss. 

Hiernach  gelangen  wir  zn  einer  zweiten  Eeductioauad  zwar  zii  der 
einfachen  Aufgabe:  „auf  einer.  Kugel  einen  Kreis  zu  construieren, 
welcher  drei  gegebene  Kreise  auf  der  Kugel  berüiu-t". 

Aber  selbst  auch  diese  Aufgabe  gestattet  noch  eine  dritte  Zurück- 
führung  auf  ein  beiianntes  Problem. 

Nimmt  man  nämlich  auf  der  Kugc!  einen  beliebigcQ  Punkt  an, 
und  deukt  mau  sich  eine  Ebene  parallel  zur  Kugel-Berührebeiie  in  diesem 
Punkte  als  Projeetionsebene  angenommen,  so  projicierea  sich  stereo- 
graphi'jch  von  die'^em  Punkte  aus,  die  sämmtlichen  Kreise  der  Kugel 
auf  die  genannte  Ebene  wieder  als  Kreise. 

Sucht  mdu  dihei  die  stereographischeu  Projectioaen  der 
gegebenen  drei  Krei'^e  Ä''^,  K^,  K^  auf  diese  Ebene,  so  hat  man  bloß 
die  bekinnte  pUnimetii  che  appolonische  Aufgabe  zu  lösen  und  den 
gefnudenen  Kren  auf  die  Kugei  zu  rückznproj  leieren. 

Der  Kegel,  welcher  aus  dem  Kugelmittelpunkte  als  Scheitel 
durch  den  gefundenen  Kugelkreis]  gelegt  wird,  ist  sodann  der  verlangte 
Kreiskp£,el 


XXIV.    Capitel. 
Constructionsaufgaben,  das  Rotations-Ellipsoid  betreffend. 

§.  495. 

Um  im  weiteren  Verlaufe  unserer  Diseussion  unnütze  Wieder- 
holungen zu  vermeiden,  setzen  wir  fest,  dass,  so  lange  nicht  aus- 
drücklich etwas  anderes  verlangt  oder  bemerkt  wird,  die  ikitationsachse 
{Z,Z')  stets  senkrecht  auf  der  horiüontalen  Projeetionsebene  stehe. 

Denjenigen  Meridian,  welcher  alsdann  eine  zur  verticalen  Pro- 
jeetionsebene parallele  Lage  besitzt,  werden  wir  den  „Hauptmeri- 
dian" und  dessen  Ebene  die  „Hauptmeridianebene"  nennen.  Den 
ersteren  wollen  wir  durchwegs  mit  K,  die  letztere  dagegen  mit  tj  und 
ihre  horizontale,  zur  Grundlinie  parallele  Trace  mit  j/y,  bezeichnen. 


138.  Aufgabe.  Es  Ist  der  Schnitt  eines  Rotationsellipsoides  mit 
einer  beliebigen  Ebene  direct  durch  seine  Achsen  darzustellen. 
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Erste  Auflösung:  a)  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Haupt- 
meridianellipse K  gezeieliaet  vorliegt.  Die  schneideude  Ebene 
sei  E,,Eh  (Taf.  XVIII,  Fig.;il6). 

Zeichnen  wir  vor  allem  die  zu  der  sclineidendeu  Ebene  E  senk- 
rechte Meridianebene,  d.  i.  jene  durch  die  Kotationsachse  (Z,Z')  ge- 
hende Ebene,  deren  Horizontal trace  P;.  auf  der  Horjaontaltrace  Eh  der 
schneiden  den  Ebene  senkrecht  steht. 

Die  besagte  Meridianebeue  P  ist  eine  Symmetrieebene  für  die 
schneidende  Ebene  E  sowohl,  als  auch  eine  Symmetrieebene  für  das 
Rotationsellipsoid  und  mithin  gleichzeitig  eiue  Symmetrieebene  für 
den  gesuchten  Schnitt. 

Die  Schnittgerade  (s,  s')  dieser  Ebene  Fi,  mit  der  Ebene  EcEi, 
wird  demnach  eine  Achse  des  gesuchten  Schnittes  sein.  Die  bezeich- 
nete Schnittgerade  ist  einerseits  durch  den  Punkt  (h,  h'),  in  welchem 
sich  die  Horizontaltracen  P,,  und  Ei,  sehneiden,  und  andererseits  durch 
den  Punkt  (ff,  o'),  in  welchem  die  Ebene  JE^  Eh  die  Rotationsachse 
{Z,Z')  trifft,  bestimmt. 

Es  haudeit  sich  somit  nur  darum,  die  Endpunkte  dieser  Achse 
(s,  s')  zu  constvuieren.  Die  genannten  Achsen-Endpunkte  sind  offenbar 
keine  anderen,  als  die  Schnittpunkte  der  Geraden  (s,s')  mit  dem  EUip- 
soide,  oder  specieller  mit  dem  in  der  Ebene  P„  liegenden  Meridiane. 

Um  diese  Punkte  zu  bestimmen,  drehen  wir  die  E^6ne  P/,  sammt 
der  Geraden  (s,s'J  und  dem  zugehörigen  Meridiane  um  die  Achse  [Z,Z') 
in  die  zur  Bildebene  parallele  Lage.  Infolge  dieser  Drehung  fällt 
der  Meridian  mit  dem  Hauptmeridiane  K  zusammen  und  die  Gerade 
(s,  s')  kommt  in  eine  Lage  s„ ,  in  welcher  sie  den  Hauptmeridian  K 
in  den  beiden  Punkten  ([„  und  h^  schneidet.  Führt  man  diese  Punkte 
in  die  Gerade  (s,s')  zurück,  so  erhält  man  die  gesuchten  Endpunkte 
{a,a')  und  {b,h')  der  Achse  {s,s').  Der  Mittelpunkt  (0,0')  dieser  Achse 
ist  gleichzeitig  der  Mittelpunkt  der  Schnitteurve;  die  zweite  Achse 
derselben  muss  daher  nothwendiger  weise  durch  den  letztgenannten 
Punkt  hindurch  gehen. 

Nachdem  die  Achse  (s,s')  zur  Horizontal trace  E^  der  schneidenden 
Ebene  E„Ei,  senkrecht  ist,  so  wird  die  zweite  Achse  offenbar  die  durch 
den  Mittelpunkt  (0,0')  parallel  zu  Eh  gezogene  Gerade  (e,s')  sein.  Es 
erübrigt  demuach  nur  noch,  deren  Endpunkte  zu  bestimmen.  Zu  diesem 
Behufe  legen  wir  durch  (e,  s')  die  Parallelkreisebene  «„.  Dem  durch 
diese  Ebene  bestimmten  ParaUelkreise  (j-,  y')  entspricht  ein  Durchmesser, 
welcher  dem  von  K  begrenzten  Stücke  aß  von  e  gleichkömmt.  Dieser 
Parallelkreis  (y,  y')  schneidet  die  Achse  (e,  g'),  in  deren  Endpunkten 
(c,c'),  {d,d'),  womit  die  Aufgabe  gelöst  erseheint. 
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Zweite  Auflösung:  6)  Die  Hauptmeridiaiiellipse  K  ist 
bloß  durch  ihre  Achsen  AB,  [Z]  und  GB  (Taf.  XIX,  Fig.  117} 
gegeben. 

Wie  ini  vorhergebeuden  Falle  bestimmen  wir  die  Sehnlttgerade 
(s,  s')  der  schneidenden  Ebene  E„  Eu  mit  der  au  ihr  senltrechten  Meri- 
dianebene  Fh-  Die  Bndpunkte  der  Achse  (s,  s')  sind  deren  Schnitt- 
punkte mit  dem  in  der  Ebene  P/,  liegenden  Meridiane,  Die  eine  Achse 
dieses  Meridians  ist  die  Rotationsachse  (AB,  A'B"),  die  zweite  Achse 
desselben  ist  der  in  der  Ebene  Pj  liegende  Durehmesser  (m  n,  m'n') 
des  Äquatorialkreises. 

Die  vertieale  Projection  des  fraglieheQ  Meridians  ist  mithin  eine 
Ellipse,  deren  Achsen  AB  und  mn  sind.  Die  Schnittpunkte  der 
Geraden  s  mit  dieser  Ellipse  bestimmen  wir  durch  Zuhilfenahme  des 
üher  AB  beschriebenen  Affinkreisea  K^.  Hierbei  verwandelt  sich,  wie 
aus  früherem  bekannt,  die  Gerade  s  in  die  ihr  affine  Gerade  s^,  welch 
letztere  den  Kreis  Äj,  in  den  beiden  Punkten  «„  und  6^  schneidet. 
Diesen  Punkten  a„  und  \  entsprechen  affin  die  Schnittpunkte  a  und  h 
von  s  mit  der  Ellipse  {AB,  mn). 

Die  besagten  Punkte  a  und  h  sind  aber  offenbar  nichts  anderes, 
als  die  Verticalprojectionen  der  gesuchten  Achsen-Endpunkte;  die  Hori- 
zontalprojectionen  a'  nnd  h'  derselben  ergeben  sich  unmittelbar  in  der 
Geraden  s'. 

Halbiert  man  die  Strecke  {ah,  a'h')  durch  den  Punkt  {0,0'),  so 
repräsentiert  dieser  letztere  Punkt  den  Mittelpunkt  des  Schnittes,  Die 
Gerade  (e,  £')i  welche  durch  denselben  parallel  zur  Horizontaltrace  Ei, 
der  schneidenden  Ebene  gezogen  wird,  stellt  die  zweite  Achse  des  ver- 
langten Schnittes  dar. 

Um  die  Endpunkte  dieser  Achse  («,«')  zu  ermitteln,  denken  wir 
uns  durch  dieselbe  eine  horizontale  Ebene  gelegt,  welche  das  Ellipsoid 
in  einem  Kreise  (y.y')  schneiden  wird.  Der  Durchmesser  dieses  Kreises 
ist  demjenigen  Stücke  der  Geraden  e  gleich,  welches  von  der  Haupt- 
meridianellipse .4 iJ  CD  begrenzt  wird.  Wir  haben  mithin  zunächst 
die  Schnittpunkte  der  Geraden  e  mit  der  Meridianellipse  AB  CD  zu 
bestimmen. 

Letzteres  vollführen  wir  wieder  in  der  Weise,  dass  wir  die  Ellipse 
AB  CD  als  affin  mit  dem  über  AB  beschriebenen  Kreise  Kg  be- 
trachten. Dem  Punkte  B  entspricht  sodann  affin  der  Punkt  1)^  und 
der  Geraden  D^z/k^  (wobei  cig  den  Schnittpunkt  von  e  mit  K^  und  ^ 
den  Schnittpunkt  y on  B^a^  mit  der  Affinitätsachse  .4£  repräsentiert) 
die   Gerade  B  J  a.    Hiernach  ist  k  der  eine  Schnittpunkt  von  e  mit 
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der  Meridianellipse  und  folglich  der  Abstand  des  Punktes  a  von  der 
Achse  AB  gleichzeitig  der  Radius  des  gesuchten  Paralleliireises  (^.y'l. 
Derselbe  erscheint  in  horizontaler  Projection  in  wahrer  Größe  con- 
ceiitrisoh  mit  dem  Äquatorialkreise  und  schneidet  die  Achse  (i,  s')  in 
deren  Rndpimkten  (c,c')  und  (d,d'). 

§.  498. 

Dritte  Lösimgsmethode:  c)  Die  Hauptmeridianellipse 
ist  nur  durch  deren  Achsen  (AJ3,  CD)  gegeben. 

Die  schneidende  Ebene  sei  wieder  E,Ek  (Taf.  XIX,  Fig.  U8). 
Aus  den  vorher  aufgestellten  Sätzen  HH)  oder  329}  ist  bekannt,  dass  ein 
Rotationsellipsoid  S  in  die  demselben,  längs  des  Äqiiatorialkreises,  um- 
oder  eingeschriebene  Kugel  Sy  affin  transformiert  werden  kann,  und 
dass  hierbei  die  Äqnatorebene  die  Affinitätsebene  und  das  Aohsenver- 
hältnis  der  Meridianelüpse  den  Affinitätsmodul  repräsentieren. 

Denken  wir  uns  die  schneidende  Ebene  E«  Ei,  gleichzeitig  mit- 
transformiert, 80  wird  mit  derselben  auch  der  gesuchte  Schnitt  des 
EUipsoides  in  einen  Kugelschnitt  verwandelt,  welcher  mit  dem  ersteren 
die  nämliche  Horizontalprojection  besitzt. 

Von  dieser  Eigenschaft  machen  wir  in  nachstehender  Weise  Ge- 
brauch. Die  Ebene  E^Ei,  schneidet  die  Hauptmeridianebene  t}!,  in  der 
Geraden  {).,V),  welche  sich  affin  in  die  Gerade  (X„,l')  verwandelt« 
Ziehen  wir  durch  den  Horizontaldurchstoßpunkt  {ög,Ö'^)  dieser  trans- 
formierten Geraden  iX^J-'l  eine  Gerade  E'^t  parallel  nur  Horizontaltrace 
Eh  der  gegebenen  Ebene  E,  so  repräsentiert  diese  offenbar  die  Hori- 
Kontaltrace  der  affin  verwandelten  Ebene. 

Bestimmen  wir  weiters  den  Schnitt  dieser  Ebene  E"  mit  der 
Engel  Sa  in  der  Weise,  wie  es  in  Aufgabe  51)  entwickelt  wurde,  so 
ergeben  sieh  die  Achsen  desselben  in  {%h„,  a'h'}  und  {c^d^,  c'd'). 

Wie  bereits  vorher  angedeutet  wurde,  ist  die  Horizontalprojection 
(a'  b',  c'  d')  der  transformierten  Schnittcurve  gleichzeitig  auch  die 
Horizontalprojection  der  urspriingiichen  Schnittcurve.  Die  Vertieal- 
projection  {aj>,  cd)  ist  sodann  einfach  dadurch  zu  bestimmen,  dass 
mau  a'h'  und  c'd'  als  Geraden  in  der  ursprünglich  gegebenen  Ebene 
EcE;,  betrachtet  und  hieraus  die  Verticalprojectiouen  ah  und  cd  ab- 
leitet. 

§.  499. 

139.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  einer  Geraden  mit  einem 
Rotationsellipsoide  unter  der  Voraussetzung  zu  bestimmen,  dass  die 
Gerade  die  Rotationsaelise  schneidet. 

Nebenbei  sei  hier  bemerkt,  dass  wir  von  nun  an  immer  annehmen 
werden,  dass  die  Hauptmeridianellipse  K  bloß  durch  ihre  Achsen  A  B 
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und  GT>  gegeben  sei,  und  dass,  weun  wir  eine  andere  Bestimmuags- 
weise  voraussetzen,  dieses  ausdrücklich  erwähnen  werden. 

Sei  {g,g')  (Taf.  XIX,  Fig.  119)  die  gegebene  Gerade,  welche  die 
Rotationsachse  im  Punkte  {S,S')  schneideu  uiSge. 

Legen  wir  durch  diese  Gerade  {g,g')  die  Meridianehene  Pk.  Der 
in  dieser  Ebene  Hegende  Meridian  besitzt  als  die  eine  Achse  die  Eo- 
tatioDsachse  AB  und  als  zweite  Achse  den  Durchmesser  {mii,  m'n') 
des  Äf[uators.  Die  verticale  Projection  dieses  Meridians  ist  mithin 
jene  Ellipse,  welche  AB  und  mn  als  Achsen  besitzt. 

Die  zu  bestimmenden  Schnittpunkte  sind  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  {g,9')  mit  dem  obgenaunten  Meridiane.  Die  Verticalprojec- 
tloneu  dieser  Schnittpunkte  werden  sich  somit  als  die  Schnittpunkte 
der  Geraden  g  mit  der  Ellipse  {A  B,  m  n)  ergeben.  Diese  letzteren 
sind  nun  selir  leicht  zu  ermitteln. 

Betrachten  wir  zu  diesem  Behufe  die  Ellipse  A  B  mn  als  affin 
mit  dem  über  der  Achse  A  B  beschnehenen  Kreise  Z^,  so  repräsen- 
tieren die  beiden  zur  Achse  AB  Parallelen  mx  und  m^^Xg  zwei  ent- 
sprechende Geraden;  es  wird  somit  der  Geraden  g  oder  rfa*  die  Gerade 
^(,  oder  ä  Xg  affin  entsprechen.  Die  letztere  Gerade  S  x^  schneidet 
den  Kreis  K^  in  «„  und  h^,  welche  Punkte  auf  äx  projiciert,  die  ver- 
ticalen  Projectionen  a  und  h  der  gesuchten  Schnittpunkte  ergeben.  Die 
Horizontalprojectionen  a'  und  i'  können  nunmehr  unmittelbar  aus  a 
und  h  abgeleitet  und  iu  der  Geraden  ff  festgestellt  werden. 

§.  500. 

HO.  Aufgabe.  Es  sind  die  Schnittpunkte  eines  Rotationsellip- 
soides  S  mit  einer  Geraden  {g,g'),  welelie  die  Rotationsachse  niclit 
sclmeidet,  za  ermitteln. 

Erste  Methode.  Durch  affine  Ti'ansformation  des 
ElUpsoides  in  eine  Kugel. 

Wir  transformieren  diesfalls  das  EUipsoid  S  in  die  demselben 
längs  des  Äijuators  {C,C')  um-  oder  eingeschriebene  Kugel  jS^.  Hierbei 
betrachten  wir  die  Äquatorialebene  gleichzeitig  als  die  Affinitätsebene. 
Die  Affinitätsstrahleu  stehen  senkrecht  auf  derselben  und  der  Äffini- 
tätsmodul  ist  dem  Achsenverhältuisse  der  Meridiaaellipse  {AB, CD) 
gleich. 

Mit  dem  Ellipsoid  transformieren  wir  augleich  auch  die  gegebene 
Gerade  (g,g')  (Taf.  XIX,  Fig.  120).  Letzteres  kann  sehr  leicht  ia 
folgender  Weise  bewerkstelligt  werden. 

Der  Schnittpunkt  {§,  ö')  der  Geraden  mit  der  Affinitätsebene  s, 
bleibt  ungeändert.  Ferner  entspricht  der  Tangentialebene  T^  des  EUip- 
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soides  im  Seheitel  Ä  die  ihr  parallele  TaDgeutialebeae  TJ'  in  dem 
Endpunkte  Ag  des  entsprechenden,  Kur  Affinitätsebene  £„  seukreehten 
Kugeldurchmessers.  Dem  Punkte  m,  in  welchem  die  Gerade  g  die 
erstere  Ebene  trifft,  entspricht  sodann  ein  Punkt  m^  in  der  zweiten 
Ebene  T"^,  durch  welchen  die  transformierte  Gerade  p,,  geht.  Die 
letztgenannte  Gerade  ergibt  sich  somit  als  die  Verbindungsgerade  der 
Punkte  nta  und  d.  Die  horizontale  Projection  g'  der  Geraden  bleibt 
bekanntlich  bei  dieser  affiaeu  Transformation  ungeändert. 

Bestimmen  wir  nun  den  Schnitt  der  Geraden  (ffa,g')  mit  der  affinen 
Kugel  S„  {Ko,K\)  allenfalls  durch  Umlegung  der  Geraden  (go,g'}  und 
des  in  ihrer  horizontal-projicierenden  Ebene  P*  Hegenden  Kugelkreises 
h'^  um  g'  in  die  Horizontalebene  nach  7^",  und  g\. 

Die  Schnittpunkte  der  Geraden  g„  mit  i^  ergeben  sich  diesfalls 
direct  in  (%,«')  und  (&oi^')-  Transformieren  wir  diese  beiden  Punkte 
vermittelst  der  Senkrechten  zur  Affinitätsebene  Se  in  die  ursprüngliche 
Gerade  (g,  g')  aurüek,  so  erhalten  wir  daselbst  unmittelbar  die  ge- 
suchten Schnittpunkte  (a,  a')  und  (b,  b')  der  Geraden  (g,  g')  mit  dem 
Ellipsoide  (S,S')- 

§.  501. 

Zweite  Methode. 

Die  gegebene  Gerade  sei  wieder  {g,g')  (Taf.  XIX,  Fig.  121). 
Denken  wir  uns  durch  dieselbe  eine  vertical-projicierende  Ebene  i*„ 
gelegt,  so  sehneidet  diese  Ebene  das  EUipsoid  in  einem  Kegelschnitte, 
dessen  eine  Achse  von  jenen  beiden  Punkten  begrenzt  wird,  in  welchen 
die  Ebene  P„  oder  beziehungsweise  die  Verticalprojection  g  die  Meri- 
dianellipse AB,  CD  trifft. 

Die  vorgenannten  Punkte  (/«,m')  und  (n,n')  können  vermittelst 
des  zur  Ellipse  {AS,  CD)  affinen,  über  AB  beschriebenen  Kreises  K,^, 
wie  bereits  bekannt,  bestimmt  werden. 

Mit  Berufung  auf  den  Satz  328),  ist  sichergestellt,  dass  derjenige 
Kegel,  welcher  einen  Scheitel  des  Ellipsoides,  etwa  den  Scheitel  {A,A') 
zum  Mittelpunkte  hat  und  durch  irgend  einen  beliebigen  auf  dem  Ellip- 
soide gelegenen  Kegelschnitt  geht,  eine  zur  Rotationsachse  senkrechte 
Ebene,  im  vorliegenden  Falle  also  die  horizontale  Projectionsebene, 
stets  in  einem  Kreise  schneidet. 

Indem  wir  hier  von  dieser  Eigenschaft  Gebrauch  machen,  denken 
wir  uns  aus  dem  Scheitel  {Ä,A')  jenen  Kegel  n  t  u  t  d  durch  den- 
jenigen Kegelschnitt  geht,  in  welchem  die  vert  e\\  j  nde  Ebene  P^ 
das  EUipsoid  schneidet.  Dieser  Kegel  wird  m  t  d  h  ontaie  Pro- 
jectioQsebene  in  einem  Kreise  k'^  treffen ,  w  1  h  u  hwer  zu  con- 
struieren  ist. 


Hosted  by 


Google 


465 

Da  nämlich  der  besagte  Kegelschnitt  gegen  die  Hauptmeridiaii- 
ebene  symmetrisch  liegt,  so  wird  sich  dessen  Achse  (mn,  m'n'),  welche 
in  der  genannten  Ebene  ija  gelegen  ist,  aus  dem  Scheitel  iA,A')  auf  die 
horizontale  Projectionsehene  als  ein  Durchmesser  (jtVj/i'v')  des  frag- 
lichen Kreises  k'^  projicieren.  Berücksichtigen  wir  zu  diesem  Behufe, 
dass  einerseits  die  gesuchten  Schnittpunkte  der  Geraden  (^,g')  mit  dem 
EUipsoide  gleichzeitig  auch  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  dem- 
jenigen Kegelschnitte  sind,  in  welchem  die  Ebene  P^  das  Ellipsoid 
schneidet,  und  beachten  wir  andererseits,  dass  dieser  Kegelschnitt  dem 
eben  construierten  Kegel  angehört,  so  ergibt  sich  unmittelbar,  dass 
diese  Schnittpunkte  auch  die  Treffpunkte  der  Geraden  (g,  g')  mit  dem 
Kegel  {A,  lc\)  sein  werden. 

Projicieren  wir  daher  aus  dem  Punkte  {A,A')  die  Punkte  im,m\) 
und  («,»',)  der  Geraden  {g,  g')  auf  die  horizontale  Projectionsehene 
nach  ft',  und  v\,  so  ist  die  Verbindungsgerade  y  oderft'ii'',  offenbar 
nichts  anderes,  als  die  Horizontaltraee  jener  Ebene,  welche  durch  den 
Kegelscheitel  {A,A')  und  durch  die  Gerade  (^,3')  göl^gt  *^erden  kann. 

Die  besagte  Gerade  y'  schneidet  den  Kreis  k\  in  zwei  Punkten 
a'  und  ß';  es  werden  demnach  die  Geraden  A'a'  und  A' ß'  die  hori- 
zontalen Projectionen  derjenigen  Erzeugeuden  des  Kegels  (j4,ä'j)  dar- 
stellen, welche  gleichzeitig  in  der  Ebene  {A,g)  liegen.  Die  Schnitt- 
punkte a'  und  h'  von  g'  mit  A'  u'  und  A'  ß'  repräsentieren  mithin 
die  Horizontalprojeetioneu  jener  Punkte,  ia  welchen  die  Gerade  (3,5') 
den  Kegel  und  somit  auch  das  Elhpsoid  schneidet.  Die  Verticaiprojec- 
tionen  a  und  b  erhalten  wir  unmittelbar  aus  a'  und  b'  iu  der  Ge- 
raden g. 

§.  502. 

141.  Aufgabe.  AB  ein  Rotationsellipsoid  ist  in  einem  Punkte 
desselben  eine  Berührehene  zu  construleren. 

Die  Hauptmeridianellipse  sei  durch  (AB,  CD)  (Taf.  XIX, 
Fig.  122)  bestimmt.  Der  Berührungspunkt  sei  bloß  durch  dessen. 
Verticalprojeetion  p  gegeben. 

Erste  Methode,  a)  Mittelst  der  Affinkugel. 

Denken  wir  uns  zunächst  das  Ellipsoid  S,  indem  wir  die  Äquatoi  - 
ebene  als  die  Affini tätsebeae  aunehL:  'U,  iu  die  längs  des  Äquatorial- 
kreises eingeschriebene  Kugel  Sg  affin  transformiert. 

Hierbei  wird  der  Punkt  _p  des  EUipsoides  in  einen  Punkt  p^  der 
Affiukugel  Sg  übergehen,  den  wir  folgendermaßen  ibestimmen. 

Dem  Seheitel  A  des  EUipsoides  eutspricht  der  Endpunkt  Ag  des 
zur  Äffinitätsebene  senkrechten  Kugeldurchmessers ;  der  Geraden  p  A^ 
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welche  die  ÄfBnitätsebene  s„  in  J  sehneidet,  mitdin  die  Gerade  z/^„ 
und  auf  dieser  dem  Punkte  p  der  Punkt  p^. 

Da  somit  der  Punkt  p„  der  Kugel  Sg  angehört,  so  ist  dessen 
Horizontalprojection  p'  leicht  ku  ermitteln.  Diese  Horizontalprojectioii 
p'  stellt  aber  gleichzeitig  auch  die  horizontale  Frojection  des  dem 
Eilipsoide  S  angehörigen  Punktes  p  dar. 

Legen  wir  im  Punkte  (P(„p')  die  Tangentialebene  £",  E"/,  an  die 
Kugel  S^,  d.  i.  die  durcii  {j>„,ji')  gehende,  auf  dem  Kugelradius  (Op^, 
0' p')  senkrechte  Ebene,  so  wird  dieser  Ebene  affin  die  gesuchte  Be- 
rührebene des  Ellipsoides  S  entsprechen.  Der  Verticaltraee  E°„  ent- 
spricht selbstverständlich  die  Verticaltraee  £„.  Die  letztere  kann,  wie 
folgt,  construiert  werden.  Der  Punkt  ä,  in  welchem  E"„  die  Affiuitäts- 
ebene  «„  trifft,  bleibt,  als  in  der  Affinitätsaehse  liegend,  bei  der  Trans- 
formation ungeändert.  Ferner  entsprechen  sich  die  horizontalen  Be- 
rflhrebenen  Ta  und  I^a  des  Ellipsoides  S  und  der  Kugel  Ä,,  in  den 
Punkten  A  und  A„-  Dem  Schnittpunkt  m„  von  I^a  und  E\  wird 
demgemäß  der  Schnittpunkt  m  von  Ta  und  E„  entsprechen,  so  dass 
sich  die  Verticaltraee  E^  der  gesuchten  Berührebene  als  Verbindungs- 
gerade  der  Punkte  ö  und  m  ergibt. 

Berücksichtigen  wir  ferner,  dass  sich  die  beiden  Ebenen  £",  E",, 
uad  Ee  El,  in  derselben  der  Affiaitätaebene  angehörenden  Geraden 
schneiden,  so  werden,  da  diese  Äffinitätsebeue  horiaontal  ist,  die  Hori- 
zontaltracen  E"i,  und  E/,  zu  der  genannten  Geraden,  also  auch  unter 
einander  parallel  sein ,  woraus  unmittelbar  die  Construction  von  Et 
hervorgeht. 

Zweite  Methode.  6)  Durch  directe  Bestimmung  der 
Meridianlangente  im  gegebenen  Berührungspunkte, 

Die  Verticalprojection  des  gegebenen  Berührungspunktes  sei  p 
(Taf.  XIX,  Pig.  123).  Denken  wir  uns  durch  diesen  Punkt  die  Meri- 
dianebene P  gelegt,  so  schneidet  diese  das  Ellipsoid  S  in  einer  Meri- 
dianellipse, deren  Verticalprojection  gleichfalls  eine  Ellipse  sein  wird, 
welcher  die  Botationsacbse  AB  als  die  eine  Hauptachse  entspricht 
uad  durch  den  Punkt  p  geht. 

Es  wird  nun  keinerlei  Schwierigkeit  bieten,  die  zweite  Haupt- 
achse dieser  Verticalprojection  ABp  sowohl,  als  auch  die  Tangente 
derseiben  im  Punkte  p  zu  ermitteln. 

Betrachten  wir  nämlich  die  Ellipse  ABp  als  affin  mit  dem  über 
deren  Achse  A  B  beschriebenen  Kreise  K^.  Hierbei  stellt  diese  Achse 
A  B  gleichzeitig  auch  die  Affinitätsaehse  dar.  Die  Senkrechte  von  p 
■■iv.f  A  B  trifft  den  Kreis  E„  in  dem  dem  Punkte  p  ents 
i' unkte  jPo- 
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Legt  man  nun  an  deü  Kreis  E^  ia  p^  die  Tangente  tg,  welche 
die  Äfiiaitätsaehse  AH  '\m  Punkte  ji  schneidet,  so  repräsentiert  offenbar 
die  gerade  Verbindungslinie  von  x  und  p  die  der  Tangente  t^  ent- 
sprechende Gerade  jip  oder  t,  d.  i.  die  Tangente  der  Ellipse  ÄBp 
im  Punkte  p. 

Da  die  Ellipse  ABp  die  vertieale  Projection  der  durch  den 
Punkt  p  gehenden  Meridianellipse  darstellt,  so  repräsentiert  auch  die 
Gerade  (  die  Vertiealprojeetion  der  Tangente  dieses  Meridians  im 
Punkte  p. 

Die  Horizontalprojeetion  dieser  Tangente  «ird,  wie  folgt,  bestimmt. 
Zunächst  ermitteln  wir  die  zweite  Achse  der  Ellipse  ABp.  Dieselbe 
ist  natürlich  jene  Gerade,  welche  dem  zu  AB  senkrechten  Durchmesser 
des  Kreises  Kg  affin  entspricht.  Ist  daher  d^  ein  Endpunkt  dieses 
Durchmessers,  und  ziehen  wir  die  Gerade^  p„  d^,  welche  die  Affinitäts- 
achse ^IJß  in  ^  schneidet,  so  ist  ^p  die  dieser  Geraden  p^ä^  ent- 
sprechende Gerade,  auf  welcher  selbstverstän llich  auch  jener  Punkt  ä 
liegen  muss,  der  dem  Punkte  d„  entspricht.  Es  repräsentiert  somit 
Od  die  aweite  Halbachse  der  Ellipse  ABp. 

Der  Punkt  d  ist  aber  die  Vertiealprojeetion  desjenigen  Punktes 
der  Meridianellipse  ^J5p,  welcher  auf  dem  Äquatorialkreise  liegt,  so 
dass  also  dessen  Horizontalprojeetion  d'  (d.  i.  einer  von  den  beiden 
Punkten,  in  welchem  die  Horizontalprojeetion  ä;,'  des  Äquators  von  der 
durch  d  senkrecht  zur  Grundlinie  %%  gezogeneu  Geraden  getroffen  wird) 
fiioh  unmittelbar  construiereu  lässt.  Es  stellt  sodann  die  Gerade  Pn 
oder  O'd'  sowohl  die  Horizontalprojeetion  der  gesuchten  Meridian- 
eilipse,  als  auch  die  Trace  der  entsprechenden  Meridianebene,  zugleich 
aber  auch  die  Horizontalprojeetion  t'  der  Meridiantangente  t  dar. 

Legen  wir  nun  durch  die  Gerade  {t,t')  eine  Ebene  JS^-E*  senk- 
recht zu  der  obbezeichneteu  Meridianebeue,  so  ist  diese  bereits  die 
gesuchte  Berührebene  des  Blüpsoides  im  Punkte  p.  Die  Horizontal- 
projeetion p'  des  durch  seine  Vertiealprojeetion  p  gegebenen  Punktes 
{p,p')  findet  man  unmittelbar  in  P/,. 

§.  503. 
112.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  e„ej    ist   an 
ein  Rotationsellipsoid  eine  Berührebene  zu  legen. 

Erste  Methode,    a)'  Vermittelst    einer   affinen  Kugel, 

Wird  das  Ellipsoid  S  in  die  Kugel  S^  transformiert,  so  übergeht 

gleichzeitig  auch    die   gegebene  Ebene  e^c;,    (Taf.  XIX,   Fig.  124)  sin 

eine  zweite  Ebene,  deren  Horizontaltraoe  zu  der  ursprünglichen  Hori- 


Hosted  by 


Google 


468 

BOntaltrace  e*  parallel  läuft  und  deren  Verticaltrace  e",  mit  der  Ter- 
ticaitraee  e„  affin  ist. 

Die  Trace  t",  kann  ohne  jedwede  Schwierigkeit  bestimmt  werden. 
Der  Punkt  ^^,  in  weichem  e^  die  Äffinitätsebene  Eb  trifft,  bleibt  bei 
der  Transformation  selbstverständlich  ungeändert.  Da  sich  ferner  die 
Berührebenen  T^  und  r%  in  den  Punkten  Ä  und  -4,,  des  Ellipsoides 
resp.  der  Kugel  wechselseitig  entsprechen,  so  entsprechen  sich  auch 
deren  Schnittpunkte  m  und  nif^  mit  den  bezüglichen  Tracen  e„  und  eV 
Es  ergibt  sich  somit  e^  als  die  Verbind ungsgerade  der  Punkte  d  und  m^. 

Da  parallele  Ebenen  durch  affine  Transformation  wieder  in  zu 
einander  parallele  Ebenen  übergehen,  so  wird  der  zur  Ebene  e.e*  paral- 
lelen Berührebene  des  Eüipsoides  S  die  zur  Ebene  e^e"*  parallele 
Berührebene  der  Kugel  S^  entsprechen.  Bestimmen  wir  daher  die 
letztere. 

Der  Berührungspunkt  (pnii'')  derselben  ist  einer  derjenigen  beiden 
Punkte,  in  welchen  der  zur  Ebene  AA  senkrechte  Kwgeldurchmesser 
(Ox,  Ox')  die  Kugel  trifft,  Der  besagte  Punkt  kann  allenialls  durch 
Drehung  des  eben  genannten  Durchmessers  in  die  zur  vertiealen  Pro- 
jectionsebene  parallele  Lage  ermittelt  werden. 

Dem  so  erhaltenen  Punkte  {Po'P')  entspricht  affin  der  Berüh- 
rungspunkt {p,p')  der  gesuchten  Berührebene.  Die  Horizontalprojee- 
tion  desselben  ist  wieder  p',  während  dessen  Verticalprojecfcion  p  dem 
Punkte  j)|,  affin  entspricht  und  direct  erhalten  wird,  wenn  man  irgend 
eine  durch  i^n  gehende  Gerade,  etwa  Ä^p^J,  und  die  ihr  entsprechende 
Gerade  jli)^  zeichnet.  Legt  man  sodann  durch  {p,p')  eine  Ebene 
E,Eh  parallel  zur  gegebenen  Ebene  e^Ck,  so  repräsentiert  diese  die 
gesuchte  Berührebene. 

§.  504. 

Zweite  Methode.  Sei  wieder  e,e„  {Taf.  XIX,  Fig.  125)  die 
gegebene  Ebene.  Wie  wir  bereits  iiachgewiesen  haben,  steht  die  Be- 
rührehene  eines  Kotations-Ellipsoides  senkrecht  auf  der  Meridianebene 
ihres  Berührungspunktes.  Da  aber  diesfalls  die  Berührebene  zu  der 
gegebenen  Ebene  6,6*  parallel  sein  soll,  so  ist  einleuchtend,  dass  der 
Berührungspunkt  derselben  in  der  zur  Ebene  CtSi,  senkrechten  Meri- 
-KÜauebene  P;,  liegen  muss. 

Ferner  ist  klar,  dass  auch  die  Tacgente  an  den  Meridian  in 
der  Ebene  Pa  in  dem  betreffenden  Berührungspunkte  parallel  sein 
müsse  zu  der  Schnittgeraden  (s,s')  der  obbezeichneten  Meridianebeue 
Pk  mit  der  gegebeneu  Ebene  e,6A. 
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Die  in  der  Ebene  Pa  liegende  Meridianeilipse  hat  zu  der  einen 
Achse  die  Rotationsachse  AB,  zu  der  anderen  aber  den  Durchmesser 
(mn,m'n')  des  Äquatorialkreises.  Die  Verticalprojection  der  Meridian- 
ellipse ist  daher  eine  Ellipse  mit  den  Achsen  AB  und  mn. 

Soll  nun  an  die  besagte  Meridianellipse  parallel  au  (s,s')  eine 
Tangente  (i,  (')  gezogen  werden,  so  wird  deren  Verticalprojection  t 
eine  Tangente  der  Ellipse  {AB,mn)  sein,  welche  Tangente  zur  Ver- 
ticalprojection s  parallel  läuft. 

Diese  oberwähute  Tangeute  t  construieren  wir  mittelst  des  über 
der  Achse  .,4b  beschriebenen  Affinkreises  ä^  in  der  Weise,  dass  wir 
die  der  Geraden  s  affin  entsprechende  Gerade  s^  ermitteln,  parallel  zu 
s„  an  den  Ereis  R„  die  Tangente  t^  {da  zwei  derartige  Tangenten 
möglich  sind,  gibt  es  offenbar  auch  zwei  Lösungen  der  Aufgabe)  fuhren 
und  zu  dem  Berührungspunkte  p^  derselben  den  affin  entsprechenden 
Punkt  p  aufsuchen.  Der  letztgenannte  Punkt  p  ist  sodann  ein  Punkt 
der  Ellipse  {AB.mn),  uud  die  Tangente  t  in  demselben  ist  parallel 
zur  Geraden  s. 

Andererseits  repräsentiert  aber  auch  die  Gerade  t  die  Vertical- 
projection der  zu  (s,s')  parallelen  Meridiantangente;  die  Horizontal- 
projection  t'  fällt  mit  der  Traco  Fh  der  Meridianebeue  zusammen. 

Legen  wir  nun  durch  {t,V)  die  Ebene  E,Ek  parallel  zu  der 
gegebenen  Ebene  e^ei,,  so  stellt  diese  die  gesuchte  Berührebene  dar. 
Der  Berührungspunkt  derselben  ist  der  Punkt  {p,p'). 

Die  zweite  zu  s^  parallele  Kreistangente  („'  liefert  selbstverständ- 
lich eine  zweite  Lage  der  gesuchten  Berührebene. 

§.  505. 

143.  Aufgabe.  Durcli  eine  gegebene  Gerade  sind  an  ein  Rota- 
tionsellipsoid die  möglichen  Berübrebenen  zu  legen. 

Erste  Methode,    a)  Mittelst  der  affinen  Kugel. 

Die  gegebene  Gerade  sei  {g,g')  (Taf.  XX,  Fig.  126).  Transfor- 
mieren wir  zunächst  das  Ellipsoid  S  affin  in  die  längs  des  Äquatorial- 
kreises berührende  Kugel  S„.  Hiebei  übergeht  gleichzeitig  die  Gerade 
{s,g')  in  eine  zweite  {g„,g'),  deren  HoriKontalprojection  g'  mit  jener 
der  gegebenen  Geraden  ausammenfälit.  Die  Verticalprojection  gg  da- 
gegen ist  affin  mit  der  Geraden  g,  und  wird  folgendermaßen  construiert. 

Der  Punkt  d,  in  welchem  g  die  Affinitätsebene  s„  schneidet, 
bleibt  bei  der  Transformation  ungeändert ;  ferner  schneidet  die  Gerade  g 
die  Tangentialebene  Ta  des  EUipsoides  im  Punkte  A,  in  einem  Punkte  m, 
weichem    affin  der  Punkt  m^   in  der  entsprechenden  Ebene  T°a  {Be- 
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rührebene  der  Kugel  S^  in  dem  Endpunkte  --lg  des  hovizontal-projicie- 
renden  Kugeldurchmessers)  eutspricht.  Die  Gerade  ff„  ergibt  sich 
daher  als  Verbind uugsgerade  der  beiden  Punkte  m„  und  3. 

Durch  die  Gerade  (^„,^')  sind  jetzt  die  Berühruogsebenen  an  diö 
Kugel  Sa  zu  legen,  oder  beziehungsweise  deren  Berührungspunkte  auf- 
zusuchen. 

Zu  diesem  Zwecke  führen  wir  durch  den  Kugelmittelpunkt  (0,  0') 
eine  zur  Geraden  ((/„■?')  senkrechte  Ebene  D^-Da,  und  construiereu  den 
Sehnittkreis  K,  derselben  mit  der  Kugel  So,  sowie  auch  ihren  Schnitt- 
punkt (ff,  ö'}  mit  der  Geraden  [g^.g')-  Letaleres  vollführen  wir,  indem 
wir  die  besagte  Ebene  sammt  den  bezeichneten  Schnitten  um  ihre 
Horizontaltrace  Dh  in  die  horizontale  Projectionsebene  nach  Kn"  resp, 
nach  ff„  umlegen. 

Zieht  mau  von  ffj,  aus  an  iC"j  die  Tangenten  a^a'^  und  0n^'„,  s» 
ergeben,  deren  Berührungspunkte  a\  und  h'„  in  die  Ebene  i>^ÖA  nu- 
rQckgeführt,  die  Beruhningspuakte  {%,a')  und  (Öq,  fc')  der  Kugel  5'^ 
mit  den  durch  die  Gerade  <<j^.g')  gehenden  Berührebeneu. 

Den  Punkten  (((„,«')  und  Q>a^h')  entsprechen  affin  die  Berüh- 
rungspunkte (a,  a')  und  (6,  i')  des  Ellipsoides  3  mit  den  gesuchten 
durch  [g,g')  geheüden  Berührebenen.  Um  beispielsweise  den  dem 
Punkte  bg  affin  entsprechenden  Punkt  h  zu  finden,  »iehen  wir  etwa 
die  Gerade  j1o6„^  ,  welche  die  Afßnitätsebene  £„  in  z/  schneidet.  — 
Dieser  Geraden  entspricht  affin  die  Gerade  z/A,  aufweiche  selbst- 
verständlich der  gesuchte,  dem  Ellipsoide  8  angehörende  Punkt  b  liegen 
muss. 

Legt  man  nun  durch  (3,^')  und  durch  den  Punkt  (a, «')  eine 
Ebene  Et  El,  so  wird  durch  dieselbe  eine  Lage  der  gesuchten  Berüh- 
rungsebene dargestellt.  Die  zweite  mögliche  Lage  ist  durch  die  Gerade 
^g,g')  und  den  Punkt  {b,}}')  bestimmt. 

§.  506. 

Zweite  Methode.  Die  gegebene  Gerade  sei  {g,g')  (Taf.  XX, 
Fig.  127).  Bestimmen  wir  zunächst  deren  Schnittpunkt  {S,S')  mit  der 
Ebene  £„  des  Äquatorialkreises  (Z',,£r'J.  Die  Gerade  (dO,  iS'O'),  welche 
diesen  Puükt  mit  dem  Mittelpunkte  des  Ellipsoides  verbindet,  kann 
offenbar  als  eine  Achse  des  Ellipsoides  betrachtet  werden.  Die  Polar- 
ebene des  Punktes  d,S'  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid  wird  demgemäß  auf 
der  Geraden  {ÖO,  d' 0')  senkrecht  stehen. 

Die  besagte  Polarebene  ist  aber  auch  die  Ebene  der  Berührungs- 
curve  des  Ellipsoides  mit  dem  demselben  aus  dem  Punkte  ((J,  d'}  um- 
schriebenen Kegel;  dieselbe  muss  daher  durch  diejenigen  Punkte  {m,m-) 
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und  («,»')  gehen,  in  welelieu  der  Äquatorialkreis  (5^,,  Ä'',)  von  den 
durch  (d,d')  gehenden  Tangeöten  berührt  wird.  Die  Ebene  dieser  Be- 
rührnngseurve  ist  also  die  durch  die  Punkte  (m,m-)  und  {n,n')  gehende 
horizontai-projicierende  Ebene  (?„«;,. 

Nachdem  somit  die  genannte  Ebene  horizontal-projicierend  und 
daher  paraiiel  zu  einer  Meridianebene  des  Ellipsoides  ist,  so  sehneidet 
sie  das  letztere  in  einer  der  Meridiauellipse  ähnlichen  Ellipse  2",  deren 
Mittelpunkt  der  Schnittpunkt  (o,  o')  Fon  6,6*  und  {30,d'0')  ist. 
Andererseits  repräseatiert  diese  Ellipse  21  aber  auch  die  Berflhrungs- 
eurve  des  Ellipsoides  mit  dem  demselben  aus  dem  Punkte  (ä,  6')  um- 
schriebenen Kegel,  Als  natürliche  Folgerung  des  eben  Angeführten 
werden  daher  auch  die  Berührebenen,  weiche  durch  die  Gerade  (ß,g') 
an  den  vorbezeichneten  Kegel  (S,  £)  gelegt  werden,  gleichzeitig  die 
durch  (g,</')  gehenden  Tangentialebenen  des  Ellipsoides  darstellen. 

Aus  diesen  Erörterungen  ist  au  ersehen,  dass  die  gestellte  Auf- 
gabe auf  jene:  „durch  die  Gerade  (g,g')  die  möglichen  Berührebenen 
an  den  Kegel  {d,  ^)  zu  legen"  redueiert  erscheint. 

Diese  Berührebenen  werden  bekanntlich  auch  diejenigen  Tangenten 
enthalten,  welche  an  den  Kegelschnitt  I^  von  dem  Pnnkte  (s,  s'),  in 
welchem  die  Gerade  (g,  g')  die  Ebene  e,  e*  des  Kegelschnittes  2.'  trifft, 
gezogen  werden  können. 

Um  die  genannten  Tangenten  zu  construieren,  drehen  wir  sowohl 
die  Ellipse  E,  als  auch  den  Punkt  (s,  s')  um  die  Verticaltrace  e„  in 
die  verticaie  Projectionsebene.  Dabei  gelangt  der  Punkt  (s,  s')  nach 
Sji,  der  Mittelpunkt  [o,  o')  des  Kegelschnittes  2,'  nach  o^  und  die  eine 
Achse  («IM,  »i'M')   nach  »*(,«„. 

Nachdem  der  Kegelschnitt  27  eine  der  Meridianellipse  ähnliche 
Ellipse  ist,  so  wird  oöenbar  die  zweite  Achse  p^^g^,  derselben  gefunden 
werden,  wenn  man  durch  m„  und  «„  zu  der  Geraden  AG,  welche  die 
Endpunkte  beider  Achsen  der  Hauptmeridianellipse  {AB  CD)  ver- 
bindet, Parallele  führt.  An  die  so  erhaltene  Ellipse  m^^n„p„q„  können 
nun  anstandslos  von  Sj  aus  die  Tangenten  mit  Zuhilfenahme  des  über 
Puia  beschriebenen  Affinitätskreises  K^  gelegt  werden. 

Ist  beispielsweise  („  eine  dieser  Tangenten  und  «„  deren  Berührungs- 
punkt, so  hat  man  nur  den  letzteren  in  die  Ebene  e^e/,  nach  {a,  a') 
zurQckzuführen,  um  den  Berührungspunkt  einer  der  verlangten  Berühr- 
ebenen zu  erhalten.  Die  Ebene  EtEt  selbst  wird  bestimmt,  wenn 
man  beachtet,  dass  dieselbe  sowohl  die  Gerade  (g,  g'},  als  auch  den 
Punkt  (a,  a')  enthalten  muss. 

Der  zweiten  von  Xg  an  die  Ellipäe  («J,,  «„  i"»  2o)  möglicherweise 
zu  ziehenden  Tangente  entspricht  ofleiibar  auch  eine  zweite  Lage  der 
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zu  bestimmenden  ßerührebeue  und  wird  diese  in  voller  Übereinstim- 
muüg  mit  dem  für  E^  Et  gewählten  Vorgang  construiert  werden 
können. 

§.  507. 

144.  Aufgabe.  Es  ist  die  Berüliriingscurve  eines  Rotations- 
ellipsoides  mit  einem  demselben  ans  einem  gegebenen  Punkte  um- 
schriebeneB  Kegel  zu  construieren. 

Erste  Methode.  Mit  Zubilfenabme  einer  affinen 
Kugel. 

Der  gegebene  Kegelacheitel  sei  (P,  P')  {Taf.  XX,  Fig.  128). 
Transformieren  wir  das  ElUpsoid  S  oder  {AB,  GB)  affin  in  dio  Kugel 
Ä,,,  welche  demselbeu  läugs  des  Aqaators  eingeschrieben  wird,  so  ver- 
wandelt sich  gleichzeitig  der  aus  dem  Punkte  (P,  I")  umschriebene 
Kegel  in  einea  Kweifcen  Kegel,  welcher  der  Kugel  aus  jenem  Punkte 
(Pfl,  P')  umschrieben  ist,  der  dem  Punkte  (P,  P')  affin  entspricht. 

Sucht  man  daher  zunächst  den  Punkt  T„  und  bestimmt  man 
sodann  die  Ebene  E",,  E";,  der  BerührungseurTe  der  Kugel  Sg  mit  dem 
derselben  aus  dem  Punkte  (Pg.F')  umschriebenen  Kegel  (Aufgabe  56), 
sowie  die  dieser  Ebene  affin  entsprechende  Ebene  E,  E/,,  so  erhält 
man  durch  die  letztere  bereits  die  Ebene  der  gesuchten  Berühreuive 
dargestellt. 

Die  Berührungscurve  selbst  ist  der  Schnitt  der  letztconstrulerten 
Ebene  mit  dem  Ellipsoide  und  kann  dieser  Schnitt  direct  durch  seine 
Achsen,  wie  in  Aufgabe  138)  dargestellt  werden. 

Zweite,  directe  Methode. 

Ist  {P,  F')  (Taf.  XX,  Fig.  128)  der  gegebene,  außerhalb  der 
Fläche  liegende  Punkt,  so  wird  es  ofi'enhar  genügen,  die  Ebene  der 
geförderten  Berührungscurve  zu  ermitteln,  da  sich,  wie  schon  vorher 
angedeutet,  die  Berührungscurve  selbst  einfach  als  Schnitt  derselben 
mit  dem  Ellipsoide  ergibt. 

Die  nachfolgende  Methode  hat  jedoch  überdies  den  Zweck,  uns 
gleichzeitig  die  Mittel  au  bieten,  die  Achsen  der  Berührungscurve  auf 
eine  mögliehst  einfache  Weise  finden  zu  können. 

Die  Ebene  der  Berührungscurve  des  dem  Ellipsoide  S  aus  dem 
Punkte  (P,  P)  umschriebenen  Kegels  ist  bekanntlich  gleichzeitig  die 
Polarebene  dieses  Punktes  (P,P')  in  Bezug  auf  das  Eilipsoid. 

Denken  wir  uns  daher  durch  den  Punkt  (P,  P')  eine  beliebige 
Ebene  geführt,  so  schneidet  dieselbe  (nach  Satz  399,  Band  11)  die 
Polarebene  in  einer  Geraden,  das  Eilipsoid  aber  in  einer  Ellipse  und 
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ist,  wie  wir  bereits  wissen,  die  erstere  die  Polare  des  Punktes  (P,P') 
in  Bezug  auf  die  letztere. 

Nacbdem  die  durch  (P,  P')  zu  führende  Ebene  willkürlich  an- 
geuumuaen  werden  kann,  wählen  wir  diesfalls  insbesondere  die  durch 
den  Punkt  iP,'F')  gehende  Meridianebene  P*. 

Die  besagte  Ebene  schneidet  das  EUipsoid  in  einem  Meridiane, 
dessen  Achsen  die  Rotationsachse  {ÄB,A'B')  uad  der  in  der  Ebene 
P/,  liegende  Durchmesser  (mn,  m'n')  des  Äquators  ist. 

Die  verticale  Projection  dieses  Meridianes  ist  mithin  eine  Eliipse, 
welcher  die  Achsen  AB  und  mn  zukommen. 

An  den  eben  bezeichneten  Meridian  sind  nunmehr  Yom  Punkte 
(P,  P')  aus  die  beiden  Tangentea  zu  ziehen.  Selbstverständlich  wird 
CS  auch  hier  wieder  genügen,  die  Tangenten  von  P  ao  die  verticale 
Projection  {AB,mn)  dieses  Meridians  zu  kennen. 

Behufs  einfacher  Erreichung  dieses  Zweckes  transformieren  wir 
die  Eliipse  {AB^nin)  affin  in  den  über  AB  als  Durehmesser  beschrie- 
beneu Kreis  E^.  In  Verbindung  mit  dieser  affinen  Transformation 
übergeht  gleichzeitig  auch  der  Punkt  P  nach  P„.  Ziehen  wir  somit 
von  P„  aus  die  Tangenten  Bga^  und  BJ)^  an  den  Kreis  K^,  so  ent- 
sprechen den  Berührungspunkten  a^  und  h^  derselben  affin  die  Punkte 
a  und  b.  Die  letzteren  stellen  demnach  die  Verticalprojectionea'  der 
Berührungspunkte  der  von  {P,  B')  aus  an  den  Meridian  {ÄBmn, 
A'B'm'n')   gezogenen  Tangenten  dar. 

Die  Horizontalprojectionen  a'  und  h'  dieser  Berührpunkte  ergeben 
sich  sofort  auf  der  Geraden  P^. 

Die  Gerade  {ah,  a'b')  ist  als  die  Berührungssehue  der  von  (P,  P') 
aus  an  den  Meridian  iAB,mn)  gezogenen  Tangenten  gleichzeitig  die 
Poiare  des  Punktes  (P,  P)  in  Bezug  auf  diesen  Meridian,  mitbin  also 
eine  Gerade,  welche,  den  früheren  Erörterungen  gemäß,  in  der  Ebene 
der  Beruh  rungseurve  liegt. 

Berücksichtigen  wir  aber,  dass  das  EUipsoid  durch  die  Meridian- 
ebene P,,  des  Punktes  (P,  P')  in  zwei  symmetrische  Hälften  getheilt 
wird,  so  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  auch  die  Berührungs- 
curve  des  von  dem  Punkte  (P,  B')  aus  beschriebenen  Kegels  gegen 
diese  Meridianebene  symmetrisch  sein  werde.  Letzteres  kann  aber 
wieder  nur  dann  der  Pall  sein,  wenn  die  Ebene  E^Ei,  der  besagten 
Curve  zu  dieser  Meridianebene  senkrecht  steht. 

Hiermit  erhalten  wir  also  die  Ebene  £,  E^  der  gesuchten  Berüb- 
rungscufve  als  diejenige,  welche  durch  die  Gerade  (al,  a'b')  senkrecht 
zu  der  Meridianebene  P^  geführt  wird. 
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Was  die  Berührungscurve  selbst  anbelangt,  so  ist,  wie  man 
ohneweiters  aus  den  nämlichen  Symmetrie-Eigenschaften  folgern 
kann,  die  Gerade  {ah,  a'h')  gleichzeitig  eine  Achse  derselben.  Dsr 
Mittelpunkt  (0,0')  der  Strecke  {ab,a'l')  ist  mithin  der  Mittelpunkt 
der  Berübrungscurye. 

Die  zweite  Achse  wird  demnach  die  durch  den  Punkt  (0,  0') 
parallel  zur  Horizontaltrace  Eh  gezogene  Gerade  (cd,  Cd')  sein,  deren 
Endpunkte  (c,  c')  und  (d,  ä')  wie  in  Aufgabe  138)  ermittelt  und  fest- 
gestellt werden  können. 

§.  508. 

Hd.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schlagscliatteii  eines  Rotationsellip- 
soides  für  centrale  BeleucMung  auf  die  horizontale  Projectionsebene 
zu  bestimmen. 

Da  diesfalls  die  Lichtquelle  als  ein  Punkt  (P,  F')  (Taf.  XX, 
Fig.  129)  vorausgesetzt  wird,  so  kann  man  kurz  auch  sagen;  es  ist 
der  Schnitt  des  dem  Ellipsoide  aus  dem  Punkte  (P,  P')  umschriebenen 
Kegels  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  bu  bestimmen. 

Um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  legen  wir  wieder,  wie  im  vorhergehenden 
Falle,  durch  den  Punkt  (P,  P')  die  Meridianebene  P^  und  führen  an 
den  in  ihr  liegenden  Meridian  (ASmn,  A'B'm'n'),  vermittelst  des 
aber  AB  beschriebenen  Affiakreises  Kg,  von  (P,  I")  aus  die  Tan- 
genten {i,,l',)  und  ((j,  f'a).  Die  horizontalen  Durchs toßpuakte  {a,u') 
und  (6,  /.')  der  eben  genannten  Tangenten  werden  bereits  zwei  Punkte 
des  gesuchten  Kegelschnittes  darstellen.  Infoige  der  Symmetrie  des 
Ellipsoides,  als  auch  des  demselben  aus  dem  Punkte  [P,  P')  um- 
schriebenen Kegels  gegen  die  Meridianebeue  P*  ergibt  sich  unmittelbar, 
dass  die  Gerade  {al,  a'h')  eine  Achse  des  verlangten  Kegel- 
schnittes sein  müsse. 

Verbinden  wir  weiters  den  gegebeneu  Punkt  (P,P)  mit  den 
Endpunkten  der  Rotationsachse  (.4P,  A'B'),  so  sind  (nach  Satz  330) 
die  horizontalen  Durchstoß  punkte  (/"„  f\)  und  (/),,  f'^  der  beiden 
Geraden  {PA,P'A')  und  {PB,P'B')  die  Brennpunkte  des  zu  be- 
stimmenden Kegelschnittes,  welcher  nunmehr  durch  dieselben  und 
durch  die  Eudpunkte  (a,  a*)  und  {b,  h')  der  großen  Achse  vollständig 
bestimmt  erscheint. 

Die  kleine  Achse  ist  auf  bekannte  elementare  Weise  zu  be- 
stimmen. Man  halbiert  nämlich  die  Strecke  a'h'  oder  /", /j,  um  den 
Mittelpunkt  0'  des  Kegelschnittes  (der  im  vorliegendeu  Falle  eine 
Ellipse  ist)  an  erhalten  und  durchschoeidet  die  zu  a'h'  durch  0'  senk- 
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recht  gezogene  Gerade   mit   einem  Kreisbogen  vom  Eadius  a'o'  aus 
einem  der  Punkte  /",  oder  fj  in  den  Punkten  c'  und  d'. 

§.  509. 

140.  Aiifgahe.  Es  ist  die  Ebene  der  Berührungscurve  eines 
Eotationsellipsoides  mit  einem  demselben,  paraUel  zu  einer  gegebenen 
Geraden  umscliriebenen  Cylinders  zu  ermitteln. 

Erste  Methode.  Mit  Zuhüfe nähme  einer  affinen 
Kugel. 

Ist  g  die  gegebene  Gerade,  so  wird  man,  um  möglichst  einfach 
zum  Ziele  zu  gelangen,  das  Eilipsoid  {AB,  CD)  oder  S  affin  in  die 
dasselbe  längs  des  Äquatorialkreises  berilhrende  Kugel  5^  transformieren, 
Dass  hierbei  gleichzeitig  auch  die  gegebene  Gerade  g  in  eine  Gerade 
^^  übergehe,  ist  mit  Zugrundelegung  des  Vorhergegangenen  selbst- 
Terständlich. 

Dem  Cylinder,  welcher  dem  EUipsoide  parallel  m  ij  umschrieben 
wird,  entspricht  jener  Cjlinder,  welchen  man  der  affinen  Kugel  S„ 
parallel  zur  Geraden  g^  umschreiben  kann. 

Es  wird  folglich  auch  der  Ebene  der  Berührungscurve  des  ersteren 
die  Ebene  der  Berührangscurve  des  letzteren  entsprechen. 

Die  Ebene  E"*  E°„  der  Berührungscurve  des  der  Kugel  parallel 
zur  Geraden  g„  umschriebenen  Cylinders  ist  um  so  leichter  zu  con- 
struieren,  als  bekannt  ist,  dass  die  besagte  Ebene  jene  sei,  welche 
durch  den  Kugelmittelpunkt  senkrecht  zur  Geraden  g^  geführt  werden 
kann.  Wird  nun  die  so  erhaltene  Ebene  £",£"/,  affin  zurQcktransfor- 
miert,  so  findet  man  die  Ebene  B^E/,  der  gesuchten  BerühruDgscurve, 
deren  Schnitt  mit  dem  EUipsoide  auf  die  bereits  mehrfach  besprochene 
Weise  anstandslos  constrniert  werden  kann. 

Zweite,  directe  Methode. 

Diese  Methode  bietet  den  Vortheil,  dass  mit  Zuhilfenahme  der- 
selben nicht  nur  die  Ebene  der  Beröhrungscurve  an  und  für  sich, 
sondern  auch  die  Achsen  der  letzteren  unmittelbar  bestimmbar  sind. 

Sei  (g,g-)  (Taf.  XX,  Fig,  130)  die  gegebene  Gerade.  Die  ver- 
langte Berührungscurve  ist,  wie  wir  wissen,  der  Ort  der  Berührungs- 
punkte aller  Berühruügsebenen,  welche  parallel  zu  der  Geraden  (g,g') 
an  das  Eilipsoid  gelegt  werden  können. 

Führen  wir  an  die  horizontale  Projection  K,'  des  Äquatorial- 
kreises die  beiden  Tangenten  T**  und  T**  parallel  aur  Horizontalpro- 
jection  g'  der  gegebenen  Geraden.  Besagte  Tangenten,  welciie  den 
Kreis  -ff",'  in  den  Punkten  c'  und  d'   berühren,    stellen    offenbar    die 
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Horizontaltracen  zweier  zur  Geraden  (g,g')  parallelen  Berührebeneu  des 
Ellipsoides  dar,  während  die  Punkte  c'  und  d'  die  Horizontalprojec- 
tionen  ihrer  auf  dem  Äquator  liegenden  Berührungspunkte  (c,  c')  und 
{d,  d')  repräsentieren. 

Die  genannten  Punkte  sind  bereits  zwei  der  gesuchten  Berührungs- 
curre  angehörende  Punkte.  Naehdem  dieselben  aber  überdies  die 
Berührungspunkte  des  Ellipsoides  mit  zwei  zu  einander  parallelen 
Berührebeneu  2"fi  und  1"^!,  sind,  so  wird  deren  Verbindungsgerade 
einen  Durchmesser,  resp.  eine  Achse  des  Ellipsoides  und  mithin  auch 
eine  Achse  der  gesuchten  B  erührungscurve  darstellen. 

Die  zweite  Achse  der  Berührungscurve  ist  senkrecht  zu  {cd,  c'd') 
und  muss,  da  (c(^,  cM')  horizontal  ist,  in  der  zu(cd,  c'ä')  senkrechten 
Meridiauebene  Fh  des  Ellipsoides  liegen.  Da  diese  Meridianebene 
parallel  zur  Geraden  {g,  g')  ist,  wird  man  an  den  in  derselben  liegenden 
Meridian  parallele  Tangenten  zu  der  Geraden  {g,  g')  ziehen  können. 
Die  so  bestimmten  Berührungspunkte  (a,  a')  und  (&,  h')  dieser  Tan- 
genten gehören  sodann  gleichfalls  der  Berührungscurye  an  und  werden, 
wie  wir  sogleich  sehen  werden,  gleichzeitig  die  Endpunkte  der 
zweiten  Achse  der  Berührungscurye  darstellen. 

Die  in  der  Meridianebene  P*,  liegende  Meridianellipse  hat  zur 
Verticalprojeclion  eine  Ellipse,  deren  eine  Achse  die  Rotationsachse 
AB  und  deren  zweite  Achse  inn  die  Verticaiprojection  des  in  der 
Ebene  P*  liegenden  Äquatorialdurchmessers  {mn,m'n')  ist. 

Es  wird  demnach  hinreicheu,  an  diese  Verticaiprojection,  mit 
Zuhilfenahme  des  über  ÄH  als  Durchmesser  beschriebenen  affinen 
Kreises  K,,,  die  zu  g  parallelen  Tangenten  (,  und  t^  zu  legen  und 
deren  Berührungspunkte  a  und  h  zu  eonstruieren.  Die  Geraden  i,  und 
ij  repräsentieren  sodann  die  Verticalprojectionen  der  zu  {g,g')  parallelen 
Tangenten  des  in  der  Ebene  Fk  liegenden  Meridians,  während  a  und 
h  die  Verticalprojectionen  ihrer  Berührungspunkte  darsteilen.  Die 
Horizontalprojectionen  a'  und  b'  erhält  man  unmittelbar  in  P/,, 

Die  Gerade  {ah,  a'b')  ist  ein  Durchmesser  der  Meridianellipse 
und  folglich  auch  ein  Durchmesser  des  Ellipsoides.  Die  Endpunkte 
(«,  a')  und  {h,  h')  derselben  gehören  der  Berührungscurve  an  und,  da 
{ah,  a'h')  zu  der  Achse  {cd,  c'd')  der  Berührungscurve  senkrecht  ist, 
stellt  die  besagte  Gerade  selbst  die  zweite  Achse  derselben  dar.  Die 
Ebene  E^Ei,  der  Berührungscurve  lässt  sich  nunmehr  als  die  Ebene 
der  beiden  Geraden  ah  und  cd  leicht  eonstruieren. 


Hosted  by 


Google 


§.  510. 

147.  Aufgabe.  Es  ist  der  ScMagsdiatten  eines  Rotationsellip- 
soldes,  unter  Voraussetzung  paralleler  Belettchtnng,  auf  die  horizon- 
tale ProjectioDsebene  zu  constrnieren,  oder  mit  anderen  Worten :  Es 
ist  die  Horizontaltrace  eines  dem  Rotations-EUipsoide  umschriebenen 
Cylinders  zu  ermitteln. 

Die  Richtung  der  Cyündererzeugenden  sei  {g,  g')  (Taf.  XX, 
Fig.  131). 

Der  Schnitt  des  dem  Ellipsoide  umschriebenen  Cylinders  mit  der 
horizontalen  Projectionsebene  kann  auf  zweifache  Weise  erzeugt  gedacht 
werden  und  zwar  das  elnema!  als  Ort  der  Durchstoßpunkte  aller  zur 
Geraden  (g,  g')  parallelen  Tangenten  des  EUipsoides,  das  anderemal 
dagegen  als  Enveloppe  der  horiaoBtalen  Tracen  aller  zur  Geraden  {g,g') 
parallelen  Tangentialebenen  des  EUipsoides. 

Führt  man  demnach  an  die  Horizontalprojection  K^'  des  Äqua- 
torialkreises zwei  zu  g'  parallele  Tangenten  2"ä  und  f*,  welche 
diesen  Kreis  beziehungsweise  in  c*  und  d'  berühren  mögen,  so  reprä- 
sentieren dieselben  die  Horizontaltracen  zweier  horizontal- projicierenden, 
zur  Geraden  {g,  g')  parallelen  Tangentialebenen  des  EUipsoides  und 
mithin  gleichzeitig  zwei  parallele  Tangenten  desjenigen  Kegelschnittes 
Zs,  in  welchem  der  dem  Ellipsoid,  parallel  zur  Geraden  {9,0'),  um- 
schriebene Cylinder  die  horizontale  Projectionsebene  schneidet. 

Führen  wir  ferner  durch  die  beiden  Seheitel  {A,  A')  und  (B,  B') 
des  EUipsoides  Parallele  zu  der  Geraden  {g,  g'),  so  treffen  diese  die 
horizontale  Projectionsebene  in  zwei  Punkten  f^  und  f^,  welche  (nach 
Satz  330)  die  Brennpunkte  des  gesuchten  Kegelschnittes  2^  dar- 
stellen. 

Die  Gerade  f^fq  ist  somit  die  Richtung  der  einen  Achse  des 
Kegelschnittes  und,  da  f,f^  zu  den  Kegelschnittstangenten  T'/,  und 
T\  paraile)  läuft,  so  stellt  der  Abstand  dieser  letzteren  bereits  die 
Länge  der  kleinen  Achse  dieses  Kegelschnittes  IJ^  dar. 

Die  kleine  Achse  c^ds  selbst  wird  der  Lage  nach  erhalten,  wenn 
man  im  Mittelpunkte  Og  der  Strecke  f\f^  (Mittelpunkt  des  Kegel- 
schnittes Ua)  eine  Senkrechte  zu  f,  f^  zieht  und  sie  von  den  Tangenten 
T'k  und  T^i,  begi-enzen  lässt.  Die  große  Achse  «s&s  ergibt  sich  auf 
bekanntem  elementaren  Wege. 

Die  vorstehende  Aufgabe  lässt  sich  auch  zu  einer  eleganten 
Lösung  des  folgenden  Problemes  verwenden,  welches  bereits  früher, 
jedoch  auf  anderem  Wege  (Aufgabe  143)  durchgeführt  wurde. 
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§.  511. 

148.  Aufgabe.  Durcli  eine  gegebeae  Gerade  sollen  an  ein  Rota- 
tionsellipsoid Berülirebenen  gelegt  werden. 

Die  gegebene  Gerade  sei  durcb  ihrft  Projectiouen  g  und  g' 
(Taf.  XX,  Fig.  132)  gegeben. 

Denken  wir  uns  parallel  zu  der  gegebenen  Geraden  {g,  g')  dem 
Ellipsoide  einen  Cylinder  umscbrieben,  so  werden  die  durch  diese 
Gerade  {g,  g')  gehenden  Beriihrebenen  des  Cylinders  gleichzeitig  aucli 
die  gesuchten  Berfihrebenen  des  Elüpsoides  sein. 

Die  Horizontaltracen  dieser  Berührebenen  müssen  sodann  aber 
nothwendig  diejenigen  Tangenten  der  Horizontalspur  2:^  des  parallel 
zu  {g,  g')  dem  Ellipsoide  umschriebenen  Cylinders  sein,  welche  gleicb- 
aeitig  durch  den  horizontalen  Durchstoßpunkt  h'  der  gegebenen  Geraden 
gehen . 

Bestimmen  wir  demnach  die  Brennpunkte  /J  und  f^  der  Horizontal- 
spnr  I^s  des  genannten  Cylinders,  sowie  auch  die  große  und  die  kleine 
Achse  a,fcs  resp.  c^d,  derselben,  so  wird  man  nichts  anderes  zu  thun 
baben,  als  durch  h'  an  die  Ellipse  (öj&s.  dä^  die  Tangenten  7U  ziehen, 
um  durch  diese  letzteren  bereits  die  [Horizontaltracen  der  gesuchten 
Ebenen  zu  erhalten. 

Dieser  Forderung  dürfte  folgendermaßen  wohl  am  einfachsten 
entsprochen  werden. 

Man  beschreibt  einen  der  Ellipse  27,  eonoentrisehen  Kreis  K^, 
dessen  Radius  der  großen  Halbachse  der  Ellipse  gleich  ist.  Ferner 
verzeichne  man  einen  Kreis  K^  über  der  Geraden  A'/"i  als  Durch- 
messer.- Diese  beiden  Kreise  K^  und  K^  schneiden  sieb  in  zwei 
Punkten  «  und  ß,  welche  mit  h'  verbunden,  bereits  die  gesuchten 
Tangenten  £'i  und  E^i,,  d.  i.  die  Horizontaltracen  der  zu  construierenden 
Berührebenen  ergeben. 

Letzteres  folgt  aus  dem  bekannten  Satze,  dass  die  Fußpunkte 
(iß  der  von  einem  Brennpnnkte  ^  auf  die  Ellipsentangenten  gefällten 
Perpendikel  auf  dem  Kreise  K^  liegen  müssen. 

§.  512. 

Wir  wollen  nun  darauf  übergeben,  einige  Probleme  au  lösen, 
welche  verschiedene  Anwendungen  der  bisher  durchgeführten  Construc- 
tlOQsaufgaben  in  sich  schließen. 

14'J.  Aufgabe.  Es  sind  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel  in  einer 
derartigen  Lage  gegeben,  da^s  die  imaginäre  Achse  der  letzteren  in 
eine   Achse   der  ersteren  fällt;   es  sind  durcb  directe  Construction 
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(d.  h.  olme  jedwede  Curvenzeielinung)  die  gemeinschaftlichen  Punkte 
beider  Kegelschnitte  zu  finden. 

Seien  {AB,GD)  (Taf.  XXI,  Fig.  133)  die  Achsen  der  gegebenen 
Ellipse  E.  Die  imaginäre  Achse  der  gleichfalls  gegebenen  Hyperhel 
i?  falle,  der  Lage  nach,  mit  der  Achse  AB  der  Ellipse  zusammeo. 
Der  MitfcelpuDkt  der  Hyperbel  H  sei  M,  die  reelle  Achse  derselben 
sei  cd  und  eine  Asymptote  g. 

Denken  wir  uns  die  gemeinsame  Achse  A  B  als  Eotationsachse 
angenommen ,  so  wird  bei  der  Drehung  von  E  und  H  um  A  S,  die 
Ellipse  E  ein  Rotationsellipsoid  und  die  Hyperbel  H  ein  einfaches 
windschiefes  Eotationshyperboloid  beschreiben,  während  äie  gemein- 
schaftlichen Punkte  beider  Curven  gemeiQschaftliehe  Parallelkreise 
beider  ßotationsflä<;hen  durchlaufen.  Der  Aquatorialkreis  des  Ellipsoides 
und  der  Kehlkreis  des  Eotationshyperboloidea  besitzen  coucentrische 
horizontale  Projeetionen  K\  uüd  K.\,  deren  Radien  beziehungsweise 
den  Halbachsen  CO  und  cM  gleich  sind. 

Ziehen  wir  an  die  horizontale  Projection  K'^  des  Kehlkreises  eine 
zur  Grundlinie  parallele  Gerade  g',  so  stellt  diese  bekaantlich  die 
horizontale  Projection  einer  zur  verticalen  Projeetionsebene  parallelen 
Erzeugenden  des  Eotafcionshyperboloides  dar,  deren  Verticalprojection 
mit  der  Asymptote  g  der  gegebenen  Hyperbel  zusammenfällt. 

Bestimmen  wir  die  Schüittpunkte  dieser  Erzeugenden  mit  dem 
Rotationsellipsoide  und  legen  wir  zu  diesem  Behufe  durch  die  Gerade 
{g,g')  eine  zur  verticalen  Projeetionsebene  parallele  Ebene  Sh,  so  schneidet 
diese  das  Eotationsellipsoid  in  einer  Ellipse,  welche  mit  der  Haupt- 
meridianellipse AB  CD  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist.  Die  eine 
Achse  dieser  Ellipse  ist  durch  das  Sehnenstück  y'  ö'  der  Geraden  g' 
auf  dem  Äquatorialkreise  K\  dargestellt.  Die  verticale  Projection 
ieser  Schnittellipse  ist,  wie  bereits  angedeutet,  mit  der  Hauptmeri- 
ianellipse  AB  CD  äbnlieh  und  eoneentrisch,  und  entspricht  derselben 
der  vorgenannten  Sehue  gleiche  Achse  yä. 

Auf  Grund  dieser  Daten  lassen  sich  nunmehr  auch  die  Endpunkto 
«  und  ß  der  anderen  Achse  vermittelst  der  äbnliehen  Dreiecke  ^OC, 
ciOy  uad  BOG,  ßOy  leicht  constmieren. 

Die  Schnittpunkte  P„  und  (P^)  der  Ellipse  [a  ß,  y  d)  mit  der 
Geraden  g  sind  die  Vertiealprojectionen  der  Schnittpunkte  des  Ellip- 
Eoides  mit  der  Geraden  (g,  g')  und  werden  auf  bekaaute  Weise  ver- 
mittelst des  über  aß  als  Durchmesser  beschriebenen  affinen  Kreises  Äj, 
construiert.  Die  Horizonfcalprojectionen  besagter  Sehiüttpimkte  ergeben 
sich  unmittelbar  auf  g'  in  !"„  und  (P'u). 
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Die  Punkte  (P^,  !"„)  und  [{P„),  [F'^)]  gehören  beiden  Fläeheu 
gleichzeitig  an,  sind  daher  auch  Punkte  der  beiden  Parallelkreise 
iK^,K',)  und  (ffg,  Ä'j),  längs  welchen  sich  die  beiden  Rotations- 
flächen schneiden.  Die  gemeinschaftlichen  Sehnen  P^iP^)  iindP,  (P,) 
der  beiden  Kegelschnitte  können  somit  direet  bestimmt  werden.  Die 
Endpunkte  derselben  gehören  selbstverständlich  den  Meridianen  J5  und 
^an,  steilen  mithin  die  verlangten  Schnittpunkte  der  Ellipse  E  mit 
der  Hyperbel  H  dar. 

Attf  demselben  Principe  beruhend,  kann  auch  das  nachstehende 
Problem  gelöst  werden. 

§.  513. 

150.  Äufyahc  Eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel  sind  gegeben; 
die  imaginäre  Achse  der  Hyperbel  und  die  eiae  Achse  der  Ellipse 
liegen  in  einer  und  derselben  Geraden;  dnrch  direote  Construction 
i'd.  h.  ohne  Corvenzeiehnung)  sind  die  gemeinschaftlichen  Tangenten 
der  beiden  Kegelschnitte  zu  bestimmen. 

Obwohl  die  constructive  Durchführung  des  gestellten  Problems 
an  dieser  Stelle  überflüssig  erscheinen  dürfte,  so  wollen  wir  denn 
doch  zum  besseren  Verständnis  der  Lösung  von  einer  Skizze  Gebrauch 
machen. 

Es  sei  E  (Taf.  XXl,  Fig.  134)  die  gegebene  Ellipse  und  H  die 
gegebene  Hyperbel,  deren  imaginäre  Achse  mit  der  großen  Achse  der 
Ellipse  E  ausammenfallea  möge. 

Denken  wir  uns  an  die  beiden  Curven  die  gemeinschaftliche 
Tangente  T  gezogen. 

Betrachten  wir  ferner  die  gemeinsehaftüche  Achse  Z  der  beiden 
Curyen  E  und  //  als  Rotationsachse,  so  wird  bei  der  Drehung  um 
dieselbe  die  Ellipse  E  ein  Rotations-Ellipsoid  und  die  Hyperbel  S  ein 
windschiefes  Rotations-Hyperboloid  erzeugen. 

Die  beiden  gegebenen  Curven  E  und  H  können  gleichzeitig  als 
Hauptmeridiane  der  beiden  Rotationsflächen  aufgefasst  werden. 

Die  gemeinschaftliche  Tangente  T  von  E  und  H  kann  ohne 
weiters  als  die  Verticaltrace  einer  vertical-projicierenden,  beiden  Flächen 
gemeinsamen  Berührebene  angesehen  werden.  Die  besagte  Ebene 
miiss  sodann  ebenso  wie  jede  andere  Berührebene  eines  windschiefen 
Hyperboloides  eine  (eigentlich  zwei  verschiedenen  Systemen  angehörende) 
Erzeugende  enthalten. 

Denken  wir  uns  nun  auch  diese  Ebene  sammt  der  letztgenannten 
Erzeugenden  um  Z  gedreht,  so  wird  die  Ebene  einen  die  beiden  Ro- 
tationsflächen gemeinschaftlich  berührenden  Rotation skegel  bescbreibsD, 
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während  die  Erzeugende  nach  und  nach  alle  möglichen  Lagen  auf  dem 
Eotations-Hyperboloide  annehmen  wird. 

Denken  wir  uns  daher  durch  eine  beliebige  Eraeugende  des  Ro- 
tations-Hyperboloides (caeh  der  einen  oder  der  anderen  in  der  Aufgabe 
143  entwickelten  Methode)  an  das  Rotatious-Ellipsoid  eine  Berührebene 
gelegt,  so  wird  dieselbe  nothwendig  dem  vorgenannten  Kegel  (oder 
einem  zweiten  ebenfalls  ganz  bestimmten  Kegel)  als  Tangentialebene 
^gehören  und  überdies  auch  eine  Berührebene  des  Rotafcionshyper- 
boloides  darstellen. 

Stellen  wir  uns  vor,  dass  diese  Ebene  durch  Drehung  um  die 
Achse  Z  in  eine  vertical-projicierende  Lage  gebracht  worden  wäre,  so 
wird  deren  Vertiealtrace  sowohl  die  Contour  £',  als  auch  die  Contour 
fl"  der  beiden  Rotationsflächen  berühren  und  mithin  eine  der  ge- 
suchten gemeiüsehaftlichea  Tangenten  repräsentieren.  Eine  aweite  Lage 
ist  in  Bezug  auf  Z  zu  dieser  Tangente  symmetrisch.  Ebenso  ergeben 
sich  durch  Benützung  der  zweiten  Tangentialebene  des  Ellipsoides, 
welche  durch  die  gewählte  Erzeugende  des  Hyperboloides  gelegt  werden 
kann,  zwei  weitere  gegen  Z  symmetrische  Lagen. 

Eine  Reihe  anderer  Aufgaben,  die  sieh  hier  anschließen  lassen, 
besteht  in  der  Bestimmung  von  Rotationsflächen,  welche  durch  Punkte, 
Tangentialebenen  oder  durch  andere  besondere  Bedingungen  gegeben  sind. 

§•  514. 

Ibl.  Aufgabe.  Es  ist  die  Rotationsachse  eines  Rotationseilip- 
soides  und  ein  Punkt  auf  der  Fläche  gegeben,  man  soll  die  Hanpt- 
meridianellipse  construieren,  d.  i.  deren  zweite  Achse  bestimmen. 

Die  gegebene,  zur  horizontalen  Projectionsebene  senkrecht  stehende 
Rotationsachse  sei  {AB,A'B')  (Taf.  XXI,  Eig.  135);  (P,  P'}  sei  der 
gegebene  Punkt. 

Den  vorliegenden  Bestimmungsstflcken  gemäß,  repräsentiert  die 
Rotationsachse  gleichzeitig  auch  eine  Achse  der  Hauptmeridianellipse  E. 
Denken  wir  uns  den  gegebenen  Punkt  (P,  P')  um  {ÄB.A'B')  so  lange 
gedreht,  bis  derselbe  in  die  Ebene  rji,  des  Hauptmeridians  E  gelangt, 
so  stellt  in  dieser  Lage  dessen  Verticalprojection  P,  einen  Funkt  der 
gesuchten  Meridianellipse  E  dar.  Die  zweite  (kleine)  Achse  der  letz- 
teren kann  folgendermaßen  bestimmt  werden. 

Beschreiben  wir  zunächst  über  der  Rotationsachse  AB  als  Durch- 
messer den  Kreis  K^  und  betrachten  wir  denselben  als  affin  mit  der 
Ellipse  ASP^,  so  entspricht  dem  Punkte  P,  der  Punkt  Fg,  in  welchem 
der   affine  Kreis   K„   von   der  durch  P,   senkrecht  za  AB  ^ 
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Gsraden  geschnitten  wird.  Zieliea  wir  feraer  durch  deu  Mittelpunkt  0 
von  AB  die  zu  AB  senkrechte  Gerade  0D„,  so  stellt  diese  die  Lage 
der  zu  bestimmenden  Achse  dar.  Der  Schaittpuukt  D„  mit  dem 
Kreise  Kg  entspricht  affin  dem  einen  Endpunkte  I)  dieser  Achse  und 
kann  der  letztere  somit  anstandslos  construiert  werden.  Führt  man 
nämlich  die  Gerade  1:'„D„^  welche  AB  in  d  trifft,  so  entspricht  der- 
selben affin  die  Gerade  öP,.  Dort  wo  P,<i  die  Gerade  OD^  schneidet 
erhält  man  bereits  den  gesuchten  A  chsenendpunkt  D. 

Beschreibt  man  endlich  noch  ans  der  Horizontalprojection  0'  des 
Mittelpunktes  (0,  0')  einen  Kreis  K\  mit  einem  der  Halbachse  OD 
gleichen  Radius,  so  stellt  dieser  den  Aquatorialkreis  K'^  des  EÜip- 
soides  dar. 

§.  515. 
J52.   Aufgabe.    Die   Rotationsachse    eines   Rotationsellipsoides 
Ist  der  Länge  und  Lage  nach,  so  wie  ferner  eine  Tangentialebene 
desselben  gegeben;    es  ist  der  Äquatorialfereis  der  Größe  und  Lage 
nach  zu  bestimmen. 

Die  horizontale  Projectionsebene  wählen  wir  senkrecht  zu  der 
gegebenen  Rotationsachse.  Dieser  Voraussetzung  gemäß  erscheint  die 
letztere  als  die  horizontal-projicierende  Gerade  (AB,  A'JB')  (Taf.  XXI, 
Fig.  136}  dargestellt.  Die  gegebene  Tangentialebene  T  des  EUipsoides 
besitze  unter  den  obwaitenden  Verhältnissen  die  Tracen  T,  und  T/,. 
Drehen  wir  diese  Ebene  T  so  lange  um  die  Rotationsachse  {AB, 
A'B'),  bis  dieselbe  in  eine  zur  verticalen  Projectionsebene  senkrechte 
Lage  t^h  gelangt,  so  wird  die  Verticaltrace  U  der  obbezeichneten 
Ebene  gleichzeitig  eine  Tangente  an  die  verticale  Contour  des  EUip- 
soides, d.  i.  eine  Tangente  der  gesuchten  Hauptmeridianellipse  sein. 
Es  handelt  sich  somit  bloß  um  die  Construetion  der  zweiten  Achse 
CD  einer  Ellipse,  von  welcher  bereits  eine  Achse  AB  und  eine  Tan- 
gente t„  als  bekannt  vorliegt. 

Diese  Construetion  kann  vermittelst  des  über  A  B  als  Durch- 
messer heschriebenen  Kreises  K^  durchgeführt  werden. 

Schneidet  die  Tangente  U  die  Affinitätsachse  AB  im  Punkte  u, 
so  ist  die  Tangente  (^  des  Kreises  Kg,  welche  durch  diesen  Punkt 
geht,  die  der  Geraden  t,  entsprechende  Gerade.  Fällt  man  von  dem 
Berührungspunkte  p,,  des  Kreises  Ä^  mit  der  Tangente  t^  eine  Senk- 
rechte auf  die  Affinitätsachse  AB ,  so  trifft  dieselbe  die  Tangente  f, 
in  den  dem  Punkte  pa  entsprechenden  Punkt  p.  Dieser  letztere  ist 
bereits  der  Berührungspunkt  der  Tangente  ^  mit  der  zu  bestimmenden 
Hauptmeridian-Ellipse  E. 
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Errichten  wir  endlicli  im  Mittelpunlite  0  der  Strecke  A  B  auf 
die  gegebene  Achse  AB  eine  Senkrechte  OD^,  so  repräsentiert  diese 
die  Lage  der  zweiten  Achse  der  Meridianellipse.  Dieselbe  Gerade  OD^ 
schneidet  den  Kreis  K„  in  dem  Punkte  I)„,  welchem  affin  ein  End- 
punkt JD  der  gesuchten  zweiten  Achse  entsprechen  wird.  Behufs  Be- 
stimmung des  Punktes  D  führen  wir  die  Gerade  jp^  Dg,  welche  die 
Affinitätsaebse  A  B  \ü  d  trifft,  und  bestimmen  die  ihr  entsprechende 
Gerade  pä,  welche  OJD^  bereits  in  dem  gesuchten  Punkte  D  schneidet, 
Macht  man  endlich  0C=  OB,  so  ist  CD  die  gesuchte  zweite 
Achse. 

Der  aus  dem  Mittelpunkte  0'  mit  dem  Kadius  R  =  OD  be- 
schriebene Kreis  -ST',  stellt  sodaim  die  Horiaontalprojeetioß  des  gesuchten 
Äc[uatorialkreises  {K,K\)  dar. 

g.  516. 

Iö3.  Aufgabe.  Von  einem  Rotationsellipsoide  sind  die  Rota- 
tionsachse der  Lage  (aieht  auch  der  Länge)  nach,  der  Mittelpunkt  der 
Fläche  in  dieser  Achse  und  zwei  auf  der  Fläcbe  liegende  Punkte 
gegeben;  es  ist  die  Größe  der  Rotationsachse  und  jene  des  Äqua- 
torialkreises zu  bestimmen. 

Wählen  wir  wieder  die  horizontale  Projectionsebene  senkrecht  zu 
der  Rotationsachse  (durch  geeignete  Transformation  stets  zu  erreichen), 
so  wird  sich  die  letztere  als  die  horiaontal-projicierende  Gerade  (Z,Z') 
(Taf.  XXL  Fig.  137)  darstellen.  Der  Mittelpunkt  des  Ellipsoides  sei 
(0,  0');  die  beiden  gegebenen  Punkte  seien  durch  {a,  a')  und  (b,h') 
bestimmt. 

Vor  allem  ist  diesfalls  ersichtlich,  dass  die  Gerade  Z  die  eine 
und  die  Gerade  Y,  welche  in  0  senkrecht  auf  Z  gezogen  wird,  die 
zweite  Achse  der  Hauptmeridianellipse  der  Lage  nach  repräsentieren 
werden. 

Denken  wir  uns  weiters  die  beiden  Punkte  (»,«')  und  (&.&')  um 
iZ,Z')  so  lange  gedreht,  bis  dieselben  in  die  Hauptmeridianebene, 
d,  i.  in  die  durch  {Z,  Z)  zur  verticalen  Projectionsebene  parallel 
gelegte  Ebene  )j/,  gelangen,  so  stellen  dieselben  in  dieser  Lage  {ag,a'„) 
und  ((>n'&'o)  bereits  zwei  Punkte  der  Hauptmeridian-Ellipse  dar. 

Wie  nunmehr  unschwer  einzusehen,  wird  es  sich  bloß  darum 
handeln,  die  Achsenlängen  einer  Ellipse  E  zu  findeu,  von 
welcher  die  Lagen  der  Achsen  {Z  und  F),  sowie  zwei  Punkte  «„ 
und  \  bekannt  sind.  Diese  Aufgabe  wurde  aber  bereits  früher  ge- 
löst und  können  wir  daher  anstandslos  auf  die  dort  (Aufgabe  lOO, 
Band  I)  gegebene  Construotion  verweisen. 
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Beschreiben  wir  schlieiSlich  aus  dem  Punkte  0'  einen  Kreis  K', 
mit  dem  Radius  JJ  =  0  C^  OD,  so  repräsentiert  dieser  die  Horiaontal- 
proJGction  des  gesuchten  Äquatorialkreises. 

§.  517. 

154.  Aufgabe.  Ein  bifoeales  Ellipsoid  ist  durch  vier  Tangential- 
ebenen und  einen  Brennpunkt  gegeben:  die  Rotationsachse  und  der 
Äquator  sind  zu  construieren. 

Die  vier  Tangentialebenen  seien  i,,  t^,  (3,  t^  und  F^  sei  der  gegebene 
Brennpunkt.  Fällt  man  von  Fi  auf  diese  vier  Ebenen  die  betreffenden 
Perpendikel  F^a,,  JF,  »j,  F^a^  und  F,a^,  so  liegen  (nach  Satz  323) 
die  Fußpunkte  «,,  a^,  %,  %  derselben  auf  einer  mit  dem  Ellipsoide 
concentrischen  Kugel,  deren  Radius  die  grosse  Halbachse  der  Meridian- 
ellipse ist. 

Man  hat  also  zunächst  den  Mittelpunkt  0  der  durch  die  vier 
Punkte  a^,  «5,  %,  a^  gehenden  Kugel  zu  ermitteln,  um  durch  den- 
selben gleichzeitig  auch  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoides  dargestellt  zu 
erhalten.  Die  Verbindungsgerade  OF^  bestimmt  sodann  die  Rotations- 
achse, Auf  derselben  erhält  man  den  zweiten  Brennpunkt  Fj,  indem 
man  einfach  OF^  =  OFi  macht. 

Nun  lässt  sich  ebenso  leicht  auch  die  Länge  der  großen  und  der 
kleinen  Achse  der  Meridianellipse  feststellen. 

Zunächst  wissen  wir  nämlich ,  dass  der  Berührungspunkt  einer 
Tangentialebene,  beispielsweise  der  Berührungspunkt  p^  von  t^,  der 
Glanzpunkt  dieser  Ebene  fflr  die  beiden  Brennpunkte  F,  und 
F^  ist.  Verlängert  man  daher  das  Perpendikel  F,  a,  und  tr^t  die 
Strecke  F^  a,  nochmals  von  a,  bis  a,  auf,  so  wird  die  Gerade  F^k, 
die  Ebene  t^  in  dem  Glanzpunkte  p,  von  F,  und  F^,  d.  h.  in  dem 
Berührungspunkte  sehneiden. 

Die  Summe  der  Leitstrahlen  F,p,  +  F^p,  ==  F^  a,  gibt  nunmehr 
die  Länge  der  Rotationsachse  AB  an.  Aus  der  letzteren  und  aus 
der  Distanz  der  Brennpunkte  F^  und  F^  bestimmt  man  sodann  die 
kleine  Achse  CD  der  MeridianeÜipse ,  oder  was  dasselbe  ist,  den 
Durohmesser  des  Äquatorialkreises. 

§.  518. 

155.  Aufgabe.  Ein  bifoeales  Rotationsellipsoid  ist  durch  einen 
Brennpnnkt,  zwei  Tangentialebenen  und  den  Berührungspunkt  der 
einen  dieser  beiden  Ebenen  gegeben;  es  ist  die  Rotationsachse  und 
der  Äquatorialkreis  zu  construieren. 
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Der  gegebene  Brennpunkt  sei  F,,  die  beiden  Tangentialebenen 
seien  t,  und  (5  und  der  Berührungspunkt  von  f,  werde  durcli  p^ 
(Taf.  XXI,  Fig.  138)  dargestellt. 

Fällen  wir  zunächst  von  dem  gegebenen  Brennpunkte  F^  die 
Senkrechte  F,  a^  auf  die  Berührebene  t,  und  tragen  wir  auf  derselben 
von  dem  Fußpunkt  «,  die  Strecke  F,  a,  nochmals  bis  a^  auf,  so  dass 
die  beiden  Punkte  .F,  und  a,  eine  gegen  die  Ebene  f,  symmetrische 
Lage  annehmen.  Verbindet  man  nun  sowohl  F^  als  auch  «i  mit  dem 
gegebenen  Berührungspunkte  p^ ,  so  liegen  diese  beiden  Geraden  in 
einer  und  derselben  zu  (,  senkrechten  Ebene  und  schließen  mit  i,  die 
einander  gleichen  Winkel  F^p,a,  und  cc,p^ai  ein.  Hieraus  folgt, 
dass  die  Gerade  a^p,  durch  den  zweiten  noch  unbekannten  Brenn- 
punkt F^  gehen  müsse. 

Fällen  wir  weiters  auf  die  zweite  der  gegebenen  Tangential- 
ebenen t^  des  EUipsoides,  vom  Brennpunkte  F^  die  Senkrechte  F^a«, 
und  trageil  wir  die  Strecke  -Fi  «j  von  ihrem  Fnßpunkte  a,.  nochmals 
nach  K4  auf,  so  dass  F^  und  a^  symmetrisch  gegen  die  Ebene  (^  liegen, 

Stellen  wir  uns  vor,  wir  hätten  den  Kweiten  Brennpunkt  JP^,  der, 
wie  wir  vorher  zeigten ,  auf  der  Geraden  a,  p,  liegen  muss,  bereits 
gefunden.  Denken  wir  uns  ferner  den  Punkt  F^  mit  dem  Punkte  Kj 
verbuöden,  so  wird  diese  Verbindungsgerade  F^a^  die  Ebene  f^  in 
deren  Berührungspunkte  p^  treffen  müssen. 

Dies  vorausgesetzt,  wird  einerseits,  da  F^  p,  ^=  p^  Kj  ist, 
^iPx  +  FqPi  =  F^f-i  gleich  der  Länge  der  Rotationsachse,  und 
ebenso  wird  andererseits,  da  F^p^  =  a^p^  ist,  F,p,^  -\-  F^p^  ^F^a„ 
wieder  der  Rotationsachse  gleich  sein. 

Diesem  Ergebnisse  entnehmen  wir,  dass  das  Dreieck  «,  k„j^„  ein 
gleichschenkliges  Dreieck  sei.  Aus  diesem  einfachen  Kesultate  folgt 
weiters  unmittelbar  die  Construction  des  Brennpunkiea  F„  Man  hat 
nämlich  nichts  anderes  zu  thun,  als  durch  den  Mittelpunkt  dei  Strecke 
a^  Kg  eine  senkrechte  Ebene  auf  die  besigte  Gerade  «i  c,  7«  legen  una 
den  Schnitt  dieser  Ebene  mit  der  Geralen  a,  ^>,  aufzusuchen  um  im 
Schnittpunkte  beider  den  verlangten  Bienupunkt  F^  au  eihilten 

Die  VerbinduQgsgerade  F^F^  repräsentiert  sodann  die  Lage  der 
Rotationsachse.  Die  Läage  derselben  ist  auf  Grund  des  oben 
Gesagten  gleich  der  Strecke  F^a^^F^a^.  Halbiert  mau  F^F^,  so 
ist  der  Halbieruiigspunkt  0  der  Mittelpunkt  des  EUipsoides, 
Trägt  man  auf  F^  F„ ,  von  0  aus ,  zu  beiden  Seiten  die  Strecke 
0A=  OjS  =  |F„ß,  auf,  so  erhält  man  die  Endpunkte  Ä  und  B 
der  Rotationsachse.  Die  kleine  Achse  der  Meridiauellipse  oder 
.,  der  Durchmesser  des  Äquatorial kreises  kann,  wie 
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bereits  mehrfaeli  erwähnt,  constmiert  werdeo.  Schließlich  ist  noch  zu 
bemerkeE,  dass  der  Schnittpunkt  p,^  vun  F^u^  mit  („,  gleichzeitig  den 
Berührungspunkt  dieser  Ebene  mit  dem  EUipsoide  darstelle. 

§.  519. 

löi).  Äitfyahe.  Ein  hifocales  Rotationsellipsoid  ist  durch  einen 
Brennpunkt,  durch  zwei  Punkte  derFläelie  und  die  Tangentialebene 
in  einem  dieser  Punkte  gegeben;  es  ist  die  Rotatioasaehse  und  der 
Äiinatoi"  zu  bestimmen. 

Sei  iT,  (Taf.  XXI,  Fig.  139)  der  gegebene  Brennpunkt,  2\  und 
j3,  seien  die  beiden  gegebenen  Punkte  des  Ellipsoides;  ferner  sei  #, 
die  Berührebene  im  Punkte  p,. 

Fällen  wir  von  F,  die  Senkrechte  F, «,  auf  die  Tangential- 
ebene t,,  und  bestimmen  wir  den  za  F^  symmetrischen  Punkt  a^  auf 
derselben ,  indem  a,  «i  =  a,  F,  gemacht  wird ,  so  moss  auf  der  Ge- 
raden a^p^  der  zweite  Brennpunkt  F^  des  Ellipsoides  in  einer  Ent- 
fernung von  a,  liegen,  welche  der  Länge  der  Rotationsachse  gleich 
kommt. 

Verbinden  wir  ferner  den  zweiten  gegebenen  Punkt  p^  mit  dem 
gegebenen  Brennpunkte  F„  und  denken  wir  denselben  auch  still- 
schweigend mit  dem  zu  suchenden  Brennpunkte  F^  verbunden,  so 
wird  offenbar  F,2ix-\-F^p^  die  Länge  der  Rotationsachse  bestimmen. 

Es  kömmt  somit  bloß  darauf  an,  einen  Punkt  F^  auf  der  Ge- 
raden a^p^  derart  zu  construieren,  dass  F^cci  =:  F,p^  -)-  F^p^  wird. 
Dies  dürfte  wohl  am  einfachsten  in  folgender  Weise  erreicht  werden. 
Aus  der  Beziehung  F„k^  ^=  F^p^  +  ^iPi  folg*  sofort,  dass: 

Denkt  man  sich  daher  die  Strecke  F^p^  auf  der  Geraden  u^p^, 
vom  Punkte  cc^  aus,  nach  jt,  aufgetragen,  so,  dass  «,  ar,  =  F,p^  ist, 
so  wird  die  zu  suchende  Strecke  -FaJi,  offenbar  gleich  F^a^  —  F^p^, 
also  auch  gleich  F^p,,  sein.  Dies  Ergebnis  sagt  aus,  dass  der  zu 
bestimmende  Punkt  F,  von  den  bekannten  Punkten  p^  und  Jt,  gleich 
weit  entfernt  sein  solle. 

Um  demnach  den  Punkt  F^  constructiv  festzustellen,  hat  man 
die  Gerade  a^p^  mit  jener  Ebene  zum  Schnitte  zu  bringen,  welche 
im  Halbierangspunkte  der  Strecke  p^it^  auf  diese  letztere  senkrecht 
geführt  wird. 

Die  Verbindungsgerade  i^i  i^n  stellt  sodann  dieLage  der  Rota- 
tionsachse dar,  während  die  Länge  der  Rotationsachse  durch  die 
Strecke  Fjß,    bestimmt  wird.    Halbiert  man  F^F^,   so    liefert    der 
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HalMerpunkt  0  den  Mittelpunkt  des  Ellipsoides,  und  trägt  man 
a.\ii  FfF^  Ton  0  aus  die  Strecken  OA  =  OB  =  ^F^a,  auf,  so  erhält 
man  in  A  und  B  die  Bndpunkte  der  Rotationsachse.  Der 
Äquator  ist  auf  bekannte  Weise  zu  construieren. 

§.  520. 
157.  Aufgabe.    Ein  Rotationsellipsoid    ist    (iurch  einen  Brenn- 
punkt, zwei  Tangentialebenen  und  zwei  Punkte  gegeben;  es  ist  der 
zweite  Brennpunkt  zu  construieren. 

Gleich  von  vorneherein  sei  bemerkt,  dass,  wenn  der  zweite  Brenn- 
punkt gefunden  ist,  sieb  auch  die  Kotationsaehse  und  der  Äquatorial- 
kreie  mit  Leichtigkeit  ergeben  wird.  Sei  also  JF\  der  gegebene  Brenn- 
punkt; seien  ferner  j;,  und  ji^  die  gegebenen  Punkte  und  t,,t^  die 
beiden  gegebenen  Tangentialebenen. 

Fallt  man  von  dem  Brennpunkte  F,  eine  Senkrechte  F^  a,  auf 
die  Tangentialebene  t,  und  trägt  auf  deren  Verlängerung  die  Strecke 
F^  ß,  nochmals  bis  a,  auf,  so  zwar,  dass  a^  und  F,  symmetrisch 
gegen  die  Ebene  t^  liegen;  bestimmt  man  ferner  in  übereinstimmender 
Weise  den  Punkt  «j,  welcher  mit  F^  symmetrisch  gegen  die  zweite 
Tangentialebene  (,  liegt;  denken  wir  uns  weiters  die  beiden  gegebenen 
Punkte  Pj  Mndp^  mit  dem  gegebenen  Brennpunkte  F,  verbunden  und 
stellen  wir  uns  endlich  vor,  es  sei  F^,  als  der  zweite  Brennpunkt, 
bereits  gefunden,  so  muss  F^ai^FaU,  gleich  der  Länge  der 
Rotationsachse  sein.    Ebenso  wird  aber  auch 

F,p,  +  F,p,  =  F^p^  +  F,p, 
dieser  Rotationsachse  gleich  sein  müssen. 

Denken  wir  uns  demgemäß  die  Geraden  F^Pj  und  F^p^  gezogen, 
und  auf  denselben  die  Strecken  ^,fl-,  \md  p^it^  beziehungsweise  gleich 
Fipi  und  FiPg  aufgetragen,  so  werden  F^tc,  und  F^n^  wieder  der 
Länge  der  Kotationsaehse  gleich  sein.  Hiernach  gelangt  man  zu  dem 
Resultate,  dass:    i^,«,  =  F^a^  =  F^x^  =  F^tt^    sei. 

Denken  wir  uns  also  jetzt  eine  Kugel  S  ans  dem  Mittelpunkte  F^ 
beschrieben,  welche  durch  die  vier  Punkte  c, ,  «j,  x,  und  ir,  geht, 
und  somit  die  Länge  der  Kotationsaehse  des  Ellipsoides  als  Radius 
hat,  so  wird  diese  Kugel  S  offenbar  jene  beiden  anderen  Kugeln  S, 
und  S„,  weiche  beziehungsweise  aus  den  Mittelpunkten  p^  und  p^ 
durch  den  gegebenen  Brennpunkt  i^,  gelegt  werden,  in  si,  und  jr^ 
berühren. 

Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar  die  nachstehende  Constraction 
für  den  zweiten  Brennpunkt  i^^.    Man  construiert,   wie   eingangs   aii- 
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gegeben  wurde,  die  Puukte  «,  uud  r^,  beschreibt  sodann  aus  den 
Mittelpunkten  p^  nnd  p^  zwei  durch  den  gegebenen  Brennpunkt  Fj 
gehende  Kugeln  Ä,  nnd  5^,  deren  Radien  beziehungsweise  piFi 
urA  p^F,  sind,  und  bestimmt  schließlich  den  gesuchten  Brennpunkt 
als  Mittelpunkt  jener  Kugel  S,  welche  durch  die  beiden  Punkte  a^ 
und  «2  geht  und  die  beiden  Kugeln  Si,  S^  derart  berührt,  dass  selbe 
von  der  zu  construierenden  Kugel  S  umschlossen  werden.  Der  Radius 
dieser  Kugel  S  stimmt,  den  vorausgeschickten  Betra,chtungen  gemäß, 
mit  der  Läüge  der  Kotatlonsachse  übereiü. 

§.  521. 

158.  Aufgabe.  Ein  Rotationsellipsoid  ist  durch  drei  Punkte, 
eine  Tangentialebene  und  einen  Brennpunkt  gegeben;  der  zweite 
Breünpunkt  ist  zu  bestimmen. 

Die  Lösung  dieses  Problems  beruht  auf  demselben  Principe,  wie 
die  des  vorhergehenden. 

Sind  nämlich  p,,  p^,  p^  die  drei  gegebenen  Punkte,  ist  F,  der 
gegebene  Brennpunkt  und  t  die  gegebene  Tangentialebene,  so  wird 
man  wieder  den  Punkt  «  bestimmen ,  welcher  mit  F,  symmetrisch 
gegen  die  Ebene  t  liegt,  und  weiters  aus  den  drei  Punkten  p, ,  p^ 
und  Pj,  indem  wir  dieselben  als  Mittelpunkte  äunohmen,  die  drei 
Kugeln  S„  Sj  und  Ä,  beschreiben,  welche  durch  den  gegebenen  Brenn- 
punkt F,  gehen. 

Construieren  wir  sodann  eine  Kugel  S,  welche  durch  den  Punkt  k 
geht,  und  die  drei  Kugeln  S,,  S^,  S,  umschließend  berührt,  so  ist, 
wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  der  Jlittelpunkt  F^  dieser  Kugel  der  ver- 
langte Brennpunkt. 

Die  Kugel  S  berührt  nämlich  die  drei  Kugeln  S^,  Äj  und  S^  in 
jenen  drei  Punkten  re,,  Wa  und  ir^,  in  welchen  dieselben  von  den  Ge- 
raden F^Pf,  F^p„  und  F^pr,  geschnitten  werden. 

Weiters  sind  die  Kadieu  i^^«,  F^j),,  I''^jp„  und /''j^'a  der  Kugelfi 
einander  gleich  k;  ebenso  ist  p,  ;r,  als  Radius  der  Kugel  jS,  gleich  dem 
Radius  -F,;»,,  und  in  gleicherweise  wui  p^n^^=  F,p^  auip3ng=:F,p^ 
sein.  Endlich  wird  auch,  da  J^^ w,  =  i^„i),  +^,P,  <  Fq^<i  =  F-iPi  +^aPs 
und  -FaTa  =  JFaPa -j-WaJJj  ist: 

F,a  =  F^p,  +  -F.i),  =  F,p^  +  F,p,  =  F,p,  +  F,p, 
sein,    wodurch  man  unmittelbar  zu  dem  Schlüsse  gelangt,  dass,  falls 
F^  und  Fj  als  Brennpunkte  und  die  Strecke  F,«  als  Länge  der  Rota- 
tionsachse angenommen  werden,  die  drei  Funkte  p,,p„  iim\  p^  auf  dem 
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dadurch  bestitnmteQ  Ellipsoide  liegen  müsäen,    und   letzteres   von  der 
Sbene  t  berührt  werde. 

§.  522. 

159.  Aufgabe.  Ein  Rotationsellipsoid  ist  durch  drei  Tangential- 
ebenen, einen  Punkt  der  Fläche  und  einen  Brennpunkt  gegeben:  es 
ist  der  zweite  Brennpunkt  zu  bestimmen. 

Sei  F^  der  gegebene  Brennpunkt,  p  der  gegebene  Punkt  der 
Fläche,  und  seien  t^,  t^  und  (3  die  drei  Tangeatialebenen  des  Elüpsoides. 

Man  bestimmt  vorerst  die  drei  Punkte  Kj,  k^  und  a^,  welche  mit 
dem  Punkte -Fl,  in  Bezug  auf  die  drei  Ebenen  ij,  ?j,  ^3,  symmetrisch 
liegen. 

Ferner  beschreibt  man  aus  dem  Mittelpunkte  jj  eine  durch  den 
Brennpunkt  F^^  gehende  Kugel  S^. 

Der  Mittelpunkt  F^  jener  Kugel  :iS',  welche  durch  die  drei  Punkte 
ß, ,  C3  und  ßj  gpht,  und  die  Kugel  «S,  umschließend  berührt,  ist 
bereits  der  gesuchte  zweite  Brennpunkt. 

Denn  der  Berührungspunkt  re  beider  Kugeln  3  und  S^  liegt  auf 
der  Geraden  .FjJj;  es  ist  daher,  da  F^'x  =  F^p  +  pn  ist,  auch 
Fjfti  =  Fga„  ^  F^t/.^  =  F,p  +  F^2}. 

Denkt  man  sich  daher  F.  imd  F„  als  die  Brennpunkte  und  die 
Strecke  F^e.,  als  die  Länge  der  Rotationsachse  eines  Eotationsellip- 
soides,  so  ist  einleuchtend,  dass  der  Punktp  dem  Ellipsoide  angehören 
wird  und  dass  /, ,  f^  und  ^3  die  drei  Tangentialebenen  des  Ellipsoides 
darstellen  werden. 

§.  523. 

160,  Aufgahe.  Ein  Rotationsellipsoid  ist  durch  einen  Brenn- 
punkt, drei  Tangentialebenen  und  die  Focaldistanz  (d.  i,  die  Ent- 
fernung der  beiden  Brennpunkte)  gegeben;  die  Lage  des  zweiten 
Brennpunktes  ist  festzustellen. 

Seien  F,«,,  F,a^  und  F^a^  (Taf.  XXI,  Fig.  140)  die  Perpen- 
dikel von  dem  gegebenen  Brennpunkte  i'\  auf  die  drei  Tangential- 
ebenen (|,  t^  und  (3,  und  «.,,  a^  und  «3  deren  Fußpunkte. 

Wie  aus  Früherem  bekannt,  liegen  die  genannten  Fußpunkte  auf 
einer  mit  dem  Ellipsoide  concentrischen  Kugel  (Satz  323).  Der  Ort 
der  Mittelpunkte  aller  Kugeln,  welche  durch  die  drei  Punkte  a,,  a^ 
und  «3  gehen,  ist  diejenige  Gerade  s,  welche  im  Mittelpunkte  m  des 
dem  Dreiecke  aiCSj«,  umschriebenen  Kreises  auf  die  Ebene  e  der  drei 
Punkte  CT,,  a,,  ßj  senkrecht  gezogen  werden  kann.  Auf  dieser  Geraden  s 
muss  daher  auch  der  Mittelpunkt  0  des  Ellipsoides  liegen. 
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Da  aber  auch  die  Foealdistanz  als  gegeben  vorliegt,  so  gibt 
die  Hälfte  derselben  die  Entfernung  des  Mittelpunktes  von  dem  gegebenen 
Brennpunkte  i^',  an.  Es  wird  daher,  um  besagten  Mittelpunkt  0  zu 
finden,  genügen,  eine  der  halben  gegebenen  Foealdistanz  gleiche 
Strecke  zwischen  dem  Brennpunkte  F^  und  der  Geraden  s  einzuschalten. 

§.  524. 

101.  Aufgabe.  Ein  EUipsoid  ist  durch  vier  Punkte  und  einen. 
Brennpunkt  gegeben;  es  ist  der  zweite  Brennpunkt  zu  ermitteln. 

Die  vier  gegebenen  Punkte  seien  p„p^,  p^  undjj^.  Der  gegebene 
Brennpunkt  sei  F^. 

Man  betrachtet  die  vier  Punkte  p,,  p^,  p^  und  p^  als  die  Mittei- 
punkte  von  vier  Kugeln  S^,  S^,  S^  und  S^  mit  den  bezüglicbeu 
Radien  »-,  =  F,p,;  r^  =F,Pa\  r^  =  F,p^;  r^  =  F^p^.  Diese  Kugeln 
gehen  demnach  sämnitiich  durch  den  Brennpunkt  F^.  Construiert  man 
nun  eine  Kugel  S,  weiche  die  besagten  vier  Kugeln  umschließend 
berührt,  so  repräsentiert  der  Mittelpunkt  F^  von  S  den  gesuchten 
zweiten  Brennpunkt,  während  der  Radius  der  besagten  Kugel  S  die 
Länge  der  Rotationsachse  des  Ellipsoides  darstellt. 

Die  Geraden  -Fjiii,  FgP„,  F^p^  und  F^p^,  welche  den  Mittei- 
punkt  F^  der  zu  suchendea  Kugel  S  mit  den  Mittelpunkten  p^,  p^, 
j)g,  p^  der  vier  Kugein  S,,  S^,  S^  und  S^  verbinden,  schneiden  letztere 
noch  in  deu  vier  Berührungspunkten  n^,  %,  7t^,  n^  mit  der  Kugel  jS, 
und  da  i^i  31,  =  ^5,  J', ;  p,in^=p^F^\  Ps^a^^P^F,  und  Pt^i=PiFi 
ist,  folgt  unmittelbar  aus: 

.FjW,   =  F^Pj    +i',3r,  =  -^2^4  =  F-lP'i  +  Pl^l  =  F,.7t^  = 

die  Beziehung: 

F,P,  +  F^p,  =F,p,  +  F,p,  -  F,p,  +  F,Pa  =  F,p^  +  F,p„ 
womit  die  Richtigkeit  der  vorangegebenen  Construction  bewiesen  ist. 

Was  die  Constructioa  der  Kugel  S,  welche  die  vier  gegebenen 
Kugeln  Ä,,  S^,  S^  und  S^  berühren  soll,  betrifft,  so  ist  dieselbe  im 
vorliegenden  Falle,  da  sämmtliche  vier  Kugeln  jS,,  Sq,  S^  und  S^  den- 
selben Punkt  Fl  gemein  haben,  einfach  auszuführen. 

Wählt  man  nämlieh  den  besagten  Punkt  F,  als  Inversions- 
centrum und  nimmt  einen  beliebigen  Inversionsmodul  an,  so  trans- 
formieren sieh  die  vier  Kugeln  S^,  S^,  S^,  S^  invers  in  vier  Ebeueo 
gj,  Cj,  Cj,  e^,  und  die  zu  suchende  Kugel  fi  in  eine  Kugel  2?,  welche 
diese  vier  Ebenen  berührt. 
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Es  genügt  daher,  diese  Kugel  ^  zu  construieren,  und  ibre  vier  Be- 
rührungspunkte mit  dea  Ebenen  auf  die  Kugeln  S,,  S^,  S^  uadS4  zurück- 
zutrausformieren,  um  daselbst  die  Berührungspunkte  re,,  ti^,  jt^,  jt,  zu 
erhalten.  Verbindet  man  zwei  dieser  letzteren,  allenfalls  jt,  und  sr^, 
mit,  den  zugehörigen  Mittelpunkten  p^  und  p^,  so  schneiden  sich 
diese  Verbindungsgeraden  bereits  in  dem  gesuchten  Kugelmittelpunkte 
(Brennpunkt)  F^. 

§.  525. 

Die  vorstehende  Aufgabe  kann  noch  auf  einem  zweiten,  von  dem 
vorigen  wesentlich  verschiedenem  Wege  gelöst  werden. 

Um  zu  dieser  Lösung  zu  gelangen,  stellen  wir  folgende  Betrach- 
tung an. 

Aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  wissen  wir,  dass  einem 
Kreise  K„  (Taf.  XXI,  Fig.  141),  dessen  Mittelpunkt  C  als  ColUnea- 
tionscentrum  angenommen  wird,  stets  ein  Kegelschnitt  coilinear  ent- 
spricht, welcher  den  Punkt  C  zum  Brennpunkte  hat,  und  umgekehrt, 
dass,  wenn  man  den  einen  Brennpunkt  C  eines  Kegelschnittes  K  als 
Mittelpunkt  eines  Kreises  K^^  von  beiiehigem  Radius  wählt,  dieser 
Kreis  K^  stets  mit  dem  Kegelschnitt  K  perspectivisch  coilinear  ist, 
wobei  der  genannte  Brennpunkt  C  Jas  CoUineatioiiscentrum  und  die 
zugehörige  Directrix  (?„  des  Kegelschnittes  K  die  eine  Gegeaachsa 
darstellt. 

Denken  wir  uns  nun  sowohl  den  Kegelschnitt  K,  als  auch  den 
Kreis  ^0  um  die  Brennpunktsachse  A5  gedreht,  so  erzeugt  der  erstere 
eine  Eotationsfläche  S  zweiten  Grades  und  der  Kreis  K„,  da  dessen 
Radius  willkürlich  angenommen  wurde,  eine  Kugel  S^,  welche  mit 
einem  beliebigen  Kadius  aus  einem  der  Brennpunkte  C  der  Rotations- 
fläche als  Mittelpunkt  besehrieben  ist. 

Ferner  erzeugen  die  Collineationsachse  Co  und  die  Gegenachse  G„, 
nachdem  beide  auf  der  Rotationsachse  ABC  senkrecht  stehen,  zwei 
zu  dieser  Rotationsachse  senkrecht  stehende  Ebenen  Cg  und  G,. 

Es  ist  einleuchtend,  dass,  sobald  C  als  CoUineationscentrum  im 
Räume,  die  Ebene  Ge  als  Collineationsebene  und  die  Ebene  G,  als 
Gegenebene  angenommen  wird,  die  Rotationsfläche  S  und  die 
Kugel  8„  zwei  coUineare  Gebilde  darstellen,  da  irgend  eine 
beliebige,  durch  die  Rotationsachse  gelegte  Ebene  diese  Flächen  in 
collinearen  Curven  schneidet. 

Diese  Bemerkungen  vorausgeschickt,  gelangen  wir  zu  der  nach- 
stehenden Lösung  der  vorher  (§.  524)  gestellten  Aufgabe. 
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Sind  j>i,  p^,  J3j  und  ^4  die  vier  gegebenen  Punkte  des  Eotations- 
ellipsoidea,  nnd  ist  Fy  der  gegebene  Brennpunkt,  so  wird  man  eine 
Kugel  U  von  beliebigem  Radius  zeichnen,  welche  den  Brennpuntfc  F, 
zum  Mittelpunkte  hat.  Diese  Kugel  H  ist  mit  dem  zu  bestimmenden 
Ellipsoide  in  Bezug  auf  den  Breiiapunkt  F,  als  CoUineationscentrum 
centrisch  collinear. 

Zieht  man  daber  die  Geraden  F,p,,  F,p„,  F,p^  nnd  F^p^,  so 
werden  diese  die  Kugel  2^  in  deii  den  Punkten  p^,  p^,  p^  und  p^  col- 
linear entsprechenden  Punkten  it,,  rc,,  jr^,  je^  schneiden.  Nebenbei  sei 
hier  noch  bemerkt,  dass,  da  jeder  der  vorgenannten  Strahlen  die 
Kugel  in  awei  Punkten  ro  trifft,  die  Aufgabe,  je  nachdem  die  Punkte 
corabiniert  werden,  verschiedene  Lösungen  zulasse.  Ein  Theil  der  dem 
Probleme  entsprechenden  Flächen  wird  im  aligemeinen  durch  Ellipsoide, 
ein  anderer  Theil  dagegen  durch  Hyperboloide  repräsentiert  erscheinen. 

Verbindet  man  drei  Paare  dieser  entsprechenden  Punkte  durch 
Geraden,  so  erhält  man  drei  entsprechende  Geradeapaare,  wie  beispiels- 
weise p^p^  und  3i|Äj;  jJai»3  und  jr^jr^;  p^p^  und  x^n^.  Jedes 
solche  Geradenpaar  hat  einen  Punkt  J,,  Ö^,  ö^  gemein,  welcher  der 
Collineationsebene  C,  angehört,  so  zwar,  dass  diese  letztere  durch  die 
drei  Punkte  ^^,  6^  und  d^  vollständig  bestimmt  ist. 

Zieht  man  nun  durch  F^  die  Senkrechte  Z  zu  der  Collineations- 
ebene Ce,  so  repräsentiert  dieselbe,  der  frühereu  Betrachtung  geraäß, 
die  Rotationsachse  des  EUipsoides.  Die  Endpunkte  A  und  B  der  ßo- 
tatioDsachse  ergeben  sich  als  diejenigen  Punkte,  welche  den  Seimitt- 
punkten Äa  und  B„  der  Geraden  Z  mit  der  Kugel  S  entsprechen. 

Die  Construetion  der  letzfcangeföhrten  Punkte  kann  in  folgender 
Weise  vollführt  werden.  Man  zieht  die  Gerade  ^4^  ar, ,  weiche  die 
Collineationsebene  Ce  in  einem  Punkte  A  trifft;  die  ihr  entsprechende 
Gerade  Jp^  schneidet  sodann  Z  in  dem  gesuchten  Punkte  A.  Ebenso 
kann  auch  der  zweite  Punkt  B  aus  B^  abgeleitet  werden,  womit  die 
Aufgabe  als  gelöst  erscheint. 

§.  526. 

16ä.  Aufgabe.  Ein  Rotationsellipsoid  ist  durch  seinen  Mittel- 
punkt, durch  zwei  Punkte  der  Fläche  und  die  Tangentialebene  in 
einem  dieser  Punkte  gegeben;  es  ist  die  Rotationsachse  und  der 
Äquatorialkreis  zu  bestimmen. 

Der  gegebene  Mittelpunkt  des  .EUipsoides  sei  0  (Taf  XXI, 
Fig.  142) ,  T  sei  die  gegebene  Tangentiaiehene,  p  deren  Berührungs- 
punkt und  a  der  gegebene  Punkt  der  Fläche. 
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Denken  wir  uns  deu  Durchmesser  ^  0  des  Eilipsoides  gezogen; 
legen  wir  ferner  dnrch  den  Punkt  a  eine  Ebene  P  parallel  zu  der 
gegebenen  Tangentialebeiie  T,  so  wird  die  letztgenannte  Ebene  das 
Ellipsoid  ia  einer  Ellipse  K  sehneiden,  deren  Mittelpunkt  offenbar  der 
Schnittpunkt  m  dieser  Ebene  mit  dem  conjugierten  Durchmesser  0^> 
sein  wird.    Ferner  wird  diese  Ellipse  K  durch  den  Puakt  a  gehen. 

Bestimmen  wir  zunächst  die  Tangentialebene  im  Punkte  a. 

Die  Gerade  Op  schneidet  das  zweitemal  das  Eilipsoid  in  einem 
Punkte  p, ,  welcher  einfacli  durch  "Übertragung  der  Strecke  Op  nach 
Op,  erhalten  wird.  Sucht  man  zu  den  drei  Punkten  p,  p,,  m  den 
vierten  harmonischen  Puakt  ^,  so  ist  dieser  bekanntlich  der  Pol  der 
Ebene  P  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid. 

Als  natürliche  Folge  des  Angedeuteten  ist  aber  der  Punkt  27 
gleichzeitig  auch  der  Seheitel  des  dem  Ellipsoide  längs  des  Kegel- 
schnittes K  umschriebenen  Kegels,  mitbin  die  Gerade  2a  eine  Tan- 
gente des  Ellipsoides  im  Punkte  a. 

Eine  zweite  Tangente  der  Fläche  in  demselben  Punkte  a  ergibt 
sieh  folgendermaßen.  Denken  wir  uns  die  beiden  Punkte  p  und  a 
verbunden  und  suchen  wir  einen  Punkt  der  Polare  dieser  Verhindungs- 
geraden  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid. 

Diese  Polare  muss  einerseits  in  der  Tangentialebene  T  des  Punktes 
P  und  andererseits  in  der  der  Geraden  ap  conjugierten  Diametral- 
ebene  liegen.  Kennen  wir  auch  die  letztere  nicht  bestimmen,  sö 
1  doch  keinem  Anstände,  eine  in  ihr  liegende  Gerade  an- 
es  ist  dies  die  Verbindungsgerade  des  Mittelpunktes  0  des 
Ellipsoides  mit  dem  Halbiei-punkte  k  der  Strecke  ap.  Die  Gerade 
Oa  schneidet  die  Tangentialebene  T  in  einem  Punkte  x,  welcher  der 
Polare  der  Geraden  ap  angehört;  es  ist  demnach  ax  ebenfalls  eine 
Tangente  des  Ellipsoides  im  Punkte  a.  Die  beiden  Tangenten  ^a 
und  xa  bestimmen  nun  die  Tangentialebene  T^  des  Punktes  a. 

Führen  wir  weiters  dnrch  Oa  die  zu  der  obbezeichneten  Ebene 
2a  senkrechte  Ebene  S^,  so  repräsentiert  diese  die  Meridianebene  des 
Punktes  a.  Besagte  Ebene  wird  von  der  durch  Op  senkrecht  zur  Ebene 
T  geführten  Meridianebeue  R  des  Punktes  p  in  einer  Geraden  Z 
getroffen,  welche  nothwendig  die  Rotationsachse  der  Fläche  darstellen 

Hiemit  ist  die  vorgegebene  Aufgabe  auf  die  früher  gestellte 
(Aufgabe  153)  „ein  Ellipsoid  zu  bestimmen,  wenn  der  Mittelpunkt  0, 
die  Lage  der  Botationsachse  Z  und  zwei  Punkte  a  und  p  desselben 
gegeben  sind"  zurückgeführt. 
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g.  Ö27. 

163.  Aufgabe.  Ein  Rotationsellipsoid  ist  durch  zwei  Punkte  und 
deren  Tangentialebenen,  sowie  dnreli  einen  Pnnlit  der  Rotationsachse 
gegeben;  es  ist  die  Rotationsachse  und  der  Äijuator  zu  bestimmen. 

Seien  T«  nnd  Tt,  die  beiden  Tangentialebenen,  a  und  h  deren 
Berührungspunltfce  und  s  ein  Punltt  der  Kotationsachse. 

Die  Meridianebene  des  Puniites  a  geht  selbstverständlich  durch 
diesen  Punkt  a,  enthält  überdies  den  der  Kotatiooachse  angehörenden 
Punkt  s  und  steht  auf  der  Tangentialebene  Ta  senkrecht;  die  besagte 
Meridianebene  ist  also  jene  Ebene  M^,  welche  durch  die  Gerade  sa 
senkrecht  zur  Ebene  Ta  geführt  wird.  In  gleicher  Weise  ergibt  sich 
die  Meridianebene  M^  des  Punktes  h  als  diejenige  Ebene,  welche  durch 
die  Gerade  sö  senkrecht  zu  der  Tangentialebene  Tt  geführt  werden 
kann.  Diese  beiden  Meridianebenen  ü/,  und  JI4  sehneiden  sieh  offenbar 
in  der  Rotationsachse  X. 


Denken  wir  uns  die 
lange  um  Z  gedreht,  bis 
so  repräsentiert  dieselbe  in  di 


)  dieser  Tangentialebenen,  etwa  Tb,  so 
sie  aur  Meridianebene  M^  senkrecht  wird, 
;e  T't,  gleichfalls  eine  Tangential- 
1  Ellipsoides  und  der  gedrehte  Punkt  h'  deren  Berührungs- 
punkt. 

Die  Meridianebene  il/,  schneidet  ferner  das  Ellipsoid  in  einer 
Meridianellipse  E,  ¥on  welcher  Z  eine  Achse  ist,  a  und  h'  zwei  Punkte 
und  die  Schnittgeraden  i^,  und  t'j,  mit  den  Tangentialebenen  T^  und 
T%  die  Tangenten  in  diesen  zwei   Punkten  sind. 

Das  vorliegende  Problem  ist  somit  auf  das:  „eine  Ellipse  zu 
construieren,  von  welcher  die  Lage  einer  Achse,  zwei  Paukte  und  deren 
Tangenten  bekannt  sind",  redueiert. 

Diese  Aufgabe  kann  folgendermaßen  constructiv  durch- 
geführt   werden. 

Die  gegebene  Achse  der  Ellipse  E  sei  x  (Taf.  XXI,  Fig.  143), 
a  und  b  seien  die  beiden  gegebenen  Punkte  und  t„,  U  deren  Tan- 
genten. 

Wenn  wir  die  Punkte  a  und  b  durch  eine  Gerade  verbinden 
und  den  Hatbierungspuukt  c  der  Strecke  ab  bestimmen,  so  enthält 
die  Gerade,  welche  den  Punkt  c  mit  dem  Schnittpunkte  s  der  beiden 
Tangenten  verbindet,  den  Mittelpunkt  der  Ellipse.  Letzterer  wird 
eich  daher  direct  im  Schnitte  0  der  Geraden  sc  und  x  ergeben.  Die 
Senkrechte  in  0  auf  x  repräsentiert  sodann  die  Lage  der  zweiten 
Achse. 

Denken  wir  uns  die  Ellipse  als  orthogonal  affin  mit  einem 
erst  näher  zu  bestimmenden  Kreise  E^,  indem  wir  die  Achse  x  als 
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Affiflitätsachse  voraussetzen,  so  wird  der  Geraden  al>  eine  Gerade  af,b„ 
affin  entsprechen,  welche  durch  den  Schnittpunkt  ö  ¥0n  ah  mit  der 
Affinitätsachse  x,  nnd  ebenso  der  Geraden  Oc  eine  Gerade  Oc^  ent- 
sprechen, welche  nach  dem  Mittelpunkt  c„  der  Kreissehne  u^ög  geht. 
Nachdem  aher  a^b^  und  Oc^  auf  einander  senkrecht  stehen  mössen, 
folgt  unmittelbar,  dass  der  Punkt  Cg  auf  dem  über  Od  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreise  K'  liegt,  und  dass  sich  der  besagte  Punkt 
Cp  im  Schnitte  dieses  Kreises  mit  der  durch  c  zur  Äffinitätsaehse  x 
senkrecht  gezogeneu  Geraden  ergeben  werde. 

Hiernach  erhalten  wir  in  c  und  c^  awei  affin  entsprechende  Punkte. 
Die  Gerade  dc„  entspricht  sodann  der  Geraden  6'c  und  auf  derselben 
dem  Punkte  a  der  Ellipse  E,  der  Punkt  »„  des  affinen  Kreises  E^. 
Der  letztgeoannte  Kreis  kann  iiuu,  da  nebst  dem  Punkte  a^  auch 
dessen  Mittelpunkt  0  bekannt  ist,  sofort  gezeichaet  werden.  Derselbe 
schneidet  die  Afiinitätsachse  x  in  den  beiden  Punkteu  Ä  ■and  B,  welche 
bereits  die  Endpunkte  der  einen  Achse  der  Ellipse  Ji'  darstellen. 

Ein  Endpunkt  0  der  zweiten  Achse  y  ergibt  sich,  vermittelst 
der  beiden  affin  entsprechenden  Geraden  CgC,,^  und  Cc^,  direet  als 
der  dem  Endpunkte  G„  des  Kreisdurchmessers  ij  entsprechende  Punkt. 

§.  528. 

16i,  Aufgabe.  Eine  Ellipse  und  innerlialb  derselben  ein  Punkt 
sind  gegeben;  es  ist  ein  Kreis  zu  zeichnen,  welcher  die  Ellipse  dop- 
pelt (in  zwei  Punkten)  berührt  und  durch  den  gegebenen  Punkt  geht. 

Diese  Aufgabe  kaim  auf  eine  ebenso  interessante  als  einfache 
Weise  mittelst  eines  Rotationsellipsoides  gelöst  werden. 

Die  Ellipse  E  sei  durch  ihre  Achsen  AB  und  CD  (Taf.  XXI, 
Fig.  144)  bestimmt;  p  sei  der  gegebene  Punkt  innerhalb  derselben. 

Diese  Ellipse  betrachten  wir  als  den  Hauptmeridiau  eines  Rota- 
tionsellipsoides; die  Grundlinie  XX  nehmea  wir  demgemäß  senkrecht 
zur  großen  Achse  AB  an.  Die  horizontale  Projeetion  K',  des  Äqua- 
torialkreises ist  sodann  ein  Kreis,  welcher  aus  einem  Punkte  0'  der 
verlängerten  Achse  AB  mit  einem  der  kleinen  Halbachse  CO  der 
gegebenen  Ellipse  gleichen  Kadius  beschrieben  wird.  Ferner  denken 
wir  uns  den  gegebenen  Punkt  p  als  die  Verticalprojection  eines  Punktes 
auf  dem  KotationselÜpsoide  und  bestimmen,  dieser  Voraussetzung  ent- 
sprechend, dessen  Horizontalprojection  p'. 

Nach  diesen  allgemeinen  Vorbereitungen  können  wir  somit  die 
eigentliche  Aufgabe  unmittelbar  der  Lösung  zufahren. 

Zunächst  sei  noch  nachgewiesen,  dass  jeder  Kegelschnitt  —  im 
vorliegenden    Falle  jede   Ellipse  —  welche  der  gegebenen  Meridian- 
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ellipse  ABOD  derart  eiageschrieben  wird,  dass  sie  dieselbe  in  zwei 
Punkten  a  und  /5  berührt,  stets  als  die  orthogonale  (verticale)  Pro- 
jectioa  eines  ebenen  Schnittes  des  Rotationsellipaoides  betrachtet 
werden  darf. 

Nennea  wir  eine  solche  Ellipse,  welciie  der  Hauptmeridianellipse 
in  der  Weise  eingeschrieben  ist,  dass  sie  dieselbe  in  a  uud  ß  berflhrt, 
y,  und  denkea  wir  uns  durch  diese  Ellipse  y  einen  vertical-projicierenden 
Cylinder  gelegt.  Die  vertical-projicierenden  Ebenen,  welche  durch  die 
gemeinschaftlichen  Tangenten  t^  und  tß  der  Ellipsen  AB  CD  und  y 
in  den  Punkten  a  und  ß  gelegt  werden,  sind  Berührebenen  des  Rota- 
tioDsellipsoides  sowohl,  als  auch  des  Cylinders  in  den  betreffenden 
Punkten  «  und  ß,  woraus  folgt,  dass  der  obbezeichnete  Cylinder  das 
Rotationsellipsoid  in  den  beiden  Punkten  a  und  ß  berühre. 

Mit  Zugrundelegung  des  Gesagten  zerfallt  aber  die  Schnittcurve 
des  Cylinders  und  des  Ellipsoides,  da  beide  Flächen  vom  zweiten 
Grade  sind  (nach  Satz  449,  Band  II)  in  zwei  ebene  Curven, 
deren  verticale  Projection  durch  die  Ellipse  y  dargestellt  wird. 

Denken  wir  uns  nun  der  gegebenen  Ellipse  AB  OB  jenen  Kreis 
K^  eingeschrieben,  welcher  dieselbe  in  den  Endpunkten  C  und  D  der 
kleinen  Achse  berührt,  so  sind  wir,  auf  Grund  der  vorhergegangenen 
Betrachtung,  berechtigt,  diesen  Ereis  als  die  verticale  Projection  eines 
ebenen  Schnittes  des  Rotationsellipsoides  anzasehen. 

Bestimmen  wir  die  Ebene  dieses  Schnittes.  Besagte  Ebene  muss 
offenbar  durch  die  kleine  Achse  {CB,  C'B')  der  Meridianellipse 
AB  OB  gehen.  Es  ist  an  und  für  sich  einleuchtend,  dass  eben  die- 
selbe Gerade  (CB,C'D')  auch  eine  Achse  der  sieb  als  Kreis  pro- 
jicierenden  Schnittellipse  darstellen  wird. 

Um'  die  Ebene  der  letzteren  festzustellen,  wird  es  nunmehr  hiu- 
reiehen,  einen  beliebigen  Punkt  auf  dem  Kreise  K^  als  verticale  Pro- 
jection eines  Punktes  auf  dem  Ellipsoide  anzunehmen  und  darnach 
seine  Horizontalp rojeetion  zu  bestimmen.  Jene  Ebene,  weiche  sodann 
durch  den  oberwähnten  Punkt  und  darch  die  Achse  (CD,  C'  B'}  gelegt 
wird,  ist  offenbar  die  gesuchte  Ebene. 

Um  die  Construction  möglichst  einfach  zu  gestalten,  wählen  wir 
speciell  den  Punkt  n  des  Kreises  K,,  welcher  in  der  Achse  Ä3i  liegt. 
Als  verticale  Projection  eines  Punktes  der  Schnittellipse  K^  betrachtet, 
liegt  derselbe  in  der  vertical-projicierenden  Meridianebeue.  Behufs  Er- 
mittelung seines  Äbstandes  von  der  Hauptmeridianebene  denken  wir 
uns  den  vertical-projicierenden  Meridian  sammt  dem  Punkte  n  um  die 
Achse  AB  um  90"  gedreht.  Dies  vorausgesetzt,  fällt  der  besagte 
Meridian   mit   der  Ellipse  AB  CD.    der  Punkt   n  daher    (nach  der 
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DrehuDg)  mit  jenem  Puakte  n"  zusammen,  in  welcliem  die  durch  n 
zu  AB  senkrechte  Gerade  die  Ellipse  AB  CD  triift  (n"  wird  mittelst 
des  über  AB  geschlagenen  Affinkreises  K„  ermittelt). 

Es  ist  einleuchtend,  dass,  wenn  man  sieh  die  Schnittgerade  der 
vertical-projicierendeQ  Meridiaoebene  mit  der  zu  suchenden  (durch  n 
und  OD  bestimmten)  Ebene,  um  AB  ia  die  zur  verticalen  Projections- 
ebene  parallele  Lage  gedreht  denkt,  diese  Schnittlinie  durch  die  Gerade 
On"  dargestellt  werde. 

In  der  vertical-projiciereiiden  Meridian-Ebene  liegt  aber  auch  der 
der  Diametralebene  {n,  CD)  conjugierte  Durchmesser.  Derselbe  ist 
gleichzeitig  der  zu  der  eben  genannten  Sehnittgeraden  nO  conjugierte 
Durchmesser  des  projicierenden  Meridians  und  stellt  sich  somit  nach 
erfolgter  Drehung  als  der  dem  Durchmesser  n"  0  conjugierte  Durch- 
messer d  der  Ellipse  ABCD  dar. 

Denken  wir  uns  nun  parallel  zu  der  Ebene  {n,  CD)  Ebenen 
gelegt,  so  werden  diese  das  EUipsoid  durchwegs  in  ähnlichen  Ellipsen 
sehneiden,  die  sich  vertical  als  Kreise  projieieren,  welche  die  gegebene 
Ellipse  jedesmal  in  zwei  Punkten  berühren.  Die  Mittelpunkte  dieser 
Kreise  sind  die  verticalen  Projeetionen  der  Ellipsenmittelpunkte,  welch 
letztere  bekanntlich  auf  dem  den  schneidenden  Ebenen  conjugierten 
Durchmesser  (der  nach  seiner  Drehung  mw.  AB  in  d  gefunden  wurde) 
liegen. 

Führt  man  die  zur  Ebene  {n,  CD)  parallele  sehneidende  Ebene 
insbesondere  durch  den  Punkt  {p,  p'),  so  wird  sieh  die  Schnitt-Ellipse 
derselben  mit  dem  Ellipsoide  vertical  als  jener  Kreis  K  projieieren, 
welcher  die  Meridian-Ellipse  ABCD  in  zwei  Punkten  berührt  und 
durch  den  gegebenen  Punkt  p  geht. 

Der  Mittelpunkt  o  dieses  Kreises  K  wird  auf  folgende  Weise 
bestimmt.  Man  ermittelt  die  orthogonale  Projection  des  Punktes  (p,p') 
auf  der  vertical -projieieren  den  Meridianebene  und  dreht  dieselbe  (eben- 
falls um  die  Achse  AB)  um  90"  nach  p". 

Zieht  man  ferner  durch  p"  die  Parallele  p"o"  zu  n"  0,  so 
repräsentiert  diese  die  gedrehte  Schnittlinie  der  gesuchten  Ebene  mit 
der  vertical -projieieren  den  Meridianebene  und  der  Schnittpunkt  o"  dieser 
Geraden  mit  d"  den  gedrehten  Mittelpunkt  der  Schnittellipse.  Dreht 
man  den  letzteren  nach  o  (in  AB)  zurück,  so  erhält  man  den  Mittel- 
punkt des  gesuchten  Kreises  K,  welcher  nun  direet  als  der  durch  die 
Bedingungen  der  Aufgabe  geforderte,  durch  den  Punkt  p  gehende  Kreis 
K  verzeichnet  werden  kann. 
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Auf  Grund  der  Yorhergehenden  Aufgabe  wird  nunmehr  auch  die 
DurehführuDg  der  nachstehenden  keinerlei  Schwierigkeit  darbieten. 

§.  529. 

165.  Aufgabe.  Im  Inneren  eines  hifocalen  RotationsellipBoides  ist 
ein  Puniit  gegeben ;  durch  denselben  ist  eine  Ebene  derart  zu  legen, 
dass  ihr  Selmitt  mit  dem  Ellipsoide  den  gegebenen  Punkt  zum  Brenn- 
punkte hat. 

Es  wurde  früher  (Satz  3Ü7)  nachgewiesen,  dass,  weon  eine  Ebene 
das  bifocale  Rotationsellipsoid  in  einer  Ellipse  schneidet,  die  Brenn- 
punkte dieser  Ellipse  sich  als  die  Berührungspunkte  der  schneidenden 
Ebene  mit  jenen  Kugeln  ergeben,  welche  gleichzeitig  dem  Ellipsoide 
längs  Kreisen  eingeschrieben  sind. 

Bei  Lösung  der  vorstehenden  Aufgabe  wird  es  also  bloü  daraut 
ankommen,  eine  Kugel  zu  coastruiereo,  welche  durch  den  gegebenen 
Punkt  gebt  und  das  EUipsoid  in  einem  Kreise  berührt.  Die  Berühr- 
ebene  der  Kugel  iu  dem  gegebenen  Punkte  wird  sodann  schon  die 
gesuchte  Ebene  darstellen. 

Die  Meridianebene,  welche  durch  den  gegebenen  Punkt  geht, 
achneidet  das  EUipsoid  in  einer  Meridianellipse  und  die  eingeschriebene 
Kugei  in  einem  größten  Kreise,  welcher  einerseits  durch  den  besagten 
Punkt  geht,  andererseits  aber  die  Meridianellipse  in  zwei  Punkten 
berührt. 

Führt  man  daher  durch  den  gegebenen  Punkt  p  die  Meridian- 
ebene, so  hat  man,  wie  in  der  früheren  Aufgabe  gezeigt  wurde,  einen 
durch  p  gehenden  Kreis  zu  construieren ,  welcher  die  Meridian ellipse 
in  zwei  Punkten  berührt. 

Legt  man  sodann  durch  diesen  Kreis  eine  Kugel  von  dem  näm- 
lichen Radius,  so  wird  diese  offenbar  das  EUipsoid  längs  eines  ParaUel- 
kreises  berühren  und  durch  den  gegebenen  Punkt  p  gehen. 

Die  Tangentialebene  der  Kugel  im  Punkte  p  wird,  dem  vorher 
citierten  Satze  327)  gemäß,  das  Rotationsellipsoid  in  einer  Ellipse 
schneiden ,  deren  eine  Brennpunkt  der  gegebene  Punkt  p  ist. 

Nachdem  durch  einen  Punkt  p  zwei  Kreise  geführt  werden  können, 
welche  eine  Ellipse  doppelt  berühren,  so  gestattet  auch  die  vorliegende 
Aufgabe  zwei  Lösungen. 

§.  530. 

166.  Aufgabe.  Ein  Rotationsellipsoid,  dessen  Meridianellipse  in 
wahrer  Größe  vorliegt,  soll  unter  der  Voraussetzung  dargestellt 
werden,  dass  die  Rotationsachse  mit  einer  gegen  beide  Projections- 
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ebeaen  geneigten  G-eraden,  und  der  Mittelpunkt  der  Fläche  mit  einem 
gegebenen  Punkte  dieser  Geraden  zusammenfalle. 

Sei  abcä  tTaf.  XXII,  Fig.  145)  die  in  walirer  Grölie  gegebene 
MeridiaDellipse;  (Z,  Z')  die  gegebene,  gegen  beide  Projectionsebenea 
geneigte  Rotationaachse  und  auf  derselben  {0,  0')  der  gegebene  Mittel- 
punkt der  Fläche. 

Diesen  Bedingungen  entsprechend,  soll  das  Ellipsoid  dargestellt, 
d.  h.  dessen  Contouren  auf  den  beiden  Projectionsebenen  durch  eon- 
jugierte  Durchmesser  oder  durch  Achsen  bestimmt  werden. 

Die  horizontale  Contour  wird  der  Schnitt  der  horizontalen  Pro- 
jectionsebene  mit  dem  dem  Eilipsoide  umschriebenen  horizontal-pro- 
jicierenden  Cylinder  sein. 

Die  durch  die  Eotationsachse  (^Z,  Z')  gehende  horiaontal-pro- 
jieierende  Ebene  jPs  ist  eine  Meridian  ebene,  also  eine  Symmetrieebene 
für  das  Ellipsoid.  Auf  Grund  dessen  ist  einleuchtend,  das  besagte 
Ebene  auch  eine  Symmetrie-  oder  Hauptebene  des  dem  Eotations- 
ellipsoide  umschriebenen  horizontal-projicierenden  Cylinders  sei.  Es 
wird  deronacb  deren  Horizoutaltrace  P*.  welche  mit  der  Horizontal- 
projection  Z'  der  Rotationsachse  identisch  ist,  eine  Symmetrieachse 
der  Horizontaltraee  difises  Cylinders,  oder  mit  anderen  Worten,  eine 
Achse  der  Horizontalcontour  des  Ellipsoides  darstellen. 

Wir  wollen  nun  die  Endpunkte  dieser  Achse  auf- 
suchen. 

Die  Tangenten  der  Contour  in  diesen  Endpunkten  A'  und  B' 
werden  zur  Achse  A'  B'  senkrecht  stehen  und  daher  die  Traeen  zweier 
Berübrehenen  des  Ellipsoides  repräsentieren,  welche  einerseits  horiaontal- 
projicierend  sind  und  andererseits  auch  auf  der  horizontal-projicierenden 
Meridianebene  P/,  senkrecht  stehen.  Hieraus  folgt,  dass  ihre  Schnitt- 
geraden  mit  dieser  Ebene  P*  zwei  durch  die  gesuchten  Endpunkte  A' 
und  B'  geheflde  hori/.ontal-projicierende  Tangenten  der  in  der  Meridian- 
ebene  Tk  liegenden  Meridianellipse  sein  werden. 

Diese  einfache  Betrachtung  fuhrt  im  der  folgenden  Constriiction. 

Wir  denken  uns  die  genannte  Meridianellipse  um  die  Traee  P/, 
in  die  horizontale  Projectionsebene  umgelegt,  legen  also  die  Rotations- 
achse {Z,  Z')  sammt  dem  Mittelpunkte  (0,  0')  nach  Z„  und  0„  um 
und  verzeichnen  daselbst  die  Meridianellipse,  d.  i,  deren  Achsen  %b„, 
Cgdg  congruent  mit  der  in  wahrer  Größe  gegebenen  Meridianellipse 
ahcd  derart,  dass  der  Mittelpunkt  mit  Og  und  die  Achse  a^h„  mit 
Z„  zusammenfallen. 

Der  Torausgeschickten  Betrachtung  gemäß  werden  sich  die  ge- 
suchten Achsen-Endpunkte  A'  und  B'  als   die   Fußpunkte   der  zu  Z' 
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senkreehteu  Tangenten  t,  und  (^der  umgelegten  MeridianeUipse  ao^Cgd^ 
ergeben. 

Zur  Construetioa  dieser  Tangenten  verwenden  wir  den  über  a^l,, 
als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  K„ ,  welchen  wir  als  affin  mit 
der  Ellipse  a^ft^c^tZp  betrachten.  Der  durch  0„  zu  Z'  senkrecht  ge- 
zogenen Geraden  r  entspricht  sodann  die  Gerade  p.  Die  an  K„  parallel 
2B  9  gOBOgenen  Tangenten  t  und  t,  treffen  die  Äffiuitätsacbse  «„&„ 
beziehungsweise  in  jt,  und  ^,  und  die  durch  ft,  und  /(„  senkrecht  zu 
Z'  (d.  i.  parallel  zu  r)  gezogenen  Geraden  t'^  und  i\  sind  die  ge- 
suchten Tangenten,  welche  die  Acbse  Z'  in  den  Endpunkten  Ä'  und 
J}'  treffen. 

Es  erübrigt  jetzt  noch  die  Bestimmung  der  aweiten  Achse 
CD'  der  Horizontaleontour. 

Die  Lage  dieser  Achse  ist,  wie  bekannt,  mittelst  der  zu  Z'  durch 
0'  senkrecht  gezogene  Gerade  festgestellt.  Die  Tangenten  in  ihren 
Endpunkten  C  und  D'  müssen  zur  Achse  Z'  parallel  sein  und  werden 
daher  die  Traeen  zweier  zur  Meridianebene  Pa  paralleler  Tangential- 
ebenen des  Eliipsoides  repräsentieren. 

Es  wurde  bereits  nachgewiesen,  dass  eine  zu  einer  Meridiaaebene 
parallele  Tangentialebene  eines  Eotationsellipsoides  das  letztere  in  einem 
Punkte  des  zu  dieser  Meridianebene  senkrechten  Durchmessers  des 
Äquators  berührt  und  dass  demnach  der  Abstand  dieser  beiden  Ebenen 
von  der  genannten  Meridianebene  dem  Kadius  des  Äquators,  oder  was 
dasselbe  ist,  der  kleinen  Halbachse  co  =  do  der  gegebenen  Meridian- 
ellipse abcd  gleich  sei. 

Da  im  vorliegenden  Falle  die  Meridianebene  Fi,  horizontalpro- 
jicierend  ist,  so  werden  auch  die  Traeen  der  beiden  genannten  Tan- 
gentialebenen, d,  i.  die  Tangenten  der  Contour,  welche  zu  Ä'B'  parallel 
sind,  von  der  letzteren  Geradeu  den  Abstaud  co  besitzen,  oder  was 
dasselbe  ist,  die  kleine  Achse  C'JJ' der  Contour  ist  der  kleinen 
Achse  der  Meridiauellipse  abcd  gleicb.  Hiemit  ist  die  Hori- 
aontalcontour  durch  ihre  Achsen  A'  B'  und  CD'  vollkommen  bestimmt. 

in  gleicherweise  könnte  man  nun  auch  die  Achsen  ji,Bj,  C,Z>, 
der  Verticaleontour  consfcruiereu.  Man  kann  indes,  sobald  die  Hori- 
zontalcontour  bestimmt  ist,  das  Verfahren  in  folgender  Weise  ab- 
kürzen. 

Die  Lage  der  einen  Achse  A,  £,  stimmt  mit  der  verticalen  Pro- 
jection  der  Eotationsachse  überein.  Der  Mittelpunkt  der  Coutour  ist 
gleichzeitig  die  verticale  Projection  0  des  Mittelpunktes  des  Eliipsoides, 
nachdem  auf  Grund  früherer  Erörterungen  bekannt  ist,  dass  die  Achse 
eines  jeden  einer  Fläche  zweiten  Grades  umschriebenen  Cylinders  durch 
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den  Mittelpunkt  der  Fläche  gebt  und  dass  der  Mittelpunkt  eines 
ebenen  Schnittes  eines  Cjlinders  zweiten  Grades  stets  auf  der  Achse 
desseiben  liegt. 

Die  zweite  Achse  C,  .D,  der  Contour  ist  der  Lage  nach  die  durch 
0  senkrecht  auf  Z  gezogene  Gerade;  deren  Länge' C,i),  wird,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  der  kleinen  Halbachse  der  Meridianellipe  ah  cd 
(da  wir  die  große  Achse  als  Eotationsachse    voraussetzen)  gleich  sein. 

Zur  Bestimmung  der  Achse  A^B^  wird  offenbar  die  Kenntnis 
eines  Punktes  oder  einer  Tangente  der  vertiealen  Contour  voUständig 
genügen.  Wir  werden  sofort  sehen,  dass  die  Construction  einer  der 
beiden  zur  Grundlinie  parallelen  Tangenten  der  Verticalcontour,  allen- 
falls der  Tangente  ^3,  sich  ohne  jedwede  Schwierigkeit  bewerkstelligen 
lasse. 

Besagte  Tangente  ist  nämlich  die  Verticaltrace  eiuer  zur  hori- 
zontalen Projeetionsebene  parallelen  Tangentialebene  des  EIHpsoides. 
Der  Berfthrungspnnkt  dieser  Ebene  muss  auf  dem  zur  Horizootalebene 
senkrecht  stehenden  Meridiane  liegen,  welch  letzterer  aber  wieder 
nur  der  in  der  horizontal- projicierenden  Ebene  F^  liegende  Meridian 
sein  kann. 

Der  Schnitt  der  vorgenannten  horizontalen  Tangentialebene  mit 
der  Meridianebene  P*  ihres  Berührungspunktes  ist  eine  horizontale 
Tangente  des  in  Pj  liegenden  Meridianes.  Der  bezeichnete  Schnitt 
wird  sieh  daher,  nach  der  TJmleguiig  um  Fh  in  die  horizontale  Pro- 
jeetionsebene, als  eine  zu  Fh  parallele  Tangeute  t'*^  der  umgelegten 
Meridian ellipse  aJ)gC„d„  darstellen.  Die  letztgenannte  Gerade  f^ 
kann  mittelst  des  affinen  Kreises  K^  leicht  construiert  werden.  Der 
Geraden  Z'  entspricht  nämlich  die  Gerade  £ ;  zieht  man  daher  parallel 
zu  %  die  Tangente  X3  an  K„,  welche  die  Affinitätsachse  «„&,,  in  v 
sehneiden  mag,  so  ist  die  gesuchte  Tangente  t"^  die  Parallele  durch  v 
zu  Z'.  Diese  Tangente  t"^  hat  von  Z'  den  nämlicheu  Abstand,  wie 
die  vorgenannte  horizontale  Tangentialebene  des  Eilipsoides  von  der 
horizontalen  Projeetionsebene. 

Führt  man  daher  in  demselben  Abstände  die  Gerade  t^  parallel 
zur  Grundlinie,  so  stellt  dieselbe  die  Verticaltrace  jener  Tangential- 
ebene, also  auch  eine  Tangente  der  vertiealen  Contour  dar. 
Aus  dieser  Tangente  t^  und  der  Achse  C,  B^  lässt  sich  nun  leicht  die 
Achse  ,4,  jB,  ableiten. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  die  Coutourellipse  als  affin 
mit  dem  über  der  Achse  C,  .D,  als  Durehmesser  beschriebenen  Kreise 
Ä",.  Die  Tangente  t^  trifi't  die  Afiinitätsachse  C^  D,  in  einem  Punkte 
d;  die  durch  8   an  den  Kreis  IC^   gezogene    Tangente    (**,    entspricht 
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1  der  Tangente  t^t,  dem  BeiOhningspunkt  0^  von  ("3  ent- 
spricht in  der  Tangente  <.,  der  Berührungspunkt  ff  (wobei  ffö„  senk- 
recht zu  Ci-Dj  ist). 

Dem  Schnittpunkte  A\  des  Kreises  £",  mit  Z  wird  der  eine 
Endpunkt  A,  der' Achse  entsprechen.  Derselbe  ergibt  sich,  wenn  man 
die  Gerade  BqA^^  zieht  (^  in  der  Affinitätsacbse  C,  Z>,)  und  hierauf 
die  affin  entsprechende  Gerade  e^  zeichnet,  welche  Z  bereits  in  dem 
verlaagten  Endpunkte  A^  trifft. 

Überträgt  man  endlich  A^0  =  B^O  nach  B,,  so  ergibt  sich  der 
/.weite  Achsen -Endpunkt,  womit  die  Aufgabe,  den  gestellten 
Bedingungen  entsprechend,  gelöst  «od  durchgeführt  ist. 

S.  531. 

167.  Aufgabe.  Ein  Rotationsellipsoid,  dessen  Rotationsachse 
mit  einer  gegebenen  zu  einer  Projeetions ebene  parallelen  Geraden 
und  dessen  Mittelpunkt  mit  einem  gegebenen  Pnnkte  dieser  Geraden 
zusammenfällt,  ist  darzustellen,  d.  i,  durcli  seine  Achsen  zu  bestimmen, 
wenn  die  Meridianellipse  in  ihrer  wahren  Größe  gegeben  ist. 

Setzen  wir  voraus,  die  Rotationsachse  {Z,Z')  (Taf.  XXI,  Fig.  146) 
sei  parallel  zur  verticalen  Projectionsebene ;  (0,  0')  seien  die  Projec- 
tionen  des  auf  derselben  liegenden  Mittelpunktes  des  Ellipsoidea ; 
endlich  sei  ahcd  die  durch  ihre  Achsen  gegebeue  Meridianellipse. 

Die  durch  die  Rotationsachse  {Z,Z')  gelegte  horizontal-projtcierende 
Ebene  Pa  ist  eine  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Meridian- 
ebene; die  in  ihr  liegende  Meridianellipse  wird  sich  daher  vertical  in 
wahrer  Größe  projicieren.  Wir  erhalten  dieselbe  somit  ak  eine  mit 
der  gegebenen  Meridianellipse  ahcd  congruente Ellipse  -i-BOZ),  deren 
Mittelpunkt  0  ist  und  deren  große  Achse  AB  in  die  Gerade  Z  laut. 

Berücksichtigt  man,  dass  jeder  einem  Rotationsellipsoide,  längs 
eines  Meridians  umschriebene  Cylinder  zu  der  Ebene  dieses  Meridians 
senkrecht  stehe,  so  ergibt  sieh  sofort,  dass  der  dem  Eliipsoide  längs 
des  Meridians  ABCD  umschriebene  Cylinder  vertical-projicierend  sei, 
und  dass  demgemäß  die  Vertical projection  ABCD  dieses  Mendianes 
gleichzeitig  die  Verticaltraee  des  umschriebenen,  verticai-projicierenden 
Cylinders,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Vertiealcontour  des 
Ellipsoides   darstelle. 

Die  horizontale  Contour  hat  den  Punkt  0'  zum  Mittelpunkte, 
die  horizontale  Projection  Z'  der  Rotationsachse  zur  einen  Achse  und 
die  durch  0  auf  dieselbe  senkrecht  gezogene  Gerade  Y  zur  zweiten 
Achse.  Die  Länge  C\  D\  dieser  zweiten  Achse  ist,  wie  unschwer 
!ii,  wieder  der  kleinen  Achse  cd  der  gegebenen  Meridianellipse 
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gleich.  Denn  die  zur  horizontal -projicierenden  Meridiaaebene  P^  pa- 
rallelen Tangentialebenen  des  ElHpsoides  haben  von  dieser  Ebene  P* 
einen  dem  Eadiu^  des  Äquators  gleichen  Abstand,  also  eine  Entfernung, 
welche  der  kleinen  Halbachse  cö  =  do  der  Meridianellipse  abcd  gleich- 
kömmt. Die  horizontalen  Tracen  derselben,  das  sind  die  zur  Achse 
Z'  parallelen  Tangenten  der  Horizontal contour,  haben  mithin  von  Z' 
denselben  Abstand,  und  wird  das  Gleiche  also  auch  von  den  End- 
punkten C,  und  J)\   der  kleinen  Achse  dieser  Contour  gelten. 

Die  Länge  der  großen  Achse  Ä\B\  wird,  wie  folgt,  bestimmt. 
Ziehen  wir  behufs  Erreichung  dieses  Zweckes  an  die  verticale  Contour 
AB  CD  die  nur  Grundlinie  senkrechten  Tangenten  t,  und  t^.  Dies 
kann  einfach  dadurch  bewirkt  werden,  dass  man  die  Ellipse  ABCB 
als  affin  mit  dem  über  AB  als  Dnrclimesser  beschriebenen  Kreise  K^ 
voraussetzt. 

Bestimmt  man  nun  zu  irgend  einer  zur  Grundlinie  senkrechten 
Geraden  *-  die  affin  entsprechende  Gerade  q  und  zieht  an  den  Kreis 
K^  die  zu  p  parallelen  Tangenten  r,  und  t,,  welche  die  Affinitäts- 
aehse  AB  beziehungsweise  in  k,  und  Kj  schneiden,  so  erhält  man  in 
den  Geraden  (,  und  t^,  welche  durch  «,  und  a^  senkrecht  zur  Grund- 
linie gezogen  werden,  die  gesuchten  Tangenten  von  AB  CD. 

Diese  Tangenten  i,  und  t^  repräsentieren  bereits  die  Vertical- 
tracen  zweier  vertical-projicierenden  Tangentialebenen  des  Kotations- 
ellipsoides.  Da  aber  die  Verticaltracen  senkrecht  zur  Grundlinie 
stehen ,  so  sind  diese  Tangentialebenen  gleichzeitig  auch  horizonta!- 
projicierend.  Die  Horizontaltracen  derselben,  d.  i.  die  Verlängerungen 
von  t^  und  t^  sind  somit  zwei  Tangenten  an  die  liorizontale 
Contour  des  Ellipsoides, 

Berücksichtigt  man  aber,  dass  diese  Tangenten  zur  kleinen  Achse 
C\B\  der  Horizontalcontour  des  Ellipsoides  parallel  sind,  so  müssen 
deren  Berührungspunkte  die  Badpunkte  der  großen  Achse  sein.  Die 
Achsenendpuukte  ergeben  sich  daher  als  die  Schnittpunkte  A\  und  B\ 
von  Z'  mit  t^   und  t^. 

Nachdem  somit  die  horizontale  Contour  gleichfalls  durch  ihre 
Achsen  A\B\  und  C\B\  bestimmt  ist,  erscheint  die  Aufgabe,  den 
gestellten  Bedingungen  gemäU,  vollkommen  durchgeführt. 

Wäre  die  Rotationsachse  {Z,Z')  zu  den  beiden  Projectionsebenen 
parallel,  d.  i.  parallel  zur  Grundlinie,  so  würden  die  durch  diese  Achse 
parallel  zu  den  beiden  Projectionsebenen  gelegten  Ebenen  zwei  Meri- 
dianebenen darstellen,  welche  zwei  zu  den  Projectionsebenen  parallele^ 
also  in  wahrer  Größe  erscheinende  Meridiaaeilipsea  bestimmen  würden. 
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die  ihrerseits  gleichzeitig  die  beiden  Contourea  des  Ellipsoides  reprä- 
sentieren. 

§.  532. 

JG8.  Aufgabe.  Ein  Rotationsellipsoid  ist  in  schiefer  Projeetion 
darzustellen,  d.  h.  die  Contour  desselben  ist  auf  der  Bildebene  unter 
der  Bedingung  zu  bestimmen,  dass  die  Rotationsaclise  mit  einer 
gegen  die  Projectionsebene  geneigten  gegebeneu  Geraden  und  der 
Mittelpunkt  des  Ellipsoides  mit  einem  in  dieser  Geraden  gegebenen 
Punkte  zusammenfalle;  die  Meridianellipse  ist  in  wahrer  Größe 
gegeben. 

Das  Projeetion sdreieck  sei  edä^  (Taf.  XXII,  Fig.  U7),  äv  stelle 
die  gegebene  Rotationsaclise,  0  die  schiefe  Projeetion  des  in  der 
Geraden  dv  gegebeaen  Mittelpunktes  des  Ellipsoides  dar;  ferner  reprä- 
sentiere abcd  die  durch  ihre  Achsen  in  wahrer  Größe  dargestellte 
Meridianellipse. 

Vor  allem  ist  klar,  dass  die  schiefe  Projeetion  0  des  Mittel- 
punktes des  Kotationsellipsoides  gleichzeitig  auch  der  Mittelpunkt  der 
gesuchten  Contour  seio  müsse:  denn  der  durch  0  gehende,  schief  pro- 
jicierende  Strahl  ist  die  Achse  des  schief  projieierenden,  dem  Ellipsoide 
umschriebenen  Cylinders ,  dessen  Schnittpunkt  0  nait  der  Bildebene 
daher  den  Mittelpunkt  der  Bildfläohtraee  (d.  h.  der  gesuchten  Contour) 
dieses  Cylinders  darstellt. 

Die  schiefe  Projeetion  dv  der  gegebenen  Rotationsachse  wird 
folglich,  da  dieselbe  durch  0  geht,  seihst  einen  Durchmesser  der 
Contourellipse  darstellen  und  es  wird  sich  bloß  darum  bandeln,  die 
Endpunkte  dieses  Durchmessers  zu  bestimmen. 

Die  oesagteu  Endpunkte  müssen  selbstverständlich  die  Durch- 
stoßpankte  der  Bildebene  mit  zwei  zum  sehief-projiciereaden  Strahle 
parallelen  Tangenten  des  Ellipsoides  {d.  h.  also  mit  zwei  Erzeugenden 
des  umschriebenen  Cylinders)  sein.  Da  aber  deren  DurchstolJ  punkte 
auf  dv  liegen  sollen,  so  müssen  diese  Flächen  fangen  tea  in  der  durch 
dv  gehenden  sehief-projicierenden  Ebene  liegen  und  mithin  auch  parallele 
Tangenten  zum  schief-projieierenden  Strahle  an  jenen  Kegelschnitt 
sein,  in  welchem  die  eben  genannte  sehief-projicierende  Ebene  das 
Ellipsoid  schneidet. 

Diesen  Betrachtungen  entsprechend,  haben  wir  also  den  Schnitt 
des  Ellipsoides  mit  der  durch  die  Gerade  dv  gehenden  schiefpro- 
jicierenden  Ebene  au  bestimmen  und  parallel  zum  schief-projicierenden 
Strahle  die  Tangenten  an  die  erhaltene  Schnittcurve  zu  zeichnen. 
Die  Durchstodpunkte  A   und  B  dieser  Tangenten  mit    der  Bildebene 
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werden,  den  vorstellenden  Erörterungen  gemäß,  die  Endpunkte  des 
Durchmessers  dv  der  Contour  darstellen. 

Nachdem  dv  die  Kotationsaehse  repräsentiert,  so  wird  jede 
durch  dv  gelegte,  also  auch  die  schief- projicieren de  Ebene  P  (deren 
Trace  Pj  mit  der  Projection  dv  zusammenföllt)  das  Ellipsoid  in 
Meridianellipsen,  d.  i,  in  Ellipsen,  welche  der  gegebenen  Ellipse  abcd 
congruent  sind,  schneiden. 

Legen  wir  daher  die  besagte  schief-projicierende  Ebene  P  sammt 
der  Kotationsaehse  dv,  dem  Mittelpunkte  0  und  der  in  ihr  liegenden 
Meridian ellipse  in  die  Bildebene  um,  so  gelangt,  indem  v  nach  v„ 
fällt  (die  Gerade  vv„  also  ,die  Richtung  der  umgelegten,  schiefpro- 
jiciereudeu  Strahlen  in  der  Ebene  P  darstellt)  die  Kotationsaehse  nach 
(it'o  und  der  Mittelpunkt  0  nach  0„,  wobei  selbstverständlich  00g 
parallel  zu  vv„  ist. 

Die  umgelegte  Meridianellipse  ist  leicht  zu  aeichnen.  Dieselbe 
wird  durch  eine  Ellipse  ci.,,b„Cgd„  dargestellt,  welche  mit  der  in  wahrer 
Größe  gegebenea  Ellipse  abcd  eoagruent  ist,  deren  Mittelpunkt  nach 
O^T  und  deren  eine  Achse  %hf,  in  die  umgelegte  Rotationsachse 
dva  iällt. 

An  diese  Ellipse  sind  nun  Tangenten  parallel  zum  sehiefpro- 
jicierenden  Strahle,  welcher  in  der  ümlegung  durch  vv^  oder  00g 
dai'gestellt  erscheint,  zu  aiehen.  Zu  diesem  Zwecke  betrachtet  man 
die  Ellipse  ««''o'^o'^u  ^^^  orthogonal  affin  mit  dem  über  der  Achse 
On&n  als  Durchmesser  gezeichneten  Kreise  Äq.  Der  Geraden  00^  oder 
r„  entspricht  sodann  affin  die  Gerade  p,,. 

Zieht  man  weiters,  parallel  zu  p„,  an  den  Kreis  K^  die  Tangenten 
t'o  und  t\,  welche  die  Affinitätsachse  a^b^^  beziehungsweise  in  «j 
und  a,  schneiden  mögen,  so  entsprechen  denselben  die  oberwähnteu 
gesuchten,  zu  vv„  oder  0  0„  parallelen  Tangenten  t\  und  t\  der 
Ellipse   a„bge„dg. 

Besagte  Tangenten  können  unmittelbar  als  die  durch  a,  und  a^ 
parallel  zu  vv^  gezogenen  Geraden  gezeichnet  werden.  Die  Durchstoß - 
punkte  derselben  mit  der  Bildebene  sind  die  Schnittpunkte  Ä  und  li 
mit  der  Bildflächtrace  Pj.  Die  letztgenannten  Punkte  A  und  B 
repräsentieren,  den  früheren  Erörterungen  zufolge,  die  Endpunkte  des 
mit  der  Projeetion  dv  zusammenfallenden  Durchmessers  der  Contour- 
ellipse. 

Es  wird  sich  nun  noch  darum  haudeln,  den  diesem  Durchmesser 
AB  conjugierten  Durchmesser  CD  der  Contourellipse  des  Ellipsoides 
zu  finden. 
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Die  TaEgeaten  in  den  Endpunkten  C  und  D  des  zu  bestimmen- 
den Durehmessers  müssen  offenbar  zum  Durchmesser  ^£  parallel  sein. 
Dieselben  werden  daher  die  Bildflächtraeen  zweier  zu  der  sehiefpro- 
jicierenden  Meridianebene  Pj  paralleleu  Tangentialebenen  F\  und  P** 
des  EUipsoides  darstellen,  während  ihre  Berührungspunkte  C  und  D 
die  schiefen  Projectionea  der  Berührungspunkte  des  EUipsoides  mit 
den  beiden  Tangentialebenen  P'i  uud  P\  repräsentieren. 

Nun  wissen  wir  aber ,  dass  die  Berührungspunkte  eines  EUip- 
soides mit  den  beiden  zu  irgend  einer  Meridianebene  parallelen  Be- 
rührebenen die  Endpunkte  des  zu  dieser  Meridianebene  senkrechten 
Durchmessers  des  Äquatorkreises  sein  müssen. 

Wir  haben  demnach  vor  allem  diesen  Durchmesser  der  Lage 
uach  zu  bestimmen;  im  vorliegenden  Falle  also  durch  deo  Mittel- 
punkt 0  des  EUipsoides  eine  Senkrechte  s  zu  der  Ebene  Pj  zu  führen. 

Letzteres  wird  dadurch  bewerkstelligt,  dass  man  zunächst  an 
beliebiger  Stelle  der  Ebene  Ps,  am  einfachsten  im  Punkte  v  selbst, 
durch  welchen  bereits,  behufs  Umleguug,  das  Projectionsdreieck  o^^^^ 
geführt  wurde,  zur  Ebene  Tb  die  Senkrechte  vd,  legt.  Die  wahre 
Größe  der  Geraden  vda  wurde  durch  ümlegung  um  die  Trace  K  ihrer 
orthogonal-projicierenden  Elbeoe  in  f'„ds  erhalten.  Zieht  mau  durch  0 
parallel  zu  vds  die  Gerade  s,  so  repräsentiert  diese  die  schiefe  Pro- 
jection  der  im  Punkte  0  auf  die  Ebene  P*  senkrecht  geführten  Ge- 
raden. Diese  Gerade  s  stellt  mithin  auch  die  schiefe  Projection  jenes 
Durehmessers  des  Äquatorialkreises  dar,  in  dessen  Endpunkten  die 
zur  Meridianebene  Pj  parallelen  Berührebenen  P\  und  P'i,  das  Ellip- 
soid  tangieren. 

Die  schiefen  Projectionen  der  bezeichneten  Endpunkte  sind  un- 
schwer zu  bestimmen.  Tragen  wir  nämlich  auf  der  umgelegten  Senk- 
rechten Vfi'd)  die  Strecke  %'  x,,  gleich  dem  Radius  des  Äquators,  als» 
auch  gleich  der  kleinen  Halbachse  co:=do  der  gegebenen  Meridian- 
ellipse auf,  so  repräsentiert  die  Strecke  xv  (wobei  x  aufi?(?j  mittelst 
der  Geraden  xx^  parallel  zu  vv^'  erhalten  wurde),  die  Größe  der  Pro- 
jection jenes  Radius,  welcher  auf  der  zur  Ebene  Fi,  senkrechten  Geraden 
liegt.  Trägt  man  demnach  auf  s  die  Strecken  OG  ^  OD  =  vx  auf, 
so  stellen  die  Punkte  C  und  D  die  schiefen  Projectionen  der  End- 
punkte des  zu  Fl,  senkrechten  Äquatorialdurchmessers ,  d.  h.  die 
schiefen  Projectionen  der  Berührungspunkte  des  EUipsoides 
mit  den  zur  Meridianebene  P*  parallelen  Tangentialebenen  Fh  und 
P*j  dar. 

Den  vorausgeschickten  Untersuchungen  gemäll  sind  diese  Punkte 
G  und  D   gleichzeitig  die  Berührungspunkte  der  Contour  mit  den  zu 
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AB  parallelen  Tangenten  P\  und  f  j  und  daher  auch  die  Endpunkte 
des  dem  Durchmesser  ^4 5  conjugierten  Durchmessers  der  Contour. 

Wir  kennen  somit  eiti  Paar  conjugierter  Durchmesser  AB  und 
CD  der  gesuchten  Contour  sowohl  der  Lage,  als  auch  der  Größe  nach, 
und  haben  demnach  den  gestellten  Äuforderungen  der  Aufgabe  voll- 
ständig entsprochen. 

Der  Fall ,  in  welchem  die  Rotationsachse  senkrecht  zur  Bild- 
ehene  steht,  ist  bereits  früher  (Aufgabe  147)  unter  anderer  Form, 
„als  Schlagschatteubestimmung" ,  auf  Grund  des  erweiterten  Dan- 
deiin'scheu  Sataes  bebandelt  worden.  Die  dort  gegebenen  Construc- 
tionen  sind,  wenn  es  sich  um  die  Contourbestimmung  in  schiefer 
Projeetion  handeln  sollte,  nur  in  der  der  freien  schiefen  Projec- 
tionsmethode  eigen thümli eben  Art  ahzuändera, 

§.   533. 

169.  Aufgabe.  Es  ist  die  Contour  eines  Rotationseliipsoides 
in  centraler  Projeetion  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Rotations- 
achse durch  eine  gegebene,  gegen  die  Bildebene  geneigte  Gerade  und 
der  Mittelpunkt  der  Fläche  durch  einen  in  dieser  (Geraden  gegebenen 
Punkt  dargestellt  sei,  za  bestimmen.  Der  Meridian  ist  in  wahrer 
Größe  durch  seine  Achsen  gegeben. 

Das  gegebene  Projeetion scentrum  sei  {A,C)  {Taf.  XXII,  Fig.  148); 
die  centrale  Projeetion  der  Rotationsachse  sei  dv;  0  sei  die  centrale 
Projeetion  des  Mittelpunktes  des  Eilipsoides,  und  endlich  stelle  ahcd 
die  durch  ihre  Achsen  in  wahrer  Größe  gegebene  Meridianellipse  dar. 

Nach  der  Art  und  Weise,  wie  die  Aufgabe  gestellt  wurde,  werden 
wir  in  der  Centralprojeetion  nicht  mit  derselben  Bequemlichkeit,  wie 
dies  in  den  früheren  Fällen ,  bei  vorausgesetzter  Parallelprojeetion 
möglich  war,  die  Achsen  oder  ein  Paar  conjugierter  DurchmeKser  der 
Coatoureurve  bestimmen  können;  es  dürfte  unter  den  obwaltenden  Ver- 
hältnissen vielmehr  zweckmäßig  sein,  einen  indirecten  Weg  in  der  Weise 
ein  zuschlagen,  dass  wir  zunächst  irgend  welche  fünf  Elemente  (Punkte 
oder  Tangenten)  der  Contourcurve  zu  ermitteln  suchen,  und  sodann 
erst  aus  diesen  Bestimmungsstücken  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser 
oder  die  Achsen  des  Coutourkegelschnittes  ableiten. 

Die  central -pro jicierende,  durch  die  Rotationsachse  dv  gehende 
Ebene  C,  (deren  beide  in  Ci  vereinigte  Tracen  mit  der  Projeetion  dv 
zusammenfallen)  ist  eine  Mertdianebene  des  Ellipsoides,  und  schneidet 
daher  die  genannte  Fiäehe  in  einer  Ellipse,  welche  der  gegebenen 
Ellipse  abcd  congruent  ist. 
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Werden  von  dem  Projeetionsceiitrum  C,  welches  selbstverständ- 
lich in  der  obbezeichneteo  Ebene  liegt,  Tangeaten  an  den  Meridian 
gezogen,  so  werdea  dieselben  auch  zwei  Tangenten  der  Fläche,  oder, 
was  dasselbe  ist,  zwei  Erzeugenden  des  dem  ElUpsoide  aus  dem  Pro- 
jeetionseentrum  umschriebenen  Kegels  darstellen;  ihre  Durchstoßpunkte 
mit  der  Bildebene  demnach  zwei  Punkte  der  Contour  repräsentieren, 

Um  diese  Tangenten  au  construieren,  legen  wir  das  Projections- 
centrum  C,  die  Rotationsachse  dv  und  den  Mittelpunkt  0  des  Ellip- 
soides  um  die  Trace  C^  der  central -projicieren  den  Meridianebeoe  in  die 
Bildebene  um,  wobei  das  Centrum  nach  C„,  die  umgelegte  Rotations- 
achse nach  Z„  und  der  umgelegte  Mittelpunkt  nach   Og  gelangt. 

Nach  diesen  einfachen  Vorbereitungen  kann  nunmehr  auch  der 
umgelegte  Meridiau  direct  verzeichnet  werden.  Derselbe  ist  offenbar 
eine  mit  der  gegebenen  Ellipse  ab  cd  congruente  Ellipse  ägb^c^dg  in 
einer  derartigen  Lage,  dass  0,,  deren  Mittelpunkt  wird,  und  Z^  mit 
einer  ihrer  Achsen,  allenfalls  mit  a^b„,  Kusaramenfällfc. 

An  diese  Ellipse  «„^iCp^,,  sind  nun  von  dem  umgelegten  Pro- 
jectionscentrum  C«  aus  die  beiden  Tangenten  zu  legen.  Wir  können 
hiebei,  theils  um  der  Abweclislung  willen,  theils  aber  auch  deshalb, 
weil  das  umgelegte  Centrum  C^  von  den  beiden  EUipsenachsen  weit 
absteht,  also  die  Anwendung  der  Affinität  zu  Ungenauigkeiten  Veran- 
'  böte,  folgendermaßen  verfahren. 


Bestimmen  wir  zur  Erreichung  des  vorgegebenen  Zweckes  einen 
Brennpunkt  f\  der  Ellipse  a„bgC^d^;  zeichnen  wir  ferner  jenen  mit 
der  Ellipse  concentrischen  Kreis  ]-,  dessen  Radius  der  großen  Halb- 
achse a„  Og  gleich  ist,  sowie  endlich  einen  zweiten  Kreis  y,  über  G„f, 
als  Durchmesser,  so  werden  sich  diese  beiden  Kreise  y  und  y,  im  ali- 
gemeinen in  zwei  Punkten  «  und  ß  treffen,  die  mit  €„  verbunden  die 
Geraden  C„«  und  C^ß  liefern,  welche  nach  einem  aus  der  Theorie  der 
Kegelschnitte  bekannten  Satze  die  gesuchten  Tangenten  z-,  und  r, 
repräsentieren.  Die  letzteren  treffen,  in  den  Raum  zurückgedreht,  die 
Bildebene  in  denselben  beiden  Punkten  m  und  n.  in  weichen  sie  um- 
gelegt, die  Trace  Cy  schneiden.  Besagte  Punkte  m  und  n  sind  dem- 
nach, als  Bildflächspuren  zweier  projicierenden  Tangenten  des  Eilip- 
soides, zwei  Punkte  der  gesuchten  Contour. 

Es  unterliegt  weiters  auch  keinerlei  Sehwiei  igkeit,  die  Taugenten 
der  Contour  in  diesen  beiden  Punkten  m  und  n  zu  construieren. 

Berücksichtigen  wir  nämlich,  dass  die  Geraden  t,  und  Tj  Tan- 
genten des  in  der  central-projiciereuden  Ebene  d,  liegenden  Meridians 
%Kcod„  darstellen,    so  folgt  unmittelbar  (nach  Satz  306),    dass  die 
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Ebeaen,  welche  durch  dieseiben  senkrecht  zu  der  Meridianebene  Ge  ge- 
legt werden,  zwei  Tangentialebenen  des  Ellipsoldes  darstellen. 

Die  Traceü  T^  und  T^  dieser  Ebenen  geben  einerseits  durch  die 
Punkte  m  und  n,  in  welchen  jene  Tangenten  die  Bildebene  treffen, 
und  andererseits,  da  beide  auf  der  Ebene  Ct  senkrecht  stehen,  durch 
den  Punkt  Va,  in  welchem  die  Bildebene  von  der  durch  das  Projections- 
centrum  senkrecht  zu  Ci  geführten  Geraden  geschnitten  wird.  Nach- 
dem aber  diese  beiden  Tangentialebenen  des  EUipsoides  centralpro- 
jicierend  sind,  so  folgt,  dasa  ihre  Tracen  T,  und  T^  Tangenten  der 
gesuchten  Contour  sein  müssen. 

Wir  kennen  also  bereits  vier  Bestimmungselemente  fttr 
die  fragliche  Contour,  nämlich  zwei  Punkte  m  und  n  und  die  Tan- 
genten 2',  und  T^  der  Contourcurve  in  denselben. 

Weitere  zwei  Stücke,  und  zwar  wieder  zwei  Tangenten,  kann 
man  auf  nachstehende  Art  bestimmen. 

Denken  wir  uns  dem  EUipsoide  längs  des  Äquatorialkreises  einen 
Cylinder  umsehrieben.  Die  durch  das  Projectionscentrum  an  diesen 
Cylinder  gelegten  Tangentialebenen  sind  gleichzeitig  Tangentialebenen 
des  EUipsoides;  ihre  Bildfläch  tracen  daher  zwei  Tangenten  der 
Contourcurve. 

Bestimmen  wir  also  zunächst  die  Ebene  des  Äquatorialkreises, 
d.  i,  die  durch  den  Mittelpunkt  0  senkrecht  zur  Rotationsachse  dv 
gelegte  Ebene  S^S^.  Der  in  dieser  Ebene  liegende  Äquatorial  kreis  K 
ist  die  Leiteurve  des  Cjlinders,  während  die  Er/,eugenden  desselben 
zur  Rotationsachse  dv  parallel  sind.  Es  werden  daher  die  Central- 
projeetionen  aller  Erzengenden,  sowie  die  Fluehttracen  aller  Tangential- 
ebenen des  Cylinders  durch  den  Fluchtpunkt  v  gehen.  Inabesoudere 
werden  die  Contour- Erzeugenden  des  Cjlinders,  d.  h.  diejenigen  Erzeu- 
genden, längs  welchen  die  Tangentialebenen  des  Cjlinders  central- 
projicierend  sind,  die  von  v  aus  an  die  Centralprojection  des  Äquatorial- 
kreises Ä"  gezogenen  Tangenten  sein.  Es  ist  einleuchtend,  dass  die- 
selben gleichzeitig  die  Bildflächtracen  der  beiden  central-projicierenden 
Tangentialebenen  des  Cjlinders  repräsentieren,  und  daher,  wie  frtlher 
gefunden  wurde,  zwei  Tangenten  der  Contourcurve  bestimmen. 

Man  wird  also,  um  kurz  zu  sprechen,  zwei  Tangenten  der  Contour- 
curve erhalten,  wenn  mau  durch  v  an  die  Centralprojection  des  Äqua- 
torialkreises K  die  beiden  Tangenten  zieht. 

Letzteres  kann  bewerkstelligt  werden,  ohne  dass  man  erst  diese 
Centralprojection  verzeichnet.  Betrachten  wir  z«  diesem  Zwecke  u  als 
die  Centralprojection  eines  in  der  Ebene  SbSs  liegenden  Punktes  und 
legen  wir  denselben,  ebenso  wie  den  Äquatorialkreis  K,  um  die  ßild- 
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flächtraee  St,,  beziehungsweise  nach  v^  und  Ko  um.  (Den  uragelegteu 
Kreis  Ä"|)  erhält  man  bekanntlich,  indem  mau  den  Punkt  0  nach  0'„ 
umlegt,  und  die  kleine  Halbachse  der  gegebenen  Ellipse  abcd  als 
BadiuB  des  Kreises  K^  annimmt.) 

Führen  wir  nun  ¥on  v„  an  den  Kreis  K^  die  beiden  Tangenten 
t\  und  t\,  welche  die  Bildflächtraee  St  beziehungsweise  in  den 
Punkten  fi  und  v  treffen,  so  sind  deren  Centralprojectionen  offenbar 
die  Geraden  v/i  und  w  oder  (,  und  t^,  d.  h.  (,  und  t^  sind  die  beiden 
durch  V  an  das  Bild  des  Äquators  gelegten  Tangenten,  oder,  den  vorher- 
gegangenen Betrachtungen  gemäß,  zwei  Tangenten  der  Coutourcurve. 

Wir  kennen  somit  sechs  Elemente  der  Coutour,  von 
welchen  fünf  beliebig  gewählte  hinreichen,  um  ein  Paar  eonju- 
gierter  Durchmesser  der  Oontourcurve  bestimmen  zu  können. 
Letzteres  kann  folgendermaßen  geschehen, 

Nehmen  wir  somit  beispielsweise  an,  dass  die  beiden  Tan- 
genten 2\  und  Ta  tTaf.  SXII,  Fig.  149)  mit  ihren  BerQbrungs- 
punkteii  m  und  n  und  die  Tangente  t  als  die  diesfallsigen 
BestimmungsstQcke   gewählt  worden  wären. 

Den  Schnittpunkt  Va  von  U\  und  T^  betrachten  wir  als  Collinea- 
tionscentrum,  und  einen  beliebigen,  den  Tangenten  1\  und  T^  ein- 
geschriebenen Kreis  Ef,  fassen  wir  als  OoUinearfigur  des  gegebenen 
Kegelschnittes  auf  Den  Berührungspunkten  m  und  n  des  Kegebschnittes 
entsprechen  collinear  die  Berührungspunkte  m„  und  w„  des  Kreises  K^. 
Es  sind  demnach  «»„«„  und  mn  zwei  entsprechende  Geraden,  und  ihr 
Schnittpunkt  d,  ein  Punkt  der  Collineationsachse  0^.  Die  Tangeute  t 
schneidet  ferner  die  Gerade  mn  in  einem  Punkte  v,  welchem  collinear 
der  Schnittpunkt  )!„  von  »*o"o  ^'^^  '^'^"  entspricht. 

Zieht  man  nun  von  v„  ans  eine  Tangente  t^  au  den  Kreis  K^, 
(man  wird  je  nach  der  Form  des  Kegelschnittes,  die  derselbe  als 
Contour  annehmen  muss,  leicht  entscheiden  können,  welche  von  den 
beiden  durch  v^  gehenden  Kreistangenten  zu  wählen  ist),  so  entspricht 
diese  der  Kegelschnittstangente  t,  während  der  Schnittpunkt  S„  beider, 
d.  i.  der  Schnitt  von  t  und  ^„1  einen  zweiten  Punkt  der  Collinea- 
tionsachse Ca,  welche  sich  nunmehr  als  Verbinduugsgerade  der 
beiden  Punkte  d\  und  Ö^  ergeben  wird,  bestimmt. 

Führen  wir  parallel  zu  der  Collineationsachse  zwei  Tangenten  an 
den  Kreis  K^,  deren  Berührungspunkte  A^,  und  B„  sein  mögen,  so 
werden  diesen  beiden  Punkten  zwei  Punkte  A  und  B  auf  dem  Kegel- 
schnitte Ä"  entsprechen,  in  welchen  die  Tangenten  gleichfalls  zur  Collinea- 
tionsachse parallel  sein  werden;  AB  wird  somit  einen  Durch- 
messer des  Kegelschnittes  darstellen. 
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Halbiert  man  dettselben  in  0,  so  erhält  mau  den  Mittelpunkt 
des  Kegelschnittes,  und  zieht  man  durch  0  eine  zur  Collineations- 
achse  Ca  Parallele  Cl),  so  stellt  diese  letztere  den  dem  Durehmesser 
AB  conjugierteu  Durchmesser  dar.  Die  Endpunkte  C  und  I> 
desselben  können  leicht  bestimmt  werden. 

Dem  Punkte  0  entspricht  nämlich  auf  AgB^  der  vermittelst 
des  CoUineationsstrahles  VsOOff  zu  bestimmende  Punkt  0„,  während 
der  Geraden  CD  die  durch  Oq  zur  CoUineationaaehse  Cg  parallel  ge- 
zogene Gerade  C^Dq  entsprechen  wird.  Dieselbe  schneidet  den  Kreis  Ä'd 
in  zwei  Punkten  0„  und  I)„,  welche  vermittelst  der  Strahlen  CnF,  und 
D„Vi  auf  CD  zurQckprojiciert,  die  gesuchten  Punkte  C  und  D  gehen. 

Bringt  man  in  {Fig.  148,  Taf.  XXII)  eine  mit  der  soeben  durch- 
geführten Construetion  übereinstimmende  zur  Geltung,  so  kann  auch 
die  dort  gestellte  Aufgabe  als  vollständig  durchgeführt  betrachtet 
werden. 

§.  534. 

170.  Aufgabe.  Es  sind  eine  Ellipse  und  innerhalb  derselben 
drei  Punkte  gegeben:  dureli  diese  drei  Punkte  ist  eine  zweite  Ellipse 
zn  legen,  welche  die  erstere  in  zwei  Punkten  berührt;  ferner  sind 
zwei  eonJDgierte  Durchmesser  derselben  zu  ermitteln, 

Die  Achsen  der  gegebenen  Ellipse  E  seien  AB  und  CD  (Taf.  XXll, 
rig.  150);  die  drei  innerhalb  derselben  gegebenen  Punkte  seien  a„  a^ 
und  «3- 

Betrachten  wir  die  Ellipse  E  als  den  Hauptmeridian  eines  Eota- 
tionsellipsoides  und  die  Achse  ^5  als  die  Rotationsachse  desselben. 
Als  Grundlinie  X  werden  wir  demzufolge  eine  zu  AB  senkrechte 
Gerade  wählen.  Nimmt  man  ferner  in  der  verlängerten  Achse  AB 
einen  beliebigen  Punkt  0'  als  Horizontalprojection  dieser  Achse  an 
und  beschreibt  man  aus  demselben  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  K\ 
vom  Radius  r  gleich  der  Halbachse  CO  —  OD  der  gegebenes  Ellipse  E, 
so  kann  dieser  Kreis  als  die  Horizontalprojection  des  Aquatorialkreises 
{K^,K\)  aufgefasst  werden,  wodurch  das  Eilipsoid  iS  vollkommen  be- 
stimmt erscheint.  Nach  dieser  Vorbereitung  übergehen  wir  auf  die 
Lösung  der  eigentlichen  Aufgabe, 

Nennen  wir  die  Ellipse,  welche  durch  die  drei  Punkte  «,,  a^  und 
«a  gehen  und  die  gegebene  Ellipse  E  doppelt  berühren  soll,   kurz  e. 

Jede  Ellipse,  welche  die  gegebene  Ellipse  E,  also  auch  die  zu 
suchende  Ellipse  e,  in  zwei  Punkten  berührt,  kann,  wie  aus  Früherem 
bekannt,  als  die  vertieale  Projection  eines  ebenen  Schnittes  des  vor- 
bestimmten  Rotationsellipsoides  angesehen  werden. 
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Nachdem  aber  diese  Ellipse  e  auch  durch  die  Punkte  a„  a,  uud 
«3  gehen  soll,  aö  ist  oothwendig ,  dass  diese  letzteren  die  verticalen 
Projectionen  von  Punkten  seien,  welche  in  der  sehneidendea  Ebene 
sowohl,  als  auch  auf  dem  EUipsoide  liegen. 


Wir  haben  demgemäß  die  Punkte  «,,  a^,  a^  als  verticale  Pro- 
jectionen von  Punkten  des  EUipsoides  vorausausetaen  und  darnach 
deren  Horizontalprojectloneu  au  beätimmen.  Dies  kann  in  der  folgenden 
einfachen  Weise  geschehen.  Der  Punkt  a,  gehört ,  falls  er  als  ein 
Punkt  des  EUipsoides  vorausgesetzt  wird,  einem  Meridiaue  an,  dessen 
verticale  Projection  eine  Ellipse  sein  muss,  die  durch  den  Punkt  «, 
geht  und  deren  eine  Achse  AB  ist.  Die  zweite  Achse  dieser  verti- 
calen Projection  Ist  mittelst  des  über  AB  als  Durchmesser  beschrie- 
benen Affinkreiaes  K^  leicht  zu  ermitteln. 

Zieht  man  nämlich  a,  a^°  senkrecht  zu  AB,  wobei  der  Punkt  a," 
dem  Kreise  K^,  angehört,  so  sind  a,  und  a,°  zwei  entsprechende  Punkte. 
Verbinden  wir  ferner  a,"  oder  a,*  mit  dem  Punkte  G„  oder  Dg,  in 
welchen  Punkten  die  verlängerte  Achse  CD  den  Kreis  K^  das  eine-  oder 
anderemal  trifft,  so  wird  dieser  Geraden  tt,  °  Cg,  oder  beziehungsweise  der 
Geraden  ccj°J)^,  welche  dieAffinitätsachse ^1  B  im  Punkte  d,  schneiden, 
die  Gerade  a,^^  entsprechen,  welche  ihrerseits  wieder  die  Achse  CD 
in  dem  dem  Punkte  i)„  entsprechenden  Punkte  d,  treffen  wird.  Dieser 
Punkt  d,  wird  offenbar  einen  Endpunkt  der  zweiten  Achse  der  Ellipse 
ABa,  darstellen. 

Nachdem  diese  Ellipse  die  verticale  Projection  eines  Meridians 
repräsentiert,  so  stellt  ihre  au  AB  senkrechte  Achse  die  verticale 
Projection  eines  Durchmessers  des  Äquators  dar.  Besagter  Durehmesser 
wird  erhalten,  wenn  man  den  Punkt  ä,  auf  den  Kreis  K\  nach  d\ 
projiciert  (es  gibt  selbstverständlich  zwei  Punkte  auf  diesem  Kreise) 
und  den  erhaltenen  Punkt  d\  mit  0'  verbindet.  Die  Gerade  <?',  0"  ist 
gleichzeitig  die  Horizontal  projection  des  dem  Punkte  u,  entsprechen- 
den Meridians;  es  muss  daher  die  Horizontalp rojeetion  a\  dieses 
Punktes  nothwendig  auf  derselben  liegen.  (Die  Horiaontalprojection  a', 
des  Punktes  Mj  ist  bekanntlich  zwei-deutig,  da  die  vertical-projicierende 
Gerade  a,  das  Ellipsoid  in  zwei  Punkten  treffen  muss.  Die  zweite 
Horiaontalprojection  von  a,  liegt  offenbar  symmetrisch  mit  a\  gegen 
die  Hauptmeridianebene.)  In  gleich  einfacher  Weise  bestimmt  man  die 
Horizoutalprojectionen  a'^  und  a'^  der  beiden  übrigen  Punkte  a^  und  a^. 

Die  CoQstruction  der  horizontalen  Projectionen  a\ ,  a\  und  a'^ 
unter  der  obangegehenen  Bedingung  kann  ebenso  einfach  auch  auf  die 
zweite,  in  (Taf.  XXII,  Fig.  150)  angedeutete  ] 
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diesfalls,  da  sieh  theilweise  zu  schiefe  Schnitte  ergaben,  als  Controle 
benützt  wurde,  vollführt  werden. 

Legt  man  nunmehr  durch  die  drei  Punkte  {a,,a'J,  (a,,  o',}  und 
(a^.a'g)  eine  Ebene  F^Fk,  so  wird  diese  das  Kotationsellipsoid 
in  einer  Ellipse  schneiden,  welche  durch  diese  drei  Punkte  {a^,a\) 
(dj,  ft',)  und  («g,  a'3)  geht. 

Die  Yerticalprojeetion  e  dieser  Ellipse  wird  sodann  durch 
die  drei  gegebenen  Punkte  a^ ,  a^  und  a,  gehen ,  und  die  Ellipse 
£(^£CD)  in  zwei  Punkten  berühren.  Diese  Berührung  wird  jedoch 
eine  reelle  oder  eine  imaginäre  sein,  je  nachdem  die  Ebene  P„Pa  die 
Meridianellipse  E  in  reellen  oder  imaginären  Punkten  schneidet.  Wenn 
(«,,«',),  (»„a'a)  und  («3, a'3)  SO  bestimmt  werden,  dass  sie  auf  ver- 
schiedenen Seiten  der  Hauptmeiidianebene  liegen,  sind  die  obgenannten 
zwei  Punkte  stets  reell. 

§.  535. 

171.  Aufgabe.  Eine  Ellipse;  innerhalb  derselben  zwei  Punkte 
und  eine  Gerade,  welche  die  Ellipse  reell  schneidet,  sind  gegeben; 
es  ist  eine  zweite  Ellipse  zu  bestimmen,  welche  durch  die  beiden 
gegebenen  Punkte  geht,  die  gegebene  Ellipse  in  zwei  und  die  gegebene 
Gerade  in  einem  Punkte  berührt.  Zwei  conjugierte  Durchmesser  dieser 
letzteren  Ellipse  sind  constrnctiv  zu  ermitteln. 

Die  Ellipse  E  (Taf.  SXIII,  Fig.  151)  sei  durch  ihre  Achsen  AB 
und  CD  gegeben ;  a,  und  a^  seien  die  innerhalb  derselben  gegebenen 
Punkte  und  t  die  gegebene  Gerade,  welche  die  Ellipse  in  reellen 
Punkten  schneiden  möge, 

Die  gegebene  Ellipse  E  {AB,  CD)  betrachten  wir  als  den 
Hauptmeridian  (verticale  Projection)  eines  Rotationsellipsoides ;  die 
Achse  AB  derselben  setzen  wir  als  die  Rotationsachse  dieses  Ellipsoides 
voraus.  Die  Grundlinie  X  ist  diesfalls  wieder  senkrecht  zur  Achse  ^B 
anzunehmen.  Als  Horizontalprojection  Ä",'  des  Äquators  ergibt  sich 
somit  ein  Kreis,  dem  als  Radius  die  kleine  Halbachse  CO^OD  der 
gegebenen  Ellipse  entspricht. 

Der  Mittelpunkt  0'  dieses  Kreises  kann  (beliebig)  auf  der  ver- 
längerten AB  gewählt  werden. 

Die  zu  bestimmende  Ellipse  e  fassen  wir  abermals  als  die  Ver- 
ticalprojection  eines  gewissen  ebenen  Schnittes  des  Rotationsellipsoides 
auf.  So  wie  im  vorhergehenden  Falle  werden  auch  hier  die  Horizontal- 
projectionen  «/  und  a^'  der  Punkte  a,  und  a^,  die  man  als  Vertical- 
projeetionea  zweier  Punkte  des  Ellipsoides  voraussetzt,  bestimmt.  Die 
schneidende  Ebene  muss  durch  die  beiden  Punkte  («,,  a^')  und  (a^,  a^') 
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liindurchgehen,  also  die  Verbinduiigägerade  ig,  g')  dieser  beiden  Punkte 
enthalten. 

Sehen  wir  nun  nach,  welche  weitere  Bedingung  der  schneidenden 
Ebene  diesfalls  auferlegt  wird. 

Da  die  zu  suchende  Ellipse  e  einerseits  von  der  Geraden  t  berührt 
werden  soll,  andrerseits  aber  diese  Ellipse  als  Verticalprojectioa  eines 
ebenen  Schnittes  aufgefasst  wird,  so  kana  man  auch  die  Gerade  t 
gleichzeitig  als  die  Verticalprojection  einer  Tangente  dieses  ebenen 
Schnittes  betrachten. 

Als  solche  muss  die  besagte  Tangente  t  offenbar  einen  Punkt 
(s,  s')  mit  der  Geraden  (g,  g')  gemein  haben,  der  als  Schnitt  von  g  und 
t  leicht  eonstruiert  werden  kann;  weiters  muss  dieselbe,  als  Tangente 
eines  ebenen  Schnittes  der  Eläche,  auch  eine  Tangente  der  Mäche  selbst 
darstellen. 

Unsere  Aufgabe  besteht  somit  bloß  darin,  eine  Tangente  des 
EUipsoides  zu  finden,  welche  durch  den  Punkt  (s,  s')  geht  und  die 
Gerade  t  au  ihrer  Verticalprojection  hat. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  diese  Tangente  in  einer  verticalproji- 
cierenden  Ebene  H  liegen  müsse,  deren  Verticaltrace  mit  t  zusammsn- 
fällt,  dass  dieselbe  also  auch  eine  Tangente  des  in  dieser  Ebene 
H^  liegenden  Kegelschnittes  des  EUipsoides  sein  werde. 

Um  an  diesen  Kegelschnitt  von  (s,  s')  aus  Tangenten  zu  ziehen, 
bestimmen  wir  zunächst  die  eine  Achse  desselben.  Diese  ist  die  Ver- 
bindungsgerade jener  Punkte  m  und  n  der  Hauptmeridianellipse  ABCB, 
welche  sieh  als  die  Schnittpunkte  mit  t  ergeben.  Die  letztgenannten 
Punkte  m  und  n  werden  mittelst  des  über  AB  als  Durehmesser  beschrie- 
benen Affinkreises  K„  abgeleitet. 

Legen  wir  nun  durch  den  Kegelschnitt  einen  Kegel,  dessen  Spiti^e 
der  eine  Scheitel,  etwa  (A,  A'),  des  EUipsoides  ist,  so  wird  der  Schnitt 
dieses  Kegels  mit  der  horizontalen  Projectäonsebene  (nach  Satz  331) 
ein  Kreis  y  sein,  welcher  über  der  Geraden  jt'v'  als  Durchmesser 
beschrieben  wird ,  wobei  (jt,  (*')  und  (v,  v')  die  Horizontaldurchstoß- 
punkte der  Kegelerzeugenden  {Am,A'm')  und  (^n,yl'«')  repräsentieren. 

Die  zu  suchenden  Kegelschnittstangenten  werden  mit  dem  Kegel- 
scheitel {A,  A')  zwei  Berahrebenen  des  Kegels  bestimmen,  welche 
durch  die  Gerade  {As,  A's')  gehen,  während  sich  deren  Horizontal- 
tracen  als  die  durch  den  ho)i7ontal6n  Durchstoßpunkt  e'  dieser  Ge- 
raden an  den  Kreis  y  gezogeni-n  Tangenten  ergeben. 

Hiermit  ist,  der  W^g  liir  .lie  vorzunehmenden  Construetionen 
festgestellt.  Man  hat  nämlich  von  dem  Punkte  0'  aus  eine  Tangente 
r  an  den  Kreis  y   zu   ziehen,    diese   als  Horizontaltrace  einer  durch 
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(A,  A')  gehenden  Ebene  zu  betrachten  und  den  Schnitt  dieser  Ebene 
(A,  r)  mit  der  vertieal-projicierenden  Ebene  H^  zu  emaitteln.  Ein  Punkt 
des  Schnittes  ist  bereits  der  Punlit  (s,  s*)  und  ein  Kweiter  Piinlct  des- 
selben wird  gefunden,  wenn  naan  einen  beliebigen  Punkt  (p,  q')  von 
r  mit  (j4,  A')  verbindet  und  den  Schnittpunkt  (r,  r')  dieser  Geraden 
mit  der  Ebene  E,,  bestimmt.  Die  Gerade  (sr,  s'r')  oder  {t,t')  reprä- 
sentiert sodann  eine  darch  (s,  s')  gehende  Tangente  des  Kegelschnittes 
in  der  vertieal-projicirenden  Ebene  j5«,also  eine  Tangente  des  ElUpsoides, 
welche  durch  den  Punkt  (s,  s')  geht  und  die  gegebene  Gerade  t  Kur 
Verticalprojeetion  hat. 

Legt  man  ferner  darch  die  beiden  Geraden  {g,  g')  und  {t,  P)  eine 
Ebene  P„Pa,  so  schneidet  diese  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse,  welche 
durch  die  Punkte  (d,,  a^')  und  (a,,  a^')  geht  und  von  der  Geraden 
{t,  t')  in  jenem  Punkte  berührt  wird ,  in  welchem  die  letztere  eine 
Berührung  mit  dem  Elltpsoide  eingeht. 

Die  vertieale  Projeetion  dieser  Schnittellipse  wird  gleichfalls  eine 
Ellipse  sein,  und  zwar  eine  Ellipse  von  der  Beschaffenheit,  dass  sie 
die  Contourellipse  {AB,CI>)=--E  in  zwei  Punkten  berührt,  die  Gerade 
t  tangiert  und  durch  die  beiden  Punkte  ts,  und  a„  geht;  dieselbe  wird 
mithin  die  gesuchte  Ellipse  e  darstellen. 

Die  Berührung  mit  dem  Hauptmeridiane  E  wird  entweder  reeli 
oder  imaginär  erfolgen,  je  nachdem  die  Ebene  F,iPh  den  Haupt- 
meridian E  in  zwei  reellen  oder  in  zwei  imaginären  Punkten  schneidet 
Wenn  die  beiden  Punkte  (a,,«,'),  {a^,  a^')  und  der  Berührungspunkt 
der  Tangente  {t,  t')  so  bestimmt  werden,  dass  irgend  ein  Paar  dieser 
Punkte  zu  verschiedenen  Seiten  der  Hauptmeridianebene  liegt,  sind 
die  obbezeiehneten  Kwei  Punkte  stets  reell. 

§.  53i3. 

172.  Aufgabe.  Eine  Ellipse  ist  durch  ihre  Achsen  bestimmt: 
ferner  ist  innerhalb  derselben  ein  Punkt  und  weiters  sind  zwei  die 
Ellipse  In  reellen  Punkten  schneidende  Geraden  gegeben;  es  soll  eine 
Ellipse  gesucht  werden,  welche  die  gegebene  EUipse  in  zwei,  jede 
der  gegebenen  Geraden  dagegen  in  einem  Punkte  berührt,  und  über- 
dies durch  den  gegebenen  Punkt  geht. 

Die  gegebenen  Achsen  der  Ellipse  E  sind  AB  und  G'/>(Taf  XXII!. 
Fig.  152);  a  ist  der  innerhalb  E  gegebene  Punkt;  t^  und  (j  sind  die 
beiden  vorliegenden  Geraden,  beziehungsweise  Tangenten. 

Die  Ellipse  E  nehmen  wir  als  den  znr  verticalen  Projeetions- 
ehene  parallelen  Hauptmeridian  eines  Eotationsellipsoides  an  und  be- 
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stimmen  unter  dieser  Vorauasetzung  die  zugehörige  Horizontalprojection 
des  letztercD,  d.  i.  die  Horizontalprojection  K,'  des  Äquatorialkreises. 

Die  zu  bestimmende  Ellipse  e  fassen  wir  als  die  vertieale  Pro- 
jeetioQ  eines  ebenen  Schnittes  des  EÜipsoides  auf. 

Damit  die  Ellipse  e  die  gestellten  Bedingungen  erfülle,  ist  noth- 
wendig,  dass  die  sehneidende  Ebene  durch  den  Punkt  (a,  a')  des 
EÜipsoides,  dessen  Verticalprojection  der  gegebene  Punkt  a  ist,  gehe, 
und  dass  dieselbe  zwei  Tangenten  der  Kotationsfläehe  enthalte,  deren 
vertieale  Projectionen  beziehungsweise  die  Geraden  f,  und  (,j  sind. 

Unsere  Aufgabe  besteht  also  zunächst  darin ,  den  Punkt  (a,  «') 
zti  bestimmen  (was  in  derselben  Weise  wie  in  den  vorhergehenden 
Problemen  vermittelst  des  über  AB  als  Durchmesser  beschriebenen 
Äffinkreises  K„  geschehen  kann)  und  sodann  zwei  Tangenten  des 
EÜipsoides  derart  auszumitteln ,  dass  deren  Vertical projectionen  mit 
den  gegebenen  Geraden  i,  und  t^  zusammenfallen,  dass  sich  diese 
Tangenten  schneiden  und  dass  überdies  deren  Ebene  auch  den  Punkt 
(a,  a')  enthalte.  Die  letzterwähnte  Ebene  wird  sodann  offenbar  die- 
jenige sein,  welche  das  EUipsoid  nach  einer  KUipse  schneidet,  deren 
Verticalprojection  alle  vorangegebenen  Bedingungen  erfüllt  und  mithin 
die  gesuchte  Ellipse  darstellen  wird. 

Soll  die  Gerade  t  die  vertieale  Projeetion  einer  Tangente  des 
Ellipsoides  sein,  so  muss  diese  Taugente  nothwendig  jene  Ellipse  E^  be- 
rühren, in  welcher  das  EUipsoid  von  der  vertical-projieiereuden  Ebene 
der  Geraden  (,,  d.  i.  von  der  Ebene  P„'  geschnitten  wird. 

Soll  ferner  die  Gerade  t^  die  Verticalprojection  einer  Tangente 
des  Ellipsoides  darstellen,  so  muss  diese  Tangente  nothwendig  mit 
derjenigen  Ellipse  s^  eine  Berührung  eingehen,  in  welcher  die  durch 
<5  gehende  vertieal-projieierende  Ebene  P,"  das  EUipsoid  schneidet. 

Da  sich  ferner  diese  beiden  Tangenten  sehneiden  sollen  und  itire 
Ebene  überdies  den  Punkt  (a,  a')  enthalten  muss,  so  wird  es  sieh 
offenbar  nur  darum  handeln,  durch  i.«a.  Punkt  («,  a')  eine  Ebene  so 
zu  legen,  dass  sie  sowohl  die  Ellipse  £,,  als  auch  die  Ellipse  s^  be- 
rühre. Die  Schnitte  dieser  Ebene  mit  den  beiden  Ellipsenebenen 
werden  sodann  Tangenten  des  Ellipsoides  von  der  verlangten  Eigen- 
schaft sein. 

Die  Construction  der  vorgenannten  Ebene  ist  mit  keinen  Schwie- 
rigkeiten verbunden.  Wir  wissen  nämlich  (nach  Satz  451,  Band  II), 
dass  sieh  durch  die  beiden  Ellipsen  B^  und  Cj,  da  sie  auf  derselben 
Fläche  zweiten  Grades  (d.  i.  auf  dem  Rotationsellipsoide)  liegen,  zwei 
Kegel  zweiten  Grades  legen  lassen.  Da  die  beiden  Ellipsen  in  Ebenen 
liegen,  welche  zur  Hauptmeridianebene  senkrecht  stehen,  so  sind  die- 
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selbea  und  folglich  auch  die  durch  sie  gelegten  Kegel  zweiten  Grades, 
symmetrisch  gegen  die  Hauptmeridianebene;  es  müssen  demnach  auch 
die  Scheitel  der  letzteren  in  der  Hauptmeridianebene  liegen.  Die  in 
der  Hauptmeridianebene  liegenden  Erzeugenden  dieser  beiden  Kegel 
sind  sodann  offenbar  die  Verbindungsgeraden  jener  Punkte,  in  welchen 
die  beiden  Ellipsen  t^  und  5j  oder  ihre  Ebenen  die  Hauptmeridian- 
ellipse E  sehneiden.  Hieraus  folgt  unmittelbar  flir  die  fraglichen 
Kegelscheitel  naehatehende  Construetion. 

Man  bestimmt  zunächst  die  Schnittpunkte  m,  und  n,  der  Geraden 
ii,  so  wie  die  Schnittpunkte  m^  und  n^  der  Geraden  t^  mit  der  Eilipse 
(AB,  CD)  vermittelst  des  über  AB  als  Durchmesser  beschriebenen 
Affinkreises  K^. 

Die  beiden  Geraden  m,  m^  und  «,  «,  schneiden  sich  in  dem  einen 
und  die  Geraden  m,  n^  und  jm,  n,  in  dem  anderen  der  vorerwähnten 
Kegelscheite!.  Behufs  der  Durchführung  der  gestellten  Aufgabe  wollen 
wir  allenfalls  den  letzteren,  d.  i.  den  Punkt  S  benutzen,  dessen  Hori- 
zontalprojection  6"  auf  Grund  der  vorausgeschickten  Erörterungen  in 
der  Horizontaltrace  ijj  der  Hauptmeridianebene  liegt. 

Es  ist  offenbar  gana  gleichgiltig,  welche  der  beiden  Ellipsen  s^ 
und  «2  man  als  Leiteurve  für  den  obbezeichneten  Kegel  annimmt. 
Wählen  wir  daher  für  den  vorliegenden  Zweck  beispielsweise  die  in 
der  vertical-projicierenden  Ebene  P\  liegende  Ellipse  £[. 

Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  (a,  o*)  eine  Berührebene  an  den 
Kegel  (S,  El),  80  wird  diese  nothwendigerweise  die  beiden  Ellipsen  e, 
und  £g  berühren,  also  die  gesuchte  Ebene  darstellen. 

Die  Schnittgerade  der  letztgenannten  Ebene  mit  der  Ebene  P% 
der  Ellipse  *,  wird  bekanntlich  jene  Tangente  (t„  t\)  der  letzteren 
sein,  welche  durch  den  Schnittpunkt  {s,  s')  der  Ellipsenebene  B",  mit 
der  Geraden  {Sa,S'a')  geht. 

Die  Construetion  dieser  Tangente  (t,,t\)  führen  wir  in  Über- 
einstimmung mit  der  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  gewählten  ße- 
stimmungsweise  darch,  indem  wir  die  Eilipse  E[,  aus  dem  Scheitel 
{A,  A')  des  Ellipsoides  als  Centrum,  auf  die  horizontale  Projeetions- 
ebene  als  Kreis  y^  und  ebenso  den  Punkt  (s,  s')  nach  e'  projieieren 
und  von  <5'  aus  an  diesen  Kreis  y,,  die  Tangente  x\  ziehen.  Dieser 
Tangente  entspricht  sodann  in  der  Ebene  P\  die  durch  (s,s')  gehende 
Ellipsentangente  ((i,i'i). 

Legen  wir  ferner  durch  diese  Tangente  (',,'',)  und  durch  die  die- 
selbe im  Punkte  (s,s')  schneidende  Gerade  (Äo,)S'a')  die  Ebene  P,Py„ 
Da  diese  Ebene  eine  Tangentialebene  des  Kegels  (<?,£[)  ist,  so  berührt 
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sie  auch  die  zweite  auf  dem  Kegel  liegende  Ellipse  e^  und  schneidet 
mithin  die  Ebene  P%  derselben  in  einer  Tangente  (t^,t'^),  deren  hori- 
zontale Projeetion  t'^,  als  hier  überflüssig,  nicht  gezeichnet  wurde. 

Die  Ebene  P^  Ph  wird  nun  das  Ellipsoid  nach  einer  Ellipse 
sehoeiden,  welche  durch  den  Punkt  {a,a')  geht  und  von  den  Tangenten 
(t„  t,)  und  (tfi,t'2)  in  den  nämlicheü  Punkten  berührt  wird,  in  welchen 
die  letzteren  die  beiden  Ellipsen  s,  und  e^,  also  auch  das  Ellipsoid 
berühren. 

Nachdem  aber  die  verticalen  Projeetionen  dieser  Tangenten  die 
beiden  gegebenen  Geraden  (,  und  ij  selbst  sind,  so  ist  einleuchtend, 
dass  die  verticale  Projeetion  der  genannten  Schnitteliipse  selbst  wieder 
eine  Ellipse  sein  wird,  welche  den  Meridian  E  in  zwei  Punkten  (und 
zwar  in  den  reellen  oder  imaginären  Schnittpunkten  der  Meridianellipse 
E  mit  der  Ebene  P,  P/,)  berührt,  durch  den  Funkt  a  geht  und  endlich 
auch  mit  den  beiden  gegebenen  Geraden  die  geforderte  Berührung  ein- 
geht, daher  die  gesuchte  Ellipse  c  darstellt, 

§.  Q-dT. 

173.  Aufgabe.  Es  sind  eine  Ellipse  durch  ihre  Achsen  und 
drei  Geraden,  welche  diese  Ellipse  in  reellen  Punkten  schneiden, 
gegeben;  es  ist  eine  zweite  Ellipse  zu  finden,  welche  die  gegebene 
Ellipse  in  zwei  Punkten,  jede  der  gegebenen  Geraden  aber  in  je  einem 
Punkte  berührt. 

Seien  AB  und  CD  (Taf.  XXIV,  Fig.  153)  die  Achsen  der  gege- 
benen Ellipse  E  und  t^,  t^,  t^  die  drei  gegebenen  Geraden. 

Wie  in  den  vorhergehenden  Beispielen,  so  betrachten  wir  auch 
hier  die  Ellipse  E  als  den  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
Meridian  eines  Kotationsellipsoides  und  denken  uns  die  Achse  A  J5  als 
Rotationsachse  des  letzteren.  Die  Grundlinie  X  wird  man  sodann  senk- 
recht zu  .4  .B  zu  wählen  und  aus  einem  beliebigen  Punkte  0'  der  ver- 
längerten AB  einen  Kreis  mit  dem  Radius,  welcher  der  kleinen  Halb- 
achse C  0  der  gegebenen  Ellipse  E  gleich  kömmt,  zu  beschreiben  haben, 
um  durch  E\  die  Horizontalprojection  des  Äquatorialkreises  dieses 
EUipsoides  dargestellt  zu  erhalten. 

Die  zu  bestimmende  Ellipse  e  wird  sich  wieder  als  die  Vertical- 
projection  des  Schnittes  dieses  Kotationsellipsoides  mit  einer  gewissen 
Ebene  P  ergeben,  welche  eine  derartige  Lage  haben  muss,  dass  sie 
drei  Tangenten  des  EUipsoides  enthält,  welcher  die  drei  gegebenen 
Geraden  (,,(5  und  t^  als  Verticalprojectioneu  entsprechen. 

Nachdem  aber  jede  Tangente  des  Kotationsellipsoides,  welcher 
eine  der  Geraden  (1,(3,^3  als  Verticalprojection  ankömmt,  beziebungs- 
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weise  zugleich  eine  Tangente  derjenigen  Ellipse  f,,^!,*,  sein  muss,  in 
welchen  das  Ellipsoid  von  den  durch  ij,  t^,  t^  gehenden  vertiealproji- 
cierenden  Ebenen  P\,P\,IP^e  geschnitten  wird,  so  ist  itlar,  dass  die 
KU  bestimmende  Ebene  durch  die  Bedingung,  dass  sie  jede  dieser  drei 
Ellipsen  £,,£„,£3  in  je  einem  Punkte  berühre,  gegeben  ist.  Denn  eine 
derartige  Kbene  wird  die  drei  EUipsenebenen  P\,F^c  und  P*,,  in  drei 
Tangenten  der  vorerwähnten  Ellipsen,  also  auch,  da  diese  auf  dem 
Eilipsoide  liegen,  in  drei  Tangenten  des  Ellipsoides  sehneiden,  weiche 
die  Geraden  t,,t^  und  t^  zu  Verticalprojectionen  haben. 

Da  die  drei  Ellipsen  f,,fg,£3  auf  derselben  Fläche  zweiten  Grades 
(dem  ßotationsellipsoide)  liegen,  so  ist  (nach  Satz  451,  IL  Band)  be- 
kannt, dass  sich  durch  jedes  Paar  derselben  zwei  Kegel  zweiten  Grades 
legen  lassen.    Die  Scheitel  dieser  Kegel  siad  unschwer  zu  bestimmen. 

CoBstruieren  wir  beispielsweise  den  Scheitel  (S,  S')  von  einem 
der  beiden  Kegel,  welche  durch  die  Ellipsen  e,  und  s^  gehen. 

Da  diese  Ellipsen  eine  gegen  die  Hanptmeridjanebene  -ijk  sym- 
metrische Lage  besitzen,  so  wird  das  Gleiche  auch  von  dem  durch 
dieselben  gehenden  Kegel  gelten.  Der  Seheitel  dieses  Kegels  muss 
daher  ein  Punkt  {S.S')  in  der  Hauptmeridianebene  v/h  sein.  Der  be- 
sagte Piinkt  (S,S')  wird  offenbar  einer  von  den  Schnittpunkten  jener 
Geraden  sein,  welche  die  in  der  Hauptmeridianebene  liegenden  Punkte 
»*i  n,  und  m^  %  der  Ellipsen  E^  und  tg,  d.  i.  die  Schnittpunkte  der 
Meridianellipse  E  mit  den  Ebenen  P'„  und  P^  verbinden. 

Bestimmen  wir  daher  mit  Zuhilfenahme  des  über  AB  als  Durch- 
messer beschriebenen  Kreises  .K„,  die  Punktepaare  «;,»,;  m^K^;  mjWg, 
in  welchen  die  Geraden  l^,t^,t.^,  beziehungsweise  die  Meridianeliipse 
schneiden,  so  erhält  man  in  den  Verbindungsgeradea  m^n„  und  »ij«, 
zwei  Erzeugenden  des  einen  der  beiden  durch  die  Ellipsen  e,  und  £5 
gehenden  Kegels  und  mithin  im  Schnittpunkte  (13,0')  derselben  den 
Scheite]  dieses  Kegels.  Die  Horizontalprojection  S'  des  Kegelseheitels 
liegt  in  der  Horizontaltrace  ij,,  des  Hauptmeridiaus  £. 

Ebenso  ergibt  f:ich  im  Schnitte  (S^,  8\)  der  beiden  Geraden 
jKj  m,,  und  Kfl»3  der  Scheitel  eines  Kegels,  welcher  durch  die  beiden 
Ellipsen  e„  und  %  geht.  Verbinden  wir  diese  beiden  Kegelseheitel 
(8,S')  imd  {S,,S\)  durch  eine  Gerade  {g,g')  (die  Horizontalprojection 
ff'  fällt  mit  ij/,  zusammen)  und  denken  wir  uns  durch  diese  Gerade 
(g,<f')  eine  Ebene  gelegt,  welche  beispielsweise  die  Ellipse  e^  berührt, 
so  ist  einleuchtend,  dass  diese  Ebene  sowohl  eine  Tangentialebene  des 
Kegels  (Ä,  £2),  als  auch  des  Kegels  {S,,s^)  sein  und  infolge  dessen 
auch  die  beiden  anderen  auf  diesen  Kegeln  liegenden  Ellipsen  e,  und 
£3  berühren  müsse. 
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CoDstruieren  wir  daher  eine  Ebene  F^  P*,  welche  durch  die  Gerade 
{g,g')  geht  und  irgend  eine  von  den  drei  Ellipsen  «,,*j,  f.,  berührt,  so 
muss  diese  Ebene  nothwendig  auch  mit  den  beiden  noch  übrigen 
Ellipsen  eine  Berührung  eingehen.  Die  angedeutete  Construction  kann 
folgendermaßen  ausgeführt  werden. 

Wenn  die  Ebene  P„  P,,  durch  die  Gerade  (g,  g')  gehen  und  die 
Ellipse  c,  berühren  soll,  so  muss  dieselbe  eine  von  den  beiden  Tan- 
genten euthalten,  welche  an  diese  Ellipse  c^  von  dem  Schnittpunkte 
(s,  s')   ihrer   Ebene  P'v  mit  der  Geraden  {g,  g')  geEOgen  werden  kann. 

Projicieren  wir  daher  die  Ellipse  Ej  von  dem  Scheitel  {A,A') 
des  Ellipsoides,  wie  aus  vorhergegangenen  Erörterongen  bekannt,  auf 
die  horizontale  Projectionsebene  als  Kreis  y,  und  den  Puukt  {s,s') 
nach  {ff,  ö"),  so  hat  man  bloß  von  u'  an  y,  die  Tangente  t\  zu  fuhren 
und  dieselbe  von  {A,A')  aus  in  die  Ebene  P',  nach  {t^,t\)  zurUck- 
projicieren.  Durch  die  so  erhaltene  Gerade  (ipi'i)  «nd  durch  die 
Gerade  {g,g')  kann  nun  die  Ebene  P,  Pä  unmittelbar  gelegt  werden. 

Die  letztgenannte  Ebene  berührt,  den  früheren  Betrachtungen 
gemäß,  die  sämmtlichen  drei  Ellipsen  «i,  f^,  ^3  und  schneidet  deren 
Ebenen  P\,F\,F^^  in  den  Taugenten  (t^,t\)\  {t^,i'^)  und  (^,^3)  dieser 
Ellipsen,  also  auch,  nachdem  diese  letzteren  auf  der  Fläche  liegen,  in 
jenen  Tangenten  des  Ellipsoides,  welche  zu  Verticalprojectionen  die 
Geraden  ^,,^21^3  haben.  Die  vorbezeichnete  Ebene  wird  demnach  das 
EUipsoid  in  einer  Ellipse  schneiden,  welche  von  den  drei  Tangenten 
Cp^'i);  ('(('''a)  ^^^  (*3i  ^'3)  '11  'iß"  nämlichen  drei  Punkten  berührt 
wird,  in  welchen  die  letzteren  die  Ellipsen  *,,  Ej,  £3,  also  auch  das 
EUipsoid  selbst  berühren. 

Die  verticale  Projection  der  genannten  Schnittellipse  wird  sonait 
eine  Ellipse  sein,  welche  einerseits  die  Meridianellipse  E  in  zwei 
Punkten,  d.  i.  in  jenen  beiden  Punkten  berührt,  in  welchen  die  Meri- 
dianellipse reell  oder  imaginär  von  der  schneidenden  Ebene  PtiFu  ge- 
troffen wird,  andererseits  auch  mit  den  drei  gegebenen  Geraden  t^,t^,t^ 
die  geforderte  Berührung  eingeht  und  mithin  die  gesuchte  Ellipse  e 
darstellt. 

Es  ist  an  und  für  sieh  klar,  dass  in  diesem  Falle  ebenso  wie  in 
allen  vorhergehenden,  auf  ähnlicheu  Principien  beruhenden  Aufgaben, 
anstandslos  conjugierte  Durchmesser  der  jeweilig  gesuchten  Ellipse  e 
eonstruiert  werden  können.  Man  hat  diesfalls  eben  nichts  anderes  zu 
thun,  als  die  Achsen  des  Schnittes  des  Ellipsoides  mit  der  Ebene  P^Fk. 
(wie  in  Aufgabe  138)  gezeigt  wurde,  zu  ermitteln,  um  in  deren  Verti- 
calprojectionen zwei  conjugierte  Durchmesser  der  Ellipse  e 
au  erhalten. 
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§.  538. 

174.  Aufgabe.  Eine  Ellipse  ist  dureli  ihre  Achsen  und  eine 
Gerade,  welche  diese  Ellipse  in  reellen  Punkten  schneidet,  sind 
gegeben ;  man  soll  einen  Ereis  zeichnen,  welcher  die  Ellipse  in  zwei 
Pnnfcten  und  die  gegebene  Gerade  in  einem  Punkte  berührt. 

Die  Achsen  der  gegebenen  Ellipse  E  seien  AB  und  CD 
{Taf.  XXIII,  Fig.  154) ;  die  gegebene  Gerade  sei  (. 

Die  Eilipse  E  fassen  wir  als  den  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallelen  Meridian  und  die  Achse  AS  derselben  als  Rotationsachse 
eines  Rotationseilipsoides  auf. 

Dies  vorausgesetzt,  erhält  man  wie  in  den  unmittelbar  vorher- 
gegangenen Problemen  die  Horizontalprojection  K\  des  Äquatorial- 
kreises dieses  EUipsoides. 

Mit  Benutzung  dieses  EUipsoides  lässt  sich  die  Aufgabe  auf  zwei- 
fache, principiell  versebiedene  Arten,  constructiv  durchführen. 

Erste  Methode. 

Wir  zeichnen  zunächst  den  Kreis  c,,  welcher  die  Meridianellipse 
{AB,  CD)  in  den  Endpunkten  der  kleinen  Achse  CD  berührt  und  be- 
trachten denselben  als  die  verticale  Projection  des  Schnittes  des  EUip- 
soides mit  einer  durch  diese  Achse  CD  gehenden  Ebene.  Die  Lage 
dieser  Ebene  ist  leicht  zu  ermitteln,  da  man  außer  der  Geraden  OD 
nur  noch  einen  Punkt  derselben  zu  deren  Bestimmung  nöthig  hat. 
Nehmen  wir  diesbezüglich  beispielsweise  den  Punkt  r  des  Kreises  c, 
au,  welcher  in  die  Achse  AB  Mit.  Dieser  Punkt  ist  die  Vertical- 
projectioü  eines  Punktes  der  Schnitteurve,  d.  h.  eines  Punktes  (r,r'), 
welcher  sowohl  dem  Ellipsoide,  als  auch  der  schneidenden  Ebene  an- 
gehören muss.  Die  Horizontalprojection  r'  dieses  Punktes  findet  man 
einfach  mit  Zuhilfenahme  des  durch  »■  gehenden  Parallelkreises  (n:,3i;'). 

Die  durch  (r,r')  und  (CD,C'D')  gelegte  Ebene  H^Ht  schneidet 
mithin  das  EUipsoid  in  einem  Kegelschnitt,  welcher  sich  vertical  als 
Kreis  c,  proj'iciert.  Die  Kreuzrisstrace  Ht  dieser  Ebene  ist  durch  die 
Verbindungsgerade  der  Kreuzrissprojectionen  r"  und  C"D"  vergegen- 
wärtigt. 

Weiters  ist  einleuchtend,  dass  jede  zur  Ebene  i/^flÄ  parallele 
Ebene  das  EUipsoid  in  einer  der  früheren  Ellipse  ähnlichen  und 
ähnlich  gelegenen  Cnrve  schneiden  wird,  dass  deren  Verticalprojection 
wieder  ein  Kreis  sein  werde  uad  dass  dieser  letztere  die  Contour- 
ellipse  (AB,  CD)  in  zwei  Punkten  berühre. 

Die  Mittelpunkte  aller  dieser  Kegelschnitte  liegen  auf  dem  der 
Ebene  H^Hk  conjugierten  Durehmesser,  dessen  Krenzrissprojection  d" 
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leicht  construetiv  bestimmt  werden  kann.  Der  Lezeiehnete  Durcla- 
messer  liegt  nämlich  in  der  doppeltprojicierenden  Meridianebene;  die 
Endpunkte  desselben  sind  jene  Punkte,  in  weichen  die  Meridiantan- 
genten parallel  zu  der  Ebene  H  sind.  Denkt  man  sich  daher  den 
Meridian  um  90"  gedreht,  so  dass  er  mit  {AB,  CD)  zusammenfällt, 
so  erscheint  die  Schnittgerade  der  Meridianebene  mit  der  Ebene  H 
nach  der  Drehung  in  Off,.  Die  Tangente  von  E  in  r„  gibt  sodann 
die  Neigung  des  gesuchten  Durchmessers  an ,  woraus  sich  anstandslos 
äeine  Ereuzrissprojection  d"  ableiten  lässt. 

Unter  alleo  den  zu  H^Hh  parallelen  Ebenen  ist  nuiiraeljr  jene  zu 
bestimmen,  welche  das  EUipsoid  in  einer  Ellipse  schneidet,  deren  Ver- 
ticalprojectioQ  als  ein  Kreis  erscheint,  welcher  die  gegebene  Gerade  t 
berührt.  Die  schneidende  Ebene  muss  also  eine  Tangente  des  EUip- 
soides  enthalten,  deren  Tertieale  Projection  mit  der  gegebenen  Geraden 
(  zusammenfällt. 

Berücksichtigen  wir  ferner,  dass  die  sehneidende  Ebene  zur  Ebene 
H^Hk  parallel  sein  und  eine  Gerade  von  der  Verticafprojeetion  (ent- 
halten mnss,  so  ist  die  Kichtung  der  Horizontalprojeetion  dieser  Geraden 
vollständig  bestimmt, 

Betrachten  wir  nämlich  die  durch  t  gehende  vertical-projicierende 
Ebene,  so  ist  ersichtlich,  dass  diese  bereits  die  Ebene  S,  Hj,  in  einer 
zu  der  gesuchten  Tangente  parallelen  Geraden  schneiden  werde.  Nach- 
dem aber  der  Schnitt  {l,  V)  mit  der  letzteren  Ebene  ohneweiters  ge- 
zeichnet werden  kann,  so  ist  auch  klar,  dass  jede  Gerade,  welche  in 
einer  üur  Ebene  H  parallelen  Ebene  liegt  uad  die  Verticalprojeetion  t 
(oder  l)  besitzt,  gleichzeitig  eine  zu  V  parallele  Horizontalprojeetion 
besitzen  müsse.  Da  aber  überdies  die  Gerade  t  gleichzeitig  die  Ver- 
ticalprojectioQ  eiaer  Tangente  des  Ellipsoides  darstellen  soll,  so  haben 
wir  vorderhand  nichts  anderes  zu  thun,  als  an  die  Ellipse  £,,  in 
welcher  die  durch  t  gelegte  vertical-projicierende  Ebene  das  Eliipsoid 
schneidet,  eine  Tangente  parallel  zur  Geraden  {l,  l')  zu  ziehen. 

Fassen  wir  zu  diesem  Zwecke  den  Scheitel  {A,A')  des  Ellipsoides 
als  Scheitel  eines  Kegels  auf,  welcher  durch  die  Ellipse  £  geht,  so  ist. 
wie  bereits  bekannt,  die  Horizontaltrace  dieses  Kegels  ein  Kreis  y. 
Die  Constructiott  des  letzteren  stimmt  selbstverständlich  mit  der  in 
den  eben  vorhergegangenen  Aufgaben  überein. 

Ziehen  wir  ferner  durch  den  Scheitel  {A,  A')  des  Kegels  {A.  y) 
eine  Gerade  (?.,  V)  parallel  zu  der  Geraden  {l,  V)  und  föhreu  wir  weiters 
von  dem  Horizontaldurchstoßpunkte  ö'  derselben  eine  Tangente  #'  an 
den    Kreis  7,   so    repräsentiert    die  letztere   die  Horizontaltrace  einer 
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darch  die  Gerade  {A,  V).  gehenden,  also  zur  Geraden  {1,1')  parallelen 
Tangentialebene  des  Kegels.  Der  Schnitt  dieser  Ebene  mit  der  Ebene 
der  Ellipse  £  ist  einerseits  eine  Taugente  dieser  Ellipse,  und  anderer- 
seits, da  beide  Ebenen  zu  {l,  V)  parallel  sind,  eine  zu  {l,  V)  parallele 
Gerade  {t,t'). 

Diese  Schnittgerade  kann  leicht  ermittelt  werden.  Die  horizon- 
talen Traeen  beider  Ebenen  schneiden  sich  aämlich  in  einem  Punkte 
(?(i,7('i)  dieser  Geraden  {t,i');  die  Korizontaiprojection  f  ist  daher  eine 
Gerade,  welche  durch  h\  parallel  zu  l'  läuft. 

Legen  wir  nun  durch  die  Gerade  {t,t')  eine  Ebene  P„Pä  parallel 
zur  Ebene  H,Hk,  so  schneidet  diese  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse, 
welche  die  Gerade  {t,t')  in  dem  nämlichen  Punkte  berührt,  in  welchem 
die  letztere  die  Ellipse  b,  also  auch  das  Ellipsoid  selbst  taugiert.  Die 
Verticalprojeetion  dieser  Ellipse  wird  mithin  ein  Kreis  sein,  welcher 
die  gegebene  Ellipse  {AB,  CD)  in  zwei  Punkten  und  die  gegebene 
Gerade  t  ia  einem  Punkte  berührt,  welcher  also  den  den  gestellten 
Bedingungen  entsprechenden  Kreis  darstellt. 

Der  Mittelpunkt  o  dieses  Kreises  ist  leicht  au  bestimmen.  Der- 
selbe ist  nämlich  die  vertieale  Protection  des  Mittelpunktes  der  Schnitt- 
ellipse. Dieser  letztere  aber  ist  der  Schnittpunkt  der  Ebene  P^Pa  mit 
dem  ihr  conjugierten  Durchmesser  d.  Bestimmt  man  daher  die  Kreuz- 
risstrace  Pj  der  schneidenden  Ebene,  so  trifft  diese  die  Kreuzrisspro- 
jection  d"  des  genannten  Durchmessers  in  einem  Punkte  o",  welcher 
die  Kreuzrissprojeetion  jenes  Eliipsenmittelpunktes  darstellt.  Ans  der 
letzteren  lässt  sich  sofort  die  Verticalprojeetion  o  des  besagten  Mittel- 
punktes ableiten, 

§.  539. 
Zweite  Methode. 

Rascher  und  einfacher  gelaugt  man  jedoch  zum  Ziele,  wenn  man 
direct  von  dem  Satze  327)  Gebrauch  macht. 

Die  gegebene  Ellipse^  sei  wieder (4B,C-D)  (Taf.XXlIl,Fig.I55); 
t  stelle  die  gegebene  Kreistangente  dar.  Wir  nehmen  {AB,CD)&\s 
Haiiptmeridian,  die  große  Achse  AB  von  {AB,  CD)  als  Rotations- 
achse eines  Eilipsoides  an  und  bestimmen  hiernach  die  Horizontal- 
projection  des  letzteren,  d.  i,  die  Horizontalprojeetion  K\  des  Äqua- 
torialkreises. 

Die  Gerade  t  betrachten  wir  als  Verticaltrace  einer  vertiealproji- 
eierenden  Ebene  P„  und  bestimmen  den  Schnitt  dieser  Ebene  mit  dem 
Ellipsoide.  Die  Gerade  t  oder  F^  repräsentiert  sodann  infolge  der 
Symmetrie   gegen    die    Hauptmeridianebene    bereits    eine    Achse    des 
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Schnittes.  Die  Endpunkte  dieser  Achse  sind  die  vermittelst  des  über 
AB  beschriebenen  Affinkreises  jE^  festgestellten  Schnittpunkte  m  und  n 
der  Geraden  (  mit  der  g^ebenen  Ellipse  E  (AB,  CD).  Halbieren  wir 
die  Strecke  mn  in  p,  so  stellt  die  vertical-projieierende,  durch  p  gehende 
Gerade  die  zweite  Achse  vor,  deren  Endpunkte  ip,p')  und  (q,q')  sich 
liirect  im  Schnitte  mit  dem  durch  p  bestimmten  und  leicht  zu  con- 
struierenden  Parallelkreise  (sr,?!')  ergeben.  Der  Schnitt  des  Ellipaoides 
mit  der  Ebene  P„  ist  mitbin  eine  Ellipse,  deren  große  Achse  die  in 
der  Ebene  des  Hauptmeridians  E  gelegene  Gerade  mn  ist,  während 
die  Gerade  p'q'  die  Länge  der  kleinen  Achse  darstellt. 

Man  kann  nun  anstandslos  auch  die  beiden  auf  mn  liegenden 
Brennpunkte  /J  und  /,  dieser  SchnittelUpse  eonstruieren. 

Jeder  dieser  beiden  Brennpunkte  /",  und  /j,  ist  (nach  Satz  327) 
der  Berührungspunkt  der  Ebene  P„  mit  einer  dem  Ellipsoide  längs 
eines  Kreises  eingeschriebenen  Kugel  Da  der  Mittelpunkt  o  dieser 
Kugel  auf  der  Rotationsachse  AB,  ihr  Berührungspunkt  /"[  (oder  f^) 
aber  in  der  Ebene  der  gegebenen  Ellipse  E  liegt,  so  ist  einleuchtend, 
dass  die  letztere  Ebene  die  Kugel  in  einem  größten  Kreise  (7  schneiden 
wird,  welcher  t  in  f,  (oder  /,)  und  auch  die  Ellipse  E  in  zwei  Punkten 
berührt.  Den  Mittelpunkt  o  dieses  Kreises  C  erhält  man  im  Schnitte 
von  AB  mit  der  von  f,  (oder  /,)  auf  t  gelallten  Senkrechten,  womit 
die  obgestellte  Aufgabe  gleichfalls  gelöst  und  durchgeführt  ist. 


§,  540. 

176.  Aufyabc.  Es  sind  zwei  Ellipsen  und  innerhalb  der  ersten 
ein  Punkt  gegeben;  man  soll  eine  dritte  Ellipse  durch  den  gegebenen 
Pnnkt  legen,  welche  die  erste  in  zwei  Punkten  berlihrt  nnd  mit  der 
zweiten  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist. 

Die  beiden  Ellipsen  E  und  e  seien  durch  die  diesbeKÜgUchen 
Achsen  AB,CD  und  resp.  ab,cd  (Taf.  XXIV,  Fig.  156)  gegeben; 
innerhalb  der  Ellipse  E  ist  der  Punkt  p  gegeben;  durch  diesen  Punkt 
P  soll  eine  Ellipse  e^  gezeichnet  werden,  welche  die  Ellipse  E  in  zwei 
Punkten  berührt  und  mit  der  Ellipse  e  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist. 

Zeichnen  wir  zunächst,  um  diese  Aufgabe  der  Lösung  zuzuführen, 
irgend  eine  Ellipse  e',  welche  mit  der  Ellipse  e  ähnlich  und  ähnlich 
gelegen  ist,  und  die  Ellipse  E  in  zwei  Punkten  berührt.  Dies  kann 
folgend ermalJen  geschehen. 

Wir  verschieben  die  gegebene  Ellipse  (ABCD)  oder  (E)  parallel 
zu  sich  seilst  so  lange,  bis  sie  in  eine  mit  der  zweiten  gegebenen 
Ellipse    abcd  oder  e  concentrisehe    Lage  (A,B^C,Dl)  gelaugt  und 
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conatruieren  in  dieser  Lage  das  Paar  gemeinsehaftlicher  con- 
jngierter  Durchmesser  der  beiden  Ellipsen {^,£,Ci-D,)uDd(a6cd). 

Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  eins  beliebige  Gerade,  am  einfachsten 
eine  au  einer  der  vier  Achsen,  beispielsweise  zu  AiB„  senkrechte  Ge- 
rade rr.  Die  conjugierten  Durchmesser  der  Ellipse  (^|S,,C,Z>,)  be- 
stimmen auf  dieser  Geraden  eine  PuaktiuFOlution,  deren  Centralpunkt 
ihr  Schnittpunkt  m  mit  A,  B,  ist,  während  man  ein  Paar  conjugierter 
Punkte  iK,  y,  als  die  Schnittpunkte  der  zu  A,  C,  und  A,  B,  parallelen 
conjugierten  Durchmesser  erhält.  Schlägt  man  über  x^y,  als  Durch- 
messer einen  Kreis,  so  sehneidet  dieser  die  verlängerte  Gerade  A,  niB^ 
in  dem  Potenzpunkte  M'  dieser  Involution. 

Ebenso  bestimmen  auch  die  conjugierten  Durchmesser  von  ahcd 
auf  rr  eine  Punktiavolution.  Ein  Paar  conjugierter  Punkte  x^y^  erhält 
man  im  Schnitte  mit  den  zu  hc  und  hd  parallelen  conjugierten  Durch- 
messern; ein  zweites  Paar  solcher  Punkte  ergibt  sich  im  Schnitte  x^y^ 
mit  den  beiden  Achsen  a  h  und  c  ä.  Die  über  x^  y^  und  x^  y^  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreise  liefern  den  Potenzpunkt  M"  dieser 
zweiten  Involution. 

Die  gemeinschaftlich  conjugierten  Punkte  dieser  beiden  In- 
volutionen bestimmen  mit  dem  Mittelpunkte  o  das  Paar  gemeinschaft- 
licher Durchmesser  der  beiden  Ellipsen  AiB^C^D,  und  abcd. 

Um  die  besagten  Durehmesser  zu  erbalten,  hat  man,  wie  aus 
Früherem  bekannt,  bloß  durch  31'  und  M"  einen  Kreis  zu  legen, 
welcher  seinen  Mittelpunkt  n  auf  rr  hat.  Der  letzt  bezeichnete  Kreis 
sehneidet  rr  bereits  in  den  beiden  verlangten  Punkten  X  und  Y;  es 
sind  sonaeh  Xo=:d\  und  Yo^=d\  die  gesuchten  gemeinschaftlichen 
conjugierten  Durehmesser. 

Bestimmen  wir  weitera  noch  deren  Endpunkte,  indem  wir  die 
besagten  Durchmesser  als  Durchmesser  der  Ellipse  ahcd  betrachten, 
mit  Hilfe  des  über  ab  geschlagenen  Affinkreises  y^^,  so  ergeben  sich 
dieselben  beziehungsweise  in  ft,  v  und  0,  i. 

Führen  wir  durch  den  Mittelpunkt  0  der  gegebenen  Ellipse 
(AB, CD)  die  Geraden  d,  und  d^  parallel  zu  d',  und  d\,  so  stellen 
diese  Geraden  di  und  d^  auf  Grund  der  eben  durchgeführten  Con- 
struction,  auch  zwei  conjugierte  Durehmesser  der  Ellipse  {AB,  CD)  dar. 
Die  Endpunkte  m  und  n  des  einen  dieser  Durchmesser  können  wir 
unmittelbar  wieder  mit  Zuhilfenahme  des  über  A  B  beschriebenen 
Äfiinkreises  K^  feststellen.  Die  Tangenten  t^  und  t„  in  diesen  Punkten 
sind  natürlich  parallel  zu  dem  zweiten  Durchmesser  d^. 

Bestimmen  wir  nun  auf  d^  zwei  Punkte  s  und  (  derart,  dass 
sO  =  tO  wird  und  dass  sich  sO  -.mO^eo: (lo  (was  einfach  dadurch 


Hosted  by 


Google 


526 

erreicht  werden  kann,  wenn  man  die  Gerade  ms  durch  m  parallel  an 
/lö  üieht) ,  so  werden  mn  und  st  zwei  conju^ierte  Durchmesser  einer 
Ellipse  e'  darstellen,  welche  mit  der  Ellipse  e  =  {ah,cd)  =  ((ti^jöi) 
ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist.  Diese  Ellipse  e'  berührt  aber  auch 
die  Ellipse  S  oder  (AB,GD)  in  den  beiden  Punkten  m  und  n,  da 
sie  mit  derselben  in  m  und  n  die  betreffenden  Tangenten  (,„  und  i„ 
gemein  hat. 

Betrachten  wir  nun  die  Ellipse  {mn,st)  ^  {e')  als  die  Vertieal- 
projection  eines  ebenen  Schnittes  desjenigen  Ellipsoides,  als  dessen 
Hauptmeridian  wir  die  gegebene  Ellipse  {AB,  CD]  und  als  dessen  Rotü- 
tionsachse  wir  die  Achse  .(iß  wählen.  Die  horizontale  Projection  des 
Äquators  K\  ist  wie  in  den  früheren  Fällen  zu  bestimmen. 

Um  die  Ebene  dieses  Scheitels  festzustellen,  haben  wir  bloß  drei 
Punkte  der  Ellipse  e'  als  die  Verticalprojectionen  von  Punkten  des 
Ellipsoides  zu  betrachten  und  unter  dieser  Voraussetzung  ihre  Horizontal- 
projectionen  zu  ermitteln. 

Vor  allem  ist  klar,  dass  die  Horizontalprojectionen  m'  und  n' 
der  Punkte  m  und  «,  da  letztere  der  Meridianellipse  (AB,  OD)  selbst 
angehören,  in  der  Horizontaltrace  ij^  der  entsprechenden  Hauptmeridian- 
ebene  liegen  werden.  Ferner  bestimmen  wir  zu  dem  Punkte  des  Ellip- 
soides, dessen  Vertiealprojection  in  s  ist,  die  zugehörige  horizontale 
Projection  s'  und  legen  endlich  durch  die  drei  Punkte  (m,m'),  (_n,n') 
und  (s,s')  eine  Ebene  n„ni,. 

Da  parallele  Ebenen  eine  Fläche  aweiten  Grades  stets  in  ähn- 
lichen und  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten  sehneiden,  da  ferner  die 
Parallelprojectionen  auf  eine  und  dieselbe  Ebene  oder  auf  unterein- 
ander parallele  Ebenen  wieder  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kegel- 
schnitte sein  müssen,  so  ist  einleuchtend,  dass  jede  zur  Ebene  iX-JJ, 
parallele  Ebene  das  Ellipsoid  in  einem  Kegelschnitte  schneiden  wird, 
dessen  Vertiealprojection  die  Meridianellipae  (AB,  CD)  in  zwei  Punkten 
berühren  und  zu  der  Ellipse  {mn,st),  also  auch  zu  der  gegebenen 
Ellipse  (ab,cd)  =  {^v.ez)  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  sein  wird. 

Es  erübrigt  somit  nur  noch,  die  letzte  Bedingung,  aämiieh  die 
bezüglich  des  gegebenen  Punktes  p  au  erfüllen.  Durch  diesen  Punkt 
soll  die  gesuchte  Ellipse  gehen. 

Die  letztgestellfce  Anforderung  wird  einfach  dadurch  erfüllt,  dass 
man  unter  der  Voraussetzung,  p  sei  die  Vertiealprojection  eines  Punktes 
auf  dem  Ellipsoide,  dessen  Horizontalprojection^'  ermittelt,  und  durch 
{p,p')  eine  Ebene  F„Pi,  parallel  zur  Ebene  n^IIh  legt.  Diese  Ebt'ne 
schneidet  das  Ellipsoid  ia  einer  durch  {p,p')  gehenden  Ellipse,  deren 
Vertiealprojection  die  gegebene  (Meridian-)  Ellipse  {AB,  CD)  in  zwei 
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Funkten  berührt,  und  zur  Ellipse  (mn,st),  also  auch  za  der  gegeheneu 
Ellipse  (ah,  cd)  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist,  und  daher  die  gesuchte 
Ellipse  repräsentiert. 

§.  541. 

J76.  Aufgabe.  Es  sind  zwei  Ellipsen  und  eiae  Gerade ,  welche 
die  Ellipse  in  zwei  reellen  Punkten  schneidet,  gegeben;  es  ist  eine 
dritte  Ellipse  zu  constrnieren,  welche  die  erste  in  zwei  Punkten. 
die  gegebene  Gerade  In  einem  Punkte  berührt  und  mit  der  zweiten 
Ellipse  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist. 

Die  bezüglich  der  Ijösung  des  gestellten  Problemes  diiichzuflihren- 
döü  Construetionen  bleiben  bis  inclusive  der  Ermittelung  der  Lage 
der  Ebene  ITflli,  genau  dieselben,  wie  die  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 
zur  Geltung  gebrachten. 

An  die  Stelle  der  Punktbedingung  p  der  vorigen  Aufgabe 
tritt  aber  gegenwärtig  die  Tangentialbedingung   t   ein. 

Es  wird  sieb  nun  (sowie  in  Aufgabe  174)  darum  handeln,  an  die 
Ellipse,  in  welcher  das  EUipsoid  von  der  durch  *die  gegebene  Gerade  t 
gelegten  vertical-projicierendeo  Ebene  geschnitten  wird,  eine  Tangente 
{t,i')  zu  legen,  welche  zur  Ebene  n^JJ^,  also  auch  zu  deren  Schnitt 
{l,  l')  mit  der  genannten  projicierenden  Ebene  parallel  ist. 

Diese  Construction  kann  genau  so  wie  in  Aufgabe  174)  durch- 
geführt werden.  Die  Gerade  {t,t')  wird  sodann  eine  zur  Ebene  H^IIi, 
parallele  Tangente  des  Eilipsoides  mit  der  gegebenen  Verticalprojeetion  t 
repräsentieren,  und  die  durch  diese  Tangente  (t,t')  parallel  zu  iJ„7T/, 
gelegte  Ebene  P^P;.  wird  das  EUipsoid  in  einer  Ellipse  schneiden, 
deren  Verticalprojeetion  die  geforderten  Eigenschaften  besitzen  und 
somit  die  verlangte  Ellipse  darstellen  wird. 


XXV.  Capitei. 

Constructionsaufgaben,    das  zweitheilige  (bifocale)   Rotations- 
Hyperfaolotd  betreffend. 

§.  542. 
Bevor  wir  auf  die  Lösung   diesbezüglicher  Aufgaoen   übergehen, 
wollen  wir  noch  zwei  fundamentale  Construetionen  erledigen ,    welche 
für  die    nachstehenden  Erörterungen   unumgänglich   notbwendig   sind. 
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177.  Aufgabe.  Eine  Hyperbel  ist  durch  ihre  reelle  Achse  nnd 
dvTolL  ihre  Asymptoten  gegeben;  es  siad  deren  Schnittpunkte  mit 
einer  gegebenen  Geraden  auf  die  möglichst  einfache  Weise  zu  eon- 
struieren '). 

Die  reelle  Achse  der  gegebenen  Hyperbel  sei  AB  (Taf.  XXIII, 
Fig.  157) ;  Y^  und  Y^  seien  ihre  Asymptoten ;  g  stelle  die  gegebene 
Gerade  dar. 

um  die  vorliegende  Aufgabe  in  der  vorgeschriebenen  möglichst 
einfachen  Weise  zu  lösen,  ziehen  wir  die  Seheitelfcangente  Ca  im 
Funkte  A,  d.  i,  die  Senkrechte  zur  Achse  AB,  und  schreiben  dem  von 
den  Asymptoten  K,  und  Y^  und  dieser  Scheiteltaugente  gebildeten 
Dreiecke  den  Kreis  K^  ein ,  welcher ,  wie  unschwer  einzusehen ,  die 
Gerade  Ca,  also  auch  die  gegebene  Hyperbel  K  im  Punkte  A  be- 
rühren wird. 

Ist  dieser  Kreis  zu  klein,  um  an  demselben  die  nothwendigen 
CoBstructionen  mit  Genauigkeit  vornehmen  zu  können,  so  wählt  man 
den  zweiten  Kreis  ft^  (angeschriebenen  Kreis),  welcher  gleichfalls  Ca  in 
A,  und  ebenso  auch  die  Geraden  Y^  und  Y^  berührt.  Weiters  ver- 
binden wir  die  Berührungspunkte  a^  und  ß„  von  Y^  und  Fj  mit 
diesem  Kreise  Kg  durch  eine  Gerade  G-a,  welche  offenbar  zu  C 
parallel  sein  wird. 

Da  die  beiden  Asymptoten  T,  nnd  Y^  zwei  Tangentea  der 
Hyperbel  K  darstellen,  deren  Berührungspunkte  ««,  und  ^ai  in  unend- 
licher Entfernung  liegen,  so  kann  man  den  Kreis  K^,  mit  der  Hyperbel 
K  als  perspectiviseh  eoUinear  betrachten. 

Hierbei  stellt  der  Mittelpunkt  0  der  Hyperbel  E  das  Colünea- 
tionseentrum,  die  Gerade  C«,  da  sie  eine  gemeinschaftliche  Tangente 
beider  Linien  ist,  die  Coliineationsacbse,  und  die  Gerade  (?o,  da  zwei 
ihrer  Punkte  a„  und  ßf,  zwei  unendlich  fernen  Punkten  a»  uad  ^^ 
entsprechen,  die  eine  Gegeoäehse,  und  zwar  diejenige  dar,  welche  der 
unendlich  fernen  Geraden  im  Systeme  der  Hyperbel  K  entspricht. 

Die  der  Geraden  g  eoUinear  entsprechende  Gerade  g^  lässt  sich 
nunmehr  leicht  bestimmen.  Dieselbe  geht  nämliob  einerseits  durch 
den  Punkt  d,  welchen  g  mit  der  Coliineationsacbse  Ca  gemein  hat,  und 
andererseits  durch  den  Punkt  v,,,  welcher  eoUinear  dem  unendlich  fernen 
Punkt  II«,  von  g  entspricht,  d.  h.  durch  den  Punkt  v^,  in  welchem  der 
zu  g  parallele  CoUineationsstrahl  Ov^  die  Gegenachse  (?„  tritft. 

')  Peschka,  Construction  der  DurohschnittspiiBtte  von  Geraden  mit  Kegel- 
sohüittslinien.    ürunert's  Archiv  d.  Math.  u.  Physik,  Theil  59,  Heft  1. 
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Die  so  erhaltene  Gerade  g^  schüeidet  den  Coliinearkreis  K„  in 
den  Paukten  a^  und  60,  Diesen  Punkten  entsprechen  ooUinear  die 
Schnittpunkte  a  und  b  der  Geraden  g  mit  der  Hyperbel  K  und  werden 
dieselben  im  Schnitte  von  g  mit  den  Collineatiocsstrahlen  Oaa„  und 
0U„  erhalten.  Die  Gerade  g  triöt  die  Asymptoten  Y,  und  Y^  in 
zwei  Punkten  ff,  und  o^,  die,  wie  bekannt,  eine  derartige  Lage  haben 
müssen,  dass  s,a^a^b  wird.  Letztere  Eigenschaft  kann  nebstbei 
auch  als  Confcrole  für  die  Genauigkeit  der  vorstehenden  Constrnction 
für  die  Punkte  a  und  b  verwendet  worden. 

Ist  die  gegebene  Gerade  parallel  zur  Collineationsachse.  wie  bei- 
spielsweise die  Gerade  3,,  so  ist,  wie  wir  aus  früherem  wissen,  auch 
ihre  ColUneargerade  g\  parallel  zur  CoUineationsaehse  C,. 

Um  demnach  diesfalls  die  Collineargerade  g\  zu  finden,  hat  man 
bloß  einen  ihrer  Punkte  zu  bestimmen.  Zum  Behufe  dieser  Bestimmung 
dünkt  uns  folgende  Construction  geeignet.  Die  Gerade  g^  schneidet 
die  Achse  AB  in  einem  Punkte  m.  Zieht  man  durch  m  eine  Parallele 
mö,  zu  einer  der  Asymptoten,  etwa  zu  i^,  so  trilft  diese  Gerade  die 
CoUineationsaehse  C«  im  Punkte  ^|;  es  entspricht  daher  dieser  Paral- 
lelen, da  dg  und  der  unendlich  ferne  Punkt  ««  von  Y,  {und  ebenso 
auch  von  ö^  m)  sieh  collinear  entsprechen ,  die  Gerade  ij,  k^.  Letzt- 
genannte Gerade  tf,  a^  schneidet  sodann  die  Achse  ÄB'm  jenem  Punkte 
»»0.  welcher  dem  Punkte  m  von  g,  entspricht;  es  ergibt  sieh  dem- 
nach die  verlangte  Collineargerade  /,  als  die  Parallele  durch  «*„  zur 
CoUineationsaehse  C„. 

Die  Bestimmung  der  Schnittpunkte  «,  und  &,  von  g^  mit  der 
Hyperbel  K  kann  nunmehr  ebenso  wie  im  vorherbesprochenen  allge- 
meinen Falle  erfolgen.  Die  Gerade  g\  schneidet  nämlich  den  Ereis 
K„  in  den  beiden  Punkten  «»,  und  j!*^.  Führt  man  die  Collineations- 
strahlen  Oa\  und  Oi», ,  so  treffen  diese  die  Gerade  //,  in  den  ge- 
suchten Schnittpunkten  a^  und  ?*,. 

Ebenso  einfach  ist  es,  die  Schnittpunkte  der  Hyperbel  mit  einer 
durch  0  gehenden  Geraden  festzustellen,  d.  h.  die  Endpunkte  eine? 
Hyperbeldurchmessers  zu  eonstrujeren. 

§.  543. 
1,  b     U/'/ah     Durch  einen  Funkt  sind  an  eine  durch  die  reelle 
Achse  und  die  Asymptoten  gegebene  Hyperbel  die  Tangenten  auf  die 
^"""■""'  "t  einfache  Art  zn  leeren. 


Es  braucht  wohl  kaum  erst  besonders  hervorgehoben  zu  werden, 
dass  alle  Tangenten-Constructionen  an  eine  Hyperbel  ebenfalls  mittelst 

POichks    Dar»tellei  li«  u    projfctUe  Cifonietrie.  Jri. 
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des  Collinearkreises  K„  (Taf.  XXIII,  Fig.  157)  durchgeführt  werdeu 
können.  Man  wird  von  dem  eben  Gesagten  namentlich  dann  Gebrauch 
machen,  wenn  der  Collinearkreia  K„  uud  die  Achsen  Ga  und  Ca  bereits 
vorliegen  oder  zum  Zwecke  anderer  Constructionen  gesucht,  beziehungs- 
weise verwendet  wurden. 

Sollen  jedoch  von  einem  Punkte  aus  an  eine  Hyperbel  direct 
die  Tangenten,  ohne  andere  vorausgehende  Constructionen,  gezogen 
werden ,  so  dürfte  wohl  das  nachstehende  Verfahren  am  einfachsten 
zum  Ziele  führen. 

Ist  AB  (Taf.  XXIV,  Fig.  158}  die  reelle  Achse  und  sind  Y,  und 
Y^  die  Asymptoten  der  Hyperbel,  so  bestimmt  man  vor  allem  diu 
Brennpunkte  F,  und  F^  derselben  und  denkt  sich  weiters  über  der 
reellen  Achse  A  B  als  Durchmesser  einen  Kreis  K  beschrieben. 

Stellt  ferner  P  irgend  einen  Punkt  dar,  von  welchem  aus  au  die 
Hyperbel  die  Tangenten  gezogen  werden  sollen,  so  genügt  es,  diesen 
Punkt  mit  einem  der  beiden  Brennpunkte,  allenfalls  mit  JF,,  zu  ver- 
binden und  über  F^  F  als  Durchmesser  einen  Kreis  y  zu  beschreiben, 
die  Schnittpunkte  a  und  ß  dieses  Kreises  mit  dem  früher  gezeichneten 
Kreise  K  festzustellen  und  diese  Punkte  «  und  ß  mit  P  zu  verbinden, 
um  sogleich  die  gesuchten  Tangenten  (,  und  t^  zu  erbalten. 

Um  den  Berührungspunkt  p  einer  dieser  Tangenten,  beispiels- 
weise von  (j  2U  bestimmen,  zieht  mau  die  Gerade  F,  a,  welche  offen- 
bar auf  (,  senkrecht  steht,  und  bestimmt  auf  dieser  letzteren  den  zu 
F^  in  Bezug  auf  i,  symmetrischen  Ptiukt  f,  indem  man  einfach 
F,a  =  af  macht.  Die  Gerade,  welche  f  mit  dem  zweiten  Brenn- 
punkte F^  verbindet,  schneidet  die  Tangente  t,  bereits  in  dem  ver- 
langten Berührungspunkte  p,. 

Die  Richtigkeit  dieser  Constructionen  ist  ohne  jedwede  Schwierig- 
keit nachzuweisen.  Ziehen  wir  nämlich  weiters  noch  die  Gerade  «  0, 
so  sieht  man  sofort,  dass  die  Dreiecke  F^aO  und  F,  fF„  ähnlich  sind ; 
denn  es  ist 

2.F,a  =  FfuüA  2.F,0  =  F,F^. 

Hieraus  folgt  aber  auch,  dass  f F„  —  2.ßO,  also  gleich 
2.A0  =  AB   sei. 

Da  ferner  Pi  a  auf  i^,  f  senkrecht  steht  und  F,a  =  af  ist ,  so 
ist  das  Dreieck  F,p,f  gleichschenklig,  also  F^p,  ^p,f.  Hiernach 
ergibt  sich  mit  Bezug  auf  das  vorherige  Ergebnis,  dass 

Kp,  —F,p,  =  AB 
sei,  dass  also  p^  einen  Punkt  der  Hyperbel  darstelle. 
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Nachdem  endlich  die  Gerade  t,  oderp,  i?  den  Wiakel  zwischen 
den  Kadienvectoreu  F,p,  und  F^p,  halbiert,  so  ist,  der  Forderung 
entsprechend,  ^j,«  die  Tangente  der  Hyperhel  im  Punkte  Pj. 

Diese  beiden  einfachen  Aufgaben  vorauszasehicken  wurde  aus  dem 
Grunde  als  notbweadig  erkannt,  weil  dieselben  ia  dieser  oder  jener 
Form  bei  allen  nachstehenden  Constructionen  wiederkehren  werden. 

Mit  Zugrundelegung  derselben  übergehen  wir  hiemit  auf  unsere 
eigentliche  Aufgabe,  d.  i.  auf  die  constructive  Behandlung  des 
z  weit  heiligen  Eotationshyperboloides. 

Hierbei  wollen  wir  im  allgemeinen  wieder  voraussetzen,  dass  die 
Rotationsachse,  welche,  wie  wir  bereits  wissen,  in  diesem  Falle  die 
reelle  Achse  der  Meridianhyperhel  sein  muss,  zu  einer  der  Projeetions- 
ebenen,  allenfalls  zur  horizontalen,  normal  sei.  Sollte  eine  Veranlassung 
zu  einer  anderen  Lage  derselben  vorliegen  oder  direet  gefordert  werden, 
so  wird  dies  am  befcretfeaden  Orte  ausdrücklich  bemerkt  werden. 

§.  544. 

179.  Aufgabe.  Ein  bifocales  Rotationshyperboloid  Ist  darch 
seinen  Meridian  gegeben;  es  ist  die  Horizontalprojeotion  eines  auf 
der  Fliehe  liegenden  Ponktes  zu  bestimmen,  wenn  dessen  Vertical- 
projeetion  als  bekannt  vorliegt. 

ii)  Der  Hauptraeridian  liegt  gezeichnet  vor. 

Es  sei  (ZZ')  (Taf  XXIV,  Fig.  159)  die  Botationsaohse,  K  die 
vorliegende  Hauptmeridianhyperbel  und  a  die  gegebene  Verticalpro - 
jection  des  Punktes  auf  der  Fläche. 

Zieht  man  durch  a  die  Parallele  s„  zur  Grundlinie,  so  reprä- 
sentiert dieselbe  einerseits  die  vertieale  Traee  einer  zur  Grundebene 
parallelen  Ebene,  andererseits  aber  auch  die  Verticalprojection  des 
durch  den  Punkt  a  gehenden  Parallelkreises  (ic,a').  Der  Durclimesser 
dieses  Parallelkreises  ist  offenbar  der  Länge  jener  Sehne  aß  gleich, 
welche  die  Gerade  s,  auf  der  Hauptmeridian-Hyperbel  K  bestimmt. 
Die  Horizontalprojection  n'  dieses  Kreises  kann  daher  unmittelbar 
verzeichnet  werden,  Projiciert  man  a  in  denselben,  so  erhält  man  die 
beiden  Punkte  a'  und  a\,  von  welchen  jeder  derselben  als  die  Horiaontal- 
projection  eines  auf  dem  Hyperboloide  liegenden  Punktes,  mit  der  Ver- 
ticalprojection a,  angesehen  werden  kann. 

b)  Die  Hauptmeridianhyperbel  liegt  nicht  gezeichnet  vor, 
sondern  ist  nur  durch  die  reelle  Achse  und  die  Asymptoten 
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Die  reelle  Aehse  des  Rotationahyperboloides  sei  {AB,Ä'B'} 
(Taf.  XXIV,  Fig.  160),  dieselbe  stelle  gleichzeitig  die  Rotationsachse 
des  Hyperboloides  dar;  F,  und  Y^  seien  die  Asymptoten  der  Haupt- 
meridianhyperbel  und  a  sei  die  gegebene  Vertiealprojeetion. 

So  wie  im  vorhergehenden  Falle  legen  wir  durch  a  die  zur 
horizontalen  Projectionsebene  parallele  Ebene  g„.  Dieselbe  schneidet 
das  Hyperboloid  in  einem  Parailelkreise  (n,n'),  dessen  Durchmesser 
der  Länge  jener  Sehne  aß  gleich  ist,  welche  die  Verticaltrace  g^  dieser 
Ebene  auf  der  Hauptmeridianhyperbel  bestimmt.  Hiernach  sind  bloß 
die  Schnittpunkte  k  und  ß  der  Geraden  g^  mit  dieser  Hyperbel  auf- 
zusuchen, was  (wie  in  Aufgabe  177  gezeigt  wurde)  vermittelst  des 
Collinearkreises  K„  geschieht. 

Beschreibt  man  sodann  in  der  Horiaontalprojeetion  aus  dem 
Mittelpunkte  0'  einen  Kreis  n'  mit  dem  Radius  r  gleich  ccm  —  ßm, 
so  repräsentiert  derselbe  die  Horiaontalprojeetion  des  gesuchten  Parallel- 
kreises, auf  welcher  Projectioa  man  nun  unmittelbar  die  beiden 
Horizontalprojectionen  a'  und  a\ ,  welche  der  Vertiealprojeetion  a 
entsprechen,  findet. 

§.  545. 
180.    Aufgabe.    Es    sind    die    Schnittpunkte    einer    beliebigen 
Geraden  mit  einem  zweitheüigen  Rotationsltyperboloide  zu  bestimmen. 
Erste  Methode.    Mit  Zuhilfenahme  einer  dem  Hyper- 
boloide centrisch  collinearen  Kugel. 

Die  Rotationsachse  des  Hyperboloides  sei  (ÄB,Ä'B')  (Taf.XXIV, 
Fig.  161),  die  Asymptoten  des  Hauptmeridians  seien  {¥,,  F^),  endlich 
stellen  {g,  g')  die  Projectionen  der  gegebenen  Geraden  dar. 

Denken  wir  uns  vor  allem  den  Collinearkreis  K^  der  Haupt- 
meridianhyperbel gezeichnet.  Die  Scheiteltangente  T^  der  Hyperbel 
repräsentiert  hiebei  gleichzeitig  die  Collineationsache  Ca. 

Stellen  wir  uns  vor,  dass  dieser  Collinearkreis  um  die  Achse 
{AB,Ä'B')  so  lange  gedreht  werde,  bis  er  in  seine  ursprüngliche 
Lage  zurückkehrt,  so  wird  derselbe,  wie  schon  früher  (§.  381)  nach- 
gewiesen wurde,  eine  Kuge!  S^  erzeugen,  welche  mit  dem  Rota- 
tionshyperboloide  centrisch  collinear  ist.  Hierbei  stellt  der  Mittel- 
punkt (0,  0')  des  Hyperboloides  das  Collineationscentrum,  die  Scheitel- 
tangentialebene  des  Hyperboloides  die  Collineationsebene  C,  und 
endlieh  die  zur  Drehachse  senkrechte  Ebene  G^,  welche  von  der 
Berührungssehne  des  Kreises  K^  mit  den  Asymptoten  bei  der  Drehung 
erzeugt  wird,  d.  i.  die  Ebene  des  Beruhrungskreises  der  Kugel  S^ 
mit  dem  Asymptotenkegel  des  Hyperboloides,  die  Gegenebene  dar. 
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Die  der  gegebenen  Geraden  ig,  g')  coUiaeare  Gerade  ((/„,  g'^)  ist 
unschwec  zn  ermitteln.  Der  Punkt  (S,S'),  in  welchem  nämiicb  die 
Gerade  {g,  g')  die  Collineationsebene  C«  sehneidet,  bleibt  bei  der 
Col linear- Transformation  ungeändert;  dem  unendlich  fernen  Punkte  ¥on 
{g,g')  dagegen  entspricht  in  der  Gegenebene  G,  jener  Punkt  {Va,v'^,  in 
welchem  dieselbe  von  dem  zu  {g,  g')  parallelen  Colüneationastrahle 
(Od,,  0'c'„)  getroffen  wird.  Die  Verbindungsgerade  {ffo' if'o)  i^er  Punkte 
(ß,  Ö')  und  (vu,  v'„)  repräsentiert  mitbio  die  gesuchte,  zu  (g,  g') 
coUineare  Gerade. 

Bestimmt  man  nun  die  Schnittpunkte  (%,  «'„)  und  (b^,,  b'^)  dieser 
Geraden  mit  der  CoUiuearkugel  (Sn,  S'g)  auf  die  uns  bereits  bekannte 
Weise,  so  entsprechen  diese  eoUiaear  den  gesuchten  Schnittpunkten 
(a,  a')  und  {b,  i').  Die  letzteren  werden  sieh  offenbar  im  Schnitte  der 
Geraden  {g,g')  mii  den  betreffenden  Coliineationsstrahlen  Oa^a  uad 
Oh„h  ergeben. 

§.  546. 

Zweite  Methode. 

Die  eben  besprochene  Methode  ist  insoferne  einigermaßen  umständ- 
lich, als  man  von  einer  Hilfaconstruction,  die  darin  besteht,  den  Schnitt 
einer  Geraden  mit  einer  Kugel  m  bestimmen,  Gebrauch  zu  machen 
hat.  Bei  der  nun  zu  erörternden  Methode  ist  von  dieser  Construetion 
Umgaag  genommen  und  durfte  daher  schon  deshalb  die  einfachere  sein. 

Sei  nämlich  wieder  [AB,  Ä'B')  (Taf.  XXIV,  Fig.  162)  die 
Rotationsachse,  seien  ferner  Y^  und  Yq  die  Asymptoten  des  Haupt- 
meridians und  (g,  g')  die  gegebene  Gerade. 

Denken  wir  uns  diesfalls  durch  die  gegebene  Gerade  ig,  g')  eine 
vertical-projieierende  Ebene  P,  gelegt,  und  den  Schnitt  derselben  mit 
dem  Botationshyperboloide  bestimmt. 

Da  das  Hyperboloid  gegen  die  Hauptmeridianebene  m,  sym- 
metriscli  ist,  und  das  Gleiche  auch  von  der  Ebene  Pu,  weil  sie  auf 
rih  senkrecht  steht,  gilt,  so  wird  der  Schnitt  von  tj*  und  P^  eine 
Achse  der  Sehnittcurve  sein.  Die  Endpunkte  (m,m')  und  («,»*')  dieser 
Achse  erhält  man  im  Sehnitte  der  Geraden  g  oder  F„  mit  der  Haupt- 
meridianhyperbel  durch  Zuhilfenahme  des  Collinearkreises  K,,.  Die 
zweite  Achse  dieses  Schnittes  benöthigen  wir  nicht.  Die  oberwähnte 
Sehnittcurve  trifft  die  in  ihrer  Ebene  liegende  Gerade  {g^g')  in  zwei 
Punkten,  welche  bereits  die  gesuchten  Schnittpunkte  («,«')  und  {b,h') 
darstellen. 

Dieselben  können,  wie  folgt,  construiert  werden.  Legt  mau  durch  die 
erhaltene  Sehnittcurve  einen  Kegel,  dessen  Mittelpunkt  der  eine  Scheitel, 
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etwa  (B,S'),  des  Hyperboloides  ist,  so  schneidet  (nach  Satz  367) 
dieser  Kegel  die  horizontale  Projectionsebene  in  einem  Kreise  Je.  Der 
besagte  Kegel  ist  gegen  die  Haiiptmeridianebene  sj/,  symmetrisch, 
daher  in  natürlicher  Folge  dieses  Umstandes  die  Horizontaldurchstoß- 
punkte (i'  und  v'  der  ümrisserzeugeaden  (Biw,  B'm'J  und  (Bn,B'n'), 
Endpunkte  eines  Durchmessers  dieses  Kreises  sind  ,  welcher  somit 
direet  in  (^,^0  dargestellt  werden  kann. 

Die  durch  den  Kegelscheitel  (B,B')  und  die  Gerade  {g,g')  gelegte 
Ebene  sehneidet  die  horizontale  Projectionsebene  in  einer  Geraden  y, 
welche  ihrerseits  wieder  den  Kreis  (K)  in  den  beiden  Punkten  a'  und 
ß'  trifft.  Die  Kegelerzeugendea  {Ba,B'a-)  und  (Bß,B'(i')  treffen  die 
Gerade  {g,g')  in  den  Schnittpunkten  (a,a')  und  {h,h')  derselben  mit 
dem  Kegel,  also  auch  in  den  Schnittpunkten  der  Geraden  {g,g')  mit 
dem  Kegelschnitte  (mM,m'M'),  woraus  aber  unmittelbar  folgt,  dass 
(a,a')  und  (&,&')  die  der  Geraden  (g,g')  und  dem  Hyperboloide  gemein- 
sehaftlichea  Punkte  sind. 

§.  547. 

181.  Äufgahe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  blfoealen  Rotations- 
hyperboloides mit  einer  Ebene  durch  seine  Achsen  darzustellen. 

Die  Rotationsachse  des  Hyperboloides  sei  {AB,Ä'B')  (Taf.  XXV, 
Fig.  1Ö3);  Yi  und  T»  seien  die  Asymptoten  des  Hauptmeridiaus ; 
E^Ek  sei  die  schneidende  Ebene. 

Construieren  wir  zunächst  die  zur  schneidenden  Ebene  senkrechte 
Meridianebene  B^Bk,  d.  i.  jene  Ebene,  deren  Horizontaltrace  P^  auf 
der  Horizoutaltrace  ü").  der  schneidenden  Ebene  E  senkrecht  steht,  so 
ist  diese  Meridianebene  zugleich  eine  Symmetrieebene  sowohl  in  Bezug 
auf  das  Hyperboloid,  als  auch  in  Bezug  auf  die  Ebene  E^Eh-  Die 
Folge  hiervon  ist,  dass  die  Schnittgerade  {s,  s')  dieser  Meridianebene 
BfBh  mit  der  gegebenen  Ebene  E^Ei,  eine  Achse  des  zu  suchenden 
Kegelschnittes  {2J,E')  darstellen  wird. 

Bezugnehmend  auf  die  Bestimmung  der  Achsen  dieses  Kegel- 
schnittes {2,1.')  wollen  wir  zu  deren  Peststellung  zwei  verschiedene 
Methoden  hier  näher  besprechen. 

Erste  Methode.  Durch  Anwendung  der  CoUinearkugel. 

Dem  Asymptotentegel  denken  wir  uns  die  CoUinearkugel  (Ä„,  5"^) 
(Taf.  XXV,  Fig.  163)  derart  eingeschrieben ,  dass  dieselbe  durch  den 
Scheitel  (4,A')  des  Hyperboloides  geht.  Dies  vorausgesetzt  fällt  die 
Scheiteltangentialebene  T^  mit  der  Colliueationsebeue  d  zusammen, 
und  ist  die  Ebene  Q,  des  Berübrungskreises  der  Kugel  mit  dem 
Asymptotenkegel  gleichzeitig  die  ( 
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Tim  vor  allem  die  Eüdpunkte  der  oberwähnten  Aehse  (s,  s'),  d.  i. 
die  Schnittpunkte  derselben  mit  dem  Hyperboloide  zu  ermitteln,  suchen 
wir  die  ihr  eollinear  entsprechende  Gerade  (s^s'o).  Diese  ergibt  sich, 
wie  wir  wissen,  als  die  Verbindungsgerade  des  Punktes  (5,  tf'),  in  welchem 
(s,  s')  die  Collineationsebene  d  schneidet,  mit  dem  Punkte  («„,  »'J,  in 
welchem  die  Gegenebene  f?,  von  dem  zu  (s,s')  parallelen  Collineations- 
strahle  (O^o,  O'v'^)  getroffen  wird. 

Die  Schnittpunkte  (o^,a'„)  und  (ba,b'a)  dieser  Geraden  (s^tS',,)  mit 
der  ColUnearkugel  S„  werden  auf  die  bereits  mehrfach  besprochene 
Weise  (durch  Umlegung  um  die  Horizontalprojection  s'q)  gefunden. 
Den  bezeichneten  Punkten  entsprechen  eollinear  die  gesuchten  Schnitt- 
punkte (a,  a')  und  (h,  V)  der  Geraden  (s,  s')  mit  dem  Hyperboloide, 
und  werden  dieselben  im  Schnitte  (a,a')  und  ih,b')  der  Geraden  (s,s') 
nait  den  Collineationsstrahlen  (Oa„,  O'a'o)  und  {Ohff,0'b'„)   erhalten. 

Halbiert  man  die  Achse  {ab,a'b')  des  Kegelschnittes  (£,  Z^)  im 
Punkte  (o,ö')'  so  repräsentiert  dieser  letzterhaltene  Punkt  den  Mittel- 
punkt des  genannten  Kegelschnittes.  Die  Gerade  (e,  e'}  ,  welche  durch 
{0,0')  senkrecht  zu  (s,  s'),  also  parallel  zur  Trace  Et  gezogen  wird, 
stellt  sodann  die  zweite  Achse  des  Kegelschnittes  (X -')  dar.  Die  End- 
punkte derselben,  d.  h.  die  Schnittpunkte  von  (e,  e')  mit  dem  Hyper- 
boloide könneu  gleichfalls  mittelst  der  Collinearkugei  (S„,S'„)  gefunden 
werden.  Dem  Punkte  (0,0')  entspricht  nämlich  eollinear  der  Schnitt- 
punkt (Og,o\)  der  Geraden {s„,  s'J  mit  dem  Collineationsatrahle  (Oö,0'o'), 
und  da  einer  zur  Collineationsebene  parallelen  Geraden  wieder  nur  eine 
zu  derselben  parallele  Gerade  entspricht,  so  erhält  man  die  Collinear- 
gerade  von  (s,  s')  als  die  durch  den  Punkt  (Ou,o'^)  zu  (e,B']  geführte 
Parallele  («„,  £'„). 

Bestimmt  mau  nun  die  Sebnittpunkte  (c^,  c\)  und  {(?„,  d'^)  der 
Geraden  {e„,  «'„)  mit  der  Collinearkugei ,  so  werden  denselben  die  ge- 
suchten Achsenendpunkte  von  {e,£')  eollinear  entsprechen.  Dieselben 
ergeben  sich  unmittelbar  als  die  Schnittpunkte  {c.  c')  und  {d,  ä')  der 
Geraden  {e,b')  mit  den  Collinationsstrahlen  {Oc^^,  O'c'^)  und  {Odf,,  O'd'^). 

Der  Kegelschnitt  (£!,  £')  ist  somit ,  wie  verlangt  wurde ,  durch 
seine  beiden  Achsen  (ab,a'b')  und   {cd,c'd')  dargestellt. 

§.  548. 

Zweite  Methode. 

Auch  diesfalls  denken  wir  uns  die  eine  Achse  (s,«')  (Taf.  XXV, 
Fig.  164)  als  den  Schnitt  der  gegebeneu  Ebene  E^E/,  mit  der  zu  E^E/, 
senkrechten    Meridianebene   P„  Pk   bestimmt.     Da   diese  Gerade  (s.sO 
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in  einer  Meridiauebene  üegt,  so  schneidet  sie  die  Rotationsachse  in 
einem  Punkte  (q,  p'). 

Die  Endpunitte  der  obgenannten  Achse  sind  offenbar  deren  Scbnitt- 
punltte  mit  dem  Hyperboloide,  und  zwar  insbesondere  mit  dem  in  der 
Ebene  F^Ph  liegenden  Meridiane. 

Drehen  wir  diese  Ebene  P,  Pi,  sammt  der  in  ihr  liegenden  Ge- 
raden (s,s')  um  die  Rotationsachse  (A  B,  A'  B')  in  die  zur  verticalen 
Projectiousehene  parallele  Lage,  so  fällt  der  betreffende  Meridian  nach 
dieser  Drehung  mit  dem  Hauptmeridiane  zusammen,  während  die  Ver- 
tiealprojection  der  mitgedrehtea  Geraden    (Sj  s')  in    e  erhalten  wird. 

Es  ist  nun  an  und  für  sich  klar,  dass  sich  die  beiden  vorge- 
nannten Schnittpunkte  nach  vollbrachter  Drehung  als  die  gemein- 
schaftlichen Punkte  der  Geraden  o  und  des  Hauptmeridians  darstellen 
werden.  Wir  eonstruieren  die  besagten  Schnittpunkte  k  und  ß  durch 
Zuhilfenahme  des  zur  Hauptmeridianhyperbel  collinearen  Kreises  -£"„, 
wie  dies  in  Aufgabe  177)  gezeigt  wurde. 

Dreht  man  die  so  gefundenen  Punkte  a  und  ß  in  die  Gerade 
(s,  s')  nach  (tt,  a')  und  (&,  h')  zurück,  so  repräsentieren  diese  letzteren 
die  gesuchten  Endpunkte  der  Achse  (s,s'). 

Der  Hai bierungsp unkt  (o,  o')  der  Strecke  (a  h,  a'  b')  ist  gleich- 
zeitig der  Mittelpunkt  des  Kegelschnittes  (27, 2^)  während  die  Gerade 
(e,  e'),  welche  durch  denselben  senkrecht  zu  (s,  s'),  also  parallel  zur 
Traee  Ei,  gezogen  wird,  die  zweite  Achse  des  zu  bestimmenden  Kegel- 
schnittes (S,2^)  darstellt. 

Die  Endpunkte  derselben,  d.  i.  die  Schnittpunkte  der  Geraden  {e,K') 
mit  dem  Hyperboloide,  bestimmen  wir  auf  nachstehende  Weise. 

Wir  legen  durch  die  gesuchte  Schnittcurve  {S,S)  einen  Kegel, 
dessen  Spitze  einer  der  beiden  Scheitel  des  Hyperboloides,  beispiels- 
weise der  Scheitel  {S,B')  ist.  Dieser  Kegel  schneidet  die  horizontale 
Projectionsebene  in  einem  leicht  zu  construierenden  Kreise  {K). 

Da  nämlich  die  Ebene  P»  Fi,  eine  Symmetrieebene  für  den  be- 
säten Kegel  ist,  so  muss  ihre  Horlzontaltraee  P;,  einen  Durchmesser 
des  Kreises  (K)  repräsentieren.  Die  Endpunkte  dieses  Durchmessers 
sind,  wie  unschwer  einzusehen,  die  Horizontaldurchstoßpunkte  (c,,«',) 
und  (ßi,ß\)  der  durch  die  Punkte  (a,a')  und  (6,&')  von  i2,2y)  gehenden 
Kegelerzeugenden  {B  a,  B' u')  und  {Bh,B'h').  Hiernach  kann  der 
Kreis  (70  sofort  gezeichnet  werden. 

Legen  wir  weiters  durch  die  Gerade  (e,e')  und  durch  den  Kegel- 
scheitel {B,B')  eine  Ebene,  so  schneidet  diese  die  horizontale  Projec- 
tionsebene in  einer  au  e'  parallelen  Geraden  t',  welche  ihrerseits  den 
Kreis  {K}  in  den  beiden  Punkten  {y,y')  und  {ä,S')  trifft.    Die  durch 
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die  Funkte  (y,  y')  nnd  (d,  ä')  gehenden  Ke^eleraeugeaden  (B  y,  B'  y') 
und  (B  d,  B'  d')  schneiden  die  Gerade  (e,  e')  in  jenen  beiden  Punkten 
{G,c')  und  {d,d'),  welche  dieselbe  mit  dem  Kegelschnitte  (^,2')  gemein 
hat,  d.  i.  in  den  verlangten  Äcbsenendpunkten,  und  somit  ist  der 
Kegelschnitt  (27,^').  sowie  verlangt  wnrde,  durch  seine  beiden  Aehsea 
{ah,a'h')  uud  {cd, cd')  dargestellt. 

Nachdem  bei  dieser  Methode  die  zweifache  Bestimmung  des 
Schnittes  von  Geraden  mit  einer  Kugel  umgangen  ist,  erscheint  die- 
selbe als  die  einfachere. 

§.  549. 

JSü.  Aufgohe.  Eine  Ebene  schneidet  ein  bifocales  Hyperboloid 
in  einer  Hyperbel;  es  sind  die  reelle  Achse  nnd  die  beiden  Asymp- 
toten der  Schnitthyperbel  zu  bestimmen. 

In  den  beiden  vorhergehenden  Fällen  unterlag  es  keinem  An- 
stände, den  Kegelschnitt  (^,  ^  direct  durch  seine  beideo  reellen 
Achsen  darzustellen.  In  dem  vorliegenden  Falle  aber,  yio  der  ebene 
Schnitt  eine  Hyperbel  sein  soll,  ist  die  eine  Achse  imaginär,  daher 
die  beiden  vorangeführteii  Methoden  nicht  zu  dem  gewünschten  Ziele 
führen  werden.  Hiernach  sehen  wir  uns  veranlasst,  den  folgenden 
Weg  einzuschlagen. 

Die  Rotationsachse  des  bifoealen  Hyperboloides  sei  {AB,  Ä'B') 
(Taf.  XXV,  Fig.  165);  T,  und  Y^  seien  die  Asymptoten  des  Haupt- 
meridians, und  E^Eh  sei  die  schneidende  Ebene.  Besagte  Ebene  E 
muss.  falls  deren  Schnitt  mit  dem  Hyperboloide  eine  Hyperbel  sein 
soll,  eine  solche  Lage  haben,  dass  eine  durch  den  Mittelpunkt  {0,0') 
des  Hyperboloides  au  derselben  parallel  geführte  Ebene  e„  en  den 
Asymptotenkegel  in  zwei  reellen  Erzeugenden  (;*  0,  {i'  0')  und  {v  0,v'0') 
schneidet. 

Selbstverständlich  wird  auch  hier ,  sowie  in  den  vorher  be- 
sprochenen Fällen  der  Schnitt  (s,  s')  der  Ebene  E^  Eh  mit  der  zu  ihr 
senkrechten  Meridianebene  Pv^Aeine  Achse  der  Schnitthyperbel,  uud 
zwar,    wie    leicht  orkläriieh,    die  reelle  Achse    derselben    darstellen. 

Um  die  Endpunkte  dieser  Achse,  d.  h.  die  Schnittpunkte  der 
Geraden  (s,  s")  mit  dem  in  der  Ebene  P^Fi,  liegenden  Meridiane 
festzustellen,  denken  wir  uns  diese  Ebene  FvPi,  um  die  Rotations- 
achse {AB,  A'B']  in  die  zur  vertiealen  Projectionsebene 
Lage  gedreht.  Offenbar  föllt  sodann  der  in  der  Ebene  P^P/,  1 
Meridian  nach  vollbrachter  Drehung  mit  dem  Hauptmeridiaae  zn- 
die  Gerade    (s,  s')  gelangt  nach    (u,  «'),  während  die  ob- 
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genannten  Schnittpunkte   durch   die  der  Geraden  ö  und  dem  Hanpt- 
nieridiane  gemeinschaftlichen  Punkte  repräsentiert  erscheinen. 

Bestimmen  wir  diese  letztgenannten  Punkte  «„  und  \  ver- 
mittelst des  Collinearkreises  K°  der  Meridianhyperbel  und  drehen  wir 
dieselben  hierauf  in  die  Gerade  (s,  s")  nach  («,  a')  und  (&,  6*)  znrflek. 
so  erhatteu  wir  die  gesuchten  Scheitel  auf  der  reellen  Achse  der 
Schnitthyperbel  {H,  2').  Der  HalbieruDgspuakt  (o,  o')  der  Strecke 
{ah,  a'i')  stellt  sodann  den  Mittelpunkt  der  Hyperbel  (JS,  S')  dar. 
Durch  den  bezeichneten  Punkt  (o,  o')  müssen  selbstverständlich  die 
Asymptoten  von  {2J,  Z")  gehen. 

Behufs  der  Construction  dieser  Asymptoten  wird  man  sich  bloß 
auf  den  Satz  362)  zu  berufen  haben,  nach  welchem  dieselben  gleich- 
zeitig auch  die  Asymptoten  des  Schnittes  der  Ebene  E^Eh  mit  dem 
Asymptotenfcegel  des  Hyperboloides  darstellen  massen.  Diese  Asymptoten 
sind  aber,  wie  wir  aus  früherem  wissen,  die  Sehnittgeraden  der  Ebene 
E,Eh  mit  den  Tangentialebenen  1\  und  1\  des  Asymptotenkegels 
längs  der  zur  Ebene  E^Eh  parallelen  Erzengenden  des  Asymptoten- 
kegels. Die  letztangeführten  Erzeugenden  wurden  bereits  als  die 
Sehnittgeraden  {Op,  0>')  und  {Ov,0'v')  des  Kegels  mit  der  zur 
Ebene  E,Ek  durch  {0,0')  gehenden   paralleieu  Ebene  c^e,,  gefunden. 

Die  Horizontaltraeen  der  Berührehenen  des  Asymptotenkegels 
längs  der  obgenannten  Erzeugenden  sind  die  Tangenten  T'a  und  T'h  au 
dessen  Basiskreis  h'  in  den  Pußpunkten  ft'  und  v'  dieser  Erzeugenden, 
Diese  Tracen  schneiden  die  Horizontaltraeen  Eh  der  gegebenen 
schneidenden  Ebene  in  zwei  Punkten  {m,  m')  und  (n,  n'),  welche  den 
gesuchten  Asymptoten  angehören.  Nachdem  aber  die  letzteren 
auch  durch  den  Mittelpunkt  (o,  o')  des  Kegelschnittes  {E,  Z')  gehen 
müssen,  so  ergeben  sich  dieselben  als  die  Verbindungsgeraden  {S„S\) 
und  (Äj,  S'^)  dieses  Punktes  (c,  o')  mit  den  beiden  Punkten  {m,  m'} 
und  (n,  «'). 

Die  Schnittcurve  {Z,  Z')  des  Hyperboloides  mit  der  Ebene 
EiEh  ist  somit  durch  ihre  reelle  Achse  {ab,  a'V)  und  durch  ihre 
Asymptoten  (i9, ,  S\)  und  (Sj,  S'^  dargestellt,  also  vollkommen 
bestimmt. 

§,  550. 

183.  Aufgabe.  Es  ist  der  Selinitt  eines  bifocalen  Eotations- 
hyperboloides  mit  einer  Ebene  zu  bestimmen,  welche  zu  einer  Tan- 
gentialebene des  Asymptotenkegels  parallel  ist. 

Sei  wieder  {AB,  A'B')  (Taf,  XXV,  Pig.  166)  die  Rotationsachse 
des    Hyperboloides ;    seien    ferner    Y,    und    Yj    die  Asymptoten    de.*^ 
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Hauptmeridians;  endlicli  sei  e^cj  eine  beliebige  Tangentialebene  des 
Asymptotenkegels,  Parallel  zu  dieser  letzteren  Ebene  nehmen  wir, 
der  Voraussetzung  entsprechend,  die  schneidende  Ebene  E^E,,  an. 

Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  363)  wird  der  Schnitt  {E,  2>) 
der  Ebene  E^E,,  mit  dem  gegebenen  Hyperboloide  eine  Parabel  sein. 
Führen  wir  in  Übereinstimmung  mit  der  vorhergegangenen  Aufgabe 
die  zur  schneidenden  Ebene  E^Eh  senkrechte  Meridianebene  PtFk, 
so  wird  diese  (da  sie  eine  Symmetrieebene  für  das  Hyperboloid  sowohl, 
als  auch  für  die  Ebene  E,Ek  ist)  die  Ebene  E^E,,  in  einer  Geraden 
(s,  s')  schneiden,  welche  eine  Symmetrieachse  für  die  Schnitt- 
curve  {2,  S),  also  kurz  gesagt,  die  Achse  der  gesuchten  Parabel 
sein  muss. 

Der  Scheitel  der  Parabel  wird  natürlich  jener  Punkt  sein,  in 
welchem  die  Gerade  {s,  s")  das  Hyperboloid,  oder  mit  anderen  Weiten, 
den  in  der  Ebene  P^Ph  liegenden  Meridian  schneidet. 

Der  besagte  Schnittpunkt  kann  gefunden  werden,  indem  man 
die  Meridianebene  F^Pb  sammt  der  Geraden  (s,  s')  um  {AB,  A'W) 
m  die  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Lage  dreht.  Hierbei 
fällt  der  erwähnte  Meridian  mit  dem  Hauptmeridiane  zusammen,  uad 
die  Gerade  (s,  s')  gelangt  in  eine  zu  einer  der  Asymptoten  {Y^) 
parallele  Lage  a. 

Bestimmt  man  schließlich  vermittelst  des  Collinearkreises  K^  der 
Hauptmeridianhyperbel  den  Schnittpunkt  M„  der  letzteren  mit  der 
Geraden  ff,  so  ergibt  sich  durch  Zurückdrehung  dieses  Punktes  in  die 
Gerade  (s,s'),  der  gesuchte  Scheitel  {M,M')  der  Parabel. 

Die  Scheiteltangente  {T,  T')  ist  jene  Gerade  in  der  Ebene 
E„Eh,  welche  senkrecht  zu  {s,s'},  also  parallel  zur  Horizontaltraee  i^^ 
gezogen  wird. 

Ermittelt  man  weifcers  noch  irgend  einen  beliebigen  Punkt  des 
Schnittes  {H,^},  so  ist  die  Parabel  durch  denselben,  durch  die  Achse 
{X,X')  =  (s,s')  und  den  Scheitel  {M,M')   vollständig  bestimmt. 

§.  551. 

184.  Aufgabe.  An  ein  bifocales  Rotationshyperholoid  ist  in 
einem  gegebenen  Punkte  desselben  eine  Tangentialebene  zu  legen. 

Es  sei  (AB,  A'B')  (Taf.  XXV,  Kig.  167)  die  Rotationsachse  des 
Hyperboloides;  T,  und  Z.  seien  die  Asymptoten  der  Hanptmeridian- 
hyperbel  und  a  stelle  die  verticale  Projection  des  gegebenen  Be- 
rührungspunktes dar. 

Die  Horizontal  projection  a'  dieses  Punktes  (a,  a')  der  Fläche 
kann  auf  dieselbe  Weise   wie   in  Aufgabe  179)   festgestellt  werden. 
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Wir  legen  nämJich  durch  a  die  Parallele  g  zur  Grundlinie,  uud 
bestimmen  die  Schnittpunkte  «  nnd  ß  derselben  mit  dem  Haupt- 
meridiane durch  Zuhilfenahme  des  dem  letzteren  collinearen  Kreises 
K^,  indem  wir  die  der  Geraden  g  eolÜneare  Gerade  g^  bestimmen, 
und  deren  Schnittpunkte  «„  und  ß„  mit  dem  Kreise  K^,  durch  die 
CoUineationastrahlen  Oa„  und  Oß„  auf  j/  zurüekprojicieren.  Die  Strecke 
aß  gibt  sodauß  die  wahre  Größe  des  Durchmessers  jenes  durch  a 
gehenden  Parallelkreises  [n,  re'),  vermittelst  dessen  der  Punkt  (a,  a'), 
beziehungsweise  seine  Horizontalprojectioii  a',  bestimmt  wird. 

Ziehen  wir  ferner  im  Punkte  a„  an  den  Kreis  Kg  die  Tan- 
gente tj,,  welche  die  CoUineationsaehse  Ca  im  Punkte  ^  schneidet,  so 
entspricht  derselben  collinear  die  Tangente  t  =  a^  des  Haupt- 
meridians im  Punkte  a.  Diese  Tangente  wird  die  Kotationsaehse 
{AB,  Ä'B),  als  mit  dieser  in  der  nämlichen  Ebene  liegend,  in  einem 
Punkte  S  tretfen. 

Nun  ist  aber  durch  frühere  Erörterungen  sichergestellt,  dass  die 
MeridiaDtangenten  in  allen  Punkten  eines  und  desselben  Parallel- 
kreises (je,  ji')  die  Eotationsachse  in  dem  nämlichen  Punkte  (S,  S') 
schneiden.  Yerhindet  man  daber  den  vorgefundenen  Punkt  (S,  S') 
mit  dem  Punkte  {«,  a'),  so  ergibt  sicii  unmittelbar  die  Meridian- 
tangente  (Sa,  S'a')  ^=  {t,  t')  im   Punkte  {a,  a')  des  Hyperboloides. 

Die  verlangte  Beröhrungsebene  T„Ti,  enthält  nun  offenbar  diese 
Tangente  {t,  t')  und  steht,  indem  sie  gleichzeitig  durch  die  Tangente 
{t^,t\)  des  Kreises  (?r,  ii')  im  Punkte  {«,«')  geht,  senkrecht  auf 
der  entsprechenden  Meridianebene,  ihre  Horizontaltrace  1),  also  senk- 
recht zur  HorizontalprojecliOn  f. 

§.  552. 

185.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  ist  an  eia 
bifooales  KotationslLyperboloid  eine  Berührungsebeiie  zu  legen. 

Erste  Methode.  Mit  Zuhilfenahme  der  Collinear- 
kugel. 

Ist  (AB,  A'B')  die  Rotationsachse  des  Hyperboloides,  sind 
ferner  F,  und  Y^  die  Asymptoten  des  Hauptmeridians ,  und  ist 
EcEi  die  gegebene  Ebene,  zu  welcher  die  BerOhrebenen  des  Hyper- 
boloides parallel  sein  sollen,  so  coustruieren  wir,  in  voller  Überein- 
stimmung mit  den  vorausgeschickten  Problemen,  zunächst  die  das 
Hyperboloid  in  einem  Scheitel ,  allenfalls  in  (^4,  Ä') ,  berührende 
Collinearkugel  (So,  S'^),  wobei  die  Scheiteltaugentiaiebene  Ce  im  Punkte 
A.  gleichzeitig  die  Collineationsebene,  und  die  Ebene  Ge  jenes  Kreises, 
längs  welchen  die  Collinearkugel  (S,,,  S\)  den  Asymptotenkegel 
berührt,  die  Gegenebeue  darstellt. 
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Der  Ebene  E^I^h  wird  eiue  Ebene  eollinear  entsprechen,  welche 
die  Gegeiiebene  Ge  in  einer  Geraden  U,,,  die  der  unendlich  fernen 
Geraden  ¥0n  E„  Eh  entspricht,  schneidet.  Diese  Gerade  Ug  ergibt  sicli 
als  Schnitt  der  Gegeaebene  Gj  mit  der  durch  das  Collineations- 
centrum  0  parallel  zu  EvSi,  geführten  Ebene  e,eh. 

Jeder  zur  Ebene  i^t-E,,  parallelen  Ebene  wird  sodann  eine  Ebene 
eollinear  eutsprechea ,  welche  durch  die  Gerade  Z7^  hindurchgeht. 
Speciell  werden  den  beiden  zu  E^Ei,  parallelen  Berührebenen  des 
Rotationshyperboloides  jene  zwei  Berührebenen  der  Kugel  entsprechen, 
welche  durch  die  Gerade  U„  gehen. 

Construiert  man  diese  beiden  letztgenannten  Berührebenen  T'„ 
und  T\  ^^'^^^  ^^^  '"  Aufgabe  54)  entwickelten  Methode,  so  hat  mau 
daun  bloß  noch  die  ihnen  eollinear  entsprechenden  Ebenen  T^  und 
T^  zu  ermitteln.  Diese  Ebenen  sind  leicht  zu  eonstruieren.  Schneiden 
Dämlich  die  Ebenen  T'„  und  T\  die  Colliueationsebene  d  beziehungs- 
weise in  den  Geraden  d,  und  d^,  so  sind  jT,  und  T^  diejenigen 
Ebenen,  welche  durch  di  und  d^  parallel  zur  Ebene  E  geführt  werden 
können.  Die  Ebenen  T^  und  T^  berühren  das  Hyperboloid  in  jenen 
Punkten  p,  und  p^,  welche  den  Berührungapankteu  p'„  und  p\  der 
Ebenen  T\  und  T\  mit  der  Kugel  Sg  entsprechen  und  daher  mittelst 
der  Collineationsstrahlen  Op^g  und  Op\  aus  den  letzteren  ohne 
jedwede  Schwierigkeit  abgeleitet  werden. 

§.  553. 

Zweite  directe  Methode.  Die  Rotationsachse  des  Hyper- 
boloides sei  {AB,A'B')  (Taf.  XXVI,  Fig.  168);  die  Asymptoten  des 
Hauptmeridians  seien  Y^  und  Y^;  die  gegebene  Ebene  E  sei  durch  ihre 
Tracen  E^Eh  bestimmt. 

Die  Meridianehene  irgend  eines  Punktes  einer  Rotationsfläche 
steht,  wie  wir  wissen,  stets  senkrecht  zu  der  Tangentialebene  der 
Fläche  in  dem  betreffenden  Punkte,  also  auch  senkrecht  zu  jeder 
Ebene,  welche  zu  der  letzteren  parallel  läuft. 

Führen  wir  daher  im  vorliegenden  Falle  die  Meridianebene  F^Fi, 
senkrecht  zu  der  gegebenen  Ebene  EgEh,  so  wird  dieselbe  auch  senk- 
recht stehen  zu  der  gesuchten  Berührebene;  der  in  dieser  Ebene 
liegende  Meridian  der  Fläche  muss  mithin  auch  den  betreffenden 
Berührungspunkt  enthalten.  Ferner  wird  die  Meridiautangente  in  der 
gesuchten  Berührebene,  d.  i.  der  Schnitt  der  letzteren  mit  der  Meri- 
dianebene P„P/,,  zu  der  Schnittgeraden  (s,  s')  der  Ebene  l\Fh  mit 
der  gegebenen  Ebene  parallel  sein. 
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Vor  allem  haben  wir  daher  an  die  in  der  Meridianebene  P,Pi, 
liegende  Meridianhyperbel  eine  Tangente  parallel  zur  Geraden  (s,s'} 
zu  führen.    Dies  kann  folgendermaßen  geschehen. 

Drehen  wir  die  Ebene  P,Pa  sammt  dem  zugehörigen  Meridiane 
und  der  iri  ihr  liegenden  Geraden  (s,s')  um  die  Rotationsachse {^B,J,'S') 
in  die  zur  verticaten  Projectionsebene  parallele  Lage,  so  gelangt  der 
genannte  Meridian  zur  Coincideuz  mit  dem  Hauptmeridiaue,  und  die 
Gerade  (s,s')  kommt  hierbei  nach  s^.  Die  au  {s,s')  paraiielea  Tan- 
genten des  Meridians  in  der  Ebene  P,Pa  werden  folglich,  nach  ¥oll- 
zogener  Drehung,  mit  den  zu  s^  parallelen  Tangenten  des  Eauptmeri- 
dians  coincidieren. 

Diese  Tangenten  ergeben  sieh  durch  nachstehende  Construction. 
Wir  ermitteln  vorerst  die  beiden  Brennpunkte  i^,  und  F^  des  Haupt- 
meridians und  zeichnen  zu  diesem  Zwecke  über  der  reellen  Achse  AB 
als  Durchmesser  den  Kreis  K.  Wie  in  Aufgabe  178)  nachgewiesen 
wurde,  stellt  dieser  Kreis  K  den  Ort  der  Pußpunkte  aller  von 
den  Brennpunkten  F,  und  F^  auf  sämmtliche  Tangenten  der  Hyperbel 
gefällten  Perpendikel  dar.  Fällen  wir  demnach  von  einem  der  Brenn- 
punkte, etwa  von  i*',,  die  Gerade  h  senkrecht  zur  Geraden  s^,  so  wird 
diese  den  obengenannten  Kreis  K  in  zwei  Punkten  r^  und  r^  treifen. 
Gemäß  der  Eigenschaft  dieses  Kreises  werden  die  zu  Ji  aus  den  Punkten 
^,  und  r^  geführten  Senkrechten  (",  und  (%  gleichzeitig  die  zu  s^, 
parallelen  Tangenten  der  Meridianhyperbel  darstellen. 

Betrachten  wir  eine  dieser  Tangenten,  allenfalls  (",.  Der  Berüh- 
rungspuDkt  p''^  derselben  ergibt  sich  unmittelbar  (nach  Aufgabe  178), 
wenn  man  den  Symmetriepunkt  f  von  F,  in  Bezug  auf  die  Tan- 
gente ("j  mit  dem  zweiten  Brennpunkte  F^  verbindet,  und  diese  Ver- 
bindungsgerade mit  der  Tangente  i,"  selbst  zum  Schnitte  bringt. 

Mit  Zugrundelegung  dieser  Andeutungen  haben  wir  somit  bloß 
die  Tangente  i",  und  deren  Berührungspunkt  p",  in  die  Ebene  P^Fu, 
beziehungsweise  nach  {t^,t'^)  und  iPfiP^]  zurückzudrehen,  um  in  {ty,i\) 
die  zu  (s,s')  parallele  Tangente  an  den  in  der  Ebene  P„Pa  liegenden 
Meridian,  und  in  {p^,p\)  den  Bertibrungspunkt  derselben  dargestellt 
zu  erhalten. 

Legen  wir  nun  durch  {ti,t\)  die  Ebene  T^T,,  parallel  zur  Ebene 
E^Fh,  so  ist  diese  eine  der  verlangten  Ber  üb  r  e  b  e  n  e  n,  und 
iP\jP'\)  deren  Berührungspunkt. 

Eine  zweite  Lage  der  gesuchten  Berührebene  ergibt  sich,  wenn 
man  die  Constructiouen  in  Bezug  auf  die  zweite  zu  s^  parallele  Tan- 
gente ("i  der  Hauptmeridian-Hyperbel  in  gleicher  Weise  wiederholt. 

Einfacher  jedoch  gelangt  man  auf  folgendem  Weg  zum  Ziele. 
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Wir  wissen  nämlich,  ^ass  bei  jeder  Pläebe  zweiten  Grades  die 
lierührungspuDkte  zweier  parallelen  Berührebenen  die  Eudpunkte  eines 
uüd  desselben  Durebmessers  der  Fläche  repräsentieren.  Diesem  Um- 
stände Kufolge  erbalten  wir  den  Berühr UD^spunkt  (pn,p'<t)  der  zweiten 
au  E„E,,  parallelen  Tangentialebene  T^^T^i,  direet,  wenn  wir  j*,  mit 
0  thatsächlicb  verbinden,  also  den  Durchmesser  (p,0,p',0')  aieben, 
und  deo  zweiten  Endpunkt  (p^.p'^)  desselben  unmittelbar  durch  Über- 
tragung der  Strecke  0,p,  bestimiueji.  Die  durch  den  Punkt  (Pq,l>\) 
paraliel  an  E^Eh  geführte  Ebene  ist  sodann  die  verlangte  zweite 
Tangentialebene  des  Hyperboloides. 

§.  554. 

186.  Aufgabe.  Durch  eine  gegebene  Gerade  sind  an  ein  bifoeales 
Rotationsliyperboloid  die  Tangentialebenen  zu  legen  und  deren  Be- 
rührnngspunkte  anfznsuelien. 

Erste  Methode.  Mit  Hilfe  der  Collinearkugel.  Es 
dürfte  auch  diesfalls  genügen,  den  Gang  der  Lösung  kurz  au  skizzieren, 
da  hierauf  gestützt,  die  graphische  Durchführung  gewiss  keinerlei 
Schwierigkeit  bieten  wird. 

Ist  Ä  B  die  Rotationsachse  des  Hyperboloides  und  g  die  gegebene 
Gerade,  so  wird  man  die  dem  Asymptotenkegel  eingeschriebene  und 
das  Hyperboloid  in  einem  der  beiden  Seheitel,  etwa  in  A  berührende 
Kugel  Sg  constmieren;  diese  Kugel  ist,  wie  wir  früher  nachgewiesen 
haben,  collinear  mit  dem  Kotationsbyperboloid  für  den  Mittelpunkt  0 
des  letzteren  als  Colliaeationscentmm,  die  Scheiteltangentialebene  C, 
in  A  als  Colli neation scheue,  und  für  die  Ebene  G^,  längs  welcher  der 
Asymptotenkegel  von  der  Kugel  5^  berührt  wird,  als  Gegenebene. 

Der  Geraden  g  wird  collinear  eine  Gerade  g^  entsprechen,  welche 
sich  leicht  construieren  lässt;  dieselbe  geht  nämlich  einerseits  durch 
den  Punkt  d,  in  welchem  g  die  Coliineationsebene  Ce  sehneidet  und 
andererseits  durch  den  dem  unendlich  fernen  Punkte  von  g  entspre- 
chenden Punkt  Mp,  d.  i.  durch  jenen  Punkt  %,  in  welchem  die  Gegen- 
ebene Ge  von  dem  zu  g  parallelen  Collineationsstrahle  0  Ug  ge- 
troffen wird. 

Den  Tangentialebenen  des  Hyperboloides,  welche  durch  die  Ge- 
rade g  gehen,  entsprechen  somit  collinear  die  Tangentialebenen  der 
Kugel  So,  welche  durch  die  collineare  Gerade  gg  gehen. 

Legt  man  daher  durch  die  Gerade  g„  die  beiden  Tangential- 
ebenen T^g  und  T\  an  die  Kugel  S„  und  seien  p',,  und  p%  deren 
Berührungspunkte,   so    werden  sich  die  gesuchten,  durch  g  gehenden 
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Berührebenen  des  Hyperboloides  als  die  den  Ebenen  T'^  und  2\  eol- 
linear  entsprechenden  Ebenen  T^  und  T^  ergeben.  Dieselben  köauen 
anstandslos  construiert  werden,  da  sie  einerseits  durch  die  Gerade  g 
und  andererseits  durch  die  Geraden  jf,  und  g^,  in  welchen  T\  und  T^„ 
von  der  Co  Hin  eat  ionsebene  Ce  geschnitten  werden,  gehen. 

Endlich  ergeben  sich  die  Berührungspunkte  p,  und  p2  dieser 
Ebenen,  als  die  eollinear  entspreeheodeu  Punkte  von  p^"  und  p^°,  durch 
Vermittlung  der  Collineationsstrahlen  Op'^  und  Op\. 

Die  eben  besprochene  Methode  wird  man  jedoch  im  allgemeinen 
nur  dann  zum  Zwecke  der  Durehfübning  des  gestellten  Problemes 
wählen,  wenn  man  die  Collinearkugel  noch  an  weiteren,  mit  diesen 
KUsammenhilngeHden  Constructionen  benützen  will.  In  jedem  anderen 
Falle  wird  man  einfachere  Wege  einzuschlagen  suchen,  da  die  Hilfs- 
eonstruetion,  deren  man  sich  hier  bediente,  und  welche  die  Ermittlung 
der  durch  eine  Gerade  an  eine  Kugel  geführten  Berührungaebenen 
nothwendig  macht,  nicht  rasch  genug  zum  Ziele  führt. 

§.  555. 

Zweite,  directe  Methode. 

Die  Rotationsachse  des  Hyperboloides  sei  {ÄB,A'B')  (Taf.XXVl, 
Fig.  169);  ¥^  und  Yj,  seien  die  Asymptoten  der  Hauptmeridianhyperbel 
und  ferner  seien  g  und  g'  die  beiden  PrOjectionen  der  gegebenen 
Geraden. 

Ermitteln  wir  vorerst  die  Brennpunkte  F-^  und  F,  der  Meridian- 
hyperbel, so  werden  diese  selbstverständlich  auch  die  Brennpunkte  des 
Hyperboloides  repräsentieren.  Ferner  denken  wir  uns  über  der  reellen 
(Rotations-) Achse  AB  des  Hyperboloides  als  Durchmesser,  die  Kugel 
(S,S'i)  construiert. 

Nach  Satz  355)  hat  diese  Kugel  (S,,  ä'J  die  besondere  Eigen- 
schaft, dass  sie  den  geometrischen  Ort  der  Fußpiinkte  der  von  den 
beiden  Brennpuokten  F,  und  F^  auf  sämmtliche  Tangentialebenen  des 
Hyperboloides  gefällten  Senkrechten  darstellt. 

Stelleu  wir  uus  die  verlangte  Tangentialebene  als  bereits  gefunden 
vor  und  nehmen  wir  an,  2'tTh  sei  eine  der  beiden  durch  die  Gerade 
ii/'d')  geführten  Berührungsebenen  des  Rotationshyperboloides.  Der 
Fußpunkt  a  der  von  dem  einen  Brennpunkte,  beispielsweise  von  F^ 
auf  diese  Ebene  TcT/,  gefällten  Senkrechten  muss,  dem  obangeführten 
Satze  entsprechend,  auf  der  Kugel  {S,S',)  Hegen, 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Bedingung,  können  wir  der  gestellten 
Aufgabe  auch  folgende  ] 
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„Es  ist  durch  die  Gerade  (g,g')  eine  Ebene  T,Tk  der- 
art zu  legen,  dass  der  Fußpunkfc  (a,a')  der  von  dem  Punkte 
(.F^,F\)  auf  dieselbe  gefällten  Senkrechten  auf  der  Ober- 
fläche der  Kugel  (S,  S',)  liege." 

Fällt  man  von  dem  Punkte  (F,,!^,)  auf  sämmtliche  durch  die 
Gerade  (ß,  g')  gehende  Ebenen  Perpendikel ,  so  liegen  bekanntlich  alle 
di^e  Perpendikel  in  jener  Ebene  ^^Eä,  welche  durch  {F^,F\)  normal 
zu  der  Geraden  {g,g')  geführt  wird  und  diese  Gerade  in  einem  Punkte 
(s,s')  schneidet.  Die  Fußpunkte  der  genannten  Perpendikel  befinden 
sich  hierbei  sammt  und  sonders  auf  dem  Kreise  y,  weicher  in  der 
Ebene  E^Eh  über  der  Strecke  {F^s,  F\s')  als  Durchmesser  beschrieben 
werden  kann.  Dieselbe  Ebene  EgEi,  schneidet  aber  auch  die  Kugel 
{S,S,')  in  einem  Kreisel.  Die  den  beiden  genannten  Kreisen  gameln- 
schaftlichen  Punkte  a  und  b  besitzen  sodann  die  vorangeführte 
Eigenschaft. 

Führt  man  nämlich  durch  einen  dieser  beiden  Punkte  und  durch 
die  Gerade  (g,  g*)  eine  Ebene  T^Th,  so  steht  die  letztere  auf  der 
Verbind ungsgeradeu  dieses  Punktes  mit  dem  Punkte  F^  senkrecht; 
es  wird  mithin  die  Ebene  T^  T„  eine  Tangentialebene  des  Rotations- 
hyperboloides sein. 

Diese  Betrachtung  führt  unmittelbar  auf  nachstehende  Cou- 
struction. 

Man  führt  durch  den  einen  Brennpunkt  {F,,  F',}  die  Ebene 
FvFh  senkrecht  zu  der  Geraden  (g,g')  und  bestimmt  deren  Schnitt- 
punkt (s,  s')  mit  der  Geraden  (g,g'),  sowie  deren  Sehnittkreis  K  mit 
der  Kugel  (S,S,).  Legt  man  sodann  die  Punkte  F,,  s  und  den  Kreis  K 
um  die  Horizontaltrace  Eh  in  die  horizontale  Projectionsebene  um,  so 
ergeben  sieh  dieselben  beziehungsweise  in  F,",  s^  und  K^,.  Ferner  be- 
schreibt man  über  SfiF,"  als  Durchmesser  den  Kreis  y^,  und  führt 
dessen  beide  Schnittpunkte  a^  und  h^  mit  dem  gleichfalls  umgelegten 
Kugelschnittkreis  Kq  in  die  Ebene  F,  resp.  in  den  Kaum  nach  («,«') 
und  {b,h')  zurück. 

Die  Ebenen  l^Tt  und  1^2^,  welche  durch  die  Gerade  (g,g') 
und  beziehungsweise  durch  die  Punkte  (a,a')  und  {&,&')  gelegt  werden, 
repräsentieren  bereits  die  verlangten  Berührebenen. 

Die  Berubrungspun  kte  dieser  Ebenen  können  nunmehr  leicht 
gefunden  werden. 

Berücksichtigen  wir  nämlich,  dass  der  Berührungspunkt  (iJa,ß'«) 
der  Ebene  T^  Tt  der  einzige  Punkt  dieser  Ebene  ist ,    welcher  gleich- 
zeitig dem  Hyperboloide  angehört,  d.  h.  welcher  der  Beziehung 
F,pa  —  F^p„  =  Ah 
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Genüge  leistet,  so  findet  die  folgende  Construetion  ihre  directe  Be- 
stätigung. 

Man  trage  auf  der  zur  Berührebene  T^Tx  senkrechten  Geraden 
F,a  die  Stveciie  1^,  «,  vom  Punkte  a  aus  nach  (f,f),  nochmals  ab 
und  verbinde  (/',/')  mit  dem  zweiten  Brennpunkte  (i^j,  J**,).  Diese  Ver- 
biüdungsgerade  schneidet  die  Berührebene  TtTt  bereits  in  dem  ge- 
suchten Berührungspunkte  (pa,?'«}- 

Es  ist  nämlich,  wenn  wir  uns  (f,  f)  wirklich  bestimmt  denken, 
das  Dreieck  J^,pa/'ein  gleichschenkliges,  und  daher 

Da  ferner  Ffi  =  F^O  und  F,a  =  af  ist,  wird: 

Oa  =  ^FJ 
oder,  weil  Oa  als  Radius  der  Kugel  (Ä,  S',)  gleich  ^0  =  50  ist,  auch 

FJ=AB 
sein.    Weiters    ist  fp„  aus  den  Strecken  F^p^  und  F^f  zusammen- 
gesetzt; es  ist  also: 

fPa  =  F,pa  +  FJ. 
Hieraus  folgt,  wenn  man  die  vorher  gefundenen  Werte  AB  und 
FiPa,  beziehungsweise  für  F^f  und  fpa  einsetzt: 

F^p^  =  F^pi,  ■+■  AB 
oder 

F,pa  —  F^Pa  =AB,\ 
was  zu  beweisen  war. 

Eine  dritte  Methode  fQr  die  Bestimmung  der  durch  eine 
Gerade  (g,  g')  gehenden  Tangentialebenen  eines  zweitheiligen 
ßotationshyperboloides  werden  wir  noch  an  späterer  Stelle 
kennen  lernen. 

§.  556. 

187.  Aufgabe.  Es  ist  die  Berührungscurve  eines  bifoeaJen  Rota- 
tionsliyperbololdes  mit  einem  demselben  aus  einem  beliebgen  Punkte 
umBehriehenen  Kegel  zu  constroierea. 

Es  stelle  (AB,A'B')  {Taf.  XXVI,  Fig.  170)  die  Rotationsachse 
des  Hyperboloides  dar ;  Y,  und  Y^  mögen  die  Asymptoten  der  Haupt- 
meridianhyperbsl  repräsentieren  und  (P,  JP*)  den  gegebenen  Kegel- 
seheitel  vergegenwärtigen. 

Die  gesuchte  Berührungscurve  ist  ein  Kegelschnitt,  welcher  den 
1  Ort  der  Berührungspunkte  aller  von  {P,P')  ausgehenden 
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Tangentialebenen  oder,  was  dasselbe  ist,  aller  von  (P,  P')  ausgehenden 
Tangenten  des  Hyperboloides  repräsentiert. 

Legen  wir  vor  allem  durch  den  gegebenen  Kegelscheitel  (P,P) 
die  Meridianebece  P,  P*  des  Hyperboloides.  Nachdem  diese  Ebene  das 
Hyperboloid  symmetrisch  theilt,  so  wird  sie  auch  eine  Sym- 
metrieebene für  den  umschriebenen  Kegel  sowohl,  als  auch  für 
dessen  Berührnngscurve  sein,  d.  L.  die  Ebene  der  Berührnnga- 
curve  wird  zu  dieser  Meridiauebene  senkrecht  stehen,  und  ihr  Schnitt 
mit  derselben  wird  eine  Achse  der  Berührnngscnrve  darstellen. 

Die  Endpunkte  dieser  Achse  können,  wie  von  selbst  einleuchtend, 
nur  jene  beiden  Punkte  der  Berührungseurve  sein ,  welche  in  der 
Meridianebene  P^P*  liegen;  dieselben  werden  also  durch  die  Be- 
rührungspunkte der  von  {P,P')  aus  au  den  in  der  Ebene  PtF^  liegenden 
Meridian  gezogenen  TangenteaJ  bestimmt.  Besagte  Punkte  können, 
wie  folgt,  cönstruiert  werden. 

Man  dreht  die  Meridianebene  PbPa  sammt  dem  Punkte  (P.P) 
um  {Ä  P,  A'  B')  in  die  zur  verticalen  Projectionaebene  parallele 
LE^e.  Hierbei  gelangt  P  in  die  Lage  P„,  ^während  der  gedrehte 
Meridian  mit  dem  Hauptmeridiane  zusammenlaUt. 

Cönstruiert  man  nun  die  von  P^  aus  an  die  Hauptmeridian- 
hyperbel gezogenen  Tangenten  t'^  und  <"„  und  bestimmt  deren  Be- 
rührungspunkte »(,  und  ?»o  ßiit  Hilfe  der  Brennpunkte  F,  und  F^  auf 
die  in  Aufgabe  178)  angegebene  Weise;  führt  man  ferner  'die  so 
erhaltenen  Punkte  a^  und  l^  in  die  Ebene  P^Ph  zurück,  so  erhält 
man  die  beiden  Endpunkte  (a,  o')  nnd  (b,  b")  der  einen  Achse  der 
Berührungseurve. 

Die  Ebene  der  Berührungseurve  ist  sodann,  wie  bereits  früher 
gezeigt  wurde,  diejenige  Ebene -S»  B/,,  welche  durch  die  Achse  (o &,«'&') 
senkrecht  zu  der  Meridianebene  P^  Pj  geführt  wird.  Die  zweite 
Achse,  oder,  wenn  diese  imaginär  ist,  die  Asymptoten  des  Berührungs- 
kegelschnittes können  wie  in  Aufgabe  181)  resp.  182)  cönstruiert 
werden. 

§.  557. 

IBS.Äufgaie.  Es  ist  der  Schnitt  eines  einem  bifocalsn  Rotations- 
hyperboloide umschriebenen  Kegels  mit  der  horizontalen  Projections- 
ebene  zu  bestimmen. 

Oder  mit  anderen  Worten: 

Es  ist  der  Schlagschatten  eines  bifooalen  RotatioHshyperbololdes 
bei  centraler  Beleuohtung  auf  der  horizontalen  Projectionsebene  zu 
eonetmieren. 
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Sei  {ÄB,A'B')  (Taf.  SXVI,  Pig.  171)  die  Rotationsachse  des 
Hyperboloides;  F^  und  F^  seien  die  Brennpunkte  desselben;  {P,  P") 
sei  der  gegebene  Kegelscheitel. 

Die  durch  den  Punkt  (P,  P')  gehende  Meridianehene  P^Pa  ist 
eine  Symmetrieebene  des  Kegels,  und  da  dieselbe  horizontal-proji- 
cierend  ist,  aueb  eine  Symmetrieebene  des  gesuchten  Durchschnittes 
des  umschriebenen  Kegels  mit  der  horiaontaieii  Projectionsebeae ;  die 
horizontale  Trace  P*  wird  demnach  eine  Achse  des  gesuchten 
Schnittes  seio. 

Die  Endpunkte  dieser  Achse  werden  durch  die  Horizootaldurch- 
stoßpunkte  der  in  der  Meridianebene  PvPk  liegenden  Erzeugenden 
dea  Berührungskegels ,  d.  i.  durch  die  von  dem  Punkte  (P,  P')  an 
den  in  der  Ebene  P^Ph  liegenden  Meridian  gezogenen  Tangenten 
dargestellt.  Diese  Tangenten  werden,  analog  des  in  der  vorhergehen- 
den Aufgabe  gewählten  Vorganges,  durch  die  Drehung  der  Ebene 
PpPh  um  die  Achse  Z  in  die  zur  verticaleu  Projectionsebene  pa- 
rallele Lage  ermittelt.  Hierbei  gelangt  P  nach  P^  und  der  Meridian 
üur  Coincidenz  mit  dem  Hauptmeridiane, 

Zieht  man  nun  von  P^  aus  die  Tangenten  (",  und  ("„  an  den 
Hauptmeridian  (allenfaUs  nach  der  in  Aufgabe  178  angegebenen  Con- 
stmction)  durch  Zuhilfenabrae  des  Brennpunktes  F„  und  dreht  man 
hierauf  die  horizontalen  Durehstoßpunkte  («,,  a'o)  und  (b^,  h'a)  der- 
selben in  die  Ebene  PvPh  nach  (a,  a'}  und  (6, 1>')  zurück,  so 
repräsentieren  die  so  erhaltenen  Punkte  (a,  «')  und  (&,  h'),  den  vor- 
liergegangenen  Erörterungen  gemäß,  die  Endpunkte  der  einen  Achse 
des  gesuchten  Horizontalschnittes. 

Nehmen  wir  ferner  Eücksicht  auf  den  erweiterten  Dandeliii- 
schen  Satz  (Satz  366),  so  ergeben  sich  auch  sofort  die  Brennpunkte 
der  gesuchten  Schnittcurve  als  die  Horizontaldurehstoßpunkfce  /'',  und 
f\  der  von  dem  Punkte  {P,  F')  aus  nach  dea  liezügiichen  Scheiteln 
(Ä,  A')  und  (5,  B')  des  Hyperboloides  geführten  Geraden. 

Die  Brennpunkte  des  Horizontalschnittes  können  offenbar  auch 
vermittelst  des  gedrehten  Punktes  F^  erhalten  werden.  Zieht  man 
nämlich  F^Ä  und  P^B,  so  erhält  man  die  gedrehten  Brennpunkte  in 
(fe,,  f'v^)  und  (fa,,  f'o,).  Dieselben  sind  sodann  einfach  in  die  Ebene 
F^Pk  nach  (f„f,)  und  f/j,  f a)  zurückzudrehen. 

Halbiert  man  endlich  die  Strecke  f^  f^  oder  a'  6',  so  reprä- 
sentiert der  Halbierungspunkt  o'  den  Mittelpunkt  des  gesuchfcea  Kegel- 
schnittes. Die  zweite  Achse  c'  d'  ist  vermittelst  der  bekannten  ele- 
mentaren Construetion  aus  der  Achse  a'b'  und  aus  den  Brennpunkten 
fi  und  f,  zu  construieren. 
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§.  558. 

189.  Aufgabe.  Es  Ist  die  Berührungscupve  eines  bifoealen  Rota- 
tionahyperboloides  mit  einem  demselben  umschriebenen  Cylinder  zu 
CO  nstniieren. 

Sei  {A£,A'B')  (Taf.  XXVI,  Fig.  172J  die  Kotationsachse  und 
seien  F,  und  F,  die  beiden  Brennpunkte  des  Rotationshjperboloides; 
die  gegebene  Bicbfcung  der  Cylindererzeugenden  ist  durcb  (g,  g') 
bestimmt. 

Die  Achse  des  Cylinders  ist  (nach  Satz  435,  Band  II),  die  durcb 
den  Mittelpunkt  {o,  o')  des  Hyperboloides  gebende  zu  i'^,  g')  parallele 
Gerade  {d,d').  Die  durch  diese  Gerade  {d,d')  geführte  Meridianebene 
Fg  Fh  ist  eine  Symmetrieebene  des  Hyperboloides  und  folglich  auch 
eine  Symmetrieebene  sowohl  in  Bezug  auf  den  Kegel,  als  auch  in 
Bezug  auf  dessen  Berührungscurve. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Ebene  der  Berühr ungscurve 
zu  der  Meridianebene  F^Fk  normal  sein  müsse  und  dass  deren  Schnitt- 
gerade  mit  der  Meridianebene  P„  Fh  eine  Achse  der  BerühningscurTe 
repräsentieren  werde.  Die  Endpunkte  dieser  Achse  können  selbstver- 
ständlich nur  die  in  der  Meridianebene  F^Fi,  liegenden  zwei  Punkte 
der  Berührungseurve,  d.  i.  die  Berührungspunkte  des  in  der  Ebene 
F„  Pj,  liegenden  Meridians  mit  den  zur  Geraden  (g,  g')  oder  {d,  d') 
parallelen  Tangenten  sein. 

Die  besagten  Berührungspunkte  sind,  wie  folgt,  sehr  einfach  zu 
construieren.  Wir  drehen  zu  diesem  Zwecke  die  Meridianebene  mit 
der  Geraden  (d,d')  um  {AB,A'B')  in  die  zur  vertiealen  Projeetions- 
ebene  parallele  Lage,  Die  Gerade  d  gelangt  hierbei  nach  dg  und  der 
Meridian  zur  Coincidenz  mit  dem  Hauptmeridiane. 

Die  gesuchten  Tangenten  werden  nach  dieser  Drehung  durch  die 
EU  dg  parallelen  Tangenten  i, "  und  i,"  des  Hauptmeridians  dargestellt. 
Die  letzteren  ergeben  sieh,  wenn  man  durch  den  einen  Brennpunkt, 
etwa  durch  F^  die  Senkrechte  l  zu  (7^  führt  und  durch  deren  Schnitt- 
punkte a  und  ß  mit  dem  über  AB  besehriebenen  Kreise  K  die  Ge- 
raden i,"  und  ^a"  parallel  zu  d„  zieht.  Die  Berührungspunkte  %  und 
b^  von  i,"  und  t^"  ergeben  sich  auf  die  bereits  mehrfach  besprocheiie 
Weise  mittelst  des  zweiten  Brennpunktes  F^.  Dreht  man  die  so  er- 
haltenen Punkte  tSp  und  \  in  die  Ebene  F,F),  nach  {a,a')  und  {p,b") 
zurück,  so  werden  durch  dieselben  die  verlangten  Aehsen-Eudpunkte 
dargestellt. 

Die  durch  die  Verbindungsgerade  {ab,a'h')  der  letztbezeichneten 
Punkte  senkrecht  zur  Meridianebene  F^Fh  gelegte  Ebene  B,Bi,  reprä- 
sentiert  sodann,  wie   schon  früher    hervorgehoben    wurde,    die    Ebene 
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der  Beruh rungscurve.  Die  zweite  Achse  der  Berührungseurve,  oder 
wenn  dieselbe  imaginär  ist,  die  Asymptoten  der  Curve  kSnnen  nach 
Aufgabe  181)  resp,  182)  ohne  jedwede  Schwierigkeit  eonstruiert  werden. 

§-  559. 

Die  Ebene  der  Berührungseurve  eines  Eotations- 
hyperboloides  mit  einem  umschriebenen  Kegel  oder 
Cylinder  kann  auch  mit  Hilfe  der  Collinearkugel  con- 
struiert  werden. 

Ist  nämlich  A  B  die  Rotationsachse,  8^  die  dem  Asymptotenkegel 
eingeschriebene,  durch  A  gebende  Collinearkugel,  wobei  die  Scheitel- 
tangentialebene in  A  die  Coüineationsebene,  und  die  Ebene  des  Be- 
rQhrungskreises  zwischen  Kugel  und  Asymptotenkegel  die  Gegenebene 
repräsentiert,  so  wird  einem  jeden  dem  Hyperboloide  aus  einem  Punkte 
umschriebenen  Kegel  ein  zweiter  Kegel  collinear  ent- 
sprechen, weicher  der  Collinearkugel  umsehrieben  ist  und  dessen 
Seheitel  jenem  des  ersteren  Kegels  eollinear  entspricht. 
Desgleichen  werden  offenbar  auch  die  Berührungscurven  beider  Kegel, 
sowie  deren  Ebenen  selbst  collinear  sein. 

Einem  dem  Hyperboloide  umschriebenen  Cyiinder  wird 
eollinear  ein  der  Kugel  umschriebener  Kegel  entsprechen,  dessen  Seheitel 
derjenige  Punkt  der  Gegenebene  ist,  welcher  dem  unendlich  fernen 
Punkte  der  Cylinder  erzeugende  n  collinear  entspricht. 

Soll  daher  mittelst  der  Collinearkugel  die  Ebene  der  Berührungs- 
eurve eines  zweimanteligen  Rotatlonahyperboloides  mit  einem  denselben 
umschriebenen  Kegel  (oder  Cylinder)  construiert  werden,  so  wird  man 
den  dem  Kegelscbeitel  (oder  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Cylinder- 
erzeugenden)  collinear  entsprechenden  Punkt  bestimmen,  hierauf  (wie 
in  Aufgabe  56)  die  Ebene  des  Beröhrungskreises  der  Collinearkugel 
mit  dem  derselben  aus  dem  gefundeneu  Punkte  umschriebenen  Kegel 
construieren  und  die  dieser  Ebene  eollineare  Ebene  bestimmen. 

§.  560. 

190.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  einem  bifocalen  Rota- 
tionahyperboloide  umschriebenen  Cyllnders  mit  der  horizontalen  Pro- 
jectionsebene  zu  constmieren. 

Die  zur  horizontalen  Projectionsebene  senkrechte  Drehungsachse 
(nur  unter  dieser  Voraussetaung  gilt  die  folgende  Construction)  sei 
{AB,A'S')  (Taf.XXVII,  Fig.173);  die  beiden  auf  derselben  liegenden 
Brennpunkte  des  Hyperboloides  seien  .F,  und  F^;  ferner  sei  durch  (g.g') 
die  Richtung  der  Cylindererzeugenden  gegeben. 
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In  der  Yovhergehenden  Aufgabe  wurde  bereits  darauf  hingewiesen, 
dass  die  durch  den  zu  (g,  g')  parallelen  Durehmesser  {dt,  d')  des 
Hyperboloides  gehende  Meridianebene  P^Pi,  eine  Symmetrieebene  des 
parallel  zu  (g,  g')  und  {d,  d')  umschriebenen  Cyünders  sei.  Da  aber 
die  eben  erwähnte  Meridiauebene  auch  auf  der  horizontalen  Pro- 
jectionsebeue  senkrecht  steht,  so  wird  dieselbe  überdies  eine  Symmetrie- 
ebene für  den  Schnitt  des  umschriebenen  Cylinders  mit  der  horizon- 
talen Projeetionsebene  sein,  oder  mit  anderen  Worten,  die  horizontale 
Traee  P^  der  Meridianebeiie  P^Pa  wird  gleichzeitig  eine  Achse  dieses 
Schnittes  darstellen. 

Die  Endpunkte  dieser  Achse  sind  offenbar  die  Horizontaldnrch- 
stoßpunkte  der  in  der  Meridianebene  P,Pa  liegenden  Cylindereraeu- 
genden,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Aehsenendpunkte  sind  die  Hori- 
zontaldurehstoßpunkte  der  an  den  in  der  Ebene  PcP/.  liegenden 
Meridian  parallel  zu  (g,  g')  oder  {d,  d')  gezogenen  Tangenten. 

Die  genannten  Endpunkte  construieren  wir  wieder  in  der  Weise, 
dass  wir  die  Ebene  T^Fh  sammt  der  Geraden  {d,  d')  um  (AB,  A' B') 
so  lange  drehen,  bis  sie  mit  der  Hauptmeridiaoebene  tj),  zusammenfällt. 

Infolge  dieser  Drehung  gelangt  der  in  der  Ebene  P^Ph  liegende 
Meridian  zur  Coincidenz  mit  dem  Hauptmeridiane  und  die  Gerade  d 
uach  (7o-  Gonstruieren  wir  weiters  in  voller  Übereinstimmung  mit  der 
in  der  vorbeigehenden  Aufgabe  besprochenen  Lösungsweise  und  Durch- 
führung die  zu  rffl  parallelen  Tangenten  ('^  uud  t\  ^^^  Hauptmeridians. 
Drehen  wir  endlieh  die  horizontalen  Durch  stoßpnnkte  {a„,  «'(,)  und 
(b^,  h'„)  der  besagten  Tangenten  in  die  Ebene  P^Pa  nach  (a,  a')  und 
{h,  h')  in  die  ursprüngliche  Lage  zurück,  so  werden  die  beiden  Punkte 
«'  und  h'  bereits  die  gesuchten  Aehsenecdpunkte  darsteilen. 

Ziehen  wir  ferner  durch  die  Scheitel  A  und  B  des  Haupt- 
meridians oder  beziehuugs weise  durch  die  Seheitel  A  und  B  des 
Hyperboloides  parallele  Geraden  zu  d^,  welche  die  Grundlinie  in  den 
diesbezüglichen  Punkten  /'„  und  P^  treffen  mögen,  uud  drehen  wir 
auch  diese  Punkte  in  die  Ebene  PpPh  nach  f,  und  f^  zurück,  so 
repräsentieren  die  letztgenannten  Punkte  f,  uud  ^  die  horizontalen 
Durchstoßpuckte  der  durch  die  Scheitel  A  und  £  des  Hyperboloides 
parallel  zu  den  Cylindererzeagenden ,  d.  i.  parallel  zu  {g,  g') 
gezogenen  Geraden. 

Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  366)  sind  aber  diese  Punkte  f^  und 
f^  gleichzeitig  die  Brennpunkte  des  gesuchten  Schnittes.  Dieser 
letztere  ist  also  durch  die  Brennpunkte  f^  und  f^  und  durch  die 
Brennpuaktsachse  a'  h'  dargestellt  und  daher  vollkommen  bestimmt. 
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Die  eben  besprochene  Conatruction  gibt  uns  unter  anderem  auch 
die  Mittel  an  die  Hand,  eine  bereits  gelöste  Aufgabe  einfacher  als 
dort  selbst  gezeigt  wurde,  durchzuführen, 

§.  561. 

191.  Aufgabe.  Durcli  eine  Gerade  ist  an  ein  tifocales  Rotations- 
hyperboloid  eine  Tangentialebene  zu  legen. 

Ist  nämlich  {g,  g')  (Taf.  XXVII,  Fig.  173)  die  gegebene  Gerade, 
durch  welche  die  Berührebenen  an  das  Hyperboloid  {ÄB,A'B';  F^,i\) 
gelegt  werden  sollen,  so  bestimmt  man,  wie  eben  gezeigt  wurde,  die 
Brennpunktsachse  a'h'  und  die  Brennpunkte  f\  und  /„  des  Schnittes 
der  horizontalen  Projectionsebene  mit  dem  dem  Hyperboloide  parallel 
zu  {(/,  g')  umschriebenen  Cylinder. 

Nachdem  jede  Tangentialebene  dieses  Cylinders  gleichzeitig  eine 
Tangentialebene  des  Hyperboloides  ist,  so  werden  die  beiden  zu 
suchenden  Ebenen  gleichzeitig  diejenigen  Tangentialebenen  des  um- 
schriebenen Oyiinders  darstellen,  welche  durch  die  Gerade  (y,  g') 
gehen.  Die  Horizontaltraeen  der  bezeichneten  Ebenen  werden  mithin 
jene  Tangenten  sein,  welche  von  dem  Horizontaldurchstoßpunkte  ii,' 
der  Geraden  {g,  g')  an  die  Horizontalspur  {a' i' ,  f^,  /j)  des  Cylinders 
gezogen  werden  können. 

Besehreibt  man  daher  über  a'J>'  als  Durchmesser  einen  Kreis  Ic^ 
und  Ober  h'f^  als  Durchmesser  einen  Kreis  y,  so  schneiden  sieh  die 
beiden  Kreise  in  zwei  Punkten  ft  und  v,  welche  (nach  Aufgabe  178) 
mit  h'  verbunden  die  Tangenten  des  Kegelschnittes  («'  b',  f^,  /j)  oder, 
nach  der  vorstehenden  Betrachtung,  die  Horizontaltraeen  T'y,  und  'JPh 
der  gesuchten  Berührebenen  ergeben.  Die  Verticaltracen  T'„  und  2^„ 
lassen  sich  nunmehr  leicht  construieren.  Selbstverständlich  gehen  die- 
selben durch  den  Verticaldurchstoßpunkt  v  von  (j;,  g'). 

Die  Berührungspunkte  dieser  Ebenen  liegen  in  den  zu  denselben 
senkrecht  geführten  Meridianebenen  und  können  somit  anstandslos 
construiert  werden. 

Suchen  wir  beispielsweise  den  Berührungspunkt  der  Ebene  T\T'u. 
Zu  diesem  Zwecke  bestimmen  wir  vorerst  den  Berührungspunkt  (vr,  je') 
der  Horizontaltrace  T'/,  mit  dem  Kegelschnitte  (a'J)',  f,,  f^).  Die  durch 
diesen  Punkt  {jt,  ji')  parallel  zu  {g,  g')  gezogene  Gerade  {g^,  (j\)  ist 
offenbar  die  BerShrungserzeugende  der  Ebene  T'^T'u  mit  dem  um- 
schriebenen Cylinder. 

Auf  derselben  Geraden  ((/,,  g\)  muss  selbstverständlich  auch  der 
gesuchte  Berührungspunkt  (p,,i''i)  ^^'^  Ebene  'X\  T'u  liegen,  da  aber 
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dieser  Punkt  auch  in  Uer  zur  Berührebene  T\  T'/,  senkrechten  Meri- 
dianebene F'„F\  liegt,  so  wird  sieh  der  verlangte  Berührungs- 
punkt als  der  Schnittpunkt  dieser  letzteren  mit  der  Geraden  (0i,9\)  iu 
($\>  P\)  ergeben. 

§.  562. 

Häufig  lassen  sich  auch  die  charakteristischen  Eigenschaften 
des  Asynoptotenkegels  eines  Hyperboloides  sehr  zweckmäßig 
•im  Vereinfachung  der  Constructionen  verwenden. 

Aus  vorhergegangeneB  Erörterungen  wissen  wir  nämlich,  dass 
jede  Tangentialebene  des  Asymptotenkegels  auch  das  Hyperboloid  be- 
rühre, und  zwar  in  jenem  unendlich  fernen  Punkte  berühren  werde, 
weicher  gleichzeitig  der  Berührungserzeugeaden   des  Kegels  angehört. 

Ferner  wurde  itereits  bewiesen,  dass  drei  conjugierte  Durch- 
messer des  Hyperboloides  stets  auch  drei  conjugierte  Durchmesser 
des  entsprechenden  Asyraptotenkegels  seien. 

Auf  Grund  der  letzt  augeführten  Eigenschaft  lässt  sich  beispiels- 
weise die  Ebene  der  Berührungseurve  eines  dem  Hyperboloide  um- 
schriebenen Cylinders  bei  weitem  einfacher  construieren,  als  dies  in 
Aufgabe  189)  geschehen  ist. 

Sei  also  beispielsweise  {AB,A'B')  (Taf.  XXVU,  Fig.  174)  die 
Kotationsachse  eines  zweimanteligen  Hyperboloides.  Die  Asymptoten 
Y,  und  Jj  des  Hauptmeridiaus  stellen  gleichzeitig  die  Verticaicontour 
des  Asymptotenkegels  dar.  Die  Traee  des  Asymptotenkegels  auf  der 
horizontalen  Projectionsebeue  ist  ein  Kreis  K',  welcher  die  horizontale 
Projection   0'  des  Flächenmifctelpünktes  zum  Centrum  hat. 

Soll  die  Ebene  der  Berührungseurve  des  Hyperboloides  mit  dem 
der  Geraden  (^,^')  parallel  umschriebenen  Cylinders  ermittelt  werden, 
so  hat  man  nur  zu  berücksichtigen ,  dass  dieselbe  (nach  Satz  428, 
Band  II),  jene  Diametralebene  des  Hyperboloides  sei,  welche  dem  zu 
(g,g')  parallelen  Durchmesser  {d,d')  conjugiert  ist  und  (nach  Satz  373) 
auch  gleichzeitig  mit  derjenigen  Diametralebene  des  Äsymptoteakegels 
übereinstimme,  welche  dem  Durehmesser  {d,d')  conjugiert  ist. 

In  letzterer  Eigenschaft  ist  aber  die  obbeaagte  Ebene  sehr  leicht 
zu  construieren,  denn  die  Horizontaltraee  Bh  derselben  ist  bekaontlicli 
die  Polare  des  Horizontaldurchstoßpunktes  h'  voo  {d,(l')  in 
Bezug  auf  die  Horizontalspur  K'  des  Asympto teukegels.  Die 
verticale  Trace  B^  dagegen  ergibt  sich  uumittelbar,  weon  maa  be- 
rücksichtigt, dass  die  gesuchte  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  (o,o') 
des  Hyperboloides  gehen  müsse. 
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§.  563. 

1<)3.  Aufgabe.  Es  ist  die  Vertical-  und  Horizontaleontour  eines 
bifocalen  Rotationshypertoloides  unter  der  Voraussetzung  zu  eon- 
stmieren,  dass  die  Rotationsachse  eine  gegen  beide  Projeetionsebenen 
geneigte  Gerade  und  der  Mittelpunkt  desselben  ein  auf  dieser  Geraden 
gegebener  Punkt  sei.  Die  Meridiauhyperbel  ist  in  wahrer  Größe 
durch  ihre  reelle  Achse  und  die  Asymptoten  (beziehnngsweise  durch 
die  Brennpunkte)  gegeben. 

Die  gegebene  gegen  die  beiden  Projeetionsebenen  geneigte  Rota- 
tionsachse sei  iZ,Z')  (Taf.  XXVII,  Fig.  175);  (0,  0')  seien  die  Projec- 
tionen  des  auf  derselben  gegebenen  Mittelpunktes  des  Hyperboloides; 
ferner  sei  die  Meridianhyperbel  (seitwärts)  durch  die  Achse  aß  und 
die  Asymptoten  ö,  und  e,  gegeben.  (Die  Brennpunkte  f,  und  f^  sind 
hiernach  leicht  festzustellen.) 

Vor  allem  legen  wir  durch  die  Drehungsachse  {Z,  Z')  die  hori- 
zontal-projicierende  Ebene  P/,.  Dieselbe  schneidet  das  Hyperboloid  in 
einem  Meridiane,  welch  letzterer  um  die  Trace  Fh  in  die  horizontale 
Projectionsebene  umgelegt,  in  («oßo' /i"/ii")  erhalten  wird.  Hierbei 
stellen  die  Gerade  a^^n  die  umgelegte  Rotationsachse  Z^;  0,,  den 
umgelegten  Mittelpunkt ;  «„ ,  ^o  die  umgelegten  Achsenendpunkte 
(«u  0„^  |5o  On  =  Ko  =  ^o)  und  f",  und  f^  die  umgelegten  Brenn- 
punkte der  Meridianhyperbel  dai\ 

um  au  diese  umgelegte  Meridianhyperbel  jene  Tangenten  zu 
ziehen,  welche  zur  Trace  P;,  der  Meridianebene  senkrecht  stehen, 
gehen  wir  folgendermaßen  zu  Werke. 

Wir  beschreiben  über  a^ßg  als  Durchmesser  den  Kreis  K^,  ziehen 
durch  einen  der  Brennpunkte,  etwa  durch  f^'*,  eine  Parallele  X  zu  Pi„ 
welche  den  Kreis  Kj,  in  den  Punkten  «„  und  t„  schneidet.  Die  Senk- 
rechten Oß  a'  und  5„  h'  durch  die  Punkte  a^  und  i^  zur  Trace  Pi,  be- 
stimmen, wie  bekannt,  bereits  die  beiden  obTerlangten  Tangenten, 
während  die  Fußpunkte  a'  und  h'  derselben  auf  der  Trace  Fi,  die 
horizontalen  Durchstoßpunkte  der  horizontal-projicierenden  Tangenten 
des  in  der  Meridianebene  Ph  liegenden  Meridians  darstellen. 

Nachdem  diese  Tangeuten  gleichzeitig  zwei  Erzeugenden  des  dem 
Hyperboloide  umschriebenen  horizontal-projicierenden  Cylinders  reprä- 
sentieren ,  so  stellen  die  Punkte  a'  und  '/  bereits  zwei  Punkte  der 
Horizontaleontour  des  Hyperboloides  dar. 

Weiters  ist  unschwer  nachzuweisen,  dass  die  Gerade  a' h'  eine 
Achse  dieser  Contour  sei. 
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Zu  diesem  Behufe  wird  man  nur  au  zeigen  haben,  dass  die  Con- 
tourtangenten  in  den  Punkten  a'  und  Ö'  zu  a'h'  thatsächlieh  senkrecht 
stehen.  Die  Tangente  der  Contour  in  dem  Punkte  a'  ist  die  horizontale 
Traee  der  durch  die  projicierende  Tangeute  a'  a^  geilenden  Berühr- 
ebene des  Hyperboloides.  Nachdem  der  Beröhrnngspunkt  derselben  in 
der  genannten  Tangente,  also  in  der  horizontal-projiclerenden  Meridian- 
ebene  Pk  liegt,  so  ist  die  genannte  BerQhrebene  senkrecht  zur  Meri- 
dianebene Pi,,  und  ihre  Horizoutaltraee ,  d.  i.  die  genannt«  Contour- 
taugente,  steht  somit  anf  der  Horizontaltrace  Pa  oder  auf  a'b'  senk- 
recht. Dasselbe  gilt  auch  von  der  Contourtangente  im  Punkte  h'.  so 
dass  hiemit  die  Behauptung,  a'h'  sei  eine  Achse  der  Contour, 
gerechtfertigt  erscheint. 

Bevor  wir  die  Durchführung  der  uns  gestellten  Aufgabe  v^eiter 
fortsetzen,  wollen  wir  noch  folgende  allgemeine  Betrachtung  ^voraus- 
schicken. 

Die  Contour  einer  Fläche  zweiten  Grades  für  „Parallel- 
projection"  ist  der  Schnitt  der  Projectionsebene  mit  dem  der  Fläche 
parallel  zum  projiciereoden  Strahle  umschriebenen  Cylinder. 

Nachdem  nun  bekanntlich  sämmtliche  ebenen  Schnitte  eines 
Cylinders  zweiten  Grades  Kegelschnitte  von  derselben  Gattung,  d.  h. 
entweder  nur  Ellipsen,  oder  nur  Hyperbeln,  oder  nur  Parabeln  sind, 
so  folgt,  dass  die  Contour  einer  Fläche  zweiten  Grades  für 
Paraiielproj  ection  stets  ein  Kegelschnitt  von  der  näm- 
lichen Gattung  wie  derjenige  Kegelschnitt  sein  wird,  welcher  die 
Berührungscurve  der  Fläche  mit  dem  derselben,  parallel  zum  proji- 
eierenden  Strahle  umschriebenen  Cylinder,  darstellt.  Diese  Berüh- 
rungscurve ist  aber  der  Schnitt  der  Fläche  aweiten  Grades 
mit  der  der  Richtung  der  Piojeetionsstrahlen  conjugierteu  Durch- 
messerebene. 

Im  Falle  eines  bifocalen  Eotationshyperboloides  sind  sämmtliche 
Diametralschnitte  entweder  Hyperbeln  oder  aber  imaginäre  Curven, 
je  nachdem  der  der  Diametralebene  conjugierte  Durchmesser  außerhalb 
oder  innerhalb  des  Asymptotenkegels  liegt. 

Hieraus  folgt,  dass  das  bifocale  Rotationshyperboloid  bei  voraus- 
gesetzter Orthogonal-  oder  allgemeiner  bei  Parallel- Projection,  ent- 
weder eine  hyperbolische  oder  gar  keine  Contour  besitze. 

Nachdem  sich  in  (Taf.  XXVII,  Fig.  175)  in  der  That  zwei  reelle 
Punkte  a'  und  b'  der  horizontalen  Contour  ergeben  haben,  so  ist  die- 
selbe nothwendig  eine  Hyperbel,  und  es  wird  daher  unsere  Aufgabe 
darin  bestehen,  deren  Asymptoten  zu  bestimmen. 
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Aus  Früherem  wissen  wir,  dass  jede  Berührebene  des  Äsymp- 
totenkegels  gleichzeitig  auch  eine  Berührebene  des  Hyperboloides  iu 
einem  unendlich  fernen  Punkte  desselben  darstelle. 

Construieren  wir  im  vorliegenden  Falle  die  horizontal-projicie- 
renden  Berührebecen  des  Asymptoten  kegeis,  so  werden  die  Horizontal- 
Iracen  derselben,  oder  mit  anderen  Worten,  die  horizontaleo  Cootour- 
geraden  des  Asymptotenkegels,  offenbar  schon  die  gesuchten  Coatour- 
asymptoten  des  Hyperboloides  darstellen.  Dieselbea  können 
durch  nachstehende  Constructionen  gefunden  werden. 

Wir  denken  uns  das  Hyperboloid  sammt  dem  Asymptotenkegel 
um  die  Horizontaltrace  P^  so  lange  gedreht,  bis  die  Rotationsachse 
in  die  horizontale  Projectionsehene  nach  Z^  gelangt.  Id  dieser  Lage 
schneidet  der  Asymptotenkegel  die  horizontale  Projectionsehene  in  zwei 
Erzeugenden,  welche  offenbar  die  Asymptot-en  öi"  und  e^  des  um  P;, 
umgelegten  horizoatal-projiciereßden  Meridians  sind. 

Legen  wir  nun  an  beliebiger  Stelle  eine  zur  Geraden  Z^  senk- 
rechte (horizontal-projieierende)  Ebene  77* ,  so  schneidet  diese  den  ge- 
drehten Asymptoten kegel  in  einem  Kreise  X(,  welcher  um  77*  umgelegt, 
in  K^"  dargestellt  erscheint. 

An  den  Asymptotenkegei  haben  wir  in  seiner  ursprünglichen  Lage 
horizontal-projieierende  Berührebenen  zu  legen,  d.  h,  Berübrebenen  zu 
führen,  welche  durch  die  den  Mittelpunkt  {0,0')  enthaltende  horizontal- 
projieierende  Gerade  gehen.  Bei  der  vorgenommenen  Drehung  gelangt 
die  besagte  Gerade  in  die  horizontale  Projectiousebene  und  erscheint 
daselbst   durch   die    Senkrechte    O^ä  von  Oo    auf  die   Trace  P*    dar- 


Die  gesuchten  beiden  horizontal-projicierenden  Berührebeaea  des 
Asymptotenkegels  sind  daher,  nach  vollzogener  Drehung,  diejenigen, 
welche  durch  die  Gerade  O^ä  an  den  gedrehten  Kegel  {Oa.K^)  geführt 
werden. 

Die  Berührungspunkte  derselben  mit  dem  Kreise  K^  sind  leicht 
zu  bestimmen.  N"ach  Umlegung  des  letzteren,  um  11^  nach  £", 
erscheinen  obhesagte  Punkte  als  die  Berührungspunkte  Mg  und  «„ 
der  von  5  aus  an  K°^  gezogenen  Tangenten,  während  deren  Pro- 
jectiouen  sich  als  die  beiden  coincidierenden  Punkte  m,  und  »j  in  der 
Trace  J7;,  der  Kreisebene  ergeben. 

Hiermit  haben  wir  festgestellt,  dass  die  beiden  gesuchten  hori- 
zontal-projicierenden Berührebenen  des  Asymptotenkegels,  nach  der 
Drehung  dieses  Kegels  in  die  Lage  (O^.ä;,),  durch  jene  beiden  Punkte 
gehen  werden,  welche  zur  horizontalen  Projection  den  Punkt  m,  (oder  n-^} 
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haben,  und  von  diesem  zu  beiden  Seiten  der  horizontalen  Projectioiis- 
ebene  um  die  Strecke  m,  m„  =  «,  w,,  entfernt  sind. 

Diesem  Ergebnisse  zufolge  haben  wir  demnach  bloß  die  beiden 
Punkte  m^  und  n,,  um  Pt  in  die  ursprüngliche  Lage  zurüekKudrehen, 
und  nachdem  der  zugehörige  Drehungswinkel  gleich  90"  ist,  wird  sieli 
die  um  P*  gedrehte  horizontal-projieierende  Gerade  m^  w,  nach  der 
vorerwähnten  Zurückfuhruag  als  diejenige  horizontale  Gerade  dar- 
stellen, welche  durch  ()»,,  w,)  senkrecht  zu  Ph  gezogen  werden  kann. 
Hierbei  erscheint  selbstverständlich  die  Strecke  jW[  m,  in  wahre  r 
Größe  (m'n'^m(|«n)  ^'^^  haben  die  beiden  Punkte  m'  und  «■'  offenbar 
eine  gegen  P^  symmetrische  Lage, 

Die  Punkte  m'  und  n'  sind  nun  die  Horizontal projectionen 
zweier  Punkte,  durch  weiche  die  horiKontal-projicierenden  Beröhr- 
ebenen  des  Asymptotenkegels  gehen.  Die  Geraden  O'm'  und  O'n' 
sind  sonach  die  Horizontaltracen  dieser  Ebenen  oder,  wie  früher 
nachgewiesen  wurde,  die  Asymptoten  £'„  S\  der  horizontalen  Con- 
tour  des  Hyperboloides.  Die  letztere  ist  hiemit  durch  Z',,  Z,'^  und 
durch  die  reelle  Achse  a'h'  vollkommen  bestimmt. 

In  gleicher  Weise  kaun  nunmehr  auch  die  Contour  auf  der  verti- 
calen  Projectionsebene,  falls  sie  reell  ist,  bestimmt  werden. 

§.  564. 

193.  Aufgabe.  Es  ist  in  MinograpMseher  Projection  die  Con- 
tour eines  bifocalen  Rotatlonshyperboloides  unter  der  'V 
zu  eonstruieren,  dass  die  Rotationsachse  durch  ei 
die  Bildebene  geneigte  Gerade  und  das  Centrum  des  Hyperboloides 
durch  einen  auf  dieser  Geraden  gegebenen  Punkt  dargestellt  sei. 
Die  Meridianhyperbel  ist  in  wahrer  Größe  durch  Achse  und  Brenn- 
punkte gegeben. 

Die  gegebene  Rotationsachse  sei  dv  (Taf.XXVII,  Fig.  176),  0  sei 
der  auf  derselben  gegebene  Mittelpunkt  des  Hyperboloides;  ferner  sei 
aß  (seitwärts)  die  reelle  Achse  der  Meridianhyperbel;  f^  und  f^  seien 
deren  Brennpunkte.  Das  Projeetionsdreieck  ist  durch  v\  v  d  fest- 
gestellt. 

Die  gesuchte  Contour  des  Rotationshyperboloid  es  wird  der 
Schnitt  der  Bildebene  mit  jenem  Cyliader  sein,  welcher  dem  Hyper- 
boloide parallel  zu  den  Projection sstrahlen  umschrieben  ist.  Es  ist 
einleuchtend,  dass,  weil  dieser  Cyliader  ein  sehief-projicierender  ist, 
die  zu  bestimmende  Contour,  als  die  schiefe  Projection  irgend  eines 
beliebigen  ebenen  Schnittes  desselben  betrachtet  werden  kann.  Von 
dieser   Eigenschaft    werden   wir    im  Verlaufe    der    Lösung   und    be- 
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aiehungsweise  bei  den  durchzuführenden  CoiistructiooeD  Gebrauch 
machen. 

Vor  allem  wollea  wir  awei  besondere  Punkte  der  Con- 
tourcurve  bestimmen. 

Die  durch  die  Rotationsachse  dv  gehende,  schief-projicierende 
Ebene  F,  deren  Bildflächtrace  Fi  mit  der  Projection  dv  identiscti 
ist,  repräsentiert  eine  Meridianebene  des  Hyperboloides,  Die  Tan- 
genten des  Meridians  in  dieser  Ebene  F.  welche  zum  schief- proji- 
cierenden  Strahle  parallel  sind,  stellen  zwei  Erzeugenden  des  um- 
schriebenen schief  -  projicierenden  Cjlinders  dar ;  die  Schnittpunkte 
derselben  mit  der  Bildebene  sind  daher  zwei  Funkte  der  gesuchten 
Contourcurve. 

Um  die  besagten  Punkte  festzustellen,  legen  wir  die  genannte 
schief-projicierende  Meridianebene  sammt  dem  in  ihr  liegenden  Meri- 
dian um  die  Traee  P/,  =^  dv  in  die  Bildebene  um.  Hiedurch  gelangt 
die  umgelegte  Rotationsachse  nach  dv„  und  der  umgelegte  Mittel- 
punkt nach  0„.  Es  kann  somit  der  umgelegte  Meridian  (a^ßo,  f,-,  ft^ 
congruent  mit  dem  in  wahrer  Größe  gegebenen  Meridiane  (a  ß,  f,,  f.^ 
direct  verzeichnet  werden. 

Die  Richtung  des  um  Pj  umgelegten  schief  -  projieierendeu 
Strahles  ist  durch  die  Gerade  vv^,  dargestellt. 

Die  früher  gedachten  sehief-projicierenden  Meridiantangenten 
werden  sich  in  der  Umlegung  als  die  zu  v  v^  parallelen  Tangenten 
der  Hyperbel  («o^o'^/i/ä")  darstellen  und  können  diese  letzteren,  wie 
bereits  mehrfach  besprochen,  mittelst  des  über  cc^ß^  beschriebenen 
Kreises  und  des  einen  Brennpunktes,  etwa  /■,*,  eonstruiert  werden. 
Deren  Schnittpunkte  a  und  h  mit  der  Traee  Fi,  liefern  die  früher 
genannten  beiden  Con tourpunkte. 

Es  ist  unschwer  einzusehen,  dass  ah  ein  Durchmesser  der  Cou- 
tourcurve  ist.  Denn  die  Achse  eines  einer  Fläche  zweiten  Grades 
umschriebenen  Cyiinders  geht  stets  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  : 
es  ist  mithin  auch  die  schiefe  Projection  des  Mittelpunktes  einer 
solchen  Fläche,  der  Mittelpunkt  ihrer  Contour.  Nachdem  weiters  die 
Sehne  ah  durch  den  Mittelpunkt  0  der  Contour  geht,  so  ist  dieselbe 
ein  Durchmesser  der  letzteren. 

Denken  wir  uns  ferner  durch  die  um  Fi,  umgelegten  Hyperbel- 
scheitel a„  und  ßg  die  Parallelen  zum  umgelegten  schief-projicierende n 
Strahle  vv^  gezogen,  so  repräsentieren  die  Schnittpunkte  ^p^  und  ip^ 
derselben  mit  der  Traee  Fi,  die  schiefen  Projectionen  der  Scheitel  des 
Hyperboloides. 
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Wir  haben  gefunden ,  dass  die  Contourcurve  des  ümdrehungs- 
Jtyperboloides  einen  reellen  Durchmesser  ab  besitze  und  folglich  eine 
Hyperbel  sein  müsse.  Es  wird  schließlich  auch  keinerlei  Schwierigkeit 
bieten,  deren  Asymptoten  zu  bestimmen. 

Denken  wir  uns  eine  beliebige  zur  Kotationsacbse  d»  senkrechte 
Ebene  Si,8,  construiert.  Der  sehief-projicierende,  dem  Hyperboloide 
umschriebene  Cylinder  wird  dieselbe  in  einer  Hyperbel  achneiden,  deren 
Brennpunkte  (Satz  366)  die  Schnittpunkte  dieser  Ebene  Si,  S,  mit  den 
durch  die  Scheitel  des  Hyperboloides  gehenden  schief-projicierenden 
Strahlen  sind  oder  was  dasselbe  ist,  diejenigen  Punkte  der  Ebene  Si,  S„ 
sein  werden,  deren  schiefe  Projectionen  durch  g>,  und  p^  dargestellt 


Selbstverständlich  sind  auch  die  Punkte  a  und  h  als  die  schiefen 
Projectionen  des  in  der  Ebene  Si,  Se  liegenden  Kegelschnittes  zu  be- 
trachten, und  da  dieselben  überdies  auf  der  Verbindungsgeraden  y,  (p^ 
liegen,  so  werden  durch  die  genannten  Punkte  die  schiefen  Projectionen 
der  Scheitel  jener  Hyperbel  dargesteilt. 

Legen  wir  nun  die  vier  Punkte  a,  b,  ^i  und  <p^  um  Si,  in  die 
Bildebene  nach  A^,  B^,  9)1"  und  ^pj"  um,  so  erhalten  wir  in  Äg  B„ 
die  Brennpuuktsachse  und  in  ^,'* ^f"  die  Brennpunkte  der 
umgelegten  Hyperbel. 

Aus  diesen  hiemit  festgestellten  Elementen  ergeben  sich  auf 
bekannte  Weise  die  Asymptoten  a\  und  g\,  welch  letztere  in  die 
Projectton  zurückgeführt  in  0,  und  ffj  dargestellt  erscheinen. 

Da  die  eben  betrachtete  Hyperbel  den  Schnitt  des  umschriebenen 
Bchief-projicierenden  Cylinders  mit  einer  Ebene  darstellt,  so  ist  deren 
schiefe  Projeetion  identisch  mit  der  Contourcurve;  es  sind 
demnach  ir,  und  e^  die  Asymptoten  der  Contourcurve.  Hiermit  er- 
scheint auch  diese  letztere  vollkommen  bestimmt. 

In  ähnlicher  Weise  wird  die  gestellte  Aufgabe  in  der  „Central- 
projection"  ihrer  Lösung  zugeführt.  Man  wird  nämlich  deu  dem 
Hyperboloide  umschriebenen  central -projicierenden  Kegel  mit  einer  zur 
Kotationsaehse  dv  senkrechten  Ebene  zum  Schnitte  bringen  und  die 
centrale  Projeetion  dieses  durch  seine  Brennpunkte  und  die  Brenn- 
punktsachse dargestellten  Schnittes  aus  dessen  Umlegung  auf  die  uns 
bekannte  Weise  construieren. 

§.  565. 

Bestimmung  des  bifocalen  Rotations-Hyperboloides 
durch  gegebene  Punkte,  Taugeutialebenen  und  andere 
Elemente. 
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19d.  Aufgabe.  Ein  bttocales  Rotationsbyperboloid  ist  durch 
seine  Rotationsachse  und  dorch  einen  Punkt  auf  der  Fläche  gegeben : 
es  ist  die  Meridianhyperbel  zu  bestimmen. 

Es  ist  klar,  dass,  wenn  durch  die  Rotationsachse  und  durch  den 
gegebenen  Punkt  eine  Ebene  gelegt  wird ,  diese  eine  Meridianebene 
des  Hyperboloides  darstelle.  Der  Meridian  ist  in  diesem  Falle  durcli 
die  reelle  Achse  und  einen  Punkt  bestimmt.  Wie  unschwer  zu  er- 
kennen, lässt  sieh  daher  das  vorliegende  Problem  auf  die  Aufgabe  der 
ebenen  Geometrie  zurückführen:  „Die  Asymptoten  einer  Hyperbel  zu 
eonstruieren,  von  welcher  die  reelle  Achse  und  ein  Punkt  gegeben  ist." 

Dies  voHfähren  wir  einfach  auf  folgende  Art.  Ist  A  B  (Taf.XXVII, 
Fig.  177)  die  gegebene  Achse  der  Hyperbel  und  a  der  gegebene  Punkt 
auf  der  Curve,  so  beschreiben  wir  über  AB  als  Durchmesser  den 
Kreis  K  und  bestimmen  die  Bertthrungssehne  p^  desselben  für  die 
von  a  aus  an  den  Kreis  K  gezogenen  Tangenten. 

Der  Punkt  «,  in  welchem  Pa  die  Achse  AB  schneidet,  ist  sodann 
der  vierte  harmonische  Punkt  zu  den  drei  Punkten  A,  B  und  a',  wobei 
«'  den  Schnittpunkt  der  Achse  Ä  B  mit  dem  zu  ihr  aus  a  gefällten 
Perpendikel  bedeutet;  es  ist  mithin  «a  die  Tangente  der  Hyperbel  im 
Punkte  a. 

Diese  Tangente  (  schneidet  den  Kreis  K  in  zwei  Punkten  ft  und  v. 
Wie  aus  vorausgeschickten  Erörterungen  (Aufgabe  178)  hervorgeht, 
sind  jene  Punkte  /j  und  f,,  in  welchen  die  in  y.  und  v  zur  Tangente 
flava  senkrecht  gezogenen  Geraden  it  f^  und  v  f^  die  Achse  AB 
treffen ,  die  Brennpunkte  der  Hyperbel.  Aus  diesen  Bestimmungs- 
stttcken  können  nun  weiters,  wenn  nöthig,  anstandslos  die  Asymp- 
toten direct  abgeleitet  werden. 

§.  566. 

19Ö.  Aufgabe.  Ein  bifoeales  Rotationstyperboloid  ist  durch  die 
Rotationsaehse  und  eine  Tangentialebene  gegeben;  die  beiden  Brenn- 
punkte der  Fläche  sind  zu  ermitteln. 

Sei  A  B  die  gegebene  Rotationsachse  und  T  die  gegebene  Tau- 
gentialebene.  Eine  ebenso  nothwendige  als  hinreichende  Bedingung, 
damit  die  Aufgabe  eine  reelle  Lösung  gestatte,  ist  die,  dass  die  Be- 
rührebene  T  die  Achse  AB  innerhalb  der  Strecke  AB  schneide. 

Legen  wir  durch  die  Rotationsachse  AB  die  Ebene  P senkrecht 
zu  der  Berührebene  T,  so  ist  die  Schnittgerade  t  beider  Ebenen  eine 
Tangente  des  in  der  Ebene  P  liegenden  Meridianes.  Um  aus  der 
Rotationsachse  A  B  und  der  Meridiantangente  t  die  Brennpunkte  f, 
und  fj,  welche  dem  Meridiane  sowohl,  als  auch  der  Fläche  zukommen, 
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abzuleiten,  beschreiben  wir  wieder  über  AB  als  Durchmesser  einen 
Kreis  K  und  fällen  aus  dessen  Schnittpunkten  ^  und  v  mit  der  Tan- 
gente (  auf  diese  letztere  senkrechte  Geraden-  Diese  zu  t  normalen 
Geraden  treffen  die  Achse  AB  bereits  in  den  gesuchten  Brennpunkten 
/i  und  /;. 

§.  567. 

196.  Aufgabe.  Ein  bifoeales  Rotationshyperboloid  ist  durch  die 
Lage  der  Rotationsachse,  den  Mittelpunkt  und  eine  Tangente  sammt 
dem  zugehörigen  Berührungspunkte  gegeben;  die  Länge  der  Rota- 
tionsachse und  die  Brennpnnkte  sind  zs  bestimmen. 

Sei  Z  (Taf.  XXVII,  Fig.  178)  die  der  Lage  nach  gegebene  Rota- 
tionsachse, 0  der  Mittelpunkt  des  Hyperboloides  und  endlich  r  irgend 
eiüe  Tangente  der  Fläche  mit  dem  ihr  angehörenden  Berührungs- 
punkte p. 

Die  Tangentialebene  T  der  Fläche  im  Punkte  p  gehb  einerseits 
durch  die  gegebene  Tangente  v  und  steht  andererseits  auf  der  Meri- 
dianebene iZ,p)  des  Punktes  p  senkrecht;  dieselbe  ist  mithin  voll- 
kommen bestimmt. 

Besagte  BerQhrebene  schneidet  die  Meridianebene  iZ,p)  in  der 
Tangente  t  des  Meridianes  im  Punkte  p.  Dieser  Meridian  ist  daher 
durch  die  Lage  der  Achse  Z,  durch  den  Mittelpunkt  0,  durch  eine 
Tangente  t  und  deren  Berührungspunkt  p  gegeben 

Nennen  wir  a  den  Schnittpunkt  der  Tangente  f  mit  der  Achse  Z 
und  a  die  orthogonale  Piojectioa  des  Berubrung^punktei  p  auf  die 
Achse  Z,  so  ist  ap  als  Berührungssehne  der  von  «  lus.  an  die  Hyperbel 
gezogenen  Taogenten,  gleichzeitig  die  Polare  des  Punktes  a.  Hieraus 
folgt,  dasä  die  beiden  Punkte  «  und  a  mit  den  zu  suchenden  Achsen- 
endpunkten  A  und  B  vier  harmonische  Punkte  darstelien  müssen. 
Andererseits  muss  aber  auch  AO  =:B0  sein 

Die  Punkte  A  und  B  ergeben  sich,  wie  nachgewiesen  werden 
wird,  durch  folgende  Construction. 

Schlägt  man  über  acc  als  Durchmesser  einen  Kreis  K^  und  zieht 
man  an  denselben  die  Tangente  Or,  so  ist  Or^AO  —  BO. 

Ana  der  Construction  folgt  nämlich,  dass: 


oi 

■■  =  04'  = 

03 

'=0, 

I.O». 

Nun  ist  aber : 

Aa  = 

-.AO+Oo; 
-AO^Oa 

und 

:B0- 

■.Oa- 

-Oa 
-OB. 

BCllkB 

,  D.ntelknde  < 

a,  proje.tiTe  Geemetiie.  ; 

HL 
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Sind  die  vier  Punkte  A,  B,  a  nnil  a  wirklich  liarmouisch, 
so  muss 

4_^_A.a  AO  +  Oc:  _    Oa  +  OA 

Bcc~  Sa  ^  ^^  BO—Oa  ^    Oä—OB 
oder,  da  man  für  die  Streelte  OB  auch  OA  setzen  kaan: 
OA  +  Oa  __  Oa  +  OA_ 
'O'A—Oa~'0ä—OA- 
Dass  diese  Relation  in  der  That  besteht,  ergibt  sich  unmitteibar 
wie  folgt, 

(0A-\-0c^)  {0a  —  0Ä)^{0A  —  0a)  (Oa  +  OA) 
oder 
OA.  Oa—OA^-\-Oa.Oa—OK.OA=rOA.  Oa  —  Oa.0«  + 
+  ÖÄ^  —  Occ.OA 
und  nach  entsprechender  Eeduction: 

Oa.  Oa=ÖA} 
welches  Resultat  mit  dem  der  vollführten  Construction  übereinstimmt 
und  deren  Richtigkeit  bestätigt. 

Sind  somit  die  Achsenendpunkte  ^1  und  ß  bestimmt,  so  kann  man 
aus  dem  über  AB  gezeichneten  Kreise  K  und  der  Tangente  (  die 
Brennpunkte  /l  und  f^  auf  dieselbe  Weise  wie  in  der  vorhergehenden 
Aufgabe  finden. 

§.  568. 
107.  Aufgabe.  Von  einem  bifocalen  Rotationshyperboloide  sind 
die  Rotationsachse  der  Lage  nach,  der  Mittelpunkt  und  zwei  Punkte 
gegeben;  die  Länge  der  Rotationsachse  und  die  beiden  Brennpunkte 
der  Fläche  sind  festzastellen. 

Ist  Z  die  Rotationsachse,  0  der  Mittelpunkt  des  Hyperboloides, 
und  sind  ^,  und  p^  die  beiden  Punkte  der  Fläche,  so  legen  wir 
diesfalls  durch  Z  eine  beliebige  Meridianebene  P,  und  drehen  die 
gegebenen  Punkte  p^  und  p.,  so  lange  nm  Z  als  Achse,  bis  dieselben 
in  die  Ebene  P  nach  jr,  und  n^  gelangen.  Selbstverständlich  sind 
sodann,  weil  ^,  und  p^  bei  dieser  Drehung  Parallelkreise  besebreiben, 
/r,  und  jr„  zwei  Punkte  der  in  der  Ebene  P  Hegenden  Meridian- 
hjperbel. 

Es  wird  sieh  demnach  darum  handeln,  aus  der  Achse  2'  (Taf.XXVII, 
Fig.  179),  dem  Mittelpunkte  0  und  den  beiden  Hyperbelpunkten  n^ 
und  iTj,  die  Scheitel  Ä  und  B  auf  Z  zn  finden. 

Dies  kann  folgendermaßen  bewerkstelligt  werden.  Ziehen  wir 
die  Verbindungsgerade  jt,  «g,  so  trifft  dieselbe  die  Achse  Z  in  einem 
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Piiokte  a.  Bestimmeu  wir  zu  den  drei  Punkten  «,  jTj  und  re^  den 
vierten  harmonischen  Punkt  m,  so  ist  die  Gerade  ma,  welche  durch 
m  senkrecht  zur  Achse  Z  gezogen  wird,  bekanntlich  die  Polare 
des  Punktes  a  in  Bezug  auf  die  Hyperbel.  Diese  Polare  schneidet  die 
Achse  Z  in  dem  Punkte  a;  es  müssen  nun  die  Punkte  a  und  k  mit 
den  beiden  zu  suehendea,  gegen  0  symmetrisch  liegenden  Punkten 
A  und  B,  vier  harmonische  Punkte  darstellen. 

Die  Erreichung  dieses  Zweckes  erfordert  eine  Construction, 
welche  mit  der  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  augedeuteten  in 
voller  Übereinstimmung  ist. 

Sind  sodann,  wie  dort,  auch  hier  die  Achsenendpunkte  Ä  uud  B 
bestimmt,  so  folgt  die  Construction  der  Brennpunkte  f,  und  f^  aus 
Ä,  B  und  einem  der  beiden  Punkte  jr,  oder  jt,  auf  dieselbe  Weise, 
wie  dies  in  Aufgabe  194)  vollführt  wurde. 

§.  569. 

l'JS.  Ätifgabß.  Eia  Mfoeales  Eotationshyperbolold  ist  durch 
einen  Brennpunkt  und  vier  Tangentialebenen  gegeben;  es  sind  der 
zweite  Brennpunkt  und  die  beiden  Sekeitel  des  Hyperboloides  zu 
bestimmen. 

Der  gegebene  Brennpunkt  sei  .F, ;  die  vier  gegebenen  Tan- 
gentialebenen seien  1\,  1\,  T^  und  T,.  Nach  Satz  355)  liegen  die 
Fußpunkte  «,,  öj,  %  und  a^  der  vier  von  dem  Brennpunkte  t\  ans, 
auf  die  Ebenen  r,,  T„,  T^  und  T^  geilten  Perpendikel  auf  der- 
jenigen Kugel,  welche  über  der  Rotationsachse  als  Durchmesser 
beschrieben  wird. 

Man  hat  daher  bloß  durch  die  vier  Fußpunkte  a^,  «j,  Oj,  a^ 
eine  Kugel  S  zu  legen.  Der  Mittelpuukt  0  dieser  Kugel  ist  gleich- 
zeitig auch  jener  des  Hyperboloides;  der  Durehmesser  F^O  reprä- 
sentiert die  Rotationsachse;  die  Endpunkte  A  und  B  des  besagten 
Durchmessers  sind  die  beiden  Scheitel  und  der  dem  Punkte  /■,,  in 
Bezug  auf  0,  symmetrische  Punkt  Fr^  stellt  den  zweiten  Brenn- 
punkt des  zu  eoiistruiereaden  Kotatioasbyperboloides  dar. 

§.  570. 

199.  Aufgabe.  Ein  bifoeales  Rotationshyperboloid  ist  durch 
einen  Brennpunkt,  zwei  Tangentialebenen  und  den  Berührungspunkt 
der  einen  dieser  Ebenen  gegeben:  es  sollen  der  zweite  Brennpunkt 
und  die  Seheitel  des  Hyperboloides  ermittelt  werden. 

Der  gegebene  Brennpunkt  sei  F,  (Taf.  XXVII,  Fig.  180);  die 
beiden  Taugeütialebenen  seien  T^  und  T^,  und  der  Berührungspunkt 
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von  'i\  sei  p,.  Fällen  wir  von  dem  gegebenen  Brennpunkte  F^  eine 
Senkrechte  s  auf  die  Ebene  1\;  der  Fußpunkt  derselben  ist  a^.  Ver- 
längern wir  diese  Senkrechte  und  tragen  wir  auf  der  Verlängerung 
derselben  die  Strecke  tt,  a,  =  -P,  a,  auf,  30  erhalten  wir  den  zu  Fi 
in  Bezug  auf  die  Tangentialebene  T,  als  Symmetrieebene  symmetri- 
schen Punkt  «[. 

Verbinden  wir  weiters  die  Punkte  F,  und  «j  mit  dem  gegebenen 
Berührungspunkte  jPi  der  Ebene.  Die  Geraden  F^p^  und  p, «[  bilden 
mit  der  Meridianfcangente  p,  a,  des  Punktes  p,  gleiche  Winkel ;  ferner 
liegen  die  beiden  Geraden  in  der  Meridianehene ,  und  da  die  eine, 
FjP,,  derselben,  durch  den  einen  Brennpunkt  _Fj  geht,  so  mnss  bekannt- 
lich auch  die  zweite  Gerade  Pi  ft,  durch  den  zweiten  noch  zu  suchenden 
Brennpunkt  F,  gehen.  Weiters  ist  das  Dreieck  -Fii»,  «i  ein  gleich- 
schenkliges und  daher  F^  p,  —  p,  et, . 

Denken  wir  uns  den  Punkt  F^,  der  auf  p,  k,  liegt,  als  bereits 
gefunden,  so  muss  (nach  SatK  348)  -F,2>i  —  Rpi  =  AB  sein,  wenn 
AB  die  Länge  der  Kotationsachse  repräsentiert.    Nachdem  aber 

F,pi  =  P,  «i 
ist,  so  folgt 

p^a^  —  F^p,  =  AB, 
oder 

if.cj  =  AB. 

Diesem  Ergehnisse  entnehmen  wir,  dass,  wenn  man  von  dem 
einen  Brennpunkte  F,  auf  eine  Tangentialebene  T,  eine  Senkrechte 
fällt,  und  auf  derselben  den  zu  F,  symmetrischen  Punkt  Kj  in  Bezug 
auf  diese  Tangentialebene  als  Symmetrieebene  bestimmt,  der  zweite 
Brennpunkt  von  dem  Punkte  a,  eine  der  Länge  der  Kotationsachse 
gleiche  Entfernung  besitzen  muss. 

Fällen  wir  demgemäß  auch  von  dem  Brennpunkte  F,  auf  die 
aweite  Ebene  T^  eiae  Senkrechte  i^iajCt^,  und  bestimmen  wir  auf  der- 
selben den  Symmetriepunkt  «^  von  F, ,  so  muss  der  gesuchte  zweite 
Brennpunkt  F^  auch  von  k^  die  Entfernung  AB  besitzen;  derselbe 
muss  also  von  «,  und  ß^  gleich  weit  entfernt  sein. 

Dieser  Punkt  F^  wird  sich  mithin  im  Schnitte  der  Geraden  p,  a^ 
mit  jener  Ebene  ergeben,  welche  durch  den  Mittelpunkt  m  der  Strecke 
«,  «3  auf  diese  letztere  senkrecht  geführt  wird.  Gleichzeitig  gibt  sodann 
die  Entfernung  F^a,  =  F^a^  die  Länge  der  Rotationsachse  an. 

Die  Kotationsachse  erhält  man  sonach  als  die  Verbindungsgerade 
vonii',  und  Fj,  und  den  Haibierungspunkt  0  der  Strecke  FiF^  als  Mittel- 
punkt des  Hyperboloides.    Die  Punkte  A  und  B,  welche  auf  F^  F^  in 
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der   Entfernung   0  J.  =  OB  =: -i-fj  ß,    vom   Mittelpunkte    0    Hegen, 
stellen  die  Scheitel  des  Hyperboloides  dar. 

§■  Ö71. 

300.  Aufgabe.  Ein  bifoeales  Kotationshyperboloid  ist  durcli  die 
Rotationsachse  Z  (der  Lage  nach) ,  durch  einen  Brennpunkt  F^ 
anf  derselben  und  durch  zwei  Tangentialebenen  7",  und  T^  gegeben: 
der  zweite  Brennpnnkt  und  die  Länge  der  Rotationsachse  sind  zu 
bestimmen. 

Aus  vorhergegangenen  Erörterungen  ist  bekannt,  dass,  sobald 
man  die  Symmetriepunkte  cc,  und  a.^  des  Brennpunktes  F,  in  Bezug 
auf  die  beiden  Tangentialebenen  7",  und  T^  bestimmt,  der  zweite 
Brennpunkt  F^  von  diesen  Symmetriepunkten  eine  Entfernung  besitze, 
welche  der  Länge  der  Rotationsachse  gleich  ist.   (Siehe  Aufgabe  199.) 

Da  im  vorliegenden  Falle  auch  die  Rotationsachse  Z,  auf  welcher 
der  zu  suchende  Brennpunkt  F,  liegen  soll,  der  Lage  nach  gegeben  ist. 
so  wird  sieh  derselbe  als  Schnittpunkt  F„  der  Rotationsachse  Z  mit 
jener  Ebene  ergeben,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Strecke  «,k„ 
auf  dieselbe  senkrecht  geführt  wird.  Hierbei  stellt  die  Strecke 
F^a,  —  F^a^  gleichzeitig  die  Länge  der  Rotationsachse  dar. 

Halbiert  man  demgemäß  die  Foealdistanz  F,  F,,,  so  erhält  man 
den  Mittelpunkt  0  des  Hyperboloides,  und  wenn  man  die  Strecke 

0Ä=  OB^iF^a,  ={F._a^ 
von  dem  Punkte  0  zu  beiden  Seiten  auf  Z  aufträgt,  ergeben  sich  in 
A  und  B  die  gesuchten  Seheitel  des  Hyperboloides. 

§.  572. 

201.  Avfgabe.  Ein  bifoeales  Rotationshyperholoid  ist  durch  einen 
Brennpunkt,  durcli  zwei  Punkte  der  Fläche  und  durch  die  Berühr- 
ebene in  einem  derselben  gegeben;  der  zweite  Brennpunkt  und  die 
Länge  der  Rotationsachse  sind  zu  bestimmen. 

Der  gegebene  Brennpunkt  sei  i^,  (Taf.  XXVII,  Fig.  181) ;  die  beiden 
gegebenen  Punkte  seien  fi  und  j),,  und  die  Tangentialebene  im  Punkte  ^ 
sei  T. 

Bestimmen  wir  wieder  den  Symmetriepunkt  a  des  Brennpunktes 
F,  in  Bezug  auf  die  Tangentialebene  1\  so  wird  auf  der  Verbindungs- 
geraden ap  der  gesuchte  zweite  Brennpunkt  F„  liegen,  und  zwar  wird 
derselbe  von  k  einen  der  Rotationsachse  AB  gleichen  Abstand  be- 
sitzen. 
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Ferner  muss  sich  der  zu  bestiimneride  Brennpimkt  F^  voa  dem 
zweiten  gegebeaen  Punkte  p^  in  einer  Entfernung  vorfinden,  welche 
durch 

AB  +  Fi2\  =  F.p, 

oder,  weil  AB  =  aF^  ist,  durch 

ausgedrückt  wird. 

Denken  wir  uns  nun  die  Strecke  F^p, ,  d.  i.  den  Abstand  des 
gegebenen  Punktes  p,  von  dem  gegebt^nen  Brennpunkte  F^  auf  der 
Geraden  pa  von  a  aus  nach  je  aufgetragen,  also  U7t  ^=  F^p,  ab- 
geschnitten, 30  wird  der  gesuchte  Brennpunkt  F^  auf  der  Geraden  pa 
von  den  beiden  Punkten  p^  und  a  gleich  weit  abstehen;  denn  es  wird 
in  diesem  Falle: 

F^p,  =  F„7C  =  F^a  +  ßjT  =  F„«  +  F,p, 
oder  weil  F^a  =  AB  ist, 

F^p^  =AB  +  F,p, 
sein.  Dieser  Bedingung  muss  also  der  Brennpunkt  Fg  genügen. 

Der  Brennpunkt  F^  wird  daher  wieder  als  Schnitt  der  Geraden 
ptt  mit  jener  Ebene  gefunden  werden,  welche  im  Mittelpunkte  der 
Strecke  p^n  auf  diese  letztere  senkrecht  gefällt  wird.  Die  Rotations- 
achse wird  sich  hierbei  in  einer  der  Strecke  F^a  gleichen  Länge 
ergeben. 

§.  öTd. 

302.  Aiifyaie.  Ein  Rotationshyperboloid  ist  durch  einen  Brenn- 
punkt F, ,  durch  einen  Punkt  p  und  durch  drei  Tangentialebenen 
Ti,  T^  und  Tj  gegeben;  der  zweite  Brenapualct  und  die  Länge  der 
Rotationsachse  sind  zu  bestimmen. 

Sucht  man  au  dem  gegebenen  Brennpunkte  F^  die  drei  Symmetrie- 
puukte  K^,  cr^  und  a^  in  Bezug  auf  die  drei  Taagentialebeneu  F^,  F^ 
und  Fj  auf,  so  muss  der  gesuchte  Brennpunkt  F^  von  jedem  der- 
selben die  nämliche  Entfernung  AB  besitzen.  Weiters  muss  aber 
auch  dem  Punkte  F^  von  dem  gegebenen  Punkte  p  eine  Entfernung 
F^p  zukommen,  welche  um  die  Distanz  F^p  vermindert,  ebenfalls 
die  Strecke  AB  ergeben  muss. 

Denkt  man  sich  daher  «m  p  als  Mittelpunkt  eine  Kugel  S 
mit  dem  Halbmesser  pF^  beschrieben,  welche  durch  den  gegebenen 
Brennpunkt  F,  geht,  so  wird  diese  Kugel  die  Gerade  F^p  in  einem 
Punkte  Tt  treffen,  für  welchen  itp  ^pF^;  mitbin  F^x  ^  AB  ist. 
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Aus  dieser  einfaeheu  Betrachtung  erhellt,  dass  der  Mittelpunkt 
einer  Kugel,  welche  durch  die  drei  Punkte  «,,  «„  und  «3  geht  und  die 
vorgenannte  Eugel  S  ausschließend  berührt,  den  gesuchten  zweiten 
Brennpunkt  F^  darstelle.  Der  besagte  Punkt  F^  wird  mithin  durch 
die  in  Aufgabe  102)  entwickelte  Coastruction  anstandslos  gefunden 
werden  können.  Gleichzeitig  wird  durch  den  Radius  der  somit 
bestimmten  Kugel,  wie  den  obigen  Betrachtungen  zu  entnehmen  ist, 
die  gesuchte  Länge  der  Eotationsachse  festgestellt. 

.      §.  574. 

203.  Aufgahe.  Ein  bifocales  Rotationshyperboloid  ist  durch 
einen  Brennpunkt  Fj,  zwei  Punkte  ;*,  und  p^  und  zwei  Tangential- 
ebenen r,  und  Tj  gegeben;  der  zweite  Brennpunkt  F..  und  die 
Länge  AB  der  Rotationsaohse  sind  zu  bestimmen. 

Vor  allem  bestimmen  wir  auch  diesfalls  wieder  die  beiden 
Symmetriepunkte  a,  und  «„  des  gegebenen  Brennpunktes  I'',  in 
BeKUg  auf  die  beiden  gegebenen  Tangentialebenen.  Der  gesuchte  aweite 
Brennpunkt  F,  hat  von  diesen  beiden  Punkten  einen  der  Länge  der 
Rotationsachse  gleichen  Abstand. 

Beschreibt  man  ferner  aus  den  gegebenen  Punkten  p^  und  ^^i 
indem  man  dieselben  als  Mittelpunkte  zweier  Kugeln  S^  und  8^  be- 
trachtet, diese  letzteren  in  der  Weise,  dass  sie  durch  den  gegebenen 
Brennpunkt  F^  gehen,  also  die  bezüglichen  Radien  p^^F^  und  ■lhE^ 
besitzen,  so  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  der  Mittelpunkt  T^ 
jener  Kugel,  welche  die  beiden  Kugeln  S^  und  S^  ausschließend 
berührt  und  durch  die  beiden  Punkte  «,  und  ß,j  geht,  den  gesuchten 
zweiten  Brennpunkt  repräsentieren  müsse. 

Sind  nämlich  jt,  und  3r„  die  Berührungspunkte  der  zu  eon- 
struierenden  Kugel  E  mit  den  beiden  Kugeln  S^  und  8^ ;  so  sind 
die  Strecken  F^tt^,  F^a^,  F^x^  und  F^it^  als  Radien  dieser  Kugel  I^ 
einander  gleich.  Ans  der  Berührung  der  Kugeln  folgt  aber,  dass: 

F,ir,  -|-  Äi2?i  =  7'jjp,  und  f\-n^  +  ji),,)r„  =  F„p„ 
sei,  oder,  da  »li^i,  Wj^^  Radien  der  Kugeln  8^  und  Ä;,  also  auch 
beKtehuugsweise  gleich  j?,  F^  und  p^  F,  sind,  wird : 

i^ajt,  =  F^p^  —  /Vi  und  F^jt^  =  F^p^  —  F^p^. 

Demnach  hat  man  die  Kugelradien: 
F^ct^  =  F^a^  —  F^Vi.  —  F^pj  =  F,p^  —  F,p^  ^  AB. 

Um  das  vorstehende  Problem  zu  lösen,  hat  man  demzufolge 
{nach  Aufgabe  104)  jene  Kugel  zu  constrnieren,  welche  die  beiden 
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Engeln  S,  und  «Sj  ausschließend  berührt,  uud  durch  die  beiden 
Punkte  e,  UDd  «j  geht.  Der  Mittelpunkt  dieser  Kugel  wird,  der  eben 
Yorausgesehiekten  Betrachtung  gemäß,  den  gesuchten  zweiten  Brenn- 
punkt Fs,  und  der  Kugelradius  die  Länge  der  Eotationsaclise  dar- 
stellen. Mittelpunkt  und  Scheitel  des  Rotationshyperboloides  sind 
sodann  einfach  zu  construieren. 

§.  575. 

204.  Aufgabe.  Ein  bifoeales  Kotationshyperboloid  ist  durch 
einen  Brennpunkt  F, ,  drei  Punkte  ^,,  xh  "nd  ji^,  und  eine  Tangential- 
ebene r,  gegeben;  der  zweite  Brennpunkt,  sowie  die  Länge  der  Rota- 
tionsachse sind  zu  ermitteln. 

Bestimmt  man  den  Sjmmetriepunkt  a  des  gegebeaen  Brenn- 
punktes F^  in  Beaug  auf  die  gegebene  Tangentialebene  T\  betrachtet 
man  ferner  die  drei  gegebenen  Paukte  j),,  Pj  und  p^  als  Mittelpunkte 
dreier  Kugeln  S,,  S^  und  S^,  welche  durch  den  Brennpunkt  i^,  gehen, 
und  construiert  man  weiters  (nach  Aufgabe  106)  jene  Kugel  S,  welche 
durch  den  Punkt  a  geht  und  die  drei  Kugeln  /S, ,  Sj  und  S^  aus- 
schließend berührt,  so  ist  der  Mittelpunkt  dieser  Kugel  H,  wie  sogleich 
bewiesen  werden  soll,  der  gesuchte  zweite  Brennpunkt  F^,  und  der 
Radius  der  besagten  Kugel   die   verlangte  Länge    der    Rotationsachse. 

Bezeichnen  wir  die  Berührungspunkte  der  Kugel  S  mit  den  drei 
Kugeln  Sy,  S^  und  S^,  beziehungsweise  mit  ir,,  ar^  und  rc^,  so  ist,  falls 
F^  der  Mittelpunkt  von  ^  ist, 

i^g'n, +K,i»|  =7^3^), ;  Fj-!f^-\-n^Pq^F^pg  uaii  F^%i-\-7t^p^^F^P3, 
oder  weil  n:,j!,,  ■it^p^  und  n^p^  als  Radien  der  Kugeln  S^,  S^,  Sg,  be- 
aiehuogsweise  gleich  j?,  F,,  ^gi^,  und  p^F^  sind,  wird: 
F^yty  =F^p,  — FyP,;  F3or.i=F^p^ — F,p^  und  Fq'^s=F^Pj — F^^p^ 
sein.  Ferner  sind  aber  auch  F^k,  F^a,  ,  F^tz^  ,  /'s3t,  Radien  der 
Kugel  2^,  mithin: 

_F,K  =  F^p^  -  F,p,  =  F,pq  -  F,p^  =  F,p,  -  F,p„ 
was  zu  beweisen  war. 

Ist  auf  diese  Weise  der  zweite  Brennpunkt  F^  und  die  Länge 
AB  ^  F^cc  der  Rotationsachse  gefunden,  so  kann  man  mit  Leichtig- 
keit den  Mittelpunkt  0  und  die  beiden  Scheitel  Ä  und  B  des  Rota- 
tionshyperboloides construieren, 

§.  576. 

205.  Aufgabe.  Es  ist  ein  bifoeales  Rotati onabyperboloid  durch 
einen  Brennpunkt  und  vier  Punkte  gegeben:  der  zweite  Brennpunkt, 
sowie  die  Länge  der  Rotationsachse  sind  zu  ermitteln. 
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Betrachten  wir  die  vier  gegebenen  Punkte  p^,  p^,  p^  «nd  p^  als 
die  Mittelpuülite  von  vier  Kugeln  Ä, ,  Ä. ,  S^  und  S^,  welche  durch 
den  gegebenen  Brennpunkt  F^  gehen. 

Ist  ^  eine  Kugel,  welche  diese  vier  Kugeln  5,,  5,,  S^,  S^  aus- 
schließend berührt,  so  ist  der  Mittelpunkt  J-\  derselben  der  gesuchte 
zweite  Brennpunkt,  während  der  Eadius  dieser  Kugel  H  die  verlangte 
Länge  der  Rotationsachse  liefert. 

Bezeichnen  wir  nämlich  die  Berührungspunkte  der  Kugel  2  mit 
den  vier  Kugein  S„  S^,  S^  und  S^,   beziehungsweise   mit  jt,,  jr„,  tt^ 
und  n^,  so  ist: 
FjW,  =  F^p,  —  ^,P,;  F^n^  =  F^p^  —  ^sP-^;  F^%^  =  F„p.^  =  ir^p^ 

und   F^TC^  =  F„pj  —  «jj»*; 
oder,  da  Ä,  j5,  ...  7t^2h  als  Radien  der  Kugeln  S, . ,  .Sj,  beziehungs- 
weise gleich  F^p^,  FfP^,  2-\p^  uud  FJp^  sind,  wird; 
F^^ir^  =  F„p,  —  F^p^i  F^X.  ~  F.p^  —  F,p^;  F.n.^  =  F^p^  —  F^p.^\ 
F^^,^F^p^~F^p,. 

Nun  sind  aber  F^n,  ,  F^-x^,  F^7t^  und  F^n^,  als  Radien  der 
Kugel  2,  einander  gleich;  mithin  folgt: 

^«Pi  —  FtPi  =  F^p^  ~  F^p^-=  F^p^  —  F^p^  =  F„p,  —  F,p^, 
woraus   sich    unmittelbar    die  Richtigkeit   der   obangedeuteten  Con- 
struction  ergibt, 

TJm  somit  das  gestellte  Problem  zu  lösen,  hat  man  eine  Kugel  2; 
zu  construieren,  welche  die  vier  gegebenen  Kugeln  S,,  Sj,  Sj  und  S^ 
ausschließend   berührt. 

Selbstverständlich  wird  man  in  diesem  Falle  nicht  auf  die  all- 
gemeine ConstructioQ  zurückgreifen,  da  der  Umstand,  dass  die  vier 
Kugeln  S,...S^  durch  einen  und  denselben  Punkt  F^  gehen,  eine 
eigenthümliche  Vereinfachung  gestattet. 

Betrachten  wir  nämlich  den  Punkt  i^i  als  Inversionscentrum,  und 
Lehmen  wir  einen  beliebigen  Inversionsmodul  an,  so  transformieren 
sich  die  vier  Kugeln  Ä, ,  S,,,  S^  und  S,  in  vier  Ebenen  s,,  Sg,  s^,  s^ 
und  die  dieselben  berührende  Kugel  £  in  eine  Kugel  ff,  welche  diese 
vier  Ebenen  berührt.  Gleichzeitig  werden  den  vier  Berührungspunkten 
Wi,  Äj,  jTg,  n^  von  Z  mit  den  Kugeln  S„  S^,  S^,  S4  invers  die  vier 
Berührungspunkte  x\,  irf^,  ii\,  tc'^  der  Kugel  6  mit  den  vier  Ebenen 
s^,  Sg,  Sj  und  s^  entsprechen. 

Auf  Grund  dieser  einfachen  Erörterungen  hat  man  somit  bloß 
die  vier  Kugeln  Si:,.St  von  Fi  aus  invers  in  vier  Ebenen  zu  trans- 
formieren,   hierauf  eine  Kugel  0   zu  construieren,    welche    die  vier 
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Ebenen  berührt  (selbstverständlich  wird  man  unter  den  acht  mög- 
liehen Kugeln  diejenige  wählen,  welche  durch  inverse  Rüektrans- 
formation  ia  eine  solche  übergeht,  welche  S^  .  .  S^  „ausschließend" 
berührt),  und  sodann  die  vier  Berührungspunkte  der  gefundenen  Kugel  u 
mit  den  vier  Ebenen  nach  %,  jTj,  %,  jt^  invers  zurückzutransformieren. 
Diese  letztgenannten  Punkte  stellen  offenbar  die  Berührungspunkte  der 
gesuchten  Kugel  £  dar,  deren  Mittelpunkt  Fj  als  der  Schnittpunkt 
zweier  von  den  vier  Berührungsradien  re,i),,  Tt^p^,  n^p^  und  ^i^^^  er- 
halten wird. 

Die  Torstehende  Aufgabe  kann  auch  auf  einem  von  dem  eben  ent- 
wickelten Löaungsgange  wesentlich  verschiedenen  Wege  ihrer  Lösung 
und  Durchführung  zugefüiirt  werden. 

Durch  frühere  Untersuchungen  ist  klargelegt  worden,  dass  jeder 
Kegelschnitt  als  colünear  mit  einem  Kreise  von  beliebigem  Eadius 
betrachtet  werden  kann,  welcher  seinen  Mittelpunkt  in  einem  der  beiden 
Brennpunkte  des  Kegelschnittes  hat.  Dieser  Brennpunkt  repräsentiert 
dann  gleichzeitig  das  zugehörige  Collineationscentrum. 

Denken  wir  uns  demgemäß  eine  beliebige  Hyperbel  K  und  be- 
sehreiben wir  aus  einem  Brennpunkte  F,  derselben  einen  Kreis  K^^ 
mit  irgend  einem  beliebigen  Kadius,  so  ist  dieser  mit  der  Hyperbel 
in  Bezug  auf  den  genannten  Brennpunkt  F^  als  CoIIineationacen- 
trum,   perspecti Tisch   coUinear. 

Denken  wir  uns  weiters  die  Hyperbel  K  sowohl,  als  auch  den 
ihr  coliinearen  Kreis  K„  um  die  Brennpunktsaebse  gedreht,  so  erzeugt 
die  ersteie  ein  bifocales  Kotationshyperboloid  und  der  letztere 
eine  Kugel,  deren  Mittelpunkt  der  Brennpunkt  .F,  des  Hyper- 
boloides ist. 

Diese  beiden  Fiächen  sind  in  Bezug  auf  den  Brennpunkt  F,  als 
Collineationscentrum  perspectiviach  coilinear,  da  dieselben  von  jeder 
die  Rotationsachse  enthaltenden  Ebene  in  coliinearen  Curveu  ge- 
schnitten werden. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  jedes  Rotatioushjperbo- 
löid  als  coilinear  mit  einer  Kugel  Vüu  beliebigem  Radius,  deren 
lilitteipunkt  mit  einem  der  beiden  Brennpunkte  des  Hyperboloid^ 
zusammenfällt,  betrachtet  werden  kann. 

Diese  Betrachtung  führt  unmittelbar  anf  die  folgende  Construe- 
tion  der  vorherigen  Aufgabe. 

.  Ist  -F,  der  gegebene  Brennpunkt  und  sind  jj,,  p^,  p.^,  p^  die  vier 
gegebenen  Punkte  des  Rotationsbyperboloides,  so  wird  man  aus  F^ 
als  Mittelpunkt  eine  Kugel  S^  mit  ganz  beliebigem  Eadius  construieren 
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und  dieselbe  als  eolliuear  mit  Uem  zu  construierenden  Hyperboloide 
betrachten. 

Die  Strahles  F^p„  F^p„,  F,p^  und  F^p^  treffen  die  Kugel  in 
je  zwei  Futtliten  p'oAP'o)'^  P^Ap^)'  P%AP\)  und  j>*u'(i>*o).  welche  als 
die  den  Punliteti  p,,  ■  ■  ■  Pt  collinear  entsprechenden  Punkte  zn  he- 
traehten  sind. 

Treffen  wir  nun  eine  bestimmte  Wahl,  d.  h.  nehmen  wir  bei- 
spielsweise Pi,p\;  Pt,p\;  i>3. /'"a  "id  iJj,  ^"4  als  Paare  eDtsprechen- 
der  Punkte  an,  so  ergeben  die  entsprechenden  Geraden  p,  p^  und 
P''iP"2  einen  Punkt  S^  der  CoUineationsebene  Ce;  ebenso  wird  das 
Paar  p^  p,  und  ^t",  ^"3  einen  zweiten  Punkt  dj  und  das  Paariigj^^; 
p\p*'^  einen  dritten  Punkt  d^  bestimmen.  Die  Collineationsebene  0, 
ist  somit  durch  die  drei  Punkte  d,,  Jj  und  d,  vollkommen  festgestellt. 

Nun  ist  aber  auch  einleuchtend,  dass  die  Rotationsachse  des 
Hyperboloides  (nach  §.  381)  auf  der  Collineationsebene  C  senkrecht 
stehen  müsse,  also  durch  jene  Gerade  Z  dargestellt  werde,  welche 
durch  dea  Brennpunkt  F,  normal  zu  Ce  gezogen  werden  kann. 

Die  Scheitel  Ä  und  B  dieser  KotatioQsaehse  Z  des  Hyperboloides 
sind  sodaon,  da  die  Gerade  Z  gleichzeitig  ein  Coliineationsstrahl  ist, 
offenbar  jene  Punkte,  welche  den  Schnittpunkten  -I9  uud  B^  der  Achse 
Z  mit  der  CoUinearkugel  S^  collinear  entsprechen.  Dieselben  können 
daher  durch  folgende  emfäLhe  Conatruction  gefundtn  werden. 

Verbinden  wir  die  Punkte  -1^  und  p"^  durch  eine  Geiade,  welche 
die  Collineationsebene  im  Punkte  ^  tieften  mfge  so  entspricht  dieser 
Geraden  collinear  die  Geiide  z/j»,  und  diese  mu&i  offenbar  die  Achse 
Z  in  den  dem  Punkte  Jg  entsprechenden  (.oliineaien  Punkt  A,  d.  i. 
in  einem  der  beiden  gesuchten  Scheitel  des  Hyperboloides  treffen. 

In  gleicher  Weise  leitet  man  den  zweiten  Scheitel  B  aus  dem 
Punkte  JBn  ab.  "Wird  nun  die  Strecke  AB  halbiert,  so  erhält  man 
den  Mittelpunkt  0  des  Hyperboloides,  und  in  dem,  dem  Punkte  F^ 
in  Bezug  auf  0  symmetrisch  entsprechenden  Punkt  F^,  den  zweiten 
Brennpunkt  desselben,  womit  die  Aufgabe  vollständig  gelöst  ist. 

Voa  der  Wahl  der  entsprechenden  Punkte  aus  den  früher  ge- 
nannten Paaren  p,,(p\)\  P.i,{p%)--A  wird  es  offenbar  abhängen,  ob 
die  der  Kugel  Sg  collinear  entsprechende  Rotationsfläche  ein  Ellip- 
soid  oder  ein  Hyperboloid  sein  werde. 

Es  gibt  jedoch  gewisse  Fälle,  wo  bei  beliebiger  Wahl  der  ob- 
bezeichneten  Punktepaare  nur  Eliipsoide  oder  nur  Hyperboloide  als 
das  Resultat  dieser  Wahl  erscheinen  können. 
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Anwendung  des  bifocalen  Hotationshyperboloides  auf  die  Conatruction 
doppelt  ber'dlirender  Kegelschnitte. 

Das  bifocale  Eotatioiishyperboloid  bietet  ebenso  wie  das  früher 
besprochene  Ellipsoid  imd  das  einfache  (windschiefe)  Kotationshyper- 
Ijoloid  ein  bequemes  Mittel  zur  Constructioa  der  eine  Hyperbel  unter 
gegebenen  Bediugurgen   doppelt   berührenden  Kegelschnitte. 

Während  mit  Hilfe  der  windschiefen  Kotationshyperboloide 
doppelt  berührende  Kegelschnitte  construiert  wurden,  welche 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  außerhalb  der  gegebenen  Hyperbel 
lagen,  d.  h.  solche  Kegelschnitte  ermittelt  worden  sind,  von  deren 
jedem  Punkte  reelle  Tangenten  an  die  gegebene  Hyperbel  gezogen 
werden  konnten,  tritt  hier  der  umgekehrte  Fall  ein. 

Da  die  bezüglich  der  eben  angedeuteten  Constructionon  zu  ver- 
wendenden Methoden  dem  Principe  nach  dieselben  sind,  wie  jene, 
welche  gelegentlich  der  Verwertung  des  EÜipsoides  zu  ähnlichem 
Zwecke  zur  Geltung  gebracht  wurden  (Aufgaben  170 — 176),  so  wird 
an  diesem  Orte  wohl  der  bloUe  Hinweis  genügen,  und  zur  Bestätigung 
des  Gesagten  die  constructive  Durchführung  irgend  eines  Falles  hin- 
reichen, 

§.  578. 

206.  Aufgabe.  Eine  Hyperbel,  inneriialb  derselben  ein  Punkt 
und  ferner  zwei  Geraden,  welche  die  Hyperbel  reell  schneiden,  sind 
gegeben;  es  ist  ein  Kegelschnitt  zu  constrnieren,  welcher  die  gegebene 
Hyperbel  doppelt  berührt,  durch  den  gegebenen  Punkt  geht  und  die 
beiden  gegebenen  Geraden  tangiert. 

Die  gegebene  Hyperbel  sei  durch  ihre  reelle  Achse  AB  (Taf.  XXVIII, 
Fig.  182)  und  die  Asymptoten  Y^  nnd  Fg  dargestellt.  Diese  Hyperbel 
betrachten  wir  als  den  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
Meridian  eines  bifocalen  Rotatioashyperboloides,  dessen  Rotationsachse 
AB  ist. 

Unter  dieser  Toraussetzung  hat  man  die  Grundlinie  XX  senkrecht 
zu  AB  zu  wähleu  und  in  der  Verlängerung  von  AB  die  Horizontal- 
projeetion  0'  des  Mittelpunktes  0  der  Fläche  anzunehmen.  Der  ge- 
gebene Punkt  sei  a  und  die  beiden  gegebenen  Geraden  seien  i,  nnd  /,. 

Es  ist  an  und  für  sich  klar,  dass  jeder  Kegelschnitt,  welcher  im 
Inneren  der  gegebenen  Hyperbel  liegt  und  dieselbe  in  zwei  Punkten 
berührt,  als  die  Verticalprojection  eines  ebenen  Schnittes  des  vor- 
gepannten   Hyperboloides   betrachtet   werden  kann.     Der  schneidenden 


Hosted  by 


Google 


573 

Ebene  E  ist  aber  dermalea  eine  solehe  Lage  zu  geben,  dass  die  Ver- 
tlcalprojection  des  Kegelscbnittes  durch  den  Punkt  a  gelit  und  die 
beiden  Geraden  ([  und  t^  berührt. 

Die  erste  der  eben  ausgesprochenen  Bedingungen  wird  erfüllt, 
wenn  wir  a  als  die  Verticalprojection  eines  Punktes  auf  dem  Hyper- 
boloide betrachte»  und  unter  dieser  Voraussetzung  dessen  Horizontal- 
projeetioa  a'  bestimmen.  Geht  die  schneidende  Ebene -E  durch  {a,a'), 
so  wird  das  Gleiche  auch  ¥on  der  Sclinittcurve  gelten  und  wird  mithin 
deren  Verticalprojection  durch  a  gehen.  Soll  die  Verticalprojection 
von  der  gegebenen  Geraden  i^  berührt  werden,  so  muss  i,  die  verti-» 
cale  Projeetion  einer  Tangente  des  Schnittes  darstellen,  also 
die  verticale  Projeetion  einer  Tangente  des  Hyperboloides  sein. 

Die  gleiche  Bedingung  wird  in  Bezug  auf  die  zweite  gegebene 
Gerade  t^  erfüllt  werden  müssen.  Dies  sagt  aber  nichts  anderes  aus, 
als  dass  t^  und  t^  die  verticaleu  Projectionen  zweier  gewisser  Tan- 
genten {ty,t\)  und  (^a.i'j)  jener  Kegelschnitte  £,  und  *,  repräsentieren 
werden,  in  welchen  die  beziehungsweise  durch  (,  und  ij  gehenden 
vertieal-projiciereaden  Ebenen  I'\  uud  P%  das  Hyperboloid  schneiden. 

Nun  unterliegen  aber  die  zu  suchenden  Tangenten  (<i,('i)  und 
{t^,  ('3)  der  Bedingung,  dass  sie  mit  dem  Punkte  («,  a')  in  einer  und 
derselben   Ebene,    und  zwar  in  der  vorgenannten  schneidenden  Ebene 


Es  ist  diesbezüglich  unschwer  einzusehen,  dass  die  besagte  Ebene 
nur  eine  jener  Ebenen  sein  könne,  welche  durch  den  Punkt  {a,a') 
gehen  und  die  beiden  vorgenannten  Kegelschnitte  e,  und  f„  berühren. 

Durch  die  bezeichneten  Kegelschnitte  e,  und  «„  lassen  sieb,  nachdem 
dieselben  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegen,  stets  zwei  Kegel 
legen.  Die  Scheitel  dieser  Kegel  müssen  sieh,  da  beide  Kegel- 
schnitte symmetrisch  gegen  die  Hauptmeridianebene  rjh  liegen,  in  der 
letzteren  vorfinden. 

Bestimmt  man  demnach  die  Schnittpunkte  Mip«,  und  m^,n^  der 
beiden  Geraden  t^  und  („  mit  der  Hauptmeridianhyperbel  durch  Zu- 
hilfenahme des  CoUiuearkreises  Äj,  dieser  Hyperbel,  so  repräsentieren 
diese  Punkte  die  in  der  Hauptmeridianebene  jjä  liegenden  Punkte  von 
l^  und  £2 ;  ^s  werden  daher  »f,  %  und  m^  n,  zwei  Erzeugenden  des 
einen  durch  b,  und  £„  gehenden  Kegels,  und  deren  Schnittpunkt  (S',j§') 
(iS"  in  jjj,)  den  Scheitel  dieses  Kegels  darstellen. 

Jede  Tangentialebene  des  besagten  Kegels  {S,  S')  berührt  die 
beiden  Kegelschnitte  f,  und  «a-  ^^  werden  demnach  diejenigen  Berühr- 
ebenen, welche  gleichzeitig  durch  den  Punkt  {a,a-)  gehen,  die  gesuchten 
Ebenen  repräsentieren. 
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Jede  von  diesen  beiden  Ebenen  wird  (3ie  Ebene  P'c  des  Kegel- 
schnittes E,  in  einer  Tangente  {t,t')  desselben  schneiden,  welche  durch 
den  Dnrehstoßpunkt  (s,s')  dieser  Kegelschnittsebene  P'^  mit  der  Geraden 
{Sa,S'a')  gehen  muss. 

Die  besagten  Tangenten  können  folgendermaßen  coostruiert  werden. 
Dei'  Kegelschnitt  8,  projiciert  sich  (nach  Satz  367)  aus  dem  Scheitel 
(A,A')  des  Hyperholoides  auf  die  horizontale  Projeetionsebene  als  ein 
Kreis  y\,  während  der  Pnnkt  (s,s')  vermittelst  des  Sl;rahles  (As,  ^'s'} 
in  Bezug  auf  dieselbe  Ebene  in  dem  Punkte  a'  dargestellt  erscheint. 
*Führen  wir  nun  durch  3'  eine  Tangente  r',  aa  den  Kreis  y\  und  pra- 
jicieren  wir  dieselbe  in  die  Ebene  P'^  nach  {ti,t\)  aurnck,  so  erhalten 
wir  bereits  eine  Lage  der  gesuchten  Tangente. 

Die  durch  {a,a')  und  diese  Tangente  ((,,<',)  gelegte  Ebene  .Eb-Ea 
berührt  somit  [als  Tangentialebene  des  Kegels  (S,£,,£j)]  die  beiden 
Kegelschnitte  e,  und  Ej,  und  schneidet  folglich,  den  früheren  Betrach- 
tungen gemäß,  das  Hyperboloid  in  einem  Kegelschnitte,  dessen  Ver- 
ticalprojection  die  durch  die  vorgelegte  Aufgabe  gestellten  Bedingungen 
erfüllt. 


XXVI.    Capitel. 

Constructionsaufgaben,  das  Rotati onsparaboloid  betrefTend. 

Auch  hier  wollen  wir,  bevor  wir  auf  die  Durchführung  der 
diesbezüglichen  Probleme  eingehen,  einige  ebenso  wichtige,  als  noth- 
wendige  Eilfsconstructionen,  die  eigentlich  der  ebenen  Geometrie 
angehören,  ihrer  Erledigung  zuführen. 

§.  579. 

207.  Aufgabe.  Eine  Parabel  ist  durch  den  Brennpunkt  nnd  die 
Directrix  gegeben;  es  sind  deren  Schnittpunkte  mit  einer  beliebig 
gegebenen  Geraden  zu  ermittebi. 

Um  diese  Aufgabe  in  ihrer  einfachsten  Gestalt  zur  Lösung  zu 
bringen,  gehen  wir  von  der  Fundameutaleigenschaft  der  Parabel  aus, 
welcher  zufolge  jeder  Punkt  derselben  von  dem  Brennpunkte  F 
(Taf.  XXVII!,  Fig.  183)  und  von  der  Directrix  D  eine  gleiche  Entfer- 
nung hat,  also  den  Mittelpunkt  eines  Kreises  repi äsentiert ,  welcher 
durch  den  Brennpunkt  F  geht,  und  die  Directrix  D  berührt. 
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Soll  niiD  der  Parabelpunkt  auf  eiaer  gegebenen  Geraden  g  liegen, 
so  muss  offenbar  der  Kreis,  welcher  durch  den  Brennpunkt  T*' geht 
und  den  fraglichen  Curveupunkt  7.um  Mittelpunkte  hat,  auch  durch 
jenen  Punkt  f  gehen,  welcher  zum  Brennpunkte  F  in  Bezug  auf  die 
Gerade  g  symmetrisch  ist. 

Die  Aufgabe  redueiert  sich  demuach  auf  jene;  „Durch  die  beiden 
Punkte  F  und  f  einen  Kreis  zu  legen,  welcher  die  Gerade  Z>  berührt". 
Der  Berührungspunkt  yr,   dieses  Kreises  K^    mit  der  Geraden  D 
hat  von  dem  Punkte  wi,  in  welchem  D  von  der  Geraden  Ff  getroffen 
wird,  eine  Entfernung,  welche  durch  die  Relation: 
m'rr:^'^  ^=  mF  ,  mf 
" ',  wird. 
Legt    man    durch   die   beiden   Punkte  F  und  f   zunächst    einen 
1  Kreis  üT,  und  zieht  man  an  denselben  von  m  aus  die  Tan- 
gente mr,  so  ist  auch  _ 

m'i''  =  ihF  .mf 
und  folglich: 

m  TT,  z=  m  r. 

Auf  Grund  dieses  Ergehnisses  hat  mau  somit  die  Strecke  mr 
TOn  m  aus  zu  beiden  Seiten  von  m  auf  I)  nach  >M?r,  und  mic^  auf- 
zutragen, um  in  den  Endpunkten  7l^  und  jTj  die  Berührungspunkte 
jener  beiden  der  Aufgabe  entsprechenden  Kreise  E^  und  K^  zu  erhalten. 

Die  Mittelpunkte  p,  und  p^,  welche  sieh  im  Schnitte  von  g  mit 
den  aus  sf,  und  fi„  senkrecht  zu  D  gezogenen  Geraden  ergeten,  sind, 
den  vorstehenden  Betrachtungen  gemäß,  unmittelbar  die  gesuchten 
Schnittpunkte  der  Geraden  g  mit  der  Parabel, 

Ist  die  schneidende  Gerade  g  insbesondere  parallel  zur 
Directrix  D,  so  wird  die  Coiistruction  der  Schnittpunkte  eine  noch 
einfachere. 

Nimmt  man  nämlich  in  diesemFalle  die  Entfernung  ad  (Taf.  XXVIII, 
Fig.  184}  der  Geraden  g  von  der  Directrix  D  als  Radius  eines  Kreises 
K  an,  dessen  Mittelpunkt  der  gegebene  Brennpunkt  F  der  Parabel  ist, 
so  schneidet  dieser  Kreis  K  die  Gerade  g  bereits  in  den  verlangten 
Punkton  p,  und  p^  der  Parabel,  da  jeder  derselben  einen  gleichen 
Abstand  von  dem  Brennpunkte  F  und  von  der  Directrix  D  besitzt. 

§.  580. 
208,  Aufgabe.   Eine  Parabel  ist  durct  den  Brennpunkt  F  und 
die  Directrix  D  gegeben;   es  sind  durch  einen  gegebenen  Punkt  F 
Tangenten  an  die  Parabel  zu  ziehen,    und  deren  Berührungspunkte 
zu  eonstruieren. 
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Vor  allem  construieren  wir  die  Scheiteltaagente  T  (Taf.  XXVIII, 
Fig.  185)  der  Parabel.  Besagte  Tangente  ist  bekanntlieh  diejenige  zur 
Directrix  D  parallele  Gerade,  welche  durch  den  Halbierungspunkt  J. 
des  Abstaudes  des  Brennpunktes  von  der  Directrix  (Scheitel  der  Parahe!) 
hindurchgeht. 

Constraiert  man  nun  einen  Kreis  K,  welcher  die  Strecke  FF 
zum  Durchmesser  hat,  so  schneidet  dieser  die  Scheiteltangente  T  in 
zwei  Punkten  a^  und  a^,  welche  mit  P  verbunden,  bereits  die  ge- 
snchten  Tangenten  i,  und  t^  ergeljen. 

Zieht  man.  ferner  die  Geraden  Fa^  und  Fa^  bis  au  den  bezüg- 
lichen Durebschnitten  jc^  und  jt^  mit  der  Directrix  Z),  nnd  errichtet 
man  in  ft^  und  7t^  Senkrechte  auf  die  letztere,  so  schneiden  diese 
beziehungsweise  die  Tangenten  t^  und  t^  in  deren  Berührungspunkten 
i),  und  P3. 

Die  Richtigkeit  dieser  Construotion  erhellt  direct  ans  den  Fun- 
damentaleigenschaften der  Parabel,  Denn  es  ist  FayPi  senkrecht  auf 
Fuj^n^  und  Fa^=^  a^iti,  folglich  auch  /''p,  =p^^^,  und  somit  p, 
ein  Punkt  der  Parabel.  Aus  dem  gleichschenkligen  Dreiecke i^jr, ^, 
folgt  ferner  auch,  dass  ^  J^^,«,  ^=  ^■!r,p^a,  sei,  und  dass  daher 
Pa^Pi  eine  Tangente  der  Parabel  im  Punkte j),  sei.  Das  gleiche 
gilt  bezüglich  der  Tangente  t„  nnd  deren  Berührungspunkt  j),. 

Gleichzeitig  wird  hierdurch  auch  die  bekannte  Eigenschaft  der 
Parabel  bewiesen,  dass  jede  ihrer  Tangenten  t  auf  jener  Geraden 
senkrecht  stehe,  welche  den  Schnittpunkt  dieser  Tangente* 
und  der  Scheitel  tangente  2"  mit  dem  Brennpunkte  F  ver- 
bindet. Auf  dieser  Eigenschaft  beruht  auch  die  nachstehende  Con- 
structiou, 

§.  581. 

309.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  Geraden  ist  an  eine  dureli  den 
Brenupuiikt  und  Scheiteltangente  gegebene  Parabel  eine  Tangente 
zu  zielien. 

Ist  F  (Taf.  XXVIII,  Fig.  186)  der  Brennpunkt,  T  die  Scheitel- 
tangente der  Parabel  und  g  die  gegebene  Gerade,  so  hat  mau,  der 
oben  angeführten  Eigenschaft  gemäß,  auf  g  eine  Senkrechte  l  aus 
dem  Brennpunkte  zu  fällen,  den  Schnittpunkt  a  mit  der  Scheiteltan- 
gente T  zu  bestimmen  und  durch  denselben  die  verlangte  Tangente  ( 
parallel  zu  g  zu  führen. 

Der  Berührungspunkt  j)  dieser  Tangente  wird  bestimmt,  indem 
mau  auf  l  eine  der  Strecke  Fa  gleiche  Strecke  von  a  aus,  nach  an 
aufträgt  und  die  Gerade  t  mit  der  aus  rc  auf  die  Scheiteltangente  T 
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gefällten  Senkrechten  ap  zum  Schnitte  bringt.  Denn,  nachdem 
%m  =  ÄF,  ist  jt  ein  Punkt  der  Directris  I),  und  da  %p=^pl'\ 
wird  durch  p  ein  Punkt  der  Parabel  bestimmt. 

Diese  Hilfsconstructionen  werden  genügen,  um  bei  den  nun  folgen- 
den Constructionsaufgaben,  bezüglich  des  Eotationsparaboloides, 
mannigfache  VereinfaehuDgen  in  der  Durchführung  zu  ermöglichen. 

Wir  setzen  diesfalls  wieder  voraus,  dasa  die  Rotationsachse  auf 
der  horizontalen  Projectionsebene  senkrecht  stehe,  oder  dass,  wenn 
diese  nicht  unmittelbar,  als  eine  auf  der  einen  oder  anderen  Projections- 
ebene senkrechte  Gerade  gegeben  wäre,  dieselbe  durch  entsprechende 
Transformation  der  Projeetionsebenen  in  eine  solche  Lage  gebracht 
worden  sei.  —  Dort  wo  irgend  eine  andere  Lage  der  Kotationsachse 
vorausgesetzt  werden  sollte,  wird  dieses  ausdrücklieh  hervorgehoben 
werden.  Die  Hauptmeridianparabel  sei  immer  durch  den  Brenn- 
punkt und  die  Directrix  gegeben.  Um  allfallsige  Wiederholungen  im 
Texte  zu  vermeiden,  nehmen  wir  nunmehr  ein  für  allemal  an,  dass 
auch  die  Scheiteltangente  der  Hauptmeridianparabel  constnictiv  be- 
stimmt vorliege. 

Selbstverständlich  wird  die  Directrix  der  Meridianparabel  gleich- 
zeitig auch  die  Verticaltrace  der  zur  horizontalen  Projectionsebene 
parallelen  Direetrixebene  des  Paraboloides  darstellen,  und  ebenso  wird 
die  Scheiteltangente  gleichzeitig  die  Verticaltrace  der  zur  horizontalen 
Projectionsebene  parallelen  Scheiteltangentialebene  des  Paraboloides 
repräsentieren. 

Weiters  stellt  die  Hauptmeridianparabel  die  verticale  Contour 
der  Fläche  dar;  eine  horizontale  Contour  des  Paraboloides  existiert  im 
Grunde  genommen  nicht,  da  es  keine  zur  Botationsaehse  parallelen 
Tangenten  des  Paraboloides  gibt. 

§.  582. 

210.  Aufgahe.  Die  verticale  Projection  eines  Punktes  auf  dem 
Rotationsparaboloide  ist  gegeben;  es  ist  dessen  horizontale  Projection 
constructiv  zn  bestimmen. 

Die  Rotationsachse  sei  {Z,  Z')  (Taf.  XXVIII,  Fig.  187) ;  F  stelle 
den  Brennpunkt,  D  die  Directrix  der  Hauptmeridianparabel  und  a  die- 
gegebene  Vertiealprojection  eines  Punktes  der  Fläche  dar. 

Die  durch  a  zur  Grundlinie  parallel  geführte  Gerade  e^  kann  als. 
die  Verticaltrace  einer  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallelen, 
also  zur  Rotationsachse  senkrechten  Ebene  aufgefasst  werden.  Die  be- 
besagte Ebene  e,  wird  das  Paraboloid  in  einem  Parallelkreise  {n,  n') 

Peaohka,  DaMWlMde  u.  projective  ISeometrie.  III.  gj 
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achneiden,  welclier  nothwendig  auch  den  zu  bestiminendeii,  der  Fläche 
angehörenden  Punkt  (a,  a')  enthalten  muss.  Der  Durehiuesser  dieses 
Parallelkreises  erscheint  ia  seiner  wahren  Größe  als  jene  Sehne  des 
Hauptmeridians,  welche  von  der  Geraden  e^  gebildet  wird. 

Wir  haben  demnach  vorerst  (nach  Aufgabe  206)  die  Schnitt- 
punkte a  und  ß  der  Hauptmeridianparabel  mit  der  Geraden  e^  zu  be- 
stimmen, um  in  aß  den  Durchmesser  des  genannten  Parallelkreises 
(w,  re')  zu  erhalten.  Die  Horizontalprojectioa  dieses  Parallelkreises  ist 
ein  Kreie  ä'  mit  Z'  als  Mittelpunkt  und  ^aß  als  Radius. 

Die  Horiaontalprojection  a'  des  durch  seine  Verticalprojection  a 
gegebenen  Flächenpunktes  (a,  a')  liegt  auf  dem  Kreise  m'  und  kann 
offenbar  jeder  der  beiden  Punkte  a'  und  a\ ,  in  welchem  die  durch 
a  zur  Örundliaie  X  senkrecht  gezogene  Gerade  den  Kreis  it'  trifl't, 
als  die  Eorizontalprojection  des  genannten  Fläehenpunktes  betrachtet 


§.  583. 

Sil.  Aufijahe.  Aus  der  gegebenen  Horizontalprojeetlon  eines 
Punktes  des  Rotationsparaboloides  ist  dessen  Verticalprojection  ab- 
zuleiten. 

Ist  h'  (Taf.  XXVIII,  Fig.  187)  die  gegebene  Horizontalprojeetion 
des  Punktes,  so  besehreiben  wir  aus  dem  Mittelpunkte  Z'  einen  durch 
h'  gehenden  Kreis  <f',  um  hiedurch  sofort  die  HorizoEtalprojeetion  des 
durch  den  Punkt  (b,  h')  gehenden  Parallelkreises  des  Rotationspara- 
boloides dargestellt  zu  erhalten. 

Betrachten  wir  einen  der  beiden  Schnittpunkte  dieses  Parallel- 
kreises ip'  mit  der  Hauptmeridianebene  ij;,,  etwa  den  Punkt  ft'„.  Dieser 
Punkt  stellt  die  Horizontalprojeetlon  desjenigen  Punktes  (6,  h')  des 
Parallelkreises  {f^tp')  dar,  welcher  gleichzeitig  auch  der  Hauptmeridian- 
parabel angehört. 

Die  verticaie  Projection  h^  dieses  Punktes  ist  daher  der  Schnitt- 
punkt der  Meridianparabel  mit  der  durch  h\  senkrecht  zur  Grundlinie 
gezogenen  Geraden,  und  kann  nun  einfach,  wie  folgt,  bestimmt  werden. 
Man  verbindet  den  Schnittpunkt  ß  der  zur  Grundlinie  senkrechten 
Geraden  und  der  Directris  I)  mit  dem  Brennpunkte  F,  zieht  im  Hal- 
bierungspunkte n  der  Strecke  ßF  eine  Senkrechte  e  zu  derselben  und 
erhält  im  Schnitte  von  ö  mit  h\ß  bereits  den  obverlangten  Punkt  h^; 
denn  \ß  =  h^F,  und  somit  \  ein  Punkt  der  Meridianparabel. 

Die  durch  fc„  parallel  zur  Grundlinie  gezogene  Gerade  repräscatiert 
sodann  die  Verticalprojection  g>  des  Parallelkreises  (ip,  ip')  und  folglich 
ihr  Schnitt  mit  der  durch  b'  zur  Grundlinie  senkrecht  gefflhrtei)  Ge- 
raden, die  Verticalprojection  b  des  gesuchten  Fläehenpunktes  ((<,(>'). 
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Dass  in  diesem  Falle  der  gegebenen  Horizontalprojection  h', 
nicht  wie  im  früheren  Falle  zwei  Punkte  der  Fläche  entsprechen,  ist 
leicht  erklärlich,  wenn  man  berücksichtigt,  dasa  die  durch  b'  gehende 
faorizontal-projicierende,  also  zur  Drehachse  parallele  Gerade  den  un- 
eadiich  fernen  Punkt  des  Paraboloides  enthält  und  mit  dem  letzterea 
daher  nur  noch  einen  einzigen  im  Endlichen  liegenden  Punkt  gemein 
haben  kann. 

§.  584. 

213.  Aufgabe.  Es  sind  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit 
einem  Rotationsparaholoide  unter  der  Voraussetzung  zu  bestimmeü, 
dass  die  Gerade  mit  der  Rotationsachse  einen  Funkt  gemein  hat. 

Die  gegebene  Gerade,  welche  die  Rotationsachse  {Z,Z-)  in  dem 
Punkte  (s,s')  schneiden  möge,  sei  {g,(j')  (Taf.  XSVIII,  Fig.  188). 

Die  durch  die  Gerade  {g,g')  gelegte  horizootal-projieierende  Ebene 
_Pa  ist  auf  Grund  der  gegebenen  Bestimmtingsstücke  im  vorliegenden 
Falle  eine  Meridianebene  des  Paraboloides.  Die  gestellte  Aufgabe 
reduciert  sich  somit  auf  jene:  die  Schnittpunkte  der  Geraden  {g,()') 
mit  der   in   der  Ebene  J?„  liegenden  Meridiauparabel  zu  construieren. 

TJm  diese  Coostruction  einfach  zu  bewerkstelligen,  drehen  wir 
die  Ebene  PaP,  um  die  Rotationsachse  {Z,Z')  in  die  zur  verticalen 
Frojeetionsebene  parallele  Lage.  Hiedurch  erreichen  wir,  dass  der  in 
der  Ebene  P/,  liegende  Meridian  nach  vollbrachter  Drehung  mit  dem 
Hauptmeridiaue  zusammenfällt  und  die  Gerade  g  in  die  Lage  g^  gelangt. 
Die  Schnittpunkte  von  g^  mit  der  Hauptmeridianparabel  werden  offenbar 
die  gedrehten  Schnittpunkte  der  Geraden  (g,  g')  darstellen. 

Bestimmen  wir  nun  die  gemeinsamen  Punkte  p",  und  ^%  der 
Geraden  g^  mit  dem  Hauptmeridiane,  durch  Zuhilfenahme  der  in  Auf- 
gabe 206)  gegebenen  Methode,  und  fOhren  wir  dieselben  durch  Drehung 
um  {Z,Z')  in  die  Ebene  P^  nach  (^,,p'i)  und  {s<t,p\)  zurück,  so 
stellen  bereits  (j),,!)',)  und  {:e,±,p'^  die  gesuchten  Schnittpunkte  dar. 

§.  585. 
213,  Aufgabe.  Es  ist  der  Scluütt  einer  Ebene  E,Eh  mit  einem 
Rotationsparaboloide  direet  dureli  die  Achsen  der  Selinittfigur  dar- 
zustellen. 

Vor  allem  construieren  wir  die  zu  dieser  Ebene  E^Ei,  (Taf.  XXVIII, 
Fig.  189)  senkrechte  Meridianebene  F^I'h-  Diese  letztere  ist  für  das 
Paraboloid  sowohl,  als  auch  für  die  sehneidende  Ebene  E  eine  Sym- 
metrieebene, und  wird  mithin  das  Gleiche  auch  für  die  zu  suchende 
Schnittcurve  beider  S' 
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Die  Sclinittgerade  (s,s')  der  Ebene  i'^i^j,  mit  der  Meridianebene 
P^Pa  wird  folglich  eine  Achse  des  gesuchten  Kegelschnittes  dar- 
stellen. 

Die  Endpunkte  (o,  «*}  und  {&,  h')  dieser  Achse  sind  demnach  die 
Schnittpunkte  von  (s,  s')  mit  dem  Paraholoide,  und  können,  wie  in 
der  vorhergehenden  Aufgabe  vermittelst  der  Drehung  der  Meridian- 
ebene Pi,Ph  um  {Z,  Z')  in  die  zur  verticaleu  Projectionsebene  parallele 
Lage  bestimmt  werden. 

Die  zweite  Achse  dieses  Kegelschnittes  ist  jene  Gerade  (s,  Et- 
welche durch  den  Mittelpunkt  (0,0')  von  (ab,a'b')  senkrecht  zu  der 
Achse  (s,  s'),  daher  parallel  zur  Trace  Eh  gezogen  wird. 

Es  handelt  sich  somit  bloß  um  die  Bestimmung  der  Endpunkte 
(c,  c')  und  {d,  d')  dieser  Achse.  Durch  den  Satz  343)  wurde  fest- 
gestellt, dass  die  horizontale  Projection  jedes  ebenen  Schnittes 
des  Kotationsparaboloides  ein  Kreis  sei  (da  wir  die  Kotationsaclise 
horizontal-projicierend  voraussetzen).  Es  muss  daher  die  horizontale 
Projection  a'b'  der  vorher  gefundenea  Achse  (s,  s')  einen  Durchmesser 
dieses  Kreises  darstellen,  oder  mit  anderen  Worten:  die  horizontale 
Projection  des  zu  bestimmenden  Schnittes  ist  der  ober  a'  h'  als  Durch- 
messer beschriebene  Kreis  E'.  Dieser  bestimmt  aber  sofort  auch  auf 
der  zweiten  Achse  (£,£')  die  Endpunkte  (c,e')  und  (d,d'),  womit  den 
Bedingungen  der  gestellten  Aufgabe  entsprochen  ist. 

Diese  höchst  einfache  Bestimmung  der  Horizontalprojection  eines 
ebenen  Schnittes  des  Eotationsparaloloides  „als  Kreis*^  findet  auch 
ihre  Verwendung  bei  der  Lösung  nachstehender  Probleme. 


214.  Aufgabe.  Es  sind  die  Schnittpunkte  eines  Eotatiouspara- 
boloides  mit  einer  beliebig  gegebenen  Geraden  zu  bestimmen. 

Die  gegebene  Gerade  sei  {g,g')  (Taf.  XXVIII,  Eig.  190).  Denken 
wir  uns  durch  (ß,g')  eine  vertical-projicierende  Ebene  P,  gelegt,  und 
den  Schnitt  derselben  mit  dem  Paraboloide  bestimmt. 

Die  eine  Achse  des  Schnittes  ist,  wie  wir  in  der  vorhergegangenen 
Aufgabe  gezeigt  haben,  die  Schnittgerade  der  schneidenden  Ebene  mit 
der  zu  ihr  senkrechten  Meridianebene  (im  vorliegenden  Falle  mit  der 
Haupfcmeridianebene  ?;*),  ist  also  eine  Gerade,  deren  Verticalprojection 
durch  g  dargestellt  wird,  während  deren  Horizontalprojection  g\  mit 
Trace  ija  der  Hauptmeridianebene  zusammenfällt. 

Die  Endpunkte  {m,m'),  (n,  n')  dieser  Achse  werden,  als  Schnitt- 
punkte der  Geraden  g  mit  dem  Hauptmeridiane  {F,  D),  in  voller  Über- 
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einstimmung    mit   der   in  Aufgabe  206)   besprochenen   diesbezüglichen 
Lösung  bestimmt. 

Die  horizontale  Projection  des  betreffenden  ebenen  Schnittes  ist 
demnach  der  über  m'n'  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  K'.  Der 
letztgenannte  Kreis  K'  trifft  die  Gerade  g'  in  zwei  Punkten  a'  und  h', 
welche,  wie  an  imd  für  sich  einleuchtend ,  bereits  die  Horizontalpro- 
jectiouen  der  verlangteü  Schnittpunkte  darstellen.  Die  Verticalprojee- 
tioneu  derselben  ergeben  sich  sofort  in  der  Geraden  </  als  die  Punkte 
a  und  1). 

§.  587. 

215.  Aufgabe.  In  einem  gegebenen  Punkte  eines  Rotations- 
paraboloides  Ist  die  Tangentialebene  an  das  letztere  zu  construieren. 

Die  verticale  Projection  des  gegebenen  Berührungspunktes  sei  u 
(Taf.XSVIII,Fig.l91).  Denken  wir  uns  denselben  um  die  Rotations- 
achse (Z,  Z')  so  lauge  gedreht ,  bis  er  in  die  Hauptmetidianebene  5j/, 
fällt.  In  dieser  gedrehten  Lage  ist  dessen  verticale  Projection  a^  der 
Schnittpunkt  des  Hauptmeridians  mit  der  durch  a  parallel  zur  Grund- 
linie gezogenen  Geraden  aa„ ,  wobei  «„  nach  der  in  Aufgabe  206) 
angegebenen  Methode  ermittelt  wurde.  Die  Horizontalprojection  «'„ 
Ton  a„  liegt  demgemäß  auf  der  Horizontaltraee  jjä  der  Hauptmeridian- 
ebene. Auf  dem  durch  a'^  gehenden  Kreise  -n'  ergibt  sich  sodann  die 
zugehörige  Horizontalprojection  a'  von  a  als  der  Pläehenpunkt  (o-,«'). 

Denken  wir  uns  ferner  durch  («,  a')  die  Meridianebeoe  1\  P* 
gelegt,  so  wird  die  zu  bestimmende  Berührebene  (Satz  306)  auf  der- 
selben senkrecht  stehen.  Die  letztere  wird  nunmehr,  sobald  man  die 
Meridiantangente  im  Punkte  (a,  a')  kennt,  leicht  construiert  werden 
können.  Nachdem  bereits  gezeigt  wurde,  dass  sämmtliche  Meridiantan- 
genten in  den  Punkten  eines  und  desselben  Parallelkreises  die  Kota- 
tiousaclise  in  dem  nämlichen  Punkte  treffen  (Satz  305),  so  bestimmen 
wir  einfach  die  Tangente  („  des  Hauptmeridians  im  Punkte  «„  (auf 
elementare  Weise  durch  Halbierung  jenes  Winkels  Fa^a,  welchen  der 
Eadiusvector  Fa,,  mit  der  durch  %  zur  Directrix  D  normalen  Geraden 
«n«  einschließt),  uud  suchen  dereu  Schnittpunkt  M  mit  der  Rota- 
tionsachse {Z,  Z'). 

Durch  diesen  letzterhaltenen  Punkt  wird  offenbar  die  Meridian- 
tangente i  des  Punktes  a  gehen.  Nachdem  weiters  die  Horizontalpro- 
jection ('  dieser  Meridiantangente  mit  der  Horizontaltraee  P^  der  ent- 
sprechenden Meridianehene  P^Pk  zusammenfällt,  so  hat  man  bloß 
durch  ((,;')  die  zu  PtPh  normale  Ebene  T,.2'a  au  construieren,  nm 
die  geforderte  Beruhrebene  T  dargestellt  zu  erhalten. 
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§.  588. 

SM.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  EjEj  ist  an 
ein  Rotationsparaboloid  eine  Berülirebene  T^Ti,  zu  legen. 

Da  die  Meridianebeoe  des  Berührungspunktes  irgend  einer  Tan- 
gentialebene (Satz  306)  auf  dieser  letzteren,  also  auct  auf  jeder  zur 
Tangentialebene  parallelen  Ebene  senkrecht  steht,  so  ergibt  sich  im 
Torliegenden  Falle  die  besagte  Meridianebene  als  die  zu  E^Ei,  (Taf. 
XXVIIl,  Fig.  192)  senkrechte  Ebene  P,P„. 

Auf  dem  in  dieser  Ebene  P„Ph  liegenden  Meridiane  niuss  sich 
offenbar  auch  der  Berührungspunkt  der  zu  bestiramenden  Tangential- 
ebene vorfinden. 

Nachdem  ferner  die  Tangente  des  Meridians  im  BerQhrungs- 
puükte  der  zu  suehenden  Tangentialebene  die  Sehnittgerade  der  letz- 
teren mit  der  Meridianebene  P.P/,  ist,  so  muss  diese  Tangente  auch 
zu  der  Schnittgeraden  {s,s')  der  Ebene  E^Eh  mit  der  Meridianebene 
PvPh  parallel  sein. 

Hiernach  besteht  die  nunmehr  zu  lösende  Aufgabe  darin:  „an 
die  in  der  Meridianebene  P^Pt  gelegene  Meridianparabel,  parallel  zu 
der  Geraden  (s,  s'),  eine  Tangente  zu  zieheo." 

Letzteres  bewerkstelligen  wir  folgendermaßen.  Wir  drehen  die 
Meridianebene  Pe  Ph  sammt  der  Geraden  (s,  s')  um  die  Achse  {Z,  Z') 
in  die  zur  verticalen  Projectionsebeue  parallele  Lage.  Nach  vollführter 
Drehung  coincidiert  der  betreffende  Meridian  mit  dem  Hauptmeridiane, 
während  die  Gerade  s  in  die  Lage  s„  gelangt. 

Bestimmen  wir  nun  nach  der  in  Aufgabe  208)  gegebenen  Con- 
struetioa  die  zu  s^  parallele  Tangente  t„  der  Hauptmeridianparabel, 
sowie  auch  deren  Berührungspunkt  %.  Drehen  wir  hierauf  die  beiden 
eben  genannten  Stöcke  in  die  Ebene  P^Ph  zurück,  so  erhalten  wir 
daselbst  die  zu  (s,s')  parallele  Meridiantangente  {t,t')  und  deren  Be- 
rührangspunkt  {p,p').  Legen  wir  endlich  durch  (*,(')  die  zur  Ebene 
P,.Ph  senkrechte  Ebene  T„Ti,,  so  stellt  diese  die  gesuchte,  zur  ge- 
gebenen Ebene  E^Eh  parallele  Tangentialebene,  und  der  Punkt  {p,p') 
deren  Berührungspunkt  dar. 

Nachdem  an  eine  Parabel  parallel  zu  einer  Geraden  nur  eine 
Tangente  gezogen  werden  kann,  so  besitzt  das  Rotationsparaboloid 
aucb  nur  eine  einzige  zu  einer  gegebenen  Ebene  parallele  Tangen- 
tialebene. 


217.  Aufgabe.  An  ein  Rotationsparaboloid  sind  durcli  eine  ge- 
ihene  Gerade  die  mögliclien  Tangentialebenen  zn  legen. 
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Die  gegebene  Gerade  sei  (g,g-)  (Taf.  XXIX,  Fig.  193).  Um  die 
durcb  diese  Gerade  gehenden  BerOhrebeDen  der  vorliegenden  Eotations- 
ßäche  in  möglichster  Einfachheit  construieren  zu  können,  wollen  wir 
noch  nachstehende  Betrachtung  vorausschicken. 

Es  wurde  nachgewiesen,  dass,  wenn  man  vom  Brennpunkte  F 
eines  Rotationsparaboloides  auf  eine  beliebige  Tangentialebene  T  ein 
Perpendikel  fällt,  der  Pußpunkt  desselben  stets  in  der  Scheiteltangen- 
tialebene  Ta  des  Paraboloides  liegen  müsse. 

Hiernach  haben  wir  also  durch  die  gegebene  Gerade  {o,g')  eine 
Ebene  T  so  zu  legen,  dass  der  Fußpunkt  des  von  dem  Brennpunkte  F 
auf  dieselbe  gefüllten  Perpendikels  in  der  Scheiteltangentialebene  liege. 

Diesbeaügiich  ist  aus  vorhergegangenen  Erörterimgen  bekannt, 
dass  wenn  man  von  einem  Punkte  F  aus,  auf  alle  Ebenen  eines 
Büschels  g  (g  die  Achse  des  Büschels)  Perpendikel  fällt,  die  Fuß- 
punkte der  letzteren  auf  jenem  Kreise  K  liegen,  weicher  sieh  in  di'v 
durch  F  zur  Achse  g  senkrechten  Ebene  e  befindet  und  die  Linie  F^ 
des  senkrechten  Abstandes  des  Punktes  .F  von  der  Achse  g  zum  Durch- 
messer hat. 

Der  besagte  Kreis  K  wird  im  vorliegenden  Ealle  die  Scheitei- 
tangential ebene  Ta  in  zwei  Punkten  «,  und  a,  schneiden,  welche  mit 
der  Geraden  g  verbunden,  Ebenen  T,  und  T^  liefern  werden,  die 
beziehungsweise  auf  a^F  und  a^F  senkrecht  stehen,  also  die  ge- 
suchten Tangentialebenen  repräsentieren. 

Führen  wir  also  zunächst  durch  den  Brennpunkt  {F,  F')  eine 
Ebene  e,CA  senkrecht  zu  der  gegebenen  Geraden  {g,g')  und  suchen  wir 
deren  Durehstoßpunkt  {s,s')  mit  der  letzteren,  sowie  ferner  die  Schnitt- 
gerade (S,  V)  derselben  mit  der  Seheiteltangentialebene  Ta.  Legen  wir 
hierauf  sowohl  die  Punkte  {F,F')  und  (s,s'),  als  auch  die  Gerade  (1,1') 
um  die  Horizoutaltraee  e»  in  die  horizontale  Projectionsebene  nach  F^y 
Sj  und  ^0  um,  besehreiben  wir  ferner  über  F„Sg  als  Durehmesser  den 
Kreis  K^,  und  führen  wir  schließlieh  dessen  Schnittpunkte  a"[  und 
o"j  mit  der  Geraden  l„  in  die  Projecfcion  nach  {a^,a\)  und  (Og,  a'u) 
zurück,  so  werden  die  beiden  Ebenen  T\  T'a  und  T^>  T\,  welche  durch 
die  gegebene  Gerade  (g,  g')  und  beziehungsweise  durch  je  einen  der 
Punkte  {a,,«'i)  und  {a^,a'^  bestimmt  sind,  den  vorhergehenden  Be- 
trachtungen zufolge,  die  gesuchten  Beriihrebenen  darstellen. 

Die  Berührungspunkte  dieser  Ebenen  sind  unschwer  zu  bestimmen. 
Tragen  wir  auf  der  zur  Berührebene  T'^  I"*  senkrechten  Geraden 
(Fa^,F'a\)  die  Strecke  Fa^  nach  (re,,  w',)  auf  (was  direct  in  der 
Projection  geschehen  kann),  so  gehört  der  Punkt  {7l^,n\)  offenbar  der 
Directrixebene  D   an.     Führen    wir    durch    den   so    erhaltenen    Punkt 
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(tCi,  7i\)  eine  Senkrechte  zur  Directrix  {dieselbe  wird  eine  horizontal- 
projieierends  Gerade  sein)  und  bestimmen  wir  den  Schnittpunkt  (p,,p'i) 
derselben  mit  der  Ebene  T\T\,  so  wird  hiedurch  ein  Punkt  dar- 
gestellt erscheinen,  welcher  von  den  beiden,  gegen  die  Ebene  T,  sym- 
metrisch geiegenen  Punkten  F,  und  tt,  den  gleichen  Abstand  hat 
und,  nachdem  p,z,  auf  der  Directrixebene  D  senkrecht  steht,  auch 
den  gleichen  Abstand  Ton  der  letzteren  und  dem  Brennpunkte  F 
besitzt. 

Der  Punkt  (p„p\),  dessen  Horizontalprojectioa  offenbar  mit  n\ 
KQsammenfäüt,  ist  daher  der  in  der  Berührebene  T,  liegende  Punkt 
des  RotatioDsparaboloides  und  kann  folglich  nur  der  gemeinsame 
Berührungspunkt  beider  sein. 

Vereinfachte  Construetion  der  vorhergehenden 
A  u  fgab  e. 

Das  Umlegen  der  Punkte  F,  s  und  der  Geraden  l  in  die  Pro- 
jectionsehene  kann  anstandslos  umgangen  werden. 

Durch  die  gestellten  Bedingungen  wird  nämlich  verlaugt,  dyss 
durch  die  Gerade  (g,  g')  eine  Ebene  T\  T\  derart  gelegt  werde,  daüs 
der  Fußpunkt  (a,,  a\)  des  von  dem  Brennpunkt  {F^  F')  auf  diese 
Ebene  T',T'h  gefällten  Perpendikels  in  der  Scheiteltangentialebene  Ti 
liege.  Bezüglich  dieses  Fußpuaktes  («j,  a',)  fanden  wir,  dass  derselbe 
nothwendig  in  der  Geraden  (i,i'}  liegen  müsse,  in  welcher  die  Scheitel- 
tangentialebene  7i  von  der  durch  den  Brennpunkt  (F,  F')  senkrecht 
zur  Geraden  {ß,g')  gelegten  Ebene  (e,  e^)  geschnitten  wird. 

Nun  muss  aber  die  gesuchte  Ebene  T\  T(,  die  Seheiteltangential- 
ebeue  Ta  in  einer  Geraden  schneiden,  welche  einerseits  durch  den 
Durchstoßpunkt  (z/,  A')  der  letzteren  Ebene  mit  der  Geraden  (g^  g), 
andererseits  aber  auch  durch  den  fraglichen  Punkt  (a,,  a\)  geht. 

Weiters  muss  die  so  erhaltene  Gerade  (^a,,  ^'a',),  als  Schnitt 
der  Ebene  'J\  mit  der  horizontal  liegenden  Scheiteltangentialebene  7'^ 
parallel  zur  HoriEontaltrace  T'h  sein. 

Nachdem  aher  die  Ebene  1\  senkrecht  auf  der  Geraden  {Fa^,F'a\) 
steht,  ihre  Horizontaltrace  T'i,  also  und  mithin  auch  die  Horizontal- 
projeetion  ^'a\  auf  der  Horizontalprojection  F'a\  des  Perpendikels 
(Fa,,  Fa\)  senkrecht  stehen  soll,  so  folgt  unmittelbar,  dass  sieh  die 
horizontalen  Projectionea  a\  und  a'„  der  fraglichen  Punkte  als  Schnitt- 
punkte der  Geraden  V  mit  dem  über  z/'i'""  als  Durehmesser  beschrie- 
benen Kreise  y'  ergeben  müssen. 

Die  Verticalprojectionen  a^  und  a^  können  nun  sofort  aus  u\ 
und  a'j  abgeleitet  und  in  der  Verticalprojection  l   bestimmt   werden. 
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Die  weiteren  Constructionea   sind   in  Übereinstimmung    mit   jenen   ia 
der  vorhergegaDgenen  Lösungsweise  besprochenen  durchzuführen. 

§.  590. 

318.  Aiifyabe.  Es  ist  die  Berührnngsearve  des  Eotations- 
paraboloides  mit  einem  demselben,  ans  einem  Punkte  außerhalb  nm- 
Echriehenen  Kegel  zu  conatruieren. 

Der  gegebene  Kegelscheitel  sei  (P,  F')  (Taf.  XXIX,  Fig.  194). 
Die  durch  (P,  J")  geiegte  Meridianebene  P^P^  ist,  nachdem  sie  das 
ParaboJoid  symmetrisch  theilt,  auch  eine  Symmotrieebene  für  den 
Kegel  sowohl,  als  auch  für  dessen  Berührungscurve, 

Hieraas  folgt  aber  unmittelbar,  dass  die  Ebene  der  Berührungs- 
curve  auf  der  Meridianebene  P^P/,  senkrecht  steht  und  dieselbe  in 
einer  Achse  der  Berührungscurve  schneiden  müsse.  Die  Endpunlite 
dieser  Achse  können  offenbar  nur  die  in  der  Meridianebene  PvPi, 
liegenden  Punkte  der  Berührungscurve,  d,  i,  die  Berührungspunkte 
der  von  (P,  P')  aus  an  die  in  dieser  Meridianebene  liegende  Meridian- 
parabel gezogenen  Tangenten  sein. 

Diese  Berührungspunkte  construieren  wir  wie  folgt.  Wir  drehen 
die  Meridianebene  P^Ph  um  die  Achse  {Z,  Z')  in  die  zur  verticaleu 
Projectionsebene  parallele  Lage,  wobei  der  Meridian  derselben  zur 
Coineidenz  mit  dem  Hauptmeridiane  und  der  Punkt  P  nach  P„ 
gelangt. 

Von  Pq  aus  führen  wir  an  die  Hanptmeridianparabel  die  Tan- 
geuten t  \  und  f^o  und  bestimmen  deren  Berührungspunkte  a,,  und  &„ 
auf  die  in  Aufgabe  207)  besprochene  Weise.  Dreht  man  diese  Punkte 
«0  und  \  in  die  Ebene  P„Pä  na«h  (a,  a')  und  (6,  h')  zurück,  so 
repräsentieren  die  letzterhalteaen  Punkte  bereits  die  Berührungs- 
punkte der  Ton  (P,  P')  aus  an  den  in  P^  P*  liegenden  Meridian  ge- 
zogenen Tangenten,  und  daher,  wie  früher  gezeigt  wurde,  deren  Ver- 
bindungsgerade {ah,  a'h')  eine  Achse  der  Berührungscurve. 

Die  Ebene  der  Berührungscurve  P,B;,  ist  sodann  diejenige, 
welche  durch  die  Gerade  (ah,  a'h')  senkrecht  zu  der  Meridianebene 
P„Ph  gelegt  wird. 

Die  horizontale  Projection  der  Berührungscurve  ist,  wie  wir 
bereits  bei  Lösung  der  Aufgabe  212)  gefunden  haben,  der  über  a'h' 
als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  K',  vermittelst  dessen  ohne  jedwede 
Schwierigkeit  die  zweite  Achse  derselben  bestimmt  werden  kann. 

Die  vorstehende  Aufgabe,  beKiehungsweise  deren  eben  durch- 
geführte graphische  Lösung  schließt   alle  möglichen   Fälle   der   unbe- 
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stimmten  Aufgabe:  „durch  einen  Punkt  {P,  P')  außerhalb  an 
ein  Rotationsparabolrtid  eine  Berührebene  zu  legen",  in 
sich,  indem  jeder  Punkt  der  eben  construierten  Berührungscurve  den 
Berührungspunkt  einer  Ebene,  die  durch  den  gegebenen  Punkt  (P,  P*) 
geht,  darstellt. 

§.  591. 

219.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines,  einem  Rotations- 
paraboloide  umschriebenen  Kegels  mit  der  horizontalen  Projections- 
ebene  zu  bestimmen. 

Oder  mit  anderen  Worten: 

Es  ist  der  ScMagsehatten  eines  Rotation  sparaboloides  auf  die 
horizontale  Projectionsebene  bei  centraler  Beleuchtung  zu  eon- 
struleren. 

Der  Scheitel  des  dem  Paraboloide  umschriebenen  Kegels  sei 
(P,  P')   (Taf.  XXIX,  Fig.   195). 

Bestimmen  wir  zwei  Punkte  jenes  Kegelschnittes,  welcher  sicli 
als  Schnitt  des  dem  Paraboloide  umschriebenen  Kegels  mit  der  hori- 
zontalen Projectionsebene  ergibt,  und  wählen  diesbezüglich  der  Kin- 
faehheit  wegen  die  Horizontaldurcbstoßpunkte  derjenigen  Kegelerzeu- 
genden, welche  in  der  durch  den  Punkt  (P,  P')  gehenden  Meridian- 
ebene  P„  Pi  liegen ,  d.  h.  die  horizontalen  Durchstoßpunkte  der  von 
dem  Kegelscheitel  (F,  P^)  an  den  in  der  Ebene  P^Ph  liegenden 
Meridian  gezogenen  Tangenten. 

Dreht  man  sodann  die  Meridianebene  P^Ph  mit  dem  Kegel- 
scheitel (P,  P')  um  (Z,  2')  in  die  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallele  Lage,  wobei  P  nach  F„  gelangt,  so  stellen  sieh  die  vor- 
genannten Meridiantangenten  als  die  Tangenten  i",  und  f«  von  P„ 
aus  an  die  Hauptmeridianparabel  dar.  Dieselben  können  nach  der  in 
Aufgabe  207')  angegebenen  Methode  construiert  werden.  Führt  man 
deren  horizontale  Dnrchstoßpunkte  (a„,  a'„)  und  (6„,  b'„)  in  die  Ebene 
P^Ph  nach  («,  a')  und  (ö,  b')  zurück,  so  erhält  man  die  beiden  ver- 
langteu  Punkte  des  zu  bestimmenden  Kegelschnittes. 

Bestimmt  man  ferner  die  Horizontalspnr  {f,,f',)  jener  Geraden, 
welche  den  Kegelscheitel  (P,  P')  mit  dem  Seheitel  {A,  A')  des  Kota- 
tionsparaboloides  verbindet,  so  wird  (nach  Satz  345),  der  so  erhaltene 
Punkt  f,  den  einen,  und  die  horizontale  Projection  P'  =  f„  den  zweiten 
Brennpunkt  des  gesuchten  Kegelschnittes  darstellen. 

Berücksichtigt  man  endlich  noch,  dass  die  Gerade  {PA,  P' A') 
sowohl,  als  auch  die  durch  den  Kegelscheitel  gehende  horizontal-pro- 
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JTciei-eüde  Gerade  in  der  Meridianebene  Pt,Pk  Uegea,  die  vier  Punkt« 
f\,  /'j,  a'  und  h'  also  in  die  nämliche  Gerade  P;,  fallen,  so  folgt 
unmittelbar,  dass  a'  and  h'  gleichzeitig  die  Endpunkte  der  einen  Achse 
des  gesuchten  Kegelschnittes  darstellen.  Die  andere  Achse  c'd'  kann 
mittelst  der  Brennpunkte  f\  und  f\  leicht  abgeleitet  werden. 

§.  592. 

320.  Aufgabe.  Die  BeiTilirungscurve  eines  dem  Rotationspara- 
boloide  umscliTiebenen  Cyllnders  ist  zu  eonstrnieren. 

Da  die  Beriihrungseurve  einer  Fläche  »weiten  Grades  mit  einem 
derselben  umschriebenen  Cylinder  jedesmal  ein  Diametralsehnitt  ist, 
beim  Paraboloide  aber  die  sämmtlichen  Diametral  ebenen  zur  Rotations- 
achse parallel  sind,  so  gelangen  wir  folgerichtig  zu  dem  Schlüsse, 
dass  die  Ebene  der  Berühruugscurve  diesfalls  eine  horizontal-proji- 
cierende  sein  werde,  und  dass  weiters  die  Berührungscurve,  als  Schnitt 
die?er  Ebene  mit  dem  Paraboloide,  notbwendig  eine  Parabel  sein  müsse, 
deren  Achse  zu  der  Rotationsachse  parallel  ist. 

Die  Richtung  der  Erzeugenden  des  umschriebenen  Cylinders  sei 
durch  (g,g')  (Taf.  XXIX,  Fig.  196)  dargestellt.  Wir  wählen  diese  Gerade 
gleich  Ton  vornherein  derart,  dass  sie  einen  Punkt  (s,  s')  mit  der 
Rotationsachse  gemein  hat. 

Legen  wir  durch  die  Gerade  (g,  g')  die  Meridianebene  P„  P/„ 
so  wird  dieselbe,  nachdem  sie  einerseits  zu  den  Cyl in d ererzeu- 
genden parallel  ist  und  andererseits  eine  Symmetrieebene  des  Para- 
boloides  darstellt,  auch  eine  Symmetrieebene  für  den  umschriebenen 
Cylinder  sowohl,  als  auch  für  dessen  Berührungscurve  repräsentieren. 
Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Ebene  der  Berührungscurve  auf 
der  Meridianebene  P,Pk  senkrecht  stehe,  und  dass  deren  Schnitt  mit 
dieser  Ebene  die  Achse  der  Berührungsparabel  darstelle. 

Nachdem  aber  die  Ebene  der  Berührungscurve  auch  auf  der 
horizontalen  Projectionsebene  senkrecht  steht,  so  wird  dieselbe  ins- 
besondere eine  horizontal  -  projicierende  Ebene  sein  müssen,  deren 
Horizontaltrace  Bb  zu  der  Horizontaltraee  Ph  der  genannten  Meridian- 
ebene  senkrecht  ist. 

Behufs  Bestimmung  der  besagten  Ebene  wird  daher  die  Kenntnis 
eines  einzigen  Punktes  der  Berührungscurve  hinreichen.  Als  einen 
dieser  Punkte  kann  man  direct  den  Berührungspunkt  der  in  der 
Meridianebene  P^P/,  liegenden  Cylindererzeugenden,  d.  i,  den  Berüh- 
rungspunkt jener  Tangente  betrachten,  welche  an  den  in  der  Ebene 
PyP/,  liegenden  Meridian,  parallel  zur  Geraden  (g,  ()'),  gezogen  werden 


Hosted  by 


Google 


588 

kann.  Derselbe  ergibt  sich  sogleich,  wenn  wir  die  Ebene  P^Pi  mit 
der  in  ihr  liegenden  Geraden  (g,  g'),  durch  Drehung  um  die  Achse 
{Z,  Z'),  ia  eine  zur  Bildebene  parallele  Lage  bringen,  sodann  parallel 
KU  der  gedrehten  Geraden  g^  (nach  Aufgabe  208)  an  die  Hauptmeridiaa- 
parabel  die  Tangente  tg  ziehen  und  deren  Beriihruugspuniit  p^  in  die 
Ebene  P„P/,  nach  (p,2y)  zurückdrehen. 

Legen  wir  durch  den  so  erhaltenen  Punkt  (p,p')  die  horizontal- 
projicierende  Ebene  B^B^,  deren  Horizontaltraee  Bk  auf  der  Hori- 
zontalfcrace  P*  der  Meridianebene  P„  Pj  senkrecht  steht,  so  stellt  diese 
Ebene  B,Bh.,  den  gepflogenen  Erörterungen  gemäß,  die  Ebene  der 
Berühruögscurve  dar. 

Die  Berührungscurve  selbst  ist  eine  Parabel,  deren  Achse  die 
Schnittgerade  {x,x')  der  Eheneu  P^Pi,  und  B^B,,  ist. 

Nachdem  der  Punkt  {p,  p')  der  Berührungscurve  auf  der  eben 
erwähnten  Schnifctgeraden  liegt  (wie  auch  schon  aus  dessen  Construc- 
tion  zu  entnehmen  ist),  so  stellt  derselbe  gleiehaeitig  den  Seheitel  der 
Berührungsparabel  dar. 

Die  letalere  wird  mithin  vollständig  bestimmt  sein,  wenn  mau 
noch  einen  ihrer  Punkte  kennt.  Als  solchen  wollen  wir  den  Schnitt- 
punkt derselben  mit  der  Hauptmeridianebene  feststellen. 

Die  Ebene  B^Bh  der  Berührungsparabel  schneidet  die  Haupt- 
meridianebene Tih  in  der  horizontal -projicierenden  Geraden  (e,  a'). 
Bestimmen  wir  den  Schnittpunkt  (•x,  si')  der  letztgenannten  üeraden 
mit  dem  Hauptmeridiane,  indem  wir  in  dem  Mittelpunkte  ft  der 
Strecke  F^  (^J  ist  der  Schnittpunkt  der  oberwähnten  Geraden  ff  mit 
der  Directrix  D  der  Hauptmeridian parabel)  eine  Senkrechte  t  auf  F^ 
fällen  und  diese  mit  a  in  dem  gesuchten  Punkte  {x,  x')  zum  Schnitte 
bringen. 

Selbstverständlich  repräsentiert  dieser  Punkt  (jr,'^:')  den  der 
Berührungsparabel  und  der  Hauptmeridianparabel  gemeinschaftlichen 
Punkt.  Die  vorgenannte  Gerade  Xfi  ist  somit  die  Tangente  des 
Hauptmeridians  in  dem  genannten  Punkte  7t,  also  gleichzeitig  aucli 
die  Verticaltrace  der  vertical-projicierenden  Berflhrungsebene  des  Para- 
boloides  im  Punkte  (tt,  n'). 

Es  ist  somit  auch  klar  gelegt,  dass  die  Schnittgerade  diesei 
BerOhrebene  mit  der  Ebene  B,Bh,  d.  i.  jene  Gerade,  deren  Verticai- 
projectiou  ^n  und  deren  horizontale  Projection  P*  ist,  die  Tangent..* 
der  Berührungsparabel  iu  dem  Punkte  (ar,  it')  darstelle. 

Mit  Zuhilfenahme  dieser  Tangente  lassen  sich  nun  auch  an- 
standslos die  Projectioneu  des  Brennpunktes  der  Berührungsparabel 
construiereu. 
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Ziehen  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Scheiteltangente  der  Parabel, 
d,  i.  die  durch  {p,  p')  gehende  horiaoutale  Gerade  (r,  t')  in  der  Ebene 
BfBi  und  berücksichtigen  wir  hierbei,  dass,  wenn  man  von  dem 
Schnittpunkte  («,  k')  derselben  mit  der  Parabeltangente  (iT/,t,  Bu) 
eine  Senkrechte  auf  die  letütere  (selbstverständlich  in  der  Ebene  S„Bi,) 
führt,  diese  die  Achse  (x,  x')  in  dem  Brennpunkte  {f,  f)  trifft,  so  hat 
man  offenbar  bloß  den  Schnitt  der  Achse  {x,  x')  mit  der  durch  den 
Punkt  («,  a')  gehenden,  zur  Geraden  {7rfi,Bh)  senkrechten  Ebene  e,  ty, 
zu  bestimmen,  um  dadurch  gleichzeitig  auch  den  gesuchten  Brenn- 
punkt (/■,  f)  zu  erhalten. 

Die  Berührungsparabel  ist  somit  durch  ihre  Hauptstücke,  d.  i. 
durch  die  Achse  {x,  x') ,  den  Scheitel  (p,  p')  und  den  Brenupuukt 
[_f,  f)  dargestellt,  womit  das  gestellte  Problem  gelöst  erscheint. 

§.  593. 

2M.  Aufgäbe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  dem  Rotationsparaboloide 
umschriebenen  Gylinders  mit  der  horizontalen  Projeetionsebene  zn 
bestimmen. 

Oder  was  dasselbe  aussagt: 

Es  ist  fiir  parallele  Beleuclitung  der  Schlagschatten  eines 
Rotationsparaboloides  auf  die  horizontale  Projeetionsebene  zu  er- 
mitteln. 

Die  Richtung  der  Cylindererzeugenden  sei  {g,  g')  (Taf.  XXIX, 
Fig.  197).  Der  dem  Kotationsparaboloide  parallel  zur  Geraden  {g,g') 
umschriebene  Cjlinder  berührt  dasselbe,  wie  in  der  vorhergehenden 
Aufgabe  gefunden  wurde,  läugs  einer  Parabel.  Der  besagte  Cylinder 
ist  mithin  ein  parabolischer;  der  gesuchte  Schnitt  desselben  mit  der 
horizontalen  Projeetionsebene  wird  daher  eine  Parabel  sein. 

Die  zur  Geraden  [n,g')  parallele  Meridianebene  F,Ph  ist  eine 
Symmetrieebene  des  Paraboloides,  folglich  auch  eine  Symmetrieebeue 
des  parallel  zu  {g,  g')  umschriebenen  Gylinders.  Da  dieselbe  aber 
überdies  zur  horizontalen  Projeetionsebene  senkrecht  steht,  so  ist  ihre 
horizontale  Traee  Bh  gleichzeitig  eine  Symmetriegerade  für  den  Schnitt 
des  Gylinders  und  wird  somit  als  solche  die  Achse  der  gesuchten 
Parabel  repräsentieren. 

Weiters  wird  es  sich  noch  um  die  Feststellung  des  Scheitels  und 
des  Brennpunktes  dieser  Parabel  auf  Ph,  handeln.  Der  Brennpunkt 
ist,  wie  aus  Satz  345)  folgt,  der  horizontale  Dnrchstoßpunkt  f  der 
durch  den  Scheite!  {A,  A')  des  Paraboloides  parallel  zu  [g,  g')  gezo- 
genen Geraden. 
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Der  Scheitel  a'  hingegen  wird  offenbar  dureli  den  horizontalen 
Durchetoßpunkt  der  in  der  Ebene  P^P*  liegenden  Cyliudererzeugendeti, 
d.  h.  durch  den  horizontalen  DnrehstoUpunkt  der  zu  {g,y')  parallelen 
Tangente  des  in  der  Ebene  Pt-P/i  liegenden  Meridians  dargestellt.  Der 
besE^te  Dürehstofipunkt  a'  kann  unmittelbar  durch  Drehung  der  Ebene 
'Pt'Ek  um  die  Achse  {Z,  Z')  in  die  zur  Terticalen  Projectionsebene 
parallele  Lage  erhalten  werden. 

Die  gesuchte  Horizontaltrace  des  umschriebenen  Cylinders  ist 
demnach  eine  Parabel,  welche  durch  ihre  Achse,  durch  ihren  Seheitel 
a'  und  ihren  Brennpunkt  f  vollkommen  bestimmt  ist  und  daher  aus 
diesen  Bestimmungsstücken  anstandslos  construiert  werden  kann. 

Die  eben  entwiclielte  Construction  bietet  zugleich  ein  Mittel,  ein 
bereits  besprochenes  Problem  einer  einfacheren  Lösung  zuzuführen. 

§.  594. 

222.  Aufgabe.  Durch  eine  gegebene  Gerade  {cf,g')  sind  an  ein 
Rotatloasparaboloid  die  möglichen  Taagentialebenen  zu  legen  und 
deren  Berührnngspunkte  zu  construieren. 

Wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  bestimmen  wir  auch  diesfalls 
zunächst  den  Scheitel  a'  und  den  Brennpunkt  f  jener  Parabel,  in  welcher 
der  dem  Paraboloide  parallel  zur  Geraden  {s,g')  (Taf.  XXIX,  Fig.  197) 
umschriebene  Cjhnder  die  horizontale  Projectiousebene  schueidet. 

Auf  Grund  vorausgeschickter  Erörterungen  ist  bekannt,  dass  jede 
Berttbrebene  des  umschriebenen  Cylinders  auch  das  Rotationsparaboloid 
in  einem  Punkte  berühi-t,  welcher  der  Berührungscurve  des  ersteren 
angehört.  Die  verlangten  Berührebeuen  werden  daher  gleichzeitig  auch 
die  durch  die  Gerade  (g,g')  an  den  umschriebenen  Cylinder  gelegten 
Tangentialebenen  darstellen  und  ihre  Horizontaltrace»  mithin  diejenigen 
Tangenten  T"*  und  T'h  sein,  welche  durch  den  horizontalen  Durch- 
stoßpunkt d'  der  Geraden  (g,g')  an  die  Parabel  {a\f)  gezogen  werden 
können. 

Die  besäten  Tangenten  2"'*  und  T\  sowie  ihre  Berührungs- 
punkte Ti\  und  3i'j  mit  der  Parabel  bestimmen  wir  einfach  mit  Zu- 
grundelegung der  Aufgabe  208).  Da  die  zu  bestimmenden  Berühr- 
ebenen durch  die  Gerade  {9,g'}  gehen  sollen,  so  sind  nunmehr  auch 
deren  Verticaltracen  2*',  und  r*„  leicht  zu  construieren. 

Es  erübrigt  noch  die  Berührungspunkte  dieser  Ebenen  mit  dem 
Paralioloide  zu  ermitteln.   Dies  vollführen  wir  in  nachstehender  Weise. 

Zieht  man  durch  den  Punkt  (si,  n').  in  welchem  die  Parabel 
(«',/■')  von  T\,  berührt  wird,  die  Gerade   {äi,g'i)  parallel  zu  den  Cy- 
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iindererzeugeuden ,  d.  i.  parallel  zu  iQfg'),  sc  stellt  diese  Gerade  jene 
Cylindereizeugeude  dar,  längs  welcher  die  Ebene  2"«  T'h  den  Cylinder 
berührt.  Auf  dieser  Geraden  muss  offenbar  auch  der  Berührungspunkt 
der  Ebene  T',  T^i,  mit  dem  Paraboloide  liegen.  Der  bezeichnete  Beruh- 
rungspuniit  ist  uämlieh  einerseits  der  Schnittpunkt  von  {g^,g'i}ta\t  der 
Berührungseurve  des  Cyliuders.  Da  aber  andererseits  der  gesuchte 
Berührungspunkt  auch  in  der  zur  Ebene  T\  T'^  seukrechten  Meridian- 
ebene  PK  P'h  liegt,  so  wird  derselbe  durch  den  Schnittpunkt  (^j„p\) 
der  letzteren  mit  der  Geraden  {g,,g',)  dargestellt  und  bestimmt  er- 
seheinen.    Das  Gleiche  gilt  in  Bezug  auf  die  Ebene  T%  T^i,- 

g.  595. 

223.  Aufgabe.  Es  sind  die  Contouren  eines  Rotationsparaboloides 
unter  der  Voraussetzung  zu  construieren ,  dass  die  Rotationsaciise 
sowohl  gegen  die  vertieale,  als  auch  gegen  die  horizontale  Projections- 
ebene  geneigt  ist;  das  Paraboloid  ist  durch  die  Projeetionen  seines 
Scheitels  und  seines  Brennpunktes  gegeben. 

Die  Projeetionen  der  Rotationsachse  seien  durch  {Z,Z')  (Tafel 
XXIX,  Fig.  198)  dargestellt;  auf  denselben  ist  der  Scheitel  {A,A') 
und  der  Brennpunkt  {F,F')  des  Eotationsparaboloides  gegeben. 

Construieren  wir  die  Scheiteltangentialebene  des  Paraboloides, 
d.  i.  die  Ebene  TtTS,  welche  durch  {Ä,A')  senkrecht  zur  Achse  (Z,Z') 
geführt  wird;  legen  wir  ferner  durch  den  Brennpunkt  (F,F-)  eine 
Ebene  e^  parallel  zur  horiaontalen  Projectionsebene,  so  wird  die  letztere 
die  Scheiteltangentialehene  T"Tf,  in  einer  Geraden  (r,  r')  schneiden, 
welche  zur  horizontalen  Trace  Jt  parallel  ist.  Die  horizontale  Pro- 
jection  t'  derselben  ist  mithin  senkrecht  auf  der  horizontalen  Projectiou 
Z'  der  Kotationsachse. 

Nehmen  wir  auf  der  Gemdeo  (r,  t')  irgend  einen  heliebigeu 
Punkt  (m,iB')  an.  Die  Verbiudungsgerade  {Fm,F'm')  desselben  mit 
dem  Brennpunkte  (FjF")  ist,  dabeide  Punkte  in  der  horizontalen  Ebene 
*„  liegen,  selbst  horizontal.  Legen  wir  weiters  durch  den  Punkt  («(,»*') 
eine  Ebene  ThT^  senkrecht  zu  der  Geraden  (i^m,  i^'w*'),  so  wird 
diese  Ebene  horizoutal-projicierend  sein,  daher  deren  Horizontaltrace  1\ 
durch  m'  gehen  und  auf  F'm'  senkrecht  steheu  müssen. 

Diese  letzterhaltene  Ebene  ist  aber  (nach  Satz  340),  da  der 
Punkt  {m,»*')  der  Scheiteltangentialebene  2? 3?  angehört,  gleichzeitig 
eine  Tangentialebene  des  Paraboloides.  Es  ist  somit  einleuchtend, 
dass  die  horizontale  Trace  Th  dieser  Ebene  eine  Taugente  der  hori- 
zontalen Contour  darstelle. 
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Lässt  man  nun  den  Punkt  (in,vi')  die  Gerade  (r,i;'}  durchlaufen, 
so  ändert  diese  Contourtangeute  T/,  ihren  Ort  derart,  dass  sie  in  jeder 
ihrer  Lagen  auf  der  zugehörigen  Verhindungsgeraden  des  jeweiligen 
Punktes  m',  m\,  m\,  «i'g  .  .  .  mit  dem  Punkte  F'  senkrecht  steht, 
woraus  aber  unmittelbar  folgt,  dass  die  horizontale  Contour  des  Para- 
boloides  eine  Parabel  sei,  deren  Brennpunkt  F'  trnd  deren  Scheitel- 
tangente r'  ist.  In  gleich  einfacher  Weise  lässt  sich  die  verticale 
Contour  ermittein  und  hiermit  die  gestellte  Aufgabe  graphisch  durch- 
führen. 

g.  596. 

224.  Aufgabe.  In  freier  schiefer  Projection  ist  die  Contour 
eines  Eotationsparaboloides  unter  der  Voraussetzung  zu  eonstruieren, 
dass  die  Rotationsachse  eine  gegen  die  Bildebene  geneigte  Gerade 
ist.  Das  Paraboloid  ist  durch  dessen  Scheitel  und  Brennpunkt  auf 
dieser  Geraden  gegeben. 

Durch  äv,  (Z)  (Taf.  XXIX,  Fig.  199)  sei  die  gegebene  Rota- 
tionsachse, durch  A  die  Projection  des  Scheitels,  durch  F  die  Pro- 
jection des  Brennpunktes  des  Paraboloides,  und  durch  v  z/,  .d"  das 
Projectionsdreieck  dargestellt. 

Die  Contour  ist,  wie  bereits  bekannt,  der  Schnitt  der  Bildebene 
mit  dem  scbief-projicierenden,  dem  Rotationsparaboloide  umschriebenen 
Cylinder.  Es  ist  einleuchtend,  dass  besagte  Contour  gleiehKcitig  auch 
die  schiefe  Projection  aller  auf  diesem  Cylinder  liegenden  Curven,  ins- 
besondere aber  auch  aller  seiner  ebenen  Schnitte  repräsentieren  wird. 

Von  der  eben  erwähnten  Eigenschaft  werden  wir  diesfalls  in  dei- 
Weise  Gehrauch  machen,  daas  wir  einen  gewissen,  leicht  zu  con- 
struierenden  ebenen  Schnitt  des  Cjlinders  ermitteln  und  dessen  schiefe 
Projection  eonstruieren. 

Legen  wir  zu  diesem  Zwecke  eine  Ebene  senkrecht  zu  der  Rota- 
tionsachse Zd  ,  etwa  die  Ebene  SbS,,  welche  durch  den  Fluchtpunkt  v 
geht.  Der  Schnitt  dieser  Ebene  mit  dem  schief-projicierenden ,  dem 
Paraboloide  umschriebenen  Cylinder  ist  eine  Parabel,  deren  Brenn- 
punkt (nach  Satz  345)  der  Durchscfanittspunkt  der  besagten  Ebeno 
SbS„  mit  dem  schief-projicierenden,  durch  den  Scheitel  Ä  gehenden 
Strahle  ist.  Die  schiefe  Projection  dieses  Punktes  fällt  hiernach  selbst- 
verständlich mit  der  schiefen  Projection  A  des  Scheitels  zusammen. 
Betrachten  wir  also  Ä  als  die  schiefe  Projection  eines  Punktes  in  der 
Ebene  ÄjS,,  so  ist  dieser  letztere  gleichzeitig  der  Brennpunkt  des 
fraglichen  Schnittes. 
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Der  Scheitel  jener  in  der  Ebene  Si,  Sv  liegenden  Parabel  dagegen 
ist  der  Schnittpunkt  der  Ebene  Si,Si,  mit  der  in  der  schief-projicierea- 
den  Meridianebene  (deren  Trace  ilv  ist)  liegenden  Cylindererzeugenden, 
das  ist  der  Selinittpunkt  der  Ebene  SbS„  mit  jener  zum  schief- pro- 
jicierenden  Strahle  parallelen  TaJigente,  welche  an  denjenigen  Meridian, 
welcher  in  der  durch  dv  geführten,  schief-projicierenden  Ebene  liegt, 
gezogen  werden  kann. 

Die  besagte  Tangente  und  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Bild- 
ebene bestimmen  wir  diesfalls,  indem  wir  die  obbezeichnete  Ebene 
um  ihre  Trace  dv  in  die  Bildebene  umlegen.  Hierbei  gelangt  der 
Scheitel  der  Meridianparabel    nach  A^  und  der  Brennpunkt  nach  F„. 

Fähren  wir  auf  bekannte  Weise  (Aufgabe  2ÜS 
umgelegten,  schief-projicierenden  Strahle  vvg  eine  1 
gleichfalls  umgelegte  Meridianparabel  {A^,  F„),  so  schneidet  diese  die 
Biidfläehtraee  der  vorerwähnten  schief-  projicierenden  Ebene  dv  in 
dem  Punkte  a,  welcher  bereits  den  Durehstoßpunkt  der  Bildebene 
mit  der  schief-projicierenden,  in  der  projicierenden  Meridiauebene 
liegenden  Meridiantangente  repräsentiert. 

Betrachtet  man  nunmehr  wieder  den  Punkt  a  als  die  schiefe 
Projection  eines  in  der  Ebene  ShSy  liegenden  Punktes,  so  stellt  dieser 
letztere  den  Scheitel  der  zu  suchenden  Sehnittparabel  dar. 

Fassen  wir  die  Resultate  der  durchgeführten  Constructionen 
zusammen,  so  können  wir  kura  sagen:  Die  Ebene  Si,S,  schneidet  den 
schief-projicierenden,  dem  Paraboloide  umschriebenen  Cytinder  in  einer 
Parabel,  deren  Scheitel  und  Brennpunkt  durch  ihre  schiefen  Pro- 
jectionen  a  und  A  dargestellt  sind. 

Nun  wird  es  sich  weiter  noch  darum  handeln,  die  schiefe 
Projection  dieser  Parabel,  welche  selbstverständlich  wieder  eine 
Parabel  sein  wird,  durch  den  ihr  zugehörigen  Seheitel  und  den  ihr 
entsprechenden  Brennpunkt  darzustellen. 

Zu  diesem  Behiife  legen  wir  die  vorher  bestimmte  Sehnitt- 
parabel ia,A)  um  Äj  in  die  Bildebene  um,  wobei  ^  nach  s',,,  der 
Scheitel  a  nach  «'„  und  der  derselben  zukommende,  mit  A  zusammen- 
faUende  Brennpunkt  nach  Ä'^  =  f  gelangt,  während  vv''^  den  Affini- 
tätsstrahl repräsentiert. 

Der  umgelegten  Scheiteitangente  ("„  (durch  «'„  senkrecht  zu 
a'^A'd)  entspricht  als  schiefe  Projection  die  Gerade  ta,  welche  die 
Tangente  der  schiefen  Projection  2  der  Parabel  im  Punkte  a 
repräsentiert. 
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Die  Scheiteltangente  der  Parabel  Z  kann  auf  folgende  Weise 
coüstruiert  werden.  Zunächst  ist  unschwer  einzusehen ,  dass  die 
Gerade  aA  ein  Durchmesser  der  Parabel  £  sei.  Die  Achse  von  ^ 
wird  zu  dem  besagten  Durchmesser  parallel  und  die  gesuchte  Scheitel- 
tangente zu  demselben  senkrecht  sein. 

Ziehen  wir  daher  an  beliebiger  Stelle  x  eine  Senkrechte  s  zu 
aA  und  legen  wir  dieselbe,  indem  wir  sie  als  eine  Gerade  der  Ebene 
SiS,  betrachten,  unter  dieser  letzteren  Voraussetzung  nach  s'^  um; 
führen  wir  ferner  an  die  umgelegte  Parabel  {a',,J.'o)  eine  au  s'^ 
parallele  Tangente  i',,  und  bestimmen  wir  auf  die  bereits  mehrfach 
besprochene  Weise  deren  Berührungspunkt  n'g.  Die  schiefe  Projection  t 
dieser  Tangente  wird  die  zu  aA  senkrechte  Scheitel tangente  der 
Parabel  £,  die  schiefe  Projection  x  des  Berührungspunktes  ^'^ 
daher  den  Scheitel  von  2  darstellen.  Den  früheren  Betrachtungen 
zufolge  ist  somit  die  schiefe  Projection  ^  der  Parabel  durch  den 
Scheite]  w,  die  Scheiteltangente  t  und  die  Tangente  ta  vollkommen 
bestimnit  und  folglich  auch  die  gesuchte  Contour  unzweideutig  fest- 
gestellt. 

Ein  ganz  übereinstimmender  Vorgang  kann  auch  dann  beobachtet 
und  behufs  graphischer  Durchführung  gewählt  werden,  wenn  es  sieh 
darum  handeln  sollte,  dieContour  eines  Paraboloides  mit  gegen 
die  Bildebene  geneigter  Achse  in  centraler  Projection  dar- 
zustellen. 

Man  wird  nämlich  den  Schnitt  des  dem  Paraboloide  umschrie- 
benen centralprojicierenden  Kegels  mit  einer  zur  Rotationsachse 
senkrechten  Ebene  durch  seine  Brennpunkte  und  Scheitel  bestimmen, 
und  hierauf  dessen  Centralprojection  aus  der  ümlegung  ableiten. 

Diese  Centralprojection  wird  ebenso,  wie  im  vorbeigehenden 
Falle,  die  gesuchte  Bildflächcontour  des  Paraboloides  repräsentieren. 


Beatimmnngsarten  des  Rutationsparaboloides  aus  gegebenen  Elementen. 

225.  Aufgabe.  Ein  Kotatlonsparaboloid  ist  durch  die  Rotations- 
acbse  Z  der  Lage  nach,  dem  Scheitel  A  auf  (derselben  und  einem 
Punkte  p  gegeben;  der  Brennpunkt  der  Fläche  Ist  zu  bestimmen. 

Die  durch  Z  und  p  {Taf.  XXIX,  Fig.  200)  gelegte  Ebene  sehneidet 
das  Paraboloid  offenbar  in  einer  Meridianparabel,  welche  durch  p 
geht  und  welcher  der  Scheitel  A  und  die  Achse  Z  zukömmt.  Behufs 
Bestimmung  des  Brennpunktes  F  dieser  Parabel  ziehen  wir  von  p 
aus   die  Senkrechte  pa   zu  Z  und    fixieren    auf  der   letztgenannten 
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Achse  den  zu  a  in  Bezug  auf  A  symmetrischeo  Punkt  a,  indem  wir 
Aa  =  Aa  machen.  Nachdem  nun  A  und  der  unendlich  ferne  Punkt 
von  Z  der  Parabel  angehören  und  Z  eine  Achse  derselben  ist,  wird 
der  Punkt  a  der  Pol  der  Geraden  ap  in  Bezug  auf  die  Parabel  sein 
und  folglich  p  a  die  Tangente  t  der  Parabel  im  Punkte  p  darstellen, 
Fällen  wir  auf  diese  Tangente  pa  in  dem  Punkte  x,  in  welchem 
sie  die  Scheiteltangente  T  trifft,  eine  Senkrechte,  so  schneidet  die 
letztere  die  Achse  Z  in  dem  Brennpunkte  F  dieser  Parabel ,  welcher 
gleichzeitig  auch  der  Brennpunkt  der  Fläche  ist. 


326.  'Aufgabe.  Ein  Rotationaparah oloid  ist  durch  die  Scheitel- 
tangentialebene,  durch  den  in  ihr  liegenden  Scheitel  und  durch  Irgend 
eine  Berührebene  gegeben;  es   ist   der  Brennpunkt  der  Fläche  zu 

bestimmen. 

Sei  Ta  die  Scheiteltangentialebene,  A  der  Scheitel  und  T  die 
gegebene  Berührebene. 

Fällt  man  von  A  aus  auf  Ta  eine  Senkrechte  Z,  so  repräsen- 
tiert diese  die  Achse  des  Kotationsparaboloides.  Legt  man  weiters 
durch  diese  Achse  Z  eine  Eliene  P  senkrecht  zur  Berührebene  T,  so 
wird  die  letztere  in  einer  Geraden  t  und  die  Scheiteltaugentialebene 
Ta  in  einer  Geraden  (^  geschnitten. 

Das  Paraboloid  selbst  wird  von  der  Ebene  P  in  einer  Meridian- 
parabel getroffen ,  welcher  die  Achse  Z,  der  Scheitel  A  und  die 
Scheiteltangente  4  entspricht,  nebstbei  aber  von  der  Geraden  t  be- 
rflhrt  wird.  Fällt  man  daher  wieder  von  dem  Punkte  ?r,  in  welchem 
sich  (a  und  (  schneiden,  eine  Senkrechte  auf  (  (natürlich  in  der  Ebene 
P),  so  trifft  diese  bereits  die  Achse  Z  in  dem  zu  bestimmenden 
Brennpunkte  F. 

§.  599. 

ää7.  Aufgabe.  Von  einem  Rotationsparaboloide  ist  die  Rotations- 
achse der  Lage  nach,  ferner  eine  Tangente  der  Fläche  und  deren 
Berührungspunkt  gegeben;  der  Seheitel  und  der  Brennpunkt  Ist  zu 
constmieren. 

Die  Rotationsachse  sei  Z,  t  sei  die  Tangente  und  p  deren 
Berührungspunkt  mit  dem  Rotationsparaboloide. 

Die  BerUhrebene  T  im  Punkte  p  muss  einerseits  durch  die  Tan- 
gente t  gehen  und  andererseits  auf  der  Meridianebene  P  des  Punktes 
p,  d.  i,  auf  jener  Ebene  P,  weiche  durch  Z  und  p  geht,  senkrecht 
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stehen.     Besagte   Ebene   ist    mithin    voUstäudig    bestimmt. 
wird  7oa  der  Meridianebene  P  in  der  Tangente  tp  geschnitten. 

Die  in  der  Meridianebene  P  liegende  Meridianparabet  ist  sonach 
durch  die  Achse  Z,  die  Tangente  tp  und  deren  Berührungspunltt  p 
(Taf.  XXX,  Fig.  201)  bestimmt. 

Die  Gerade  ap,  welche  man  durch  p  senkrecht  zur  Achse  Z  führt, 
ist,  in  Bezug  auf  die  Meridianpsrabel,  die  Polare  jenes  Pnnlites  «,  in 
welchem  die  Tangente  tp  die  Achse  Z  trifft.  Es  müssen  demnach  die 
Punkte  a,  a,  der  unendlich  ferne  Punkt  von  Z  und  der  zu  suchende 
Scheitel  A  vier  harmonische  Punkte  sein;  der  Scheitel  j4  ist  demnach 
derjenige  Punkt,  welcher  die  Strecke  aa  halbiert. 

Der  Brennpunkt  F  kann  nunmehr  leicht  gefunden  werden.  Es 
genügt  nämlich,  durch  A  die  Scheiteltangente  T  zu  ziehen  und  durch 
den  Punkt  n,  in  welchem  dieselbe  die  Tai^ente  t^  schneidet,  auf  die 
letztere  eine  Senkrechte  zu  führen,  um  im  Schnitte  mit  der  Achse  Z 
den  gesuchten  Brennpunkt  E  zu  erhalten. 

§.  600. 

;i28.  Aufgabe.  Ein  Rotationsparaboloid  ist  dnrch  die  Aebse  '/' 
der  Lage  nach,  den  Brennpunkt  F  auf  derselben  und  einen  Punkt  p 
der  Fläche  gegeben;  es  ist  dessen  Seheitel  zu  bestimmen. 

Jeder  Punkt  des  Paraboloides  hat  den  gleichen  Abstand  vom 
Brennpunkte  und  von  der  Direetrixebene.  Beschreiben  wir  daher  aus 
dem  gegebenen  Punkte  p,  als  Mittelpunkt,  eine  Kugel,  welche  durch 
den  Brennpunkt  F  geht,  so  entspricht  jeder  Tangentialebene  derselben 
von  dem  Funkte  2>  ein  Abstand,  der  jenem  vom  Brennpunkte  i^"  gleich 
bBmmt. 

Unter  diesen  Tangentialebenen  gibt  es  zwei,  welche  auf  der 
Achse  Z  senkrecht  stehen.  Jede  derselben  kann  als  die  Direetrix- 
ebene des  gesuchten  Paraboloides  betrachtet  werden.  Halbiert  man 
sodann  deren  Abstand  von  dem  gegebenen  Brennpunkte  F,  so  stellt 
der  Halbierungspunkt  den  verlangten  Scheitel  des  Parabo- 
loides dar. 

§.  GOl. 

2S'J.  Aufgäbe.  Ein  Rotationsparaboloid  ist  durcli  die  Lage  der 
Rotationsachse  Z,  den  Brennpunkt  F  und  eine  Tangentialebene  T 
gegeben;  der  Scheitel  des  Paraboloides  ist  zu  eonstruieren. 

Fällen  wir  von  dem  Brennpunkte  F  auf  die  Tangeutialebeiie  T 
das  Perpendikel   Fa,  so  muss  (nach  Satz  340)  der  Fußpuukt  a  des- 
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selbeD  auf  dieser  Ebene  T  der  Scheiteltangentialebene  angehören. 
Letztere  ergibt  sich  demiiaeli  als  die  durch  a  senitrecht  zur  Achse  Z 
geführte  Ebene  r„.  Dort  wo  die  Achse  Z  von  der  letztbezeichneten 
Ebene   getroffen  wird,    erhalten  wir  bereits  den  gesuchten  Scheitel  A 


%.  602. 

230.  Aufgabe.  Ein  Rotatlonsparaboloid  ist  durch  die  Lage  der 
Achse  Z  und  durch  zwei  Tangeatialebeaen  T,  und  T^  gegeben ;  der 
Scheitel  und  der  Brennpunkt  desselben  sind  zu  bestimmen. 

Drehen  wir  aunäebst  die  beiden  Tangentialebenen  T^  und  1\  so 
lange,  bis  sie  auf  einer  und  derselben,  beliebig  durch  Z  gelegten 
Meridian  ebene  P  senkrecht  stehen.  Da  die  bezeichneten  Ebenen  bei 
dieser  Drehung  nicht  aufiiören,  Tangentialebenen  an  die  vorgegebene 
Fläche  zu  sein,  so  werden  sie  die  Ebene  P  in  der  gedrehten  Lage  in 
zwei  Tangenten  ^,  und  t^  des  in  dieser  Ebene  P  liegenden  Meridianes 
schneiden. 

Es  wird  sieh  demnach  bloß  darum  handeln,  den  Scheitel  und 
den  Brennpunkt  einer  Parabel  zu  finden,  welche  durch  die  Achse  Z 
(der  Lage  nach)  und  zwei  Tangenten  t^  und  t^  {Taf.  XSX,  Fig.  202) 
gegeben  ist. 

Suchen  wir  vorerst  die  Scheiteltangente  T  dieser  Parabel.  Die- 
selbe wird  eine  zu  Z  senkrechte  Gerade  sein,  welcher  die  Eigenschaft 
Kukömmt,  dass  sie  die  beiden  Tangenten  (,  und  t^  in  jenen  Punkten 
d,  und  a„  treffen  wird,  in  welchen  Senkrechte  zu  diesen  Taugenten 
geführt,  in  einem  und  demselben  Punkte  F  der  Achse  Z,  d.  i.  in  dem 
Brennpunkte  der  Parabel  zum  Schnitt  gelangen. 

Um  demnach  diese  Seh  eitel  taugen  te  2"  und  den  Brennpunkt  F 
zu  finden,  ziehen  wir  zunächst  an  beliebiger  Steile  x  eine  Senkrechte  t 
zur  Achse  Z,  welche  den  Tangenten  t^  und  t^  in  a,  und  «j  begegnen 
mögen.  In  den  Punkten  «,  und  a^  fällen  wir  auf  t^  und  t^  die  Nor- 
malen H,  und  Mj,  welche  sich  in  einem  Punkte  qn  schneiden.  Ver- 
bindet man  diesen  Punkt  ^  mit  dem  Schnittpunkt  s  der  beiden  Tan- 
genten ti  und  t^,  so  trifft  die  Verbindungsgerade  <ps  die  Achse  Z  in 
dem  zu  bestimmenden  Brennpunkte  F. 

Denn,  zieht  man  von  F  aus  die  Perpendikel  Fa,  und  P„^  auf 
(,  und  ig,  und  verbindet  man  a^  und  a^  durch  eine  Gerade  T,  ao 
erhält  man  zwei  Dreiecke  a,  a^  F  und  «,  a^  tp,  die  in  Bezug  auf  s  als 
Ähnlichkeitspunkt  ähnlich  gelegen  sind.  Es  sind  daher  auch  die  dritten 
Seiten  a,  a^^r  und  «,  a,  =  T  parallel,  woraus  folgt,  dass  T  die 
Scheitel tangeate  und  F  der  Brennpunkt  der  gesuchten  Parabel  sei. 
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SelbstTerständlich  sind  sodann  auch  die  Punkte  F  und  A,  be- 
ziehungsweise der  Brennptiukt  und  Scheitel  für  das  ursprünglich  ge- 
gebene Paraboloid. 

§.  603. 

äSl.  Aufgabe.  Ein  Rotationsparaboloid  ist  durch  die  Lage 
der  Rotationsachse  Z  und  durch  zwei  Pnnkte  a  und  h  gegeben;  es 
ist  dessen  Scheitel  und  Brennpunkt  zu  hestinunen. 

Denken  wir  uns  die  beiden  gegebenen  Punkte  a  und  b  durch 
Drehung  um  die  Rotationsachse  Z  in  eine  beliebige  durch  Z  gelegte 
Meridianebene  P  versetzt,  so  werden  die  besagten  Paukte  in  dieser 
Lage  Kwei  Punkte  der  in  der  Ebene  P  liegenden  Meridianparabel  dar- 
stellen. Die  vorgelegte  Aufgabe  reduciert  sich  mithin  auf  die:  „den 
Scheitel  und  Brennpunkt  einer  Parabel  zu  finden,  von 
welcher  die  Achse  Z  und  zwei  Punkte  a  und  h  (Taf.  XXX, 
Fig.  203)  bekannt  sind". 

Ziehen  wir  demnach  die  Verbindungsgerade  a  i  und  bestimmen 
wir  zu  a,  h  und  dem  Schnittpunkte  M  von  ab  mit  der  Achse  Z  den 
vierten  harmonischen  Punkt  M^.  Fällt  man  ferner  von  dem  so  er- 
haltenen Punkte  itf,  die  Senkrechte  ft  auf  die  Achse  Z,  so  reprä- 
sentiert die  besagte  Gerade  jt  die  Polare  des  Punktes  M  in  Bezug 
auf  die  Parabel.  Es  müssen  daher  der  Punkt  M,  der  Punkt  m,  in 
welchem  ft  die  Achse  Z  trifft,  der  nnendlich  ferne  Punkt  ^»  der 
Achse,  und  der  zu  suchende  Parabelscheitel  A  harmonisch  sein,  d.  h. 
A  liegt  in  der  Mitte  zwischen  M  und  m. 

Der  Brennpunkt  F  kann  folgendermaßen  gefnnden  werden.  Fällt 
man  von  a  aus  das  Perpendikel  aa^  auf  die  Achse  Z  und  überträgt 
man  den  Punkt  aj  symmetrisch  in  Bezug  auf  A  nach  «,  so  ist,  wie  wir 
aus  Aufgabe  208)  wissen,  aa  die  Tangente  (  der  Parabel  im  Punkte  a. 
Fällen  wir  auf  dieselbe  in  dem  Punkte  a,  in  welchem  besagte  Tan- 
gente t  die  Scheiteltangente  T  schneidet,  eine  Senkrechte,  so  trifft 
diese  die  Achse  Z  in  dem  verlangten  Brennpunkte  F. 

§.  604. 

232.  Aufgabe.  Ein  Rotationsparaboloid  ist  durch  den  Brenn- 
punkt F  nai  durcli  drei  Tangentialebenen  T^,  T^  und  Tg  gegeben; 
der  Scheitel  der  Hache  ist  zu  bestimmen. 

Fällen  wir  von  F  aus  auf  diese  drei  Ebenen  die  bezüglichen 
Perpendikel  /o,,  Fa^  und  Fa„  so  liegen  (nach  Satz  340)  deren  Faß- 
punkte a,,  09  und  «3  in  der  Seheitel  tangential  ebene  T^,.  Letztere  ist 
somit   durch  diese  drei  Punkte  «.,  a^  und  a^  vollkommen  bestimmt. 
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Die  Senkrechte  Z  von  F  auf  diese  Ebene  T^  repräsentiert  die  Rota- 
tionsachse und  der  Punkt  Ä,  in  welchem  dieselbe  die  Ebene  T^  trifft, 
den  Seheitel  des  Paraboloides. 

§.  60Ö. 

2BS.  Aufgabe.  Ein  Rotationsparaboloid  ist  durch  den  Brenn- 
punkt, einen  Punkt  auf  der  Pläehe  und  zwei  Tangentialebenen  ge- 
geben; der  Scheitel  der  Fläche  ist  zu  bestimmen. 

Die  beiden  Tangentialebenen  seien  T,  und  T^,  der  gegebene 
Punkt  sei  p  und  F  stelle  den  Brennpunkt  des  Paraboloides  dar. 

Die  Scheiteltangentialebene  ist,  wie  wir  wissen,  von  dem  Brenn- 
punkte eben  soweit  als  von  der  Direetrixebene  entfernt.  Zieht  man 
daher  durch  den  Brennpunkt  F  eine  beliebige  Gerade,  welche  die 
Scheiteltangentialebene  im  Punkte  a  und  die  Directrixebene  im  Punkte 
«  trifft,  so  ist  jederzeit  aa  ~  tiF.  Der  Punkt  a  ist  also  mit  F  in 
Bezug  auf  den  Punkt  a  als  „Symmetriepunkt"  symmetrisch  gelegen. 

Diese  Eigenschaft  werden  wir  in  folgender  Weise  zur  Lösung 
der  vorstehenden  Aufgabe  verwenden. 

Wir  fäüen  von  dem  Brennpunkte  /■'  auf  die  Ebenen  T,  und  T, 
die  betreffenden  Perpendikel  /^,  und  Fa^.  Die  Fußpunkte  a,  und  a„ 
dieser  Perpendikel  gehören  (nach  Satz  340)  der  Scheiteltangentialebene 
an.  Verlängert  mau  die  genannten  Perpendikel  fiber  a^ ,  resp.  «j 
hinaus,  um  ihre  eigenen  Längen  F^,  und  F„,  bis  a^,  beKiehungaweise 
ttj,  so  stellen  die  Punkte  «,  und  a^  (welche  eigentlich  die  Symmetrie- 
punkte  des  Brennpunktes  F  in  Bezug  auf  die  beiden  Tangentialebenen 
2",  und  Tj  repräsentieren),  der  vorausgeschickten  Betrachtung  zufolge, 
zwei  Punkte  der  Directrixebeae  dar. 

Nun  ist  aber  noch  der  Punkt  j>  gegeben.  Die  Directrixebene 
muss  von  diesem  Punkte  p  den  nämlichen  Abstand  besitzen,  welchen  p 
von  dem  Brennpunkte  F  hat.  Die  Directriiebene  muss  demnach  jene 
Kugel  berühren,  welche  den  Punkt  p  zum  Mittelpunkte  hat  und  durch 
den  Brennpunkt  .F  geht.  Da  somit  zwei  Punkte  u^  und  «^,  also  eine 
Gerade  a^  u^  der  Direetrixebene  bekannt  ist,  so  ergibt  sich  die  letztere 
als  die  eine  oder  die  andere  der  Tangentialebenen,  welche  durch  die 
Gerade  a^  a^  an  die  genannte  Kugel  gelegt  werden  können. 

Jene  Ebene,  welche  parallel  zu  der  Directrixebene  durch  die 
Gerade  a^a^  geführt  werden  kann,  ist  die  Scheiteltangentialebene  und 
der  Punkt,  in  welchem  dieselbe  von  der  durch  F  zu  ihr  senkrecht 
geführten  Eotationsacbse  geschnitten  wird,  der  ge.suchte  Scheitel. 
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Z3i.  Äufijabe.  Ein  Kotationsparaboloid  ist  dnreli  den  Brenn- 
punkt  F,  eine  Tangentialebene  T  und  zwei  Punkte  p^  und  p„  ge- 
geben; der  Scheitel  der  Fläche  ist  zu  bestimmen. 

Bestimmen  wir  zunächst  den  Symmetriepunkt  «  des  Brenn- 
punktes F  in  Bezug  auf  die  Tangentialebene  T.  Dieser  Punkt  «  ge- 
hört, wie  iu  der  vorhergegangenen  Aufgabe  gezeigt  wurde,  der  Di- 
rectrixebene  an. 

Beschreiben  wir  ferner  aus  jedem  der  beiden  Punkte  p^  und 
i>„  als  Mittelpunkte,  die  Kugeln  Ä,  und  S.^,  welche  durch  den 
Brennpunkt  F  gehen,  so  wird  offenbar  jede  gemeinschaftliehe  Be- 
rührungsebene dieser  beiden  Kugeln  von  den  Punkten  p^  und  p^  die 
nämlichen  Entfernungen  wie  die  Punkte  p,  und^„  vom  Brennpunkte  F 


Unter  diesen  Ebenen  muss  sieh  offenbar  auch  die  zu  bestimmende 
Directrixebene  befinden.  Da  dieselbe  jedoch  auch  den  Punkt  a 
enthalten  muss,  so  wird  obgenannte  Ebene  die  eiue  oder  die  andere 
jener  durch  a  gehenden  gemeiuschaftliehen  Beröhrebenen  der  beiden 
Kugeln  8^  und  Sj  sein.  Halbiert  man  sodann  den  senkrechten  Ab- 
stand des  Brennpunktes  von  dieser  Ebene,  so  wird  durch  den  Halbie- 
rungspunkt A  der  gesuchte  Scheitel  des  Paraboloides  dargestellt. 

§.  607. 

235.  Aufgabe.  Ein  Rotationsparaboloid  ist  durch  den  Brenn- 
punkt F  Tind  durch  drei  Punkte  jii,  p,  «nd  p.^  gegeben;  es  ist  der 
Scheitel  der  Mäche  zu  constroieren. 

Die  Directrixebene  des  Paraboloides  wird  diesfalls  durch  jene 
Ebene  dargestellt  werden,  welche  von  den  drei  gegebenen  Punkten 
Pi'  Ps>  Pa  "^'^  nämlichen  Entfernungen  besitzt,  wie  beziehungsweise 
die  vorgenannten  Punkte  von  dem  Brennpunkte  F. 

Dieses  Ergebnis  sagt  aber  nichts  anderes  aus,  als  dass  die 
Directrixebene  J)  eine  gemeinschaftliche  Berührebene  jener 
drei  Kugeln  sei,  welche  die  drei  gegebenen  Punkte  j>,,  p^  und  p^ 
zu  Mittelpunkten  haben  und  durch  dea  Brennpunkt  F  gehen. 

Der  Halbierungspunkt  Ä  des  senkrechten  Äbstandes  des  Brenn- 
punktes F  von  dieser  Direetrisebene  D  repräsentiert  gleiebzeifcig  den 
serlangten  Seheitel  des  Paraboloides, 
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§.  608. 

^36.  Aufgabe.  Ein  RotationsparaboMd  ist  durch  den  Brenn- 
pDnkt  F,  eine  Tangentialebene  T  und  deren  Berührungspunkt  p 
gegeben;  der  Scheitel  der  Fläche  ist  durch  Construction  zu  linden. 

Die  Meridianebeae  des  Berührungspunktes  i)  muss  selbstverständ- 
lich durch  diesen  Punkt  p  geben  und  auf  der  Berährebene  T  senk- 
recht stehen.  Die  Meridianebene  muss  aber,  da  dieselbe  unter  allen 
Verhältnissen  eine  durch  die  Rotationsachse  gehende  Ebene  ist,  auch 
den  gegebenen  Brennpunkt  F  enthalten.  Besagte  Ebene  ist  somit  als 
die  durch  Fp  geführte  ku  T  senkrecht  stehende  Ebene  P  bestimmt. 
Der  in  ihr  liegende  Meridian  hat  gleichfalls  den  Punkt  F  zum  Brenn- 
punkte, geht  durch  den  Punkt  p  und  wird  in  letzterem  von  der  Schnitt- 
geraden  t  der  Ebenen  T  und  F  berührt. 

Die  gestellte  Aufgabe  reduciert  sieh  hiernach  auf  die:  „den 
Scheitel  Ä  jener  Parabel  zu  bestimmen,  welche  durch 
den  Brennpunkt  i'',  die  Tangente  t  und  deren  Berührungs- 
punkt p  (Täf.  XXX,  Fig.  204)  gegeben  ist". 

Führen  wir  demgemäß  durch  p  eine  Gerade  s,  welche  mit  pF. 
in  Bezug  auf  die  Tangente  (  als  Symmetrieachse  symmetrisch  liegt, 
so  wissen  wir,  dass  diese  Gerade  zur  Acbse  Z  der  Parabel  parallel 
ist.  Hiedurch  ist  die  letztere,  als  Parallele  durch  F  zu  s,  vollkommen 
bestimmt. 

Fällen  wir  ferner  vom  Brennpunkte  F  auf  die  Tangente  t  das 
Perpendikel  Fa,  so  ist,  wie  bereits  bekannt,  durch  den  Fußpunkt  a  des- 
selben, die  Scheiteltangente  T  senkrecht  zu  s  oder  Z  zu  führen.  Dort 
wo  T  die  Achse  Z  trifft,  erhält  man  unmittelbar  den  gesuchten 
Scheitel  A. 

Das  Eotationsparaboloid  kann  mit  Vorthei!  auch  zur  Lösung  von 
Problemen  verwendet  werden,  welche  die  Construction  eines  Kegel- 
schnittes fordern,  welcher  eine  gegebene  Parabel  in  zwei 
Punkten  (innerhalb)  berührt,  uebstbei  aber  durch  gegebene 
Punkte  gehen  oder  gegebene  Geraden  berühren  soll. 

Die  Methode  zur  Lösung  und  graphischen  Durchführung  derartiger 
Probleme  besteht,  wie  analogen  Aufgaben  bezüglich  des  EUipsoide^ 
und  Hyperboloides  entnommen  werdeu  kann,  darin,  dass  man  die  ge- 
gebene Parabel  als  den  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
Hauptmeridian  und  den  zu  suchenden  Kegelschnitt  als  vertioaie  Pro- 
jeetion  eines  ebenen  Schnittes  eines  Rotationsparaboloides  auffasst. 

Nachdem  gelegentlich  der  Besprechung  des  Rotationsellipsoides 
diesbezügliche  Aufgaben  ausführlich  behandelt  wurden,  dürfte  es  dies- 
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falls  geuügen,  durch  irgend  ein  Beispiel  die  betreffende  Anwendung 
des  Paraboloides  zu  zeigen  und  deu  Nachweis  zu  liefern,  dass  sieh 
hiedurch  gewisse  construetive  Vereinfachungen ,  welche  in  der  beson- 
deren Natur  des  Eotationsparaboloides  ihren  Grund  haben,  ergeben. 


237.  Aufgabe.  Eine  Parabel  und  drei  dieselbe  reell  schneidende 
Geraden  sind  gegeben ;  es  ist  ein  Kegelschnitt  zn  construieren,  welcher 
die  Parabel  in  zwei  Punkten  berührt  und  die  drei  Geraden  in  Pnnkten 
tangiert,  welche  auf  den  innerhalb  der  Parabel  liegenden  Stücken 
der  Geraden  liegen. 

Der  Brennpunkt  der  gegebenen  Parabel  sei  F,  Z  sei  deren 
Äebse  und  D  die  Directrisebene  derselben;  ferner  seien  t^,  t^  und  t^ 
(Taf,  XXX,  Fig.  205)  die  drei  gegebenen  Geraden. 

Die  Parabel  betrachten  wir  als  den  zur  verticalea  Projeetions- 
ebene  parallelen  Hauptmeridian  eines  Eotationsparaboloides  und  Z  als 
die  Rotationsachse  desselben.  Unter  dieser  Voraussetzung  haben  wir 
die  Grundlinie  XX  senkrecht  zur  Parabelachse  Z  zu  wählen. 

Der  zu  bestimmende  Kegelschnitt  E  soll  einerseits  die  Parabel 
in  zwei  Punkten  berühren  und  andererseits  auch  mit  jeder  der  drei 
gegebenen  Geraden  (,,  t^,  t^  eine  Berührung  eingehen. 

Betrachten  wir  den  zu  suchenden  Kegelschnitt  2J  als  die  ver- 
ticale  Projection  eines  ebenen  Schnitte)?  (S,  27)  des  Eota- 
tionsparaboloides, so  müssen  offenbar  die  drei  Geraden  (,,(5  und 
(g  die  verticalen  Projectiobeu  dreier  Tangeuten  (*,,  t\).  (f,,  t'^)  und 
{#3,  t'g)  dieses  ebenen  Schnittes  darstellen. 

Nachdem  aber  die  Tangente  eines  ebenen  Schnittes  einer  Pläche 
eine  Tangente  der  Fläche  selbst  sein  muss,  so  haben  wir  i,,  t^  und  t^ 
als  die  Verticalprojectionen  dreier  Tangenten  des  Eotationsparaboloides 
aufzufassen,  die  in  einer  und  derselben  Ebene  —  der  Ebene  des  zu 
suchenden  Schnittes  (Z;,  2^)  —  liegen  müssen. 

Soll  jedoch  t^  die  Verticalprojection  einer  Tangente  des  Eotations- 
paraboloides darstellen,  so  nauss  diese  Tangente  insbesondere  die  Ellipse 
E,  berühren,  in  weicher  die  vertical-projicierende  Ebene  (,  das  Para- 
boloid  schneidet.  Desgleichen  folgt,  dass  t^  die  Verticalprojection 
einer  Tangente  der  Ellipse  s^  ist,  in  welcher  die  vertical-projicierende 
Ebene  t^  das  Paraboloid  trifft  und  endlich  t^  die  Verticalprojection 
einer  Tangente  der  Ellipse  «3,  in  welcher  das  Paraboloid  von  der  durch 
(3  gehenden  vertical-projicierenden  Ebene  geschnitten  wird. 
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Weiters  ist  eine  notiiwendige  Bedingung,  dass  diese  drei  Tan- 
genten (,,  ij  und  fj  in  einer  and  derselben  Ebene  liegen.  Diese  Ebene 
wird  dann  offenbar  gleichzeitig  eine  solche  sein,  welche  die  drei 
Ellipsen  £,,  e^  und  e^  berührt. 

Nun  lassen  sich  aber  (nach  Satz  451,  Band  II)  durch  jedes 
Paar  dieser  Ellipsen  zwei  Kegel  zweiten  Grades  legen.  Dieser  Kegei 
kann  man  sich  zur  Construction  der  gesuchten  Ebene  bedienen. 

Zunächst  bestimmen  wir  mit  Zugrundelegung  der  Aufgabe  207) 
die  bezüglichen  Schnittpunkte  m,,«,  von  t,;  m^,n^  von  t^  und  %, % 
von  ^3  mit  der  gegebenen  Parabel.  Diese  Puuktepaare  sind  gleich- 
zeitig diejenigen,  in  welchen  die  Ellipsen  «,,  s^  und  s^  die  Haupt- 
meridianebene sehneiden. 

Infolge  der  Symetrie  der  drei  Ellipsen  gegen  die  Hauptmeridiao- 
ebene  erhält  man  den  Seheitel  {S^,  S\)  des  einen  durch  s,  und  e„ 
gehenden  Kegels  als  Schnitt  von  w,  %  und  m^n„  und  den  Scheitel 
(iSj,  S\)  des  durcb  £,  und  e^  gehenden  Kegels  im  Schnitte  von 
m^m^  und  n^n^.  Die  beiden  Kegelscheitel  liegen  in  der 
Hauptmeridianebene,  daher  deren  Verbindungsgerade  {SiS^,S'jS'^) 
parallel  zur  vertiealen  Projectionsebene  sein  wird. 

Legen  wir  durch  diese  Gerade  (iS',  5j,  S',  S\)  eine  Ebene,  welche 
die  Ellipse  e,  berührt,  so  ist  dieselbe  eine  gemeinschaftliche  Berühr- 
ebene der  beiden  Kegel,  welche  somit  als  solche  auch  die  Ellipsen  i^ 
und  Ej  berühren  wird. 

Um  besagte  Ebene  zu  construieren ,  haben  wir  bloß  von  dem 
DurchstoL' punkte  (s,  s')  der  Geraden  (S,  S^,  S',  S'^)  mit  der  Ebene  der 
Eilipse  £,  an  diese  letztere  eine  Tangente  (*,,  (',)  zu  ziehen  (in  der 
horizontalen  Projection  erscheint  «',  als  der  über  [m',,n\)  als  Durch- 
messer beschriebene  Kreis  und  ist  daher  die  Tangente  t\  von  s'  aus 
leicht  zu  construieren)  und  durch  diese  Tangente  und  die  Gerade 
{S,S„,  S',-S"j)  die  Ebene  E^E;,  zu  legen.  Dieselbe  wird  das  Para- 
boloid  in  einer  Ellipse  {^,  ^')  schneiden,  deren  Verticalprojection  £ 
die  gegebeneu  Bedingungen  erfüllen  wird. 
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XXVII.    Capitel. 
Constructionen  und  Aufgaben,  das  dreiachsige  Ellipsoid  betreffend. 

§.  610. 

Den  diesbezüglichen  Constractions-Probieraen  seien  noch  nach- 
stehend einige  aligemeioe  Bemerkungen  vorangeschickt. 

Zunächst  wollen  wir  in  Folgendem  voraussetzen,  dass  das  Ellip- 
soid iß  einer  derartigen  Lage  gegen  die  beiden  Projectiouseteaen  ent- 
weder unmittelbar  gegeben  oder  durch  entsprechende  Transformation 
gebracht  worden  sei,  dass  dessen  drei  Hauptebenen  zu  den  betreffenden 
Projeetions ebenen  beziehungsweise  parallel  sind  oder  senkrecht  stehen. 

tJm  Wiedorhohingen    zu  vermeiden ,    setzen   wir  ein  für  allemal 

fest,    dass  die  längste  der  drei  Achsen  des  EUipsoides,    die  wir  mit 

AB   (Taf.  XXX,  Fig.  206)  bezeiehnea,    stets    horizontal-projicierend, 

mittlere  Achse,  die  wir  mit  CD  bezeichnen,  stets  kreuzriss-pro- 

icierend,  also  parallel  aur  Grundlinie  und  folglich  die  kleinste  Achse, 

wir  mit  EF  bezeichnen,  stets  vertieal-projicierend  sei. 

Wird  ein-  oder  das  anderemal  von  diesen  Voraussetzungen  infolge 
vorliegender  Bedingungen  oder  behufs  Erreichung  ganz  bestimmter 
Resultate  und  Zwecke  abgegangen,  so  wird  es  im  betreffenden  Falle 
ausdrücklich  bemerkt  werden. 

Der  Kürze  wegen  bezeichnen  wir  die  horizontal-liegende  Haupt- 
ebene, d,  i.  jene,  welche  die  mittlere  Achse  CD  und  die  kleine  Achse 
EF  des  EUipsoides  enthält,  mit  e;  die  zur  vertiealen  Projections- 
bene  parallele  Hauptebene,  d.  i,  jene,  welche  die  große  Achse  AB 
und  die  mittlere  Achse  CD  enthält,  mit  ti  und  endlich  die  zur  Profii- 
ebene  parallele  (zur  Grundlinie  normale)  Hauptebene,  welche  die  große 
Achse  AB  und  die  kleine  Achse  EF  des  Eilipsoides  enthält,  mit  it. 

Die  Verticaltrace  der  erstgenannten  Ebene  b  sei  sodann,  ent- 
sprechend der  Benennung  der  Ebene,  mit  £,,  die  Horizontaltraee  der 
zweiten  Ebene  sei  mit  jjn  und  die  Verticaltrace  resp.  die  Horizontal- 
traee der  dritten  Ebene  n  sei  be/,iehungsweis6  mit  jt^  und  ;i/, 
bezeichnet. 

Endlieh  wollen  wir  noch  ais  unveränderliche  Bezeichnungen  fest- 
stellen, dass  (0,  0')  stets  der  Mittelpunkt  des  dreiachsigen  EUipsoides 
sei,  dass  der  Kreis,  welcher  in  der  Ebene  tj  über  der  Achse  AB  als 
Durchmesser  gezeichnet  wird,  K^  heiße  und  dass  die  beiden  Kreise, 
die  in  der  horizontalen  Hauptebene  e  beziehungsweise  über  den  Achsen. 
CD  und  EF  beschrieben  werden,  Ä\  und  E'^  heißen  mSgen. 
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Nach  diesen  allgemeinen  ßemerifUQgen  übergehen  wir  somit  auf 
die  Lösung  und  DurchfQhrung  der  wichtigsten  hieher  gehörenden  Con- 
structionsaufgaben. 

§.611. 

238.  Attfgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  dreiaehslgen  EUipsoides 
mit  einer  zur  horizontalen  Projeetionsebene  parallelen  Ebene  zu 
bestimmen. 

Die  zur  Grundlinie  XX  parallele  Vertiealtraee  der  gegebenen 
schneidenden  Ebene  e,  sei  e„  (Taf.  XXX,  Fig.  206). 

Da  die  Ebene  e  gleichzeitig  zu  der  Hauptebene  s,  des  EUipsoides 
"  "  "  ,  wird  deren  Schnitt  mit  dem  letzteren  (nach  Satz  443  f», 
Band  II)  eine  Ellipse  sein,  deren  Mittelpunkt  auf  der  conjagierten 
Achse  {AB,  A'B')  liegt  und  welche  mit  der  in  der  Hauptebene  s,- 
iiegenden  Ellipse  [CBEF,  C'D'E'F')  ähnlieh  und  ähnlich  gelegen  ist. 

Die  eine  zur  Achse  {CD,  CD')  parallele  Achse  (cd,  c'd')  der 
zu  suchenden  Schnittellipse  bat  somit  ihre  Endpunkte  {c,c')  und  {d,d') 
nothwendig  auf  der  Hauptellipse  AB  CD.  Die  verticalen  Projectionen 
c  und  d  dieser  Punkte  eriiält  man  mithin  im  Schnitte  der  Vertieal- 
traee e,  der  gegebenen  Ebene  ö  mit  der  Hauptellipse  AB  CD  und 
können  dieselben  direet  mittelst  des  dieser  Hauptellipse  entsprechenden 
affinen  Kreises  X„  leicht  construiert  werden.  Die  Horizontalprojeetionen 
c'  und  d'  ergeben  sich  sodann  unmittelbar  in  der  Trace  ij^. 

Die  zweite  Achse  {ef,  e'f)  der  Schnittellipse  ist  aus  der  ersteu, 
eben  gefundeneu  Achse  {cd,  c'd')  leicht  abzuleiten.  Da  nämUeh 
die  Schuittellipse  und  die  in  der  Haupfcebene  &,  liegende  Hauptellipse 
ähnlieh  und  ähnlich  gelegen  sind  und  überdies  auch  die  Mittelpunkte 
(o,  o')  und  (0,  0')  dieser  beiden  Ellipsen  auf  der  horizontal- projicie- 
renden  Achse  {AB.A'B')  liegen,  so  sind  offenbar  die  Horizontal- 
projeetionen c'd'e'f'  und  C'D'E'F'  dieser  beiden  Ellipsen  ähnlich 
gelegene  concentrische  Ellipsen;  es  genügt  daher  die  Achse 
c'f  so  zu  bestimmen,  dass  sie  zur  Achse  c'd'  in  demselben  Verhält- 
nisse wie  die  Achse  E'F'  zur 'Achse  CD'  steht.  Letzteres  wird,  wie 
an  und  für  sich  klar,  bewerkstelligt,  wenn  mau  die  Geraden  c'f  und 
e'd'  parallel  zu  C'F  oder  E' D'  zieht. 

Nachdem  weiters  die  Achse  {ef,  e'f)  eine  vertical-projicierende 
ist,  so  erhalten  wir  die  Verticalprojectionen  e  und  f  der  eben  gefun- 
denen Aehseneadpunkte  als  zwei  mit  der  Verticalprojection  o  des  Mittel« 
Punktes  der  Schnittellipse  zusammenfallende  Punkte.  Die  Sehnittellipse 
ist  somit  durch  ihre  beiden  Achsen  {cd,  c'd')  und  {ef.e'f)  voll- 
kommen bestimmt. 
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§.  612. 

239.  Aufgabe.  Es  ist  der  ScliDitt  eines  dreiachsigen  Ellipsoides 
mit  einer  zur  verticalen  Projeetionsebene  parallelen  Ebene  zn  er- 
mitteln. 

Die  horizontale  Trace  der  gegebenen  schneidenden  Ebene  e  sei  ei, 
(Taf.  XXX,  Fig.  207).  Nachdem  die  Ebene  e  zur  Hauptebene  iji 
parallel  läuft,  so  wird  (nach  Satz  443t,  II)  deren  Schnitt  mit  dem 
EUipsoide  eine  Ellipse  (abcd,a'b'c'd'}  sein,  welche  mit  der  Haupt- 
ellipse {ASCD,Ä'B'C'D')  ähnlich  gelegen  ist,  und  deren  Mittel- 
punkt {0,0'}  auf  der  eonjugierten  Hauptachse  {EF,E-F')  liegt. 

Die  eine  Kur  Achse  {ÜB,  CD')  parallele  Achse  der  gesuchten 
Schnittellipse  ist  daher  die  Scbnittgerade  der  gegebenen  Ebene  e*  mit 
der  Hauptebene  t^;  die  Endpunkte  derselben  sind  demgemäß  die 
Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  der  Hauptellipse  {CDEF,  OD'E'F'). 

Die  horizontalen  Projectionen  c'  und  d'  dieser  Endpunkte  werden 
sich  demnach  aJs  die  Schnittpunkte  von  e*  mit  der  Ellipse  G'D'E'F' 
ergeben.  "Wir  coastruieren  dieselben  mittelst  der  beiden  Kreise  K\ 
und  X'j,  indem  wir  den  Schnittpunkt  ß  der  Geraden  e^  und  des 
Kreises  K'^  mit  dem  Mittelpunkte  0'  verbinden  und  durch  den 
Schnittpunkt  a  dieser  Verbindungsgeraden  O'ß  mit  dem  Kreise  K\ 
die  Senkrechte  auf  e*  fällen;  die  letztere  wird  von  der  besagten  Senk- 
rechten bereits  in  einem  der  beiden  Punkte,  d.  i.  in  C  getroffen. 
Der  andere  gemeinschaftliche  Punkt  der  Geraden  e*  und  der  Ellipse 
G'D'E'F'  ist  der  dem  Punkte  c'  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  o' 
symmetrische  Punkt  d'.  Die  Verticalprojectionen  c  und  d  dieser  Ächsen- 
endpunkte  ergehen  sich  unmittelbar  auf  der  Trace  £,, 

Aus  der  eben  gefundenen  Achse  {cd,  c'd')  lässt  sich  die  zweite 
Achse  {ab,a'b')  der  Schnittellipse  leicht  ableiten.  Da  nämlich  diese 
Ellipse  mit  der  Hauptellipse  (J..BCD,^'.B'C'D')  ähnlich  gelegen  ist, 
und  ihr  Mittelpunkt  {o,o')  mit  dem  Mittelpunkte  {0,0')  der  letzteren 
auf  derselben  vertieal-projicierenden  Geraden  {EF,E'F')  liegt,  so 
ist  ihre  Verticalprojection  ab  cd  ähnlich  gelegen  und  concentrisch  mit 
der  Verticalprojection  AB  CD. 

Man  wird  daher  die  Verticalprojection  ab  der  Achse  (ah,a'b') 
auf  der  Geraden  .d  5  dadurch  erhalten,  dass  man  die  Strahlen  ac  und 
bd  beziehungsweise  parallel  zn  AG  oder  BD  zieht.  Die  Horizoutai- 
projectionen  a'  und  b'  der  Achsenendpuukte  erhält  man  unmittelbar  als 
zwei  mit  der  Horizontalprojection  o'  des  Mittelpunktes  der  Schnitt- 
ellipse zusammenfallende  Punkte. 
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Die  gesuchte  Schnittellipse  ist  vermöge  dieser  Constructioaen 
dureli  ihre  beiden  Achsen  {ab,a'h')  und  {cd,c'd')  volikommen  be- 
stimmt und  dargestellt. 

§.  6!3. 

240.  Aufyabr.  Die  verticale  Projection  eines  auf  einem  drei- 
achsigen EUipsoide  liegenden  Punktes  ist  gegeben ;  dessen  Horizontal- 
projection  ist  zu  bestimmen. 

Die  gegebene  Verticalprojection  des  Punktes  auf  dem  EUipsoide 
sei  a  {Taf.  SXS,  Fig.  208).  Die  Forderung  der  gestellten  Aufgabe 
geht  somit  bloß  dahin,  die  beide»  Puniste  zu  bestimmen,  in  welchen 
die  durch  a  gehende  vertical-projiciereade  Gerade  (s,  s')  das  EUipsoid 
schneidet.  Die  besagten  Punkte  werden  selbstverständlich  die  ge- 
gebene verticale  Projection  a  gemeinschaftlieh  besitzen;  die  Horiaontal- 
projectionen  dagegen  werden,  da  die  Gerade  (s,s')  zu  der  Haupt-  oder 
Symmetrieebene  ij  senkrecht  steht,  symmetrisch  g^en  die  Horizontal- 
trace  ijj,  dieser  Ebene  liegen. 

Um  die  besagten  Punkte  constmetiv  festzustellen,  legen  wir 
durch  die  Gerade  (s,s')  eine  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallele 
Ebene  «, ;  diese  wird  das  EUipsoid  ia  einer  Ellipse  schneiden ,  welche 
die  Gerade  (s,  s*)  in  den  beiden  zu  suchenden  Punkten  {<»,«',)  und 
(a,  a'j)  treffen  wird. 

Diese  Ellipse  (cdef,c'd'e'f')  könnte  man  (wie  ia  Aufgabe  238), 
durch  ihre  Achsen  bestimmen,  und  hierauf  vermittelst  Affinität  ihre 
Schnittpunkte  (a.  a\)  uad  (a,  a\)  mit  der  Geraden  (s,  s*)  aufsuchen, 
doch  sei  diesfalls,  behnis  der  zu  vollziehenden  Constructionen ,  das 
vorher  angegebene  Verfahren  durch  nachstehendes  ersetzt. 

Wir  bestimmen  zunächst  nur  die  Verticalprojection  d  des  in 
der  Hauptebene  »j/,  liegenden  Achsenendpunktes  der  Schnittellipse 
{cdef,e'd'e'f')  mit  Zuhilfenahme  des  affinen  Kreises  K^.  Von  dieser 
Schnittellipse  ist  aber  bekannt  ,  dass  sie  mit  der  Hauptellipse 
iCDEF^C'D'E'F')  ähnlich  gelegen  sei,  dass  also  die  genannten 
beiden  Ellipsen  stets  als  parallele,  ebene  Schnitte  eines  und  desselben 
Kegels  aweiten  Grades  betrachtet  werden  können. 

Der  Kegelscheitel  {8,S')  wird  auf  der  Verbindungsgeradeu  ähn- 
lich liegender  Puuktepaare  beider  Ellipsen,  also  vor  allem  auf  der 
Verbinduagsgeraden  ihrer  Mittelpunkte  {0,0')  und  lo,o'),  d,  h.  ia 
der  Achse  (AB,  A'B')  des  EUipsoides  selbst  liegen.  Es  gibt  aber, 
wie  wir  wissen,  zwei  verschiedene  Kegel,  welche  durch  die  beiden 
Ellipsen  gehen,  je  nachdem  mau  den  Äehseuendpunkt  {d,d')  der  einea 
Ellipse  mit  dem  einen  oder  dem  anderen  Endpunkte  {C,C')  oder  (D,D') 
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der  entsprechenden  Achse  der  zweiten  Ellipse  ais  ähnlich  liegend  be- 
trachtet. 

Nehmen  wir  nun  an,  es  seien  {rf,d')  und  (C,  C)  ähnlieh  liegende 
Punkte  der  beiden  Ellipsen,  so  erhalten  wir  sofort  den  Kegelscheitel 
{d,  d')  als  Schnittpunkt  der  Geraden  (d  G,  d'  C)  nait  der  Aciise 
{AB,  A'B-). 

Wir  sind  somit  im  Stande  vermittelst  dieses  Kegelscheitels  (<J,d') 
die  Schnittellipse  (cdef.c'd'e'f)  in  die  Hauptellipse  (CiJiJJ',  C'Z>'jE'^') 
zu  projicieren, 

Gleichzeitig  wollen  wir  aber  auch  die  vertical  -  projicierende 
Gerade  (s,  s')  in  der  Ebene  e,  der  Schnittellipse  in  die  Ebene  £„  der 
Hauptellipse  projicieren.  Die  Projectioa  {ff,  ff')  derselben  erhalten  wir 
als  die  ebenfalls  vertical-projieierende  Schoifctgerade  der  Ebene  £„  mit 
der  durch  (s,  s')  und  den  Kegelscheitei  {S,d')  gelegten  vertical -pro- 
jicierenden  Ebene.  Es  ist  einleuchtend,  dass  bei  dieser  Projection  die 
gesuchten  Schnittpunkte  von  (s,  s')  mit  der  Schnittellipse  in  jene 
Punkte  abgebildet  werden,  welche  die  Gerade  (ff,  a")  mit  der  Haupt- 
eitipse  {CI)EF,C'D'E'F')  gemein  hat. 

Die  horizontalen  Projeetionen  der  letzteren  sind  die  Schnittpunkte 
von  ff'  mit  der  Ellipse  C'B'E'F',  welche  folgendermaßen  bestimmt 
werden  können.  Man  verbindet  den  Schnittpunkte  x  von  0'  und  dem 
Kreise  K\  mit  dem  Mittelpunkte  0'  und  fällt  von  dem  Punkte  y,  in 
welchem  die  Gerade  O'x  den  Kreis  K'^  schneidet,  das  Perpendikel 
ya'„  auf  e' ;  der  Fußpunkt  «'„  desselben  ist  bereits  der  eine  Schnitt- 
punkt. Projicieren  wir  diesen  Punkt  «'„  vermittelst  des  Kegelscheitels 
ä'  in  die  Gerade  s'  nach  a\  zurück,  so  repräsentiert  der  Punkt  »', 
bereits  die  horiKontalen  Projeetionen  des  einen  jener  beiden  Punkte, 
in  welchen  die  Gerade  (s,  s')  die  Schnittellipse  in  der  Ebene  e, ,  also 
auch  das  EUipsoid  trifft.  Die  horizontale  Projection  a'j  des  anderen 
Schnittpunktes  Hegt  mit  a\,  in  Bezug  auf  ij*,  symmetrisch. 

Man  erhält  also  in  {«,  a\)  und  (»,  a'^)  die  Projeetionen  der  ge- 
suchten Punkte  auf  dem  durch  seine  Achsen  gegebenen  EUipsoide, 

In  gleicherweise  wird  man  vorzugehen  haben,  wenn  die  Ver- 
ticalprojection  eines  Punktes  des  Ellipsoides,  dessen  Horizont al- 
projeetion  gegeben  ist,  zu  bestimmen  wäre.  Selbstverständlieti 
beziehen  sich  sodann  die  soeben  an  den  Verticalprojectioaeti  durch- 
geführten Cönstructionen  auf  die  Horizontalprojectionea  und  umgekehrt. 

§.  614- 
241.  Aufgabe.  Es  ist  der  Sclinitt  eiaes  dreiachsigen  EUipsoides 
mit  einer  vertical-projicierenden  Ebene  zu  ermitteln. 
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Die  gegebene  vertical-projicierende  Ebene  sei  ßvE/,  (Taf.  XXX, 
Fig.  209).  Die  genannte  Ebene  steht  auf  der  Haupt-  und  Symmetrie- 
ebene rj  des  Ellipsoides  senkrecht;  es  wird  daher  deren  Schnitt  mit 
dem  Ellipsoide,  in  Bezug  auf  diese  Ebene  ij,  symmetrisch  sein,  d.  h.  die 
zu  suchende  Schnittellipse  wird  die  Schnittgerade  (s.  s')  der  beiden 
Ebenen  E^Ei,  und  ijs  als  eine  ihrer  Achsen  besitzen. 

Die  Endpunkte  (jw,  m')  und  (n,  n')  dieser  Achse  sind  unschwer 
festzustellen.  Dieselben  sind  nämlich  die  Schnittpunkte  der  Geraden 
(s,  s')  mit  dem  Eilipsoide,  oder,  da  die  Gerade  (s,  s')  in  der  Haupt- 
ebene  ij  liegt,  insbesondere  ihre  Schnittpunkte  mit  der  in  dieser  Ebene  rj 
liegenden  Haupteliipse- 

Die  Verticalprojectionen  der  besagten  Punkte  ergeben  sich  somit 
unmittelbar  als  die  Schnittpunkte  m  und  n  der  Geraden  s  mit  der 
Ellipse  ^B  CD,  vermittelst  des  der  letzteren  affinen  Kreises  Ä"o.  Die 
horlKontalen  Projectionen  m'  und  n'  findet  man  einfach  durch  Pro- 
jection  der  Punkte  m  und  n  in  die  Gerade  s'. 

Halbiert  man  die  gefundene  Achse  {mn,  ni'n'}  des  zu  suchenden 
Schnittes  im  Punkte  (o,  o'),  so  repräsentiert  dieser  letztere  den  Mittel- 
punkt der  Schnitte!  lipse. 

Die  zweite  Achse  des  Schnittes  ist  sodann  jene  Gerade  (S[,  s,'). 
welche  durch  (o,  o')  auf  die  vorher  genannte  Gerade  (s,  s')  in  der 
schneidenden  Ebene  B,.^;,  senkrecht  gezogen  wird.  Nachdem  dieselbe 
eine  vertical-projicierende  Gerade  ist,  so  werden  deren  Endpunkte 
d,  i.  deren  Schnittpunkte  (p,p')  und  {r,r'),  mit  dem  Ellipsoide  durch 
Zuhilfenahme  jener  Constructioneu  gefunden,  welche  in  der  vorigen 
Aufgabe  entwickelt  wurden.  Die  gesuchte  Schnittellipse  ist  mithin 
durch  ihre  Achsen  (mn,m'n')  und  (pr,p-r')  dargestellt. 

In  analoger  Weise  kann  vorgegangen  werden,  wenn  der  Schnitt 
des  Ellipsoides  mit  einer  h o r i z o  n  t a  1  -  p  r o  j  i  c i  e  r  e  n  d  e  n  Ebene 
zu  bestimmen  wäre.  Es  ist  diesfalls  an  uud  für  sich  klar,  dass  man 
bloß  die  Ordnung  der  vorzunehmenden  Constructioneu,  in  Betreff  der 
horizontalen,  beziehungsweise  der  verticalen  Projectionen  mit  einander 
zu 'Vertauschen  hat,  dass  also  die  Constructioaen ,  die  in  dem  vorher 
besprochenen  Falle  an  den  Verticalprojectionen  vorgenommen  wurden. 
nun    an    den    Horizontalprojectionen    ausgeführt  werden    müssen,    und 

S-  615. 
242.  Aufgäbe.    Es    sind   die  Schnittpunkte   eines  dreiachsigen 
mit  einer  zur  verticalen  Projeetionsebene  parallelen  Ge- 
raden festzusteUen, 
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Die  gegebene  Kur  verticalea  Projectionsebene  parallele  Gerade 
sei  («/,  3')  (Taf.  XXX,  Fig.  210). 

Legen  wir  durch  diese  Gerade  eine  iiorizontal-projicierende,  aläo 
zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Ebene  es,  so  wird  dieselbe 
das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  schneiden,  deren  Schnittpunkte  mit  der 
gegebenen  Geraden  (^r,  g')  bereits  die  gesuchten  Punkte  darstellen 
werden. 

Die  besagten  Punkte  könnte  man  in  der  Weise  construieren,  dass 
man  (wie  in  Aufgabe  239)  die  Achsen  (ah,a'h')  und  {cd,e'd')  der 
Sehnittellipse  der  Ebene  öa  construiert  und  dann  vermittelst  eines 
zu  dieser  Schnittellipse  affinen  Kreises  die  Schnittpunkte  mit  {g,  g') 
aufsucht. 

Man  kann  jedoch  auch,  um  einige  Abwechslung  in  die  Lösungs- 
arten zu  bringen,  folgenden  Weg  einschlagen. 

Die  Sehnittellipse  (aicd,  ß'&'c'd')  ist  bekanntlieh  ähnlich  ge- 
legen mit  der  Hauptellipse  {ABCD,  A'B'C D');  es  können  daher 
diese  beiden  Ellipsen  stets  als  parallele  Schnitte  eines  und  desselben 
Kegels  betrachtet  werden.  Die  Erzeugenden  dieses  Kegels  (es  gibt 
ihrer  bekanntlieh  zwei)  sind  die  Verbindungsgeraden  ähnlich  liegender 
Punkte  beider  Ellipsen. 

Als  ein  Paar  solcher  ähnlich  liegender  Punkte  sind 
ofienbar  auch  die  Mittelpunkte  (0,  0')  und  (o,  o')  der  beiden  Ellipsen 
zu  betrachten.  Auf  der  Verbindungsgeraden  dieser  Punkte,  d.  i.  auf 
der  vertical-projicierenden  Achse  {EF,  E'F')  des  Ellipsoides  muss 
daher  der  Kegelseheitel  liegen. 

Da  ferner  die  Achsenendpunkte  beider  Ellipsen  ähnlich  liegende 
Punkte  (und  zwar  in  doppelter  Beziehung  ähnlich  liegend)  sind,  so 
wird  es  genügen,  einen  Achsenendpunkt,  etwa  (c,  C)  der  Schnittellipse 
zu  bestimmen  und  denselben  mit  einem  der  beiden  ihm  ähnlich 
liegenden  Achsenendpunkten  der  Haupteilipse  {ABCD,  A'B'G'D'), 
diesfalls  mit  (ß,  C),  zu  verbinden,  um  in  (Ce,  C'c')  eine  Erzeugende 
des  obgenannten  Kegels,  und  in  deren  Schnitt  {S,  S')  mit  der  Achse 
{EF,  E'  F')  den  Scheitel  des  Kegels  au  erhalten.  Vermittelst  dieses 
Kegelscheitels  (S,  S')  sind  wir  nun  in  der  Lage,  die  Sehnittellipse 
{ahcd,  a'l'c'd')  auf  die  Haupteilipse  {ABCB,  A'B'OD')  zu  pro- 
jieieren. 

Gleichzeitig  ist  aber  auch  die  gegebene,  in  der  Ebene  e*  der 
Sehnittellipse  liegende  Gerade  {g,  g')  auf  die  Ebene  ij*  der  Haupt- 
ellipse vom  Scheitel  {S,  S')  aus  zu  projieieren,  d.  h.  der  Schnitt  (g^,g\) 
der  Ebene  ij  mit  der  durch  (S,  S')  und  {g,  g')  gelegten  Ebeue  zu 
ermitteln. 
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Da  infolge  der  Parallelität  der  Ebenea  e*  und  rjh  auch  dieser 
Schnitt  (3,,  g\)  zur  Geraden  (^,  g')  parallel  sein  muss,  genügt  es, 
irgend  einen  Punkt,  allenfalls  {«,,  «',)  von  {g^,  g\),  als  Pro- 
jection  eines  Punktes  (cc,  a')  von  {9,  g')  zu  construieren  und  durch 
diesen  Punkt  (a,,  a\)  die  Gerade  {^,,  g\)  parallel  zu  (g,  g')  zu 
ziehen.  Die  Schnittpunkte  der  Geraden  ig^,  g\}  mit  der  Hauptellipse 
{ABCD,  A'B'C'D')  werden  offenbar  bereits  die  Projectionen  (vum 
Scheitel  (S,  S')  aus)  der  Schnittpunkte  der  Geraden  {g,  g')  mit  der 
Ellipse  {ahcd,  a'b'c'd')  darstellen. 

Wir  haben  demnach  nichts  anderes  zu  thun,  als  die  Schnitt- 
punkte »»,  und  «,  der  Geraden  g,  mit  der  Ellipse  Ä  B  CD  vermittelst 
des  Affinitätskreises  K^  zu  construieren,  um  in  den  besagten  Punkten 
die  Vertiealprojectionen  der  Schnittpunkte  der  Geraden  (^,,  g\)  mit 
der  Hauptelljpse  (ABCD,  A'B'G'B')  zu  erhalten.  Projicieren  wir 
diese  Pnnkte  w,  und  n^  vom  Kegelscheitel  8  auf  die  Gerade  g  zurück 
(man  sieht ,  dass  zur  Ausführung  dieser  Construetion  die  verticalen 
Projectionen  hinreichen),  so  erhält  man  daselbst  zwei  Punkte  m  und 
n,  welche  bereits  die  Terticaiprojectionen  der  gemeinsamen  Punkte 
der  Geraden  {,g,  g")  mit  der  Ellipse  ahcd,  also  auch  mit  dem  EUipsoide 
darstellen.  Die  Horizontalprojectionen  m'  und  n'  dieser  Schnittpunkte 
ergeben  sieh  unmittelbar  auf  g'. 

Das  Verfahren  wird  im  Principe  unverändert  bleiben,  wenn  die 
Schnittpunkte  des  Eilipsoides  mit  einer  zur  horizontalen  Projections- 
ebene  parallelen  Geraden  zu  ermitteln  sein  sollten.  Man  wird  in  einem 
solchen  Falle  nur  die  Construetionen  betreffs  der  Projectionen  umzu- 
kehren haben;  man  wird  also  durch  die  Gerade  eine  horizontale  Ebene 
legen  und  deren  Schnitt  mit  dem  EUipsoide  von  einem  gewissen  Punkte 
der  Achse  AB  auf  den  horizontalen  Hauptschnitt  CBEF  projicieren 
und  im  übrigen  den  oben  eingeschlagenen  Weg  festhalten. 

Sind  die  Schnittpunkte  einer  gegen  beide  Projections- 
eheuen  geneigten  Geraden  zu  bestimmen,  so  werden  die  Con- 
struetionen, wenn  auch  nicht  mehr  so  einfach  wie  in  den  eben  bespro- 
chenen Fällen,  so  doch  nicht  wesentlich  complicierter  sein. 

In  dem  vorstehenden  Falle  hat  man  nämlich  durch  die  gegebene 
Gerade  eine  vertical-  oder  horizontal-projicierende  Ebene  zu  legen;  die 
Achsen  der  Sehnittellipse  dieser  Ebene  mit  dem  EUipsoid  [wie  in  Auf- 
gabe 241)  zu  construieren  und  endlich  die  Schnittpunkte  der  Geraden 
mit  dieser  Ellipse  zu  ermitteln. 

Wie  leicht  einzusehen,  hätte  man  hierbei  dreimal  die  Schnitt- 
punkte von  Geraden  mit  verschiedenen  Ellipsen  zu  bestimmen,  bevor 
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man  zur  Kenntnis  des  gewünschten  Kesultates  Itäme,  was  zwar  keinerlei 
Schwierigkeit   bietet,   den  Gang  der  Lösung  aber  schwerfällig  macht. 

Besonders  schleppend  und  langwierig  wäre  aber,  unter  Beibehaltung 
dieser  Methode,  die  Bestimmung  des  Schnittes  einer  beliebigen,  gegen 
die  Projections ebene  geneigten  Ebene  mit  dem  dreiachsigen  Eliipsoide 
dann,  wenn  es  sich  nm  die  directe  Conatruction  eines  Paares  con- 
jugierter  Durehmesser  oder  gar  der  Achsen  dieses  Schnittes  handeln 
würde, 

Hiemach  erscheint  uns  die  Weisung  gegeben,  vor  allem  eine 
Methode  au  suchen,  welche  die  Conatruction  der  Schnittpunkte 
einer  Geraden  mit  eiaem  Eliipsoide  auf  eine  einfache  und 
sichere  Weise  ermöglicht. 

Die  gestellte  Forderung  wird  erfüllt  sein,  wenn  es  gelingt,  die 
Constructionen  auf  solche  zu  reducieren,  welche  bloß  von  der  Bestim- 
mung der  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  einem  Kreise  abhängen. 
Selbstverständlich  darf  jedoch  die  Lösung  nicht  etwa  in  der  Weise 
erfolgen,  dass  ein  solcher  Kreis  allenfalls  wieder  bloß  den  Affinkreis 
einer  Ellipse  repräsentiere ,  deren  Achsen  erst  gefunden  werden 
müssten. 

Um  zu  dem  augestrebten  Ziele  in  gelangen,  wird  es  geboten 
erseheinen,  die  beiden  nachstehenden  Aufgaben  vurausausehicken. 

§.  616. 
M3.  Aufyahe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  dreiachsigen  Ellipsoides 
mit    einer   durch   die   kleine  Achse    desselben   gehenden   Ebene  zu 


Sei  E^Ek  (Taf.  XXXI,  Fig.  211)  die  schneidende  Ebene,  welche, 
der  Voraussetzung  gemäß,  durch  die  kleine  Achse  (EF,E'F')  des 
Ellipsoides  geführt  wird.  Die  Vertiealtrace  E„  derselben  wird  mithin 
durch  die  Vertiealprojection  EF  oder  durch  die  Verticalprojeetion  0 
des  Mittelpunktes  gehen. 

Die  eine  Achse  des  Schnittes  dieser  Ebene  mit  dem  Eliipsoide 
ist  die  Gerade  (s,  s'),  in  welcher  die  Ebene  EtEi,  die  zu  ihr  senk- 
rechte Haupt-  und  Sjmmetrieebene  ij  des  Ellipsoides  schneidet.  Die 
Endpunkte  dieser  Achse  sind  deren  Schnittpunkte  {m,m'}  und  {n,n')  mit 
dem  Ellipsoid  oder  insbesondere  mit  derHauptellipse(J.S  CD,Ä'B'C'D'). 
Dieselben  wurden  diesfalls  vermittelst  des  affinen  Kreises  K^  fest- 
gestellt. 

Da  die  Achse  (mn,  m'n')  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  des 
Ellipsoides  geht,  ist  der  letztbezeichnete  Punkt  auch  der  Mittelpunkt 
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des  Schnittes  der  Ebene  EiE/,  mit  der  Fläclie.  Die  zweite  Achse 
wird  durch  die  durch  (0,  0')  in  der  Ebene  E^Eu  seiiiireeht  zur 
ersteren  Achse  {tnn,  m'n')  gezogene  Gerade  dargestellt,  ist  ylso  mit 
der  kleinen  Achse  {EF,  E' F')  des  Blllpsoides  identisch. 

Das  gleiche  Resultat  ergibt  sich  auch  direct  durch  folgende 
Betrachtung. 

Die  Tangentialebenen  des  Ellipsoidea  in  den  Endpunkten  der 
kleinen  Achse  {EF,E'F')  stehen,  wie  bekannt,  auf  dieser  letzteren 
senkrecht.  Die  durch  die  besagte  Achse  gehende  Ebene  schneidet 
diese  Tangentialebenen  in  zwei  zur  Achse  {EF,  E' F')  senkrechten 
Geraden,  welche  gleichzeitig  die  Tangenten  der  Schnittellipse  in  den 
Punkten  {E,  E')  und  {F,  F')  darstellen ,  woraus  unmittelbar  hervor- 
geht, dass  {EF,  E'F')  eine  Achse  dieser  Schnittellipse  sei. 

Der  Schnitt  der  Ebene  EsEh  mit  dem  EUipsoide  ist  somit  durcli 
seine  beiden  Achsen  {mn,  m' n')  und  {EF,  E'  F')  dargestellt. 

Als  besonders  wichtig  sei  noch  hervorgehoben,  dass  die  horizon- 
tale Projection  E'F' m'n'  dieser  Ellipse  die  Horizontalprojectiou 
C'D'E'F  der  Haupteilipse  In  der  Ebene  e,  in  den  beiden  Ächsen- 
eadpunkten  E'  und  F'  berührt. 

Denken  wir  uns  nun  die  schneidende  Ebene  EuEn  um  die  Achse 
{FF,  E'F')  gedreht,  so  wird  dieselbe  das  EUipsoid  stets  in  einer 
Ellipse  schneiden,  deren  eine  Achse  {EF,  E'F')  ist.  Die  andere  Achse 
ist  offenbar  jener  Durchmesser  der  Hauptellipse  {ABCD,  A'B'C D'), 
welcher  jeweilig  in  der  Ebene  E^Eh  liegt. 

Übergeht  die  schneidende  Ebene  E^Eh  bei  der  vorerwähnten 
Drehung  in  die  horizontale  Lage,  so  ist  die  ebengenannte  Achse  die 
mittlere  Achse  des  EUipsoides  und  daher  der  Schnitt  der  Ebene  mit 
dem  EUipsoide,  die  Hauptellipse  {GD,EF). 

Wird  die  Drehung  fortgesetzt,  dreht  sich  also  die  Ebene  E^Eh 
aus  der  letztaugeführten  Lage  heraus,  so  wird  sich  die  Achse  {iiin,m'n') 
derart  ändern,  dass  ihre  horizontale  Projection  m'n'  immer  kleiner 
wird  und  endlich  ganz  verschwindet,  wenn  die  schneidende  Ebene 
E„Eii  in  die  horizontal-projicierende  Lage  übergeht. 

Während  der  Drehung  wird  daher  die  Ebene  EvEh  einmal  eine 
Läge  einnehmen,  bei  welcher  die  Horiifontalprojection  m'n'  der  Länge 
E'F'  gleich  wird,  die  Horizontalprojectiou  der  Schnittellipse  also  durch 
einen  über  E'F'  als  Durehmesser  beschriebenen  Kreis  K'^  repräsen- 
tiert erscheint. 

Hierauf  gestützt,  weilen  wir  die  nachstehende  Aufgabe,  deren 
Möglichkeit  soeben  bewiesen  wurde,  lösen. 
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§.  617. 

ä4i.  Aufgabe.  Es  ist  die  Lage  einer  EbeDe  aafzufindeii,  welche 
durch  die  kleine  Achse  eines  dreiachsigen  Elllpsoides  geht  und 
letzteres  In  einer  Ellipse  schneidet,  deren  Horizontalprojection  ein 
Kreis  ist. 

Den  vorhergegangenen  Betrachtungen  entsprechend,  kann  die 
horizontale  Projection  dieses  Kegelschnittes,  den  wir  (y,  y')  nennen 
wollen,  unmittelbar  gezeichnet  werden.  Besagte  Projection  ist  nämlich 
der  über  E'F'  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  y'  — X',  (Taf.XSXI, 
Fig.  212). 

Der  zu  E'F'  senkrechte,  der  Lage  nach  mit  CD'  zusammen- 
fallende Durehmesser  m' n'  repräsentiert  somit  die  Horizontalprojection 
der  zweiten  Achse  {mn,  m'n')  des  verlangten  Kegelschnittes  (y,  y'). 
Nachdem  aber  diese  Achse,  wie  wir  früher  gesehen  haben,  noth- 
wendig  ein  Durchmesser  der  Hauptellipse  (AB  CD,  A'B'G'D') 
sein  muss,  so  ist  auch  einleuchtend,  dass  die  beiden  Punkte  m'  nnd 
h'  die  horizontalen  Projectionen  zweier  Punkte  der  Hauptellipse 
{AB CD,  A'B'G'D')  darstellen  müssen. 

Die  verticalen  Projectionen  dieser  Punkte  werden  sich  daher  als 
die  Schnittpunkte  m  und  «  oder  »»,  und  «,  der  Ellipse  AB  CD  mit 
den  durch  m'  beziehungsweise  n'  senkrecht  zur  Grundlinie  XX  ge- 
zogenen Geraden  ergeben. 

Hiernach  erhalten  wir  in  mn  oder  in  m,  w,  die  Verticalprojection 
der  zweiten  Achse  des  Kegelschnittes  {y,  y)  und  gleichzeitig  mit  der- 
selben die  Verticaltrace  r„  (oder  r'„)  der  vertical-projicierenden  durch 
{EF,  E'  F')  gehenden  Ebene,   welche  diesen  Kegelschnitt  enthält. 

Wie  somit  ersichtlich,  gibt  es  zwei  Lagen  vou  Ebenen  — 
i'^ryi  und  V^Vh  —  welche  der  gestellten    Aufgabe  Genöge  leisten. 

Diese  Ebenen  lassen  sich  nun,  wie  wir  in  der  Folge  zeigen 
werden,  sehr  vortheilhaft  zu  verschiedenen  weiteren  Constructionen 
benutzend 

Damit  die  nachstehenden  erläuternden  Figuren  möglichst  einfach 
erscheinen  und  die  nothwendigen  Constructionen  klar  hervortreten, 
setzen  wir  voraus,  dass  im  allgemeinen  bei  allen  folgenden  hierher 
gehörenden  Aufgaben  die  Lage  der  einen  oder  der  anderen  Ebene  r 
mit  dem  Ellipsoid  als  gegeben  vorliege,  dass  also  deren  Construction 
bereits  seitwärts  durchgeführt  worden  sei,  bevor  auf  jene  der  ge- 
stellten Aufgabe  entsprechende  Ebene  übergangen  wurde. 
§.  618. 

245.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  einer  beliebigen  Geraden 
mit  einem  dreiachsigen  Ellipsoide  zu  construieren. 
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Die  gegebene,  gegen  die  Projectioiisebenen  geneigte  Gerade  sei 
(g,  g')  (Taf.  XXXI,  Fig.  213). 

Wir  legen  zunächst  durch  die  gegebene  Gerade  eine  vertioal- 
projicierende  Ebene  P„.  Diese  schneidet  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse, 
deren  eine  Achse  die  Schnitfcgerade  der  Ebene  P^  mit  der  Hauptebene 
^k  ist.  Die  verticalen  Projectionen  m^  und  n^  der  Endpunlite  dieser 
Achse  sind  die  Schnittpunkte  von  g  ^=  F„  mit  der  Ellipse  ÄBCD 
und  können  mittelst  des  Äffinkreises  -ffo  coustruiert  werden.  Die 
horizontalen  Projectionen  dieser  Punkte  liegen  auf  *)*.  Wir  benöthigen 
jedoch  dieselben  ebensowenig  als  die  zweite  Achse  des  Schnittes. 

Durch  die  Schnittellipse  der  Ebene  Pp  und  durch  die  Ellipse 
(j-,  y*)  kann  man  (nach  Satz  451,  Band  II)  immer  zwei  Kegelfläehen 
zweiten  Grades  legen.  Eine  dieser  Eegelflächen  wollen  wir  zur  weiteren 
Construction  benützen. 

Da  die  beiden  vorgenannten  Ellipsen  in  Ebenen  liegen,  die  zur 
Hauptebene  tj/,  senkrecht  stehen,  und  nachdem  jede  derselben  in  dieser 
Hauptebene  eine  Achse  —  mn,  beziehungsweise  j«,  «,  —  besitzt,  so 
ist  einleuchtend,  dass  diese  Hauptebene  ■rjt  auch  eine  Symmetrie- 
ebene des  Kegels  sein  werde.  Hieraus  folgt  aber  unmittelbar  weiter, 
dass  der  Kegeiseheitel  ia  dieser  Ebene  liegen  müsse. 

Dieser  Kegelscheitel  ist  leicht  zu  construieren,  wenn  man  berück- 
sichtigt, dass  die  Ebene  tj/,  den  Kegel  in  zwei  Erzeugenden  schneiden 
werde,  welche  durch  die  Punkte  «,,  w,,  m  und  n  gehen  müssen. 
Betrachtet  man  m^n  und  mn^  als  die  7orbezeichnefcen  Erzeugenden,  so 
liefern  dieselben  in  ihrem  gegenseitigen  Schnitte  den  Kegelscheitel  {S,  S'). 

Würde  man  mm,  und  wn,  als  Erzeugenden  wählen,  so  erhielte 
man  im  Schnitte  derselben  den  Scheitel  des  zweiten  durch  beide 
Ellipsen  möglichen  Kegels. 

Vermittelst  des  Kegelseheitels  {S,  S')  sind  wir  nun  in  der  Lage, 
den  Schnitt  des  Ellipsoides  mit  der  vertical-projicierenden  Ebene  P, 
in  den  Kegelschnitt  (j-,  /}  zu  projicieren.  Selbstverständlich  werden 
wir  auch  die  in  der  Ebene  P„  liegende  Gerade  (ß,g')  aus  dem  Punkte 
(S,  S')  auf  die  Ebene  F  des  Kegelschnittes  (y,  y'}  projicieren.  Wir 
werden  also  mit  anderen  Worten  den  Schnitt  der  durch  {S,  S")  und 
die  Gerade  (g,  g')  gelegten  Ebene  mit  der  Ebene  F  aufsuchen.  Letzteres 
kann  einfach  in  nachstehender  Weise  geschehen. 

Die  Gerade  {(j,g')  selbst  schneidet  die  verticai-projicierende  Ebeufs 
r  in  dem  Punkte  {d,d');  ferner  trifi't  die  durch  {S,S')  parallel  zu  {g,g') 
gezogene  Gerade  die  Ebene  Tim  Punkte  («„a;',},  sodass  sich  die  ge- 
suchte Sehnittgerade  {gy,  y'y)  direet  als  die  Verbindungsgerade  der 
beiden  Punkte  {S,S')  und  {x^,x\)  ergibt. 
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Die  Gerade  (gy,  g'y)  wird  die  Ellipse  (;■,  /)  in  awei  Punkten 
(a,  a')  und  (j3,  ß'}  treffen,  welche,  indem  wir  (S,  S')  aXs  Projections- 
centrum  auffassen  j  nichts  anderes  als  die  Projectionen  jener  beiden 
Punkte  darstellen,  in  welchen  die  Gerade  {g,  g')  die  in  der  Ebene  P, 
liegende  Schnittelüpse  trifft. 

Die  besagten  Punkte  {cc,  a')  und  {ß,  ß')  werden  nunnaehr  an- 
standslos bestimmt  werden  können,  da  sich  deren  horinontale  Projec- 
tionen a'  lind  ß'  unmittelbar  als  die  Schnittpunkte  von  g'y  mit  dem 
Kreise  y'   ergeben. 

Projiciert  man  diese  Punkte  {a,  «')  und  {ß,  ß')  von  (3,  S')  ans 
auf  die  Gerade  (,g,g')  zurück,  so  erhält  man  daselbst  jene  Punkte 
{a,a')  und  (b,  b'),  in  welchen  (g,g')  die  Ellipse,  die  sich  als  der  Schnitt 
des  Bllipsoides  mit  der  Ebene  P^  ergibt,  achneidet,  mithin  das  gegebene 
dreiachsige  Ellipsöld  selbst  trifft. 

§.  619. 

^46.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  ein^  dreiachsigen  Ellipsoides 
mit  einer  beliebigen  Ebene  durch  ein  Paar  seiner  conjugierten  Dureh- 
messer darzustellen. 

Die  schneidende  Ebene  KEa  (Taf.  XSXI,  Fig.  214)  trifft  die 
Ebene  jja  in  einer  Geraden  (s,  s').  Bestimmen  wir  weiters  die  Schnitt- 
punkte m,  und  Kj  der  genannten  Schnittgeraden  (s,s')  mit  der  Haupt- 
ellipse {AS CD,  A'B'G'I)')  durch  Zuhilfenahme  des  Äffinkreises  K^, 
sowie  ferner  die  Tangenten  (^  und  t^  der  Ellipse  ABGJ)  in  eben 
diesen  beiden  Punkten, 

Da  die  Punkte  »*,  und  «,  der  schneidenden  Ebene  und  dem 
BUipsoide  angehören,  so  sind  dieselben  bereits  zwei  Punkte  des  gesuchten 
Schnittes. 

Nachdem  ferner  die  Tangenten  (,  und  t^  in  dea  Punkten  hj, 
und  n^  der  Haupteliipse  ABCI)  gleichzeitig  die  Vertiealtracen  der 
vertieal-projicierenden  Tangentialebenen  des  Ellipsoides  in  diesen  Punkten 
repräsentieren,  so  steilen  sie  auch  die  Verticalprojectionen  der  Tan- 
genten an  die  Schnittellipse  in  den  betreffenden  Punkten  m,  und  >*, 
dar,  oder  mit  anderen  Worten :  die  Verticalprojection  des  Schnittes 
der  Ebene  E^E,,  mit  dem  EUipsoide  ist  jene  Ellipse,  welche  durch 
die  Punkte  )«,  und  ;i,  geht  und  in  denselben  von  den  Geraden  t^  und 
(j  berührt  wird. 

Coustruiereu  wir  weiters  die  Sehnittgerade  (p,  p')  der  Ehene 
E^Ek  mit  der  Ebene  r^Fh,  so  trifft  diese  den  Kegelschnitt  (y,y')  in 
üwei  Punkten  {x,  x')  und  [y,  y'),  welche  sich  unmittelbar  in  der  hori- 
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zontalea  Projection  als  die  Schnitte  x'  und  y'  von  p'  mit  dem  Kreise 
y'  ergeben.  Offenbar  sind  auch  diese  beiden  Punkte  {x,x')  und  {y^y') 
wieder  zwei  Punkte  der  gesuchten  Schnifctellipse  {E,  Z'), 

Von  der  verticalen  Projection  X  der  letzteren  sind  sonach  vier 
Punlite  m,,  Wj,  a:  uad  y,  und  die  Tangenten  \  und  t^  in  den  beiden 
erstgenannten  Punkten  bekannt.  Es  unterliegt  demnach  auch  keiner 
Schwierigkeit,  zwei  conjugierte  Durehmesser  der  genannten  Vertical- 
projection  S  ku  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  die  verticale  Projection  der 
Rehnittellipse  2;  als  collineai  mit  emem,  den  beiden  Tangenten  i,  v.nd 
t„  eingeschriebenen  Kreise  ij.  Dabei  repräsentiert  der  Schnittpunkt 
C(i  dieser  Tangenten  \  und  /j  das  Collineationscentrum.  Der  Berührungs- 
sehne jw'i  m",  des  Kreises  E^  mit  den  Tangenten  i,  und  i^  entspricht 
coüioear  die  BerührnngSbehne  m,  «,.  Die  beiden  letztgenannten  Geraden 
schneiden  sich  mithin  in  einem  Punkte  iJ,  der  ColUaeationsachse. 

Bestimmt  man  femer  mittelst  der  CoUineationsstrahlen  die  den 
Punkten  x  und  y  collinearen  Punkte  x,,  und  y^  auf  dem  Kreise  2;^ 
(sind  '£  und  y  durch  m,  und  h,  getrennt,  so  gilt  das  Gleiche  auch 
von  x^^  und  «/„,  es  sind  also  auch  a?„  und  y^  durch  m,"  und  n,"  ge- 
trennt anzunehmen) ,  so  erhält  man  im  Schnitte  8„  der  beiden  col- 
linearen Geraden  xy  uud  -(„  v«  einen  zweiten  Punkt  der  Colli neations- 
achse ,  welch  letzteie  demnach  als  die  Verbiiidungsgerade  Ca  der 
Punkte  d,   und  d,  vollkommen  bestimmt  ist. 

Um  nun  conjugierte  Durchmesser  von  27  zu  bestimmen, 
ziehen  wir  den  zur  Colli neationsachse  Ca  senkrechten  Durchmesser  Zf, 
des  Kreises  2^„  und  ermitteln  die  demselben  collinear  entsprechende 
Gerade  z. 

Den  Endpunkten  a„  und  6,,  von  z^  entsprechen  collinear  die 
Punkte  a  und  fe  auf  der  Geraden  b^  und  es  ist  leicht  einzusehen,  dass 
ah  einen  Durchmesser  von  S  darstelle.  Die  Tangenten  des  Kreises  27,, 
in  «0  und  fco  sind  nämlich  senkrecht  zu  g„,  also  parallel  zur  Collinea- 
tionsachse;  es  müssen  denselben  daher  auch  zur  Collineationsachse 
parallele  Tangenten  von  2?  in  den  Punkten  a  und  &  entsprechen. 

Hieraus  ist  aber  anch  sofort  zu  ersehen,  dass  der  dem  Dureh- 
messer s  conjugierte  Durehmesser  von  27  zur  Collineationsachse  pa- 
rallel sein  werde.  Der  besagte  Durchmesser  ergibt  sich  als  die  Gerade  v. 
welche  durch  den  Mittelpunkt  o  von  27  (Halbierpunkt  von  ah)  parallel 
zu  Ca  gezogen  wird.  Die  Endpunkte  dieses  Durchmessers  erhält  man 
unmittelbar,  indem  man  die  demselben  entsprechende  Gerade  v^  auf- 
sucht. Letztere  geht  durch  den  dem  Punkte  o  collinear  entsprechen- 
den Punkt  0,,  parallel  zur  Collineationsachse  C,  und  trifft  den  Kreis  27,, 
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in  Cp  und  d^.  Die  den  letztgenannten  Punkten  entsprechenden  Punkte  c 
and  d  sind  bereits  die  gesuchten  Endpunkte. 

Die  Verticalprojection  2^  des  gesuchten  Schnittes  ist  somit  durch 
ein  Paar  eonjugierter  Durehmesser  ah  und  cd  dargestellt.  Berück- 
sichtigt man,  dass  diese  (bei  orthogonaler  Projectiou)  nofch wendig  die 
Projeetlonen  zweier  eonjugierter  Durchmesser  der  Schnittellipse  selbst 
sind,  so  werden,  wenn  man  zu  den  Geraden  s{ab)  und  v{cd)  die 
Horizontalprojecfcionen  s'  (a'b')  und  v'  {c'd')  in  der  Ebene  E^Eh  be- 
stimmt, diese  wieder  awei  conjugierte  Durchmesser  der  Horizontal- 
projection  2^'  des  verlangten  Schnittes  repräsentieren;  es  sind  dem- 
nach {ab,  a'b')  und  (ed,c'd')  die  conjugierten  Durchmesser 
des  gesuchten  Schnittes  (2;,  Z'). 

Wir  werden  an  späterer  Stelle,  nachdem  wir  Tangentialebenen 
an  ein  dreiachsiges  EUipsoid  zu  legen  im  Stande  sein  werden,  einfachere 
Methoden  zur  Bestimmung  des  ebenen  Schnittes  kennen  lernen. 


247.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  dreiachsigen  Ellipsoides 
mit  einer  Durehmesserebeae  zu  ermitteln. 

Es  sei  E.E^  (Taf.  XXXII,  Fig.  215)  die  schneidende  Ebene, 
welche,  der  Voraussetzung  gemäß,  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  des 
Ellipsoides  geht.  Dieselbe  wird  das  EUipsoid  in  einer  Ellipse  schneiden, 
deren  Mittelpunkt,  wie  bereits  bekannt,  mit  dem  Mittelpunkte  {0,  0'} 
des  Ellipsoides  zusammenfällt.  Es  wird  daher  jede  in  der  "Ebene  E^E/, 
durch  den  Punkt  (0,  0')  geführte  Gerade  ein  Durchmesser  des  ge- 
suchten Schnittes  sein. 

Um  möglichst  einfach  ein  Paar  eonjugierter  Durchmesser  des 
Schnittes  zu  bestimmen,  ermitteln  wir  vor  allem  die  Schnittgerade 
(s,  s')  der  Ebene  E^Ei,  mit  der  Hauptebene  t^j.  Die  so  erhaltene 
Sehnittgerade  (s,s')  ist  offenbar  ein  Durchmesser  der  gesuchten  Schnitt- 
etlipse  sowohl,  als  auch  der  Hauptellipse  {ABCD,A' B' C'B'), 

In  letzterer  Eigenschaft  ist  es  besonders  leicht,  dessen  Endpunkte 
(«(,,m',)  und  {»,,«',)  zu  bestimmen.  Die  Verticalprojectionen  m,  und 
»*,  derselben  ergeben  sich  nämlich  als  die  Schnittpunkte  von  s  mit 
der  Ellipse  ABCD,  vermittelst  des  affinen  Kreises  K„,  und  können 
mit  Hilfe  des  letzteren  auch  die  parallelen  Tangenten  t,  und  t^  der 
Ellipse  AJBCD  in  den  Punkten  m,  und  n^  construiert  werden.  Die 
Horizonialprojectiouen  m,\  und  »',   ergeben  sich  sofort  in  s'  —  jjs. 

Wir  erhalten  demnach  einen  Durchmesser  des  gesuchten 
Schnittes   in   {m^n„m•^n'^)    dargestellt.    Es  handelt  sich   somit 
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bloß  DOch  darum,  den  ihm  conjugiertea  Durchmesser  zu  construiereu. 
Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  folgende  Betraehtnng  an. 

Die  Gerade  ()»,«,,  m\  n\)  ist  auch  ein  Darchmesser  der  Haupt- 
ellipse {ABÖB,  Ä'B'C'D-).  Die  Taugenteß  tt  und  t^  der  letzteren 
in  )M|  und  ii,  repräsentieren  gleichzeitig  die  Verticaltraceu  der  verticai- 
projiciereuden  Taagentialebenen  des  Ellipsöides  in  den  Punkten  (m^,m'^) 
und  {n^,n\).  Besagte  Tangentialebenen  sind  selbstverständlich  unter- 
einander parallel.  Die  Schnitte  der  letztgenannten  Ebenen  mit  der 
Ebene  E„Ek  sind  demnach  zwei  parallele  Tangenten  der  Schnitt- 
ellipse in  den  Endpunkten  des  Durchmessers  {ni,  n, ,  m', «',} ;  die 
Richtung  derselben  stimmt  folglich  mit  der  des  diesem  Durchmesser 
eoujugierten  Durchmessers   überein. 

Zieht  man  demnach  die  Gerade  r  parallel  zu  t,,t^  durch  0,  so 
erhält  man  die  Verticalprojection  des  dem  Durchmesser  (w!.,W|,m',«'i) 
cojijugierten  Ellipsen-Durchmessers.  Da  derselbe  in  der  Ebene 
UiiEk  liegt,  so  ist  dessen  Horizontalprojection  r'  aus  der  Verticalpro- 
jection r  leicht  abzuleiten. 

Es  erübrigt  jetzt  noch,  die  Endpunkte  dieses  Durch- 
messers, d.  h.  die  Schnittpunkte  der  Geraden  (r,  r')  mit  dem 
Ellipsoide  zu  bestimmen. 

Zu  diesem  Behufe  legen  wir  durch  (r,^)  die  vertical-projiciereude 
Ebene  F,.  Diese  schneidet  das  Ellipsoid  nach  einer  Ellipse,  deren  eine 
Durchmesser  »», »,  gleichzeitig  ein  Durchmesser  der  Hauptellipse 
{AB CD,  Ä'B'C'D')  ist.  Die  Endpunkte  m^  und  js,  desselben  er- 
halten wir  im  Schnitte  von  P„  =  r  mit  der  Ellipse  AB  CD  durch 
Zuhilfeuahme  des  affinen  Kreises  -Sr„.  Die  Horizontalprojectionen  m'^ 
und  n'„  benöthigen  wir  zu  den  weiterea  Coustructioaeu  ebenso  wenig, 
wie  den  zweiten  Durchmesser. 

Durch  den  besagten  Schnitt  und  durch  den  Kegelschnitt  (y,  y') 
können  wir,  da  beide  Kegelschnitte  einen  gemeinschaftlichen  Mittel- 
punkt (0,0')  besitzen,  einen  Cylinder  legen.  Die  Erzeugeaden  dieses 
Cylinders  sind,  nachdem  beide  Kegelschnitte  gegen  die  Hauptebene  i^* 
symmetrisch  liegen,  parallel  zu  dieser  letzteren,  und  ihre  Vertical- 
projectionen  siud  speciell  au  den  Geraden  m^n  und  i»n^  (oder  mm^ 
und  MK„)  parallel. 

Vermittelst  dieses  Cylinders  projiciert  sich  der  Schnitt  des  Ellip- 
söides mit  der  Ebene  P,  in  den  Kegelschnitt  (y,  y'). 

Projicieren  wir  gleichzeitig  auch  die  Gerade  {r,  r')  auf  die  Ebene 
r,  so  erscheint  dieselbe  in  ir„,r'g)  dargestellt. 

Führt  man  die  Schnittpunkte  (p„,p'o)  und  ((i'o,2'„)  der  Geraden 
(Tgt  r'J  mit  dem  Kegelschnitte  (;■,  y')    (in  der  horizontalen  Projection 
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ergeben  sieh  diese  Schaitte,  da  /  ein  Kreiä  ist,  unmittelbar)  ver- 
mittelst Projection  parallel  zu  mn^  in  die  Gerade  (r,r')  zuröck,  so 
repräsentieren  sie  daselbst  die  Schnittpunkte  (p,p')  und  {q,  q')  der 
Geraden  ir,r')  mit  dem  Kegelschnitte  in  P^,  also  auch  die  Schnitte 
mit  dem  Ellipsoide;  es  sind  sonach  {p,p')  und  (q,  q')  die  gesucliten 
Durehmesser-Endpunkte. 

§.  621. 
248.  Aufgabe.     Die  Kreisehenen    des  dreiachsigen  Ellipsoides 
sind  zu  eonstruieren. 

Ausnahmsweise  geben  wir  diesmal  dem  EUip^oide  eine  solche 
La^e,  dass  dessen  mittlere  Achse  CD  {Taf.  XXXI,  Fig.  216)  vertical- 
projicierend  und  die  kleine  Achse  EF  Kur  Grundlinie  parallel  wird. 
Die  große  Achse  AB  bleibt  jetxt  wie  vorher  horizontal-projicierend. 
Durch  die  mittlere  Achse  (CD,  CD')  legen  wir,  indem  wir  {CD,  CD') 
als  Durchmesser  betrachten,  eine  Kugel  (S,  8^'). 

Da  die  Berührebeneu  sowohl  des  Ellipsoides  als  auch  der  Kugel 
in  den  Endpunkten  (C,  (7')  ani  {D,D')  dieser  Achse  aenkrecbt  auf  der- 
selben sind,  nachdem  also  die  Kugel  das  EUipsoid  in  den  beiden  Punkten 
(0,0  und  (D,  D')  berührt,  so  müssen  sieh  (nach  Satz  449,  Band  II) 
die  beiden  Flächen  nach  ebenen  Curven  schneiden,  welche,  da  die 
eine  von  ihnen  eine  Kugel  ist,  nur  Kreise  sein  können.  Dass  diese 
Kreise  reell  sind,  Jst,  da  ein  Theil  des  Ellipsoides  innerhalb,  ein 
anderer  Theil  außerhalb  der  Kugel  liegt ,  unschwer  zu  erkennen. 

Es  wird  sich  nun  um  die  Construction  der  beiden  Kreise  und 
ihrer  Ebenen  bandeln. 

Auf  Grund  des  bereits  citierten  Satzes  449,  Band  II)  gehen  die 
beiden  ebenen  Schnitte  durch  die  beiden  Berührungspunkte  (C,C)  und 
{D,D')  der  Flächen;  die  gesuchten  Kreisebenen  enthalten  also  die 
mittlere  Achse  {CD,  CD')  des  Ellipsoides. 

Zur  Bestimmung  der  besagten  Ebenen  wird  daher  nur  noch  die 
Kenntnis  eines  Punktes  jedes  Kreissehnittes  erforderlich  sein,  oder  mit 
anderen  Worten,  es  wird  die  Kenntnis  zweier  dem  Eüipsoide  und  der 
Kugel  gemeinschaftlicher  Punkte  genügen. 

Um  diese  Punkte  au  finden,  denken  wir  uns  die  Kugel  sowohl, 
als  auch  das  EUipsoid  durch  die  zur  Achse  {CD,  CD')  senkrechte, 
also  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Hauptebene  geschnitten. 
Hiedurch  ergibt  sieh  als  Schnitt  mit  dem  Ellipsoide  die  Hauptellipse 
(ÄBEF,Ä'£'E-F-)  und  mit  der  Kugel  der  mit  dieser  Ellipse  con- 
centrische  Kreis  (S,  Ä',). 

Kreis  und  Ellipse  werden  sieh  in  vier  Punkten  schneiden,  welche 
KU   zweien   in  zwei  gemeinsehaftlichen  Durchmessern   der  beiden 
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Cunen  liegen.    Bezeichnete  Punkte  können  folgendermaßen  1 
werden. 

Nennen  wir  den  einen  Punkt,  in  welchen  der  über  der  Achss 
EF  beschriebene  Kreis  K'^  die  Achse  AB  sehneidet,  a,  nnd  be- 
schreiben wir  ober  aB  als  Durchmesser  einen  Kreis  {K),  welcher  den 
Kreis  S  in  dem  Punkte  ß  treffen  möge,  so  entsteht  das  bei  ß  recht- 
winklige Dreieck  aßB.  Dieses  Dreieck  drehen  wir  um  0  so  lange,  bis 
die  Kathete /5B  Kur  großen  Achse  ^ £  senkrecht  wird.  Letateres  wird 
einfach  dadurch  erreicht,  dass  man  die  Gerade  0|ij  parallel  zu  aß 
zieht.  Dieselbe  trifft  beziehungsweise  die  Kreise  K'„  und  K^  in  %  und  ij, 
oder  auf  der  entgegengesetiiten  Seite  des  Mittelpunktes  0  in  |,  und  )ji. 

Führt  man  ferner  durch  §  die  Gerade  |)»  parallel  zu  AB  und 
durch  7j  die  Gerade  ij  m  senkrecht  zu  AB,  so  sehneiden  sich  die 
beiden  genannten  Geraden  |m  und  Tjm  in  einem  Punkte  m.  Das 
Dreieck  imri  ist  bei  m  rechtwinklig;  die  Hypotenuse  |5j  desselben 
ist  der  Hypotenuse  uB  des  Dreieckes  ccßB  und  ferner  ist  der  Winkel 
hei  r;  jenem  bei  B  gleich,  da  die  Schenkel  dieser  beiden  Winliel 
wechselseitig  auf  einander  senkrecht  stehen.  Die  Dreiecke  Imjj  und 
aB^  sind  mithin  congruent;  es  muss  folglich  der  Punkt  m  auf  dem 
Kreise   S  liegen. 

Weiters  ist,  auf  Grund  einer  sehr  geläufigen  Ellipseneonstruction, 
unschwer  au  erkennen,  dass  der  Punkt  m  auch  der  Kllipse  AB  CD 
angehöre ,  dass  also  m  einer  der  vier  Schnittpunkte  des 
Kreises  S  mit  der  Ellipse  ABEF  sei.  Ein  zweiter  dieser 
Punkte  ist  der  dem  Punkte  m  diametral  entgegengesetzte  Punkt  n. 
Die  beiden  anderen  Schnittpunkte  m,  und  n,  liegen,  in  Bezug  auf  die 
Achsen  AB  und  EF,  zu  m  und  n  symmetrisch. 

Die  Punkte  m  und  n  bestimmen  mit  der  mittleren  Achse 
(CD,  CD')  die  vertical-projicierende  Ebene  CeCh,  während  die  Punkte 
m,  und  nj  mit  der  Achse  {CD,  CD')  die  vertical-projicierende  Ebene 
G\C\  feststellen.  Den  früheren  Betrachtungen  gemäß  werden  nun- 
mehr durch  diese  beiden  Ebenen  die  Kreisebenen  des  drei- 
achsigen Ellipsoides  dargestellt. 

Die  Richtigkeit  unserer  Erörterungen  kann  nachträglich  auch  der 
vollführten  Construetion  entnommen  werden. 

Die  J'jbeue  CcCi,  schneidet  nämlich  das  EUipsoid  in  einem  Kegel- 
schnitte, dessen  eine  Achse  (CD,  CD']  ist.  Die  andere  Achse  des- 
selben ist  der  Durehmesser  mn  der  Hauptellipse  {ABEF,  A'B'E'F'), 
welcher  in  der  F^bene  C,Ch  liegt. 

Nachdem  aber  die  Länge  dieses  Durehmessers  jenem  der  Achse 
{EFjE'F'}  der  Construetion  zufolge  gleich  ist,  so  besitzt  der  Inder 
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Ebene  (7,  C/.  liegende  Kegelschnitt  zwei  gleich  lange  Achsen,  ist  mithin 
ein  Kreis.  Das  Gleiche  lässt  sich  bezüglich  des  Schnittes  der  Ebene 
C'tG'i,  nachweisen. 

§.  622. 

249.  Aufgabe.  Ein  dreiachsiges  Ellipsoid  ist  dureli  eine  Ebene 
in  einem  £reise  von  gegebenem  ßadias  zu  schneiden. 

Wir  denken  uns  behufs  einfacher  Durchführung  des  gestellten 
Problenas  das  Ellipsoid  wieder  in  derjenigen  Stellung  abgebildet,  die 
wir  geiegeutlioh  der  Lösung  der  vorhergehenden  Aufgabe  wählten ; 
wir  setzen  also  die  mittlere  Achse  CD  (Taf.  XXXI,  Fig.  217)  als 
vertical-projicierend  voraus  und  ermitteln,  sowie  dort  auch  hier,  die 
beiden  Kreisebenen  CbG*  und  C\C'i,. 

Da  bekanntlich  ein  dreiachsiges  Ellipsoid  (siehe  §.  621}  zwei 
Seharen  reeller  Kreisschnitte  zulässt  und  andererseits  parallele 
Schnitte  einer  solchen  Fläche  mit  einer  Ebene  stets  einander  ähnlich 
sind,  so  muss  auch  die  Ebene  des  a«  bestimmenden  Kreises  noth- 
wendig  au  einer  der  beiden  Kreisebenen  CvC»  oder  C'tC'h  parallel  sein. 

Nehmen  wir,  um  einen  bestimmten  Constructionsfail  vor  Augen 
zu  haben,  an,  die  gesuchte  KreisscLnittsebene  sollte  eine  zur  Kreis- 
ebene CcGh  parallele  Lage  besitzen.  Nachdem  die  Ebene  C„  (?<,  ver- 
tical-projicierend ist,  80  muss  es  selbstverständlich  auch  die  gesuchte 
Ebene  sein. 

Der  Mittelpunkt  der  Ellipse,  in  welcher  eine  vertical-procierende 
Ebene  das  Ellipsoid  sehneidet,  ist  aber,  wie  wir  bereits  (Aufgabe  241) 
wissen,  stets  in  der  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen  Haupt- 
ebene gelegen.  Ferner  ist  bekannt,  dass  jene  Punkte,  in  welchen  die 
schneidende  Ebene  die  in  dieser  Hauptebene  liegende  Ellipse  trifft, 
die  Endpunkte  der  einen  Achse  der  SchnifctelÜpse  repräsentieren.  Die 
besagten  Endpunkte  werden  daher  in  verticaler  Projection  als  die 
Schnittpunkte  der  verticalen  Trace  der  projicierenden  (schneidenden) 
Ebene  mit  der  Verticalprojeetion  der  genannten  Haupteilipse  dargestellt 
erscheinen. 

Wenden  wir  diese  Resultate  auf  den  vorliegenden  Fall  an.  Eine 
vertical-projicierende  Ebene  wird  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  schneiden, 
deren  eine  Achse  in  der  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
Hauptehene  ij*  liegt.  Die  Ächsenendpunkte  dieser  Ellipse  werden  die 
Schnittpunkte  der  Verticaltrace  mit  der  in  dieser  Hauptebene  liegenden 
Ellipse  ABEF  8f>\n. 

Ist  die  schneidende  Ebene  überdies  zur  Kreisebene  C^d, 
parallel,    so    wird   die   genannte  Achse   offenbar  nichts   anderes  als 
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den  in  der  Hauptebene  ij*  liegenden  Durchmesser  des  Schnitfckreises 
darstellen,  und  wird  dieser,  da  derselbe  zur  verticalen  Projections- 
ebene  parallel  ist,  in  wahrer  Größe  erscheinen, 

Soll  daher  das  Ellipsoid  durch  eine  a«r  Ebene  6'iCj,  parallele 
Ebene  EtE/,  nach  einem  Kreise  vom  gegebenen  Radius  r  geschnitten 
werden ,  so  muss ,  den  vorstehenden  Betrachtungen  gemäß ,  die  Ver- 
ticaltrace  E,  dieser  Ebene  mit  jener  zu  C^  parallelen  Sehne  der  Ellipse 
ABEF  zusammenfallen,  welche  die  Länge  2*-  besitzt. 

Die  gestellte  Aufgabe  reduciert  sich  somit  auf  die:  „parallel 
zu  dem  Durchmesser  C,  der  Ellipse  ABEF  eine  Sehne 
von  der  gegebenen  Länge  2r  einanschalten". 

Der  letzteren  Forderung  kann,  wie  folgt,  entsprochen  werden. 
Die  Mittelpunkte  aller  zu  C  parallelen  Sehnen  liegen  auf  dem  Durch- 
messer d  der  Ellipse  ABEF,  welcher  dem  Durchmesser  C„  conjugiert 
ist  und  vermittelst  des  Affiukreises  Kg  über  AB  leicht  construiert 
werden  kann. 

Tragen  wir  nun  auf  C„  zu  beiden  Seiten  vom  Mittelpunkte  0 
die  Strecken  Oft  =  Ov  gleich  dem  gegebenen  Radius  r  auf,  und 
ziehen  wir  durch  die  Endpunkte  /t  und  v  dieser  Strecken  die  Geraden 
\  und  (j  parallel  zum  Durchmesser  d,  so  ist  einleuchtend,  dass  jede 
zwischen  i,  und  (3  eingeschaltete,  zu  C,  parallele  Gerade  die  Länge 
2r  haben  müsse. 

Bestimmen  wir  daher  die  Schnittpunkte  j»,,iMj  und  n,,  n,  dieser 
beiden  Geraden  Z,  und  ?j  mit  der  Ellipse  ABEF  durch  Zuhilfe- 
nahme des  Affinkreises  Kg,  so  werden  die  Verbindungsgeraden  m,,«, 
und  m-j,  M5  offenbar  parallel  zu  C^  sein,  und  da  sie  zwischen  den 
Geraden  l^  and  l^  liegen,  die  gesuchten  Ellipsensehnen  von  der 
Länge  2r  darstellen. 

Gleichzeitig  repräsentieren,  wie  aus  den  früheren  Betrachtungen 
folgt,  diese  Sehnen  m„  n,  und  m^,  n^  die  Verticaltracen  i"„  und  E\ 
jener  Ebenen,  welche  der  Kreisschnittsschar  C-,Gh  angehören  und  das 
Ellipsoid  in  Kreisen  von  dem  gegebenen  Radius  r  schneiden. 

Die  Mittelpunkte  dieser  beiden  Kreise  sind  die  Punkte  (0,,  0'^ 
und  (Oj,  o'a),  in  welchen  ■m^,n^  und  tn^,n^  den  Durchmesser  d  der 
Hauptellipse  ABEF  treffen. 

Selbstverständlich  gibt  es  noch  zwei  anderweitige  Ebenen,  welche 
der  gestellten  Aufgabe  gleichfalls  entsprechen;  es  sind  dies  jene,  welche 
zu  der  zweiten  Kreisebene  G',C'k  parallel  sind.  Da  die  beiden  Kreis- 
ebenen  zu  der  doppelt-projicierenden  Hauptebene  symmetrisch  sind,  so 
ist  leicht  einzusehen,  dass  auch  die  beiden  anderen  Kreisschnittsebenen 
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zu  den  eben  gefundenen  (£,  uud  £„),  in  Bezug  auf  diese  Hauptebene 
(CD,  AB),  synimetriäch  liegen. 

§.  653. 

ä50.  Aufgabe.  Es  ist  die  Tangentialebene  eines  dreiachsigen 
EUipsoides  In  einem  seiner  Punkte  zu  eonstruleren. 

Erste  Methode. 

Wir  setzen  diesfalls  voraus,  dass,  sowie  es  ursprünglich  von 
uns  angenommen  wurde,  wieder  die  mittlere  Achse  (CD,  CD')  des 
EUipsoides  zur  Grundlinie  parallel  sei. 

Die  Tangentialebene  in  dem  gegebenen  Punkte  des  EUipsoides, 
dessen  Verticalprojection  a  (Taf.  SXXII,  Fig.  218)  sei,  wird  bestimmt 
sein,  sobald  man  zwei  Tangenten  des  EUipsoides  in  dem  betreffenden 
Punkte  a  kennt. 

Führen  wir  vor  allem  durch  den  Punkt  a  die  zur  horizontalen 
Projectionsebene  parallele  Ebene  e^.  Diese  Ebene  schneidet  das  Ell ip- 
soid  in  einer  Kur  HauptelÜpse  CBEF  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen 
Ellipse,  welche  durch  den  Punkt  («,  a')  geht,  und  welche  wir  (wie  in 
Aufgate  240),  vermittelst  des  in  der  Achse  {AB,  A'B')  liegenden 
Kegelscheiteis  (ä,,  S\)  in  diese  Hauptellipse  projicieren. 

Die  Horiaontalprojectioii  a'  des  durch  seine  verticale  Projection 
a  gegebenen  Pnnktes  (a,  «')  finden  wir  sodann,  wie  in  der  eben 
citierten  Aufgabe  240)  angegeben  wurde,  als  Projection  eines  gewissen 
Punktes  a'„  der  Hanptellipse  [C'B'E'F'). 

Die  Taugente  ((,,  t\)  der  in  der  Ebene  c„  liegenden  Schnittellipse 
im  Punkte  {a,  a')  kann,  durch  Projection  vom  Centrum  {S„  S\), 
aus  der  Tangente  ito,t'„)  der  Hauptellipse  C'B'E'F'  im  entsprechen- 
den Punkte  a'o  abgeleitet  werden.  Wir  construieren  daher  zuerst  die 
Tangenten  (f,,,  t'^  von  C'B'E'F'  im  Punkte  a'^  durch  Zuhilfeuahme 
des  Affinkreises  K'„  und  projicieren  einen  ihrer  Punkte,  etwa  {Sst,ä'^, 
von  {S^,  8\)  in  die  Ebene  e^  nach  {d^,d'^).  Die  Verbindungsgerade 
(f,,  f',)  der  Punkte  («,«')  und  {ä^,(V^)  liefert  bereits  die  gesuchte 
Tangente. 

Zur  Construel;ion  der  Tangentialebene  in  (a,  a')  benöthigen  wir 
jedoch  noch  eine  zweite  Tangente.  Als  solche  betrachten  wir  die 
Tangente  {%,t'^  im  Punkte  («,«')  an  jene  Ellipse,  in  welcher  das 
EUipsoid  von  der  durch  {«,  «')  parallel  nur  verticalen  I^ojectionsebeue 
gelegten  Ebene  e'u  geschnitten  wird.  Diese  Ellipse,  welche  ähnlich 
und  ähnlich  gelegen  mit  der  Hauptellipse  {ABCB,  A'B'C'B')  ist, 
kann  von  einem  gewissen  Punkte  (S^,  S'-i)  der  Achse  {EF,  E  F')  in 
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diese  Hauptellipse  projicieifc  werden.  Die  Construction  des  Punktes 
(Sa,  Ä'j)  wurde  analog  jener  in  Aufgabe  240)  vollführt.  Der  Punkt 
(»,«')  wird  hierdurch  nach  (ct%,  «"j)  der  vorgenannten  Haupteliipse 
und  die  Tangente  (t^,  t\)  der  Schtiittellipse  im  Punkte  (a,  a')  gleich- 
zeltig  in  die  Tangente  (t%,  ("„)  der  Hauptellipse  {ABCD,A'B'C'D') 
im  entsprechenden  Punkte  {a\,  a"J  projiciert. 

Construiert  man  daher  vermittelst  des  Af&nkreises  K^  diö  'tän- 
gente  t\  von  AB  CD  im  Punkte  a''g,  so  hat  man  durch  a  bloß  die 
Parallele  t^  zu  dieser  Tangente  t^„  zu  ziehen , .  um  die  verticale  Pro- 
jection  der  gesuchten  EUipsentaagente  zu  erhalten. 

Die  horizontale  Projection  t'^  derselben  ist  selbstverständlich 
identisch  mit  der  Horizontaltraee  e'h  der  Ellipsenebene. 

Die  Ebene  T^l'!,,  welche  durch  die  beiden  Tangenten  (t^,t,')  und 
(tq,  i'q)  gelegt  werden  kann,  ist  sodann  die  gesuchte  Berührebene  des 
Eilipsoides  im  Punkte  (a,  a'). 

%.  624. 

Zweite  Methode. 

Diese  Methode  beruht  zwar  auf  demselben  Principe  wie, die  eben 
besprochene,  gestattet  jedoch  einige  constructive  Vereinfachungen. 

Setzen  wir  diesbezüglich  wieder  voraus,  es  sei  a  (Taf.  XXXII, 
Fig.  219)  die  verticale  Projection  des  gegebenen  Berührungspunktes ; 
ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  auch  der  Kegelschnitt  (y.y'),  dessen 
Horizontalpj'ojection  der  über  E'  F'  als  Durehmesser  beschriebene  Kreis 
y'  ist,  bestimmt  worden  sei.      . 

Denken  wir  uns  durch  a  eine  beliebige  yertical-projicierende 
Ebene  gelegt.  Der  Einfachheit  wegen  wählen  wir  jene ,  Ebene  e', 
welche  durch  den  Scheitel  Ä  des  EUipsoides  geht.  Diese  Ebene  wird 
das  Eilipsoid  in  einer  durch  den  Punkt  {a,a')  und  durch  den  Schöitel 
{A,A')  gehenden  Ellipse  schneiden,  deren  eine  Achse  in  der  Haupt- 
ebene f)h  liegt  und  den  Punkt  A  mit  dem  aweiten  Schnittpunkte  m, 
der  Geraden  e',  und  der  Ellipse  ABCl)  (vermittelst  des  Affinkreises 
Kg  leicht  KU  construieren)  verbindet.  Durch  die  ohhezeichnete  Ellipse 
und  durch  die  Ellipse  (y,  /)  lägst  sich,  wie  wir  wissen,  ein  Kegel 
legen,  dessen  Scheitel  jener  Punkt  {S„S\)  in  der  Hauptebene  ^i,  ist, 
in  welchem  sieh  die  Verbindungsgeraden  j»,  m  und  A  n  schneiden. 
Die  Rechtfertigung  dieses  Vorganges  kann  der  in  Aufgabe  245}  go- 
,  leicht  entnommen  werden. 

Betrachtet  man  (-?„  Ä',)  als  Projectionscentrum,  so  wird  die 
5Se  der  Ebene  e'  in  die  Ellipse  (y, /},  der  Punkt  («,«')  in  einen 
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Punkt  (a„a\)  von  {y,y')  projiciert  —  woraus  sich  durch  Zurück- 
projieieren  des  Punktes  o',  vermittelst  des  Projeetioasstrahles  ;S',(i',  «, 
unmittelbar  die  Horizontalprojection  a'  ergibt  —  uod  weiters  die  Tan- 
gente it,,t\)  der  Schnittellipse  im  Punkte  {a,a'),  in  die  Tangente  {ri,z'{} 
der  Ellipse  (y,  y')  in  dem  entsprechenden  Punkte  («j,  a',)  projiciert. 
Die  horizODtale  Projection  r',  kann  direet  als  die  Tangente  der  Kreises  y' 
im  Punkte  «',  gezeichnet  werden. 

Um  somit  die  Tangente  {tj,t\)  im  Punkte  («,«')  zu  erhalten, 
hat  mau  bloß  die  Tangente  (t,,t',)  vom  Centrum  {S,,S',)  in  die  Ebene  c' 
zurück  zu  projicieren.  Berücksichtigt  man  aber,  dass  dieselbe  einer- 
seits durch  {«,«')  gehen  muss  und  dass  andererseits  der  Punkt  (5,,  ö',), 
ia  welchem  (T,,r',)  die  Ebene  e\  sehneidet,  bei  der  Projection  unge- 
ändert  bleibt,  so  ergibt  sich  die  gesuchte  Tangente  (t,,t\)  direet  als 
die  Yerhindungsgerade  der  beiden  Punkte  («,a')  und  {ä^,^\). 

Legen  wir  nun  durch  den  Punkt  {a,a')  eine  zweite  vertieal- 
projicieronde  Ebene,  allenfalls  jene  e%,  welche  gleichzeitig  durch  den 
Scheitel  (B,B')  geht,  so  schneidet  diese  Ebene  das  Eilipsoid  in  einer 
Ellipse,  welche  vermittelst  eines  gewissen  Punktes  (S„,S'^)  in  der 
Häuptebene  i;^,  der  ia  gleicher  Weise  wie  vorher  der  Punkt  (S„  S\) 
gefunden  wird,  in  die  Ellipse  {y,y')  projiciert  werden  kann.  Hierbei 
projiciert  sich  der  Punkt  {«,«')  in  einen  Punkt  (Oj.ö'a)  der  Ellipse  iy,y'). 
Fühlt  man  in  dem  letztgenannten  Punkte  an  die  Ellipse  (y,y')  die 
Tangente  (ij,  t'g),  was ,  da  die  Horizontalprojection  y'  ein  Kreis  ist, 
leicht  geschehen  kann,  so  schneidet  diese  Tangente  (t^,t'^)  die  Ebene 
e",  in  einem  Punkte  (d^,S\).  Verbindet  mau  endlich  den  ao  erhalteneu 
Punkt  (Ö2,  ö'g)  mit  dem  Punkte  (a,  a')  durch  die  Gerade  {t„,  t'^),  so 
repräsentiert  diese  die  Tangente  der  mit  der  Ebene  e',  resultierenden 
Schnittellipse  des  Ellipsoides  im  Punkte  (a,  a'). 

Legt  man  schließlich  durch  die  beiden  Tangenten  (^,,('1)  und 
(^ä,  i's)  eine  Ebene  T,  T/,,  so  ist  diese  die  verlangte  Bei-ührebene  des 
dreiachsigen  Ellipsoides  im  gegebeneu  Punkte  (a,a']. 

Dritte  Methode. 

Sei  wieder  a  (Taf.  XXXII,  Fig.  220)  die  Veiticalprojection  des 
gegebenen  Berührungspunktes.  Die  Beröhrebene  wird  die  Hauptebene  ijj 
in  einer  Geraden  (p,,p\)  schneiden,  welche  (nach  Satz  379}  die  Polare 
des  Punktes  a  in  Bezug  auf  die  in  derselben  Hauptebene  liegende 
Ellipse  (ABCD,  A'B'C'D')  \»t 

Behufs  Construction  dieser  Polare  p,  verbinden  wir  den  Punkt  a 
mit  den  beiden  Punkten  4.  und  B  der  Ellipse  ABCD  und  bestimmen 
die  zweiten  Schnittpuukte  m^  und  n^  der  Geraden  Aa  und  Ba  mit  der 
Ellipse  ABCD  vermittelst  des  -iltinkreiseä  K^. 
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Die  Puakte  ^,  uud  z/^,  in  welchen  sieh  die  zwei  Paare  von 
Gegenseiten  An,  und  Bm,;  AB  und  jm,  n,  sehneiden,  sind  hekanntUch 
zwei  Punkte  der  gesuchten  Polare  p,.  Durch  die  Verbindungsgerade 
^1  jJ^  der  Punkte  z/,  und  ^5  ist  dieselbe  somit  vollständig  bestimmt. 
Die  HorizontalprojeetioQ  p\  dieser  Polare  {p,,p'i)  fällt  in  die  hori- 
zontale Traee  rji,  der  Hauptebene, 

Die  zu  suchende  Berfihrebene  wird  selbstverständlich  die  Gerade 
(PifP'i)  enthalten. 

Ferner  ist  (nach  Satz  379)  auch  die  Trace  der  Berfihrebene  auf 
der  zur  horizontalen  Projectiousebena  parallelen  Hauptebene  $,,  die 
Polare  der  Horizontalprojection  a'  des  Beriihruugspunktes  in  Bezug 
auf  die  in  dieser  Ebene  liegende  Hauptellipse  C'D'E'F'. 

Um  diese  Polare  zn  construieren,  ziehen  wir  die  Geraden  Ca'  und 
D'a'  und  bestimmea  durch  Zuhilfenahme  des  Affinkreises  K'^,  die 
zweiten  Schnittpunkte  sBj  und  h,  der  besagten  Geraden  mit  der 
Ellipse  OB'E'F'. 

Die  Schnittpunkte  ö,  und  öj  der  zwei  Paare  von  Gegenseiten 
C«(  und  D'm^\  CD'  uud  m^n^  des  Viereckes  C'D'n^m^  sind  zwei 
Punkte  der  gesuchten  Polare  p\.  Die  Verticalprojection  p,^  liegt  in 
der  Traee  e,. 

Die  durch  die  beiden  Geraden  {Pi,p',)  und  (Ps' P's)  S^^^S^^ 
Ebene  T^Th  bestimmt  sonach  die  gesuchte  Berührebene. 

§.  625. 

Vierte  Methode. 

Diese  beruht  auf  der  Aüwendung  des  Satzes :  „dass  d  i  e 
Tangentialebene  einer  Fläche  zweiten  Grades  in  einem 
Punkte  {a,  a')  zu  der  dem  Durchmesser  {aO,a'0')  conju- 
gierten  Durchmesserebene  parallel  ist"  und  auf  jener  des 
Satzes:  „dass  die  einem  Durchmesser  conjugterte  Durch- 
messerebene alle  zu  diesem  Durchmesser  parallelen 
Sehnen  halbiert". 

Ist  demnach  {«,«')  (Taf.  XXXQ,  Fig.  221)  der  gegebene  Berüh- 
rungspuukt,  dessen  eine  Projection  direct  bestimmt  war,  während 
dessen  aadere  Projection  auf  Grund  vorhergegangener  Erörterungen 
festgestellt  wurde. 

Verbinden  wir  den  Punkt  («,«')  mit  dem  Mittelpunkte  {0,0') 
des  EUipsoides  und  legen  wir  an  beliebiger  Stelle  eine  zu  diesem 
Durohmesser  (Oa,0'a')  parallele  Ebene  e„eA,  die  überdies  vertical- 
projicierend  ist,  also  eine  Ebeae,  deren  Verticaltraee  e^  zu  Oa  parallel 
läuft,  und  zeichnen  wir  ferner  in  dieser  Ebeae  zwei  beliebige  zu  {Oa,0'a') 

40' 
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)  Geraden  (s,,  s',),  (s^,  s'^).  Die  Vertiealprojectiouen  derselheu 
falleu  offeübar  mit  c„  zusammen,  während  die  Homontalprojectionen 
durch  zwei  beliebige  zu  O'a.'  parallele  Geraden  s\  und  s',  dargestellt 
werden. 

Die  Wahl  dieser  Geraden  (5,,  s',)  und  (Sj,  s'^  treffen  wir  derart, 
dass  sie  das  Ellipsoid  in  reellen  Punkten  schneiden.  Die  Schnittpunkte 
der  bezeichneten  Geraden  {s^,&'^  und  {s^,s'^  mit  dem  Ellipsoide  er- 
mitteln wir  folgendermaßen. 

Wir  denken  uns  die  in  der  aur  verticälen  Projectionsebene 
parallälen  Hauptehene '  ij;,  liegend'e  Achse  sMj  w,  der'  Ellipse,  in 
welcher  das  EUipsoid  von  der  Ebene  e^e^  geschnitten  wird,  festgestellt 
(dieselbe  ist  ihrer  Länge  nach  durch  die  Schnittpunkte  m^  und  w,  der 
Trace  e„  mit  der  Hauptellipse  J.-BCI>  bestimmt)  und  projicieren  ver- 
mittelst des  Kegelseheitels  (S,  8%  welcher  sich  im'  Schnitte  der  V'er- 
bindungsgeraden  mm,  und  nw,  ergibt,  die  vorgenannte  Sehnittellipse 
auf  die  Ellipse  {y,y').  Gleichzeitig  projicieren  wir  vom  Punkte  (Ä,S') 
aus,  die  beiden  Geraden  (s„  s'j)  und  (Sg,  s'^  auf  die  Ebene  V  des 
Kegelschnittes  iy,y')  nach  (öi.e'j)  und  (<ig,e'a). 

Die  letztgenannten  Geraden  schneiden  den  Kegelschnitt  fj-,/}  in 
zwei  Paaren  von  Punkten  («[,«'1)  und  (^,,j5'i};  ((tj,  a'j)  und  (j5„,/5'„), 
welche,  da  sieh  der  Kegelschnitt  {y^f)  in  seiner  Hovizoutalprojectioii 
als  Kreis  /  darstellt,  direct  eoiistruiert  werden  können. 

Projiciert  man  die  genannten  Punkte  vom  Centrum  (B,S')  aus 
auf  die  Geraden  CS[,s'j)  und  (Sj,s'g),  so  erhält  man  daselbst  beziehungs- 
weise die  Schnittpunkte  (a,,  ß'J  und  (6,,  6',);  {a^,a'^  und  (Jj,  i'^) 
dieser  Geraden  mit  der  in  der  Ebene  e^e*  liegenden  Ellipse  des  Ellip- 
soides,  also  auch  die  Schnitte  von  {s^^s'^  und  (Sj,  s',)  mit  dem  Ellip- 
soide selbst. 

Hiernach  ergeben  sich  in  («i^i,  «'lö'^)  und  {a^h^^a'^'^  awei 
zu  dem  Durehmesser  (aO,a'0')  parallele  Seimen  des  Ellip- 
soides.  Führen  wir  durch  deren  Halbierungspunkte  (iB,,a;',)  und  {x^,x'„), 
sowie  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  des  EUipsoides  eine  Ebene  J)^  Dt,, 
so  repräsentiert  diese  (nach  Satz  435,  Band  II)  die  dem  Durchmesser 
{aO,a'0')  eonjugierte  Durchmesser  ebene.  Legt  man  endlich 
durch  den  Punkt  (a,  a')  eine  Ebene  T,  2*  parallel  zur  Ebene  D,  D/,, 
so  ist  dieselbe  (nach  Satz  435,  Band  II)  die  geforderte  Berührebene 
des  EUipsoides  im  Punkte  (a,a'). 

§.  626. 
2ÖL  Aufgabe.    Es  ist   die  Ebene    der  Berührnngscurve  eines 
dem  dreiaeliBlgen  EUipsoid  umaehriehenen  Kegels  unter  der  Voraus- 
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Setzung  z«  bestimmen,  dass  der  Scheitel  des  Kegels  auf  einer  der 
drei  Hauptachsen  der  Pläclie  liegt. 

Der  gegebene  Kegelsebeitel  auf  der  lileinen  Acbse  {EF,E'  F') 
des  EUipsoides  sei  (P,i")  (Taf,  XXXII,  Fig.  222). 

Gestützt  auf  den  Satz  401,  Band  11),  kann  als  bekannt  voraus- 
gesetzt werden,  dass  die  Ebene  der  Berührungscurf  e  eines  einer  Fläche 
zweiten  Grades  umschriebenen  Kegels  gleichzeitig  die  Polarebene  des 
Kegelscheitela'  sei  und  dass  die  besagte  Ebene  als  solche  parallel  zu 
derjenigen'  Durchmessereh ene  ist,  welche  zu  dem  durch  den  Kegel- 
scheitol  gejienden  Durehmesser  conjugiert  ist. 

Im  vorstehenden  Falle  liegt  der  Eegelsehöitel  {F,F')  auf  der 
Achse  (EF,E'F').  Die  dieser  Achse  conjugierte  Durchmesseteheae  ist 
die  zur  verticalea  Projeetionsebene  parallele  Hauptebene  ij. 

Zu  der  letztbezeichneten  Ebene,  also  auch  zur  verticalen  Pro- 
jeetionsebene, muss  daher  die  gesuchte  Ebene  der  Berührungscurve 
parallel  sein.  Es  ist  mithin  von  selbst  einleuchtend,  dass  die  Kenntnis 
der  Lage  irgend  eines  Punktes  dieser  Ebene,  zu  deren  Tollständigen 
Darstellung  ausreichen  werde. 

Führen  wir  demgelnäß  von  dem  Punkte  (P,P'}  an  die  Haupfc- 
ellipse  in  der  Ebene  s^  eine  Tangente.  Die  horiaontale  Projection  f 
dieser  Tangente  und  jene  c'  ihres  Berührungspunktes  erhalten  wir 
durch  die  Tangente  von  F'  an  die  Ellipse  C'D'E'F'  mittelst  des 
affiaen  Kreises  E'^. 

Die  Verticaiprojection  c  des  Berührungspunktes  ergibt  sich  sodann 
unmittelbar  in  der  Trace  e^  der  Hauptebene. 

Der  Punkt  (c,c')  ist  somit,  als  der  Berührungspunkt  einer  von 
{P,F')  ausgehenden  Tangente  des  EUipsoides,  ein  Punkt  der  Berflh- 
ruagscurve,  während  die  Ebene  der  letzteren,  die  durch  (c,c')  parallel 
zur  verticalen  Projeetionsebene  gelegte  Ebene  ist.  Die  Horizontal- 
trace  Bi,  derselben  wird  demnach  die  durch  c'  parallel  zur  Grundlinie 
gezogene  Gerade  sein. 

Die  Berührungscurve  selbst  ist  ähnlich  mit  der  Hauptellipse 
{ABCD,  Ä'B'OD')  und  da,  wie  leicht  eiazusehefl,  (c,c')  einer  ihrer 
Achseneadpunkte  ist,  kann  dieselbe  ohne  weitera  durch  ihre  Achsen 
{ai,a'h'),  (cd,c'd')  dargestellt  werden. 

In,  gleicher.  .Weise  hätte  man  vorzugehen,  wenn  der  gegebene 
Kegelseheitel  (P,-F)  in  einer  der  beiden  anderen  Achsen  {ÄJi,Ä'B') 
oder  {CD,  C'I>-)  gegeben  wäre.  Im,  ersteren  Falle  ist  die.  Ebene  der 
Berührungscurve  zur  horizontalen  Projeetionsebene  parallel,  im  zweiten 
Fälle  hingegen  ist  dieselbe  parallel  zur  Profilebene,  oder  mit  anderen 
Worten,  senkrecht  zu  der  Grundlinie, 
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§.  627. 

252.  Aufgabe.  Es  ist  die  Ebene  der  Berührnngscurve  eines 
dreiachsigen  Ellipsoides  mit  einem  demselben  amscbriebeiien  Kegel 
unter  der  Voraussetzung  zu  eonstruieren,  daas  der  KegelBebeitel  in 
einer  der  drei  Hauptebenen  des  Ellipsoides  liege. 

Nehmen  wir,  um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben, 
an,  dass  der  Kegelscheitel  (PP')  {Taf.  XXSir,  Fig.  223)  in  der  zur 
verticalen  Projectionsebeue  parallelen  Hauptebene  i;  gegeben  sei. 

Es  ist  diesfalls  unschwer  nachzuweisen,  dass  unter  den  gestellten 
Bedingungen  die  Ebene  der  Berührungscurve  zur  Hauptebene  jj  senk- 
recht stehen  müsse. 

Wir  haben  bereits  (Band  II,  Satz  406)  nachgewiesen,  dass,  wenn 
ein  Punkt  in  einer  gegebenen  Ebene  liegt,  dessenPolar- 
ebene  in  Bezug  auf  eine  Fläche  zweiten  Grades  durch 
den  Pol  jener  Ebene  gehen  müsse.  Im  vorliegenden  Falle  liegt 
der  Punkt  {P,  I")  in  der  Hauptebene  ij ;  die  Polarebene  desselben, 
d.  i.  die  Ebene  der  gesuchten  Berührungscurve,  muss  daher  durch  den 
Pol  der  Ebene  jj  gehen.  Nachdem  aber  tj  eine  Hauptebene  des  Ellip- 
soides ist,  so  wird  deren  Pol  der  unendlich  ferne  Punkt  der 
ihr  conjugierten  Achse  {EF,E'F')  sein  und  jede  durch  diesen 
Pol  gehende  Ebene,  also  auch  die  verlangte  Ebene  der  Berührungscurve, 
muss  daher  eine  zur  Ebene  tj  senkreciite  Lage  besitzen. 

Hieraus  folgt  weiter,  dass  die  Kenntnis  zweier  Punkte  der  ge- 
suchten Ebene  zu  ihrer  graphischen  Darstellung  vollkommen  genügen 
werde. 

Zwei  solche  Punkte  sind  unmittelbar  die  Berührungspunkte  der 
von  (P,  F")  aus  an  die  in  der  Hauptebene  j;  liegende  Ellipse  {ABGD, 
A'B'C'B')  gezogenen  Tangenten,  da,  wie  selbstverständlich,  diese 
Punkte  der  Berührungscurve  angehijren  müssen.  Die  verticalen  Pro- 
jectionen  dieser  Berührungspunkte  sind  die  Punkte  ^,  und  p,,  in 
welchen  die  von  P  aus  an  die  Ellipse  AS  Gl)  gezogenen  Tangenten 
t^  und  <2  diese  letztere  berühren.  Dieselben  können  auf  bekannte 
Weise  mittelst  des  Affinkreises  Kg  construiert  werden.  Die  horizon- 
talen Projectionen  p\  und  p\  liegen  in  der  Traee  ij*  der  Hauptebene. 

Die  Ebene  der  Berührungscurve  geht  nunmehr  durch  die  beiden 
Punkte  {Pi,p\)  und  (Pi,  p'z)  und  steht  auf  der  Hauptebene  ij  senk- 
recht; dieselbe  ist  somit  jene  vertical-projicierende  Ebene  B„B/„  deren 
Vertioaltrace  B,  durch  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Vertieal- 
projeotionen  p^  und  pj  dargestellt  erscheint. 
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Die  BerQhrungscurve  selbst  ergibt  sich  als  Schnitt  dieser  Ebene 
B^Bk  mit  dem  EUipsoide  und  kann,  wie  in  Aufgabe  241)  gezeigt 
wurde,  construiert  werden.  Zu  bemerken  wäre  hierbei  nur  noch,  dass 
die  Gerade  (p,Pa,p',p'«)  bereits  die  eine  (in  der  Hauptebene  tj  liegende) 
Achse  dieses  Schnittes  repräsentiere. 

In  gleicher  Weise  hätte  man  vorzugehen,  wenn  der  Scheitel  (P,F') 
in  einer  oder  der  anderen  der  beiden  Hauptebeneii  gegeben  wäre. 
Liegt  der  besagte  Scheitel  in  der  zur  horizontalen  Projectionsebene 
parallelen  Hauptebene  s,,  so  ist  die  Ebene  der  Bernhruiigseurve  eine 
horiaontal-projicierende;  liegt  derselbe  hingegen  in  der  zur  Gnindünie 
senkrechten  Hauptebene  n;„nr;,,  so  ist  die  obgenannte  Ebene  parallel 
zur  Grundlinie. 

S.  628. 

3ö3.  Aufgabe.  Es  ist  die  Ebene  der  Berüliriingseurve  eines 
dreiachsigen  EUipsoides  mit  einem  demselben  aus  einem  beliebigen 
Punkte  im  Räume  umscliriebenen  Kegel  zu  eonstmieren. 

Der  gegebene  Kegelscheitel ,  welcher  irgend  eine  ganz  beliebige 
Lage  im  Räume  haben  m5ge,  sei  (P,  P')  (Taf.  XXXIIL  Fig.  224). 

Die  Berübmngseurve  des  von  (P,  P')  aus  dem  ElUpsoide  um- 
schriebenen Kegels  ist  bekanntlich  der  Ort  der  Berührungspunkte  aller 
durch  (P,  P')  an  das  EiUpsoid  geführten  Taogenteu,  oder  auch  aller 
dureil  (P,  P)  gehenden  Tangentialebenen  des  EUipsoides. 

Sehen  wir  zunächst  nach,  ob  es  unter  den  Tangentialebenen, 
welche  durch  {P,  F')  an  das  Ellipsoid  gelegt  werden  können,  nicht 
auch  solche  gibt,  deren  Construction  sieh  besonders  leicht  und  rasch 
bewerkstelligen,  respective  durchführen  lässt.  Man  findet  diesbezüglich 
sofort,  dass  dies  jene  Tangentialebenen  sein  werden,  welche  beziehungs- 
weise zur  vertiealen  oder  horizontalen  Projectionsebene  senkrecht  stehen. 

Jede  zur  verticalen  Projectionsebene  senkrecht  stehende  Berühr- 
ebeue  des  dreiachsigen  EUipsoides  tangiert  dasselbe  in  einem  Punkte 
der  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen  Haupteliipse  (AB  CD, 
A'B'C'D')  und  die  Verticaltrace  einer  jeden  solchen  verticalprojieie- 
reuden  Tangentialebene  des  EUipsoides  ist  eine  Tangente  an  die  Vei- 
ticalprojeetion  AB  CD  der  genannten  Haupteliipse.  Soll  nun  die 
Berübrebene  überdies  dnreh  den  Punkt  {P,P')  gehen,  so  muss  die 
Verticaltrace  derselben  den  Punkt  P  enthalten. 

Führen  wir  daher  von  P  aus  an  die  Ellipse  ABGB  die  beiden 
möglichen  Tangenten  und  bestimmen  wir  deren  Berührungspunkte 
j),  undßj,  so  repräsentieren  diese,  den  eben  angestellten  Betrachtungen 
gemäß,  die  verticalen  Projectionen  der  Berührungspunkte  jener  durch 
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(P,P')  gehenden  vertical-projicierenden  Berührebenen  des  ElUpsoides. 
Die  horizontalen  Projeetionen  ^',  und  p\  derselben  liegen  selbstver- 
ständlich in  der  Horizontaltrace  ijj  der  Hauptebene  ij. 

Hiernaeh  kennen  wir  bereits  zwei  Punkte'  der  Berührungscurve, 
also  auch  zwei  Punkte  der  Ebene  derselben. 

Constniieren  wir  weiters  auch  von  P'  aus  die  beiden  Tangenten 
an  die  Horizontalp rojection  {CD' E'F')  der  in  der  horizontalen  Haupt- 
ebene *„  liegenden  Hauptellipse,  und  bestimmen  wir  deren  Berührungs- 
punkte ä'i  und  ji'ji,  so  folgt  aus  gleichen  Gründen  wie  oben,  dass 
w'j  und  Ji'a  die  Horizo ntalp rojection en  der  Berührungspunkte  der  beiden 
durch  {P,  P*)  gehenden  horizontal-projiuierenden  Berührebenen  dei- 
Ellipsoides  darstellen.  Die  verticalen  Projeetionen  n^  und  Kj  dieser 
Punkte  liegen  in  der  Verticaltraee  £„  der  Hauptebene  s. 

Nachdem  nun  die  Punkte  (n:,,  7i\)  und  (jTj,  re'j)  ebenfalls  der 
Berührungscurve,  also  auch  ihrer  Ebene  angehören,  so  müssen  sich 
die  beiden  Verbindungsgeraden  (jt,  Kj,  ir',  re'n)  und  {PxP-i<p\p'-^  Jn 
einem  Punkte  (r,  r')  schneiden.  Letzterer  Umstand  kann  nebenbei  als 
Controle  für  die  Genauigkeit  der  Construction  benutzt  werden. 

Die  durch  {P\P«,p\p'.^  und  (;i,  Wj,  ?[',  ra'^)  gelegte  Ebene  ^B^Üä 
repräsentiert  bereits  die  gesuchte  Ebene  der  Berührungscurve. 
Die  Berührungscurve  selbst  ist  sodann  der  Schnitt  der  Ebene 
B,Bh  mit  dem  Ellipsoide. 

Man  kann  sich  nunmehr  auch  leicht  die  Überzeugung  ver- 
schaffen, dass  die  beiden  Projeetionen  der  Berührungscurve  vermöge 
der  bisher  vorgenommenen  Coustructiouen  durch  die  bereits  ermittelten 
Punkte  und  Tangenten  vollständig  bestimmt  sind. 

Da  nämlich  die  vier  Punkte  CPpj)',),  {p<f,P'i^,  (jt,,  sr',)  und 
ix^,  ir'a)  der  Berührungscurve  angehören,  so  geht  die  verticale  Projec- 
tion  derselben  durch  die  vier  Punkte  p^,  p^,  st,  und  n,.  Nachdem 
aber  überdies  die  Punkte  p,  und  ^j  der  Verticaleontour  AB  CD  des 
Ellipsoides  angehören,  so  muss  die  verticale  Projection  der  Berührungs- 
{^urve  die  verticale  Contour  in  den  eben  genannten  Punkten  berühren, 
in  denselben  also  die  bereits  früher  eonstruierten  Tangenten  t,  und  t„ 
besitzen. 

Hiernach  sind  von  jenem  Kegelschnitte,  weicher  die  Vertical- 
projection  der  Berührungscurve  darstellt,  vier  Punkte  j),,  ^i,  7t„  jTj 
und  die  Tangenten  in  zweien  derselben,  d.  i.  in  p,  und  p^  bekannt. 
Es  können  daher  (so  wie  in  früheren  Aufgaben)  mit  Zuhilfenahme  eines 
collinearen  Kreises  anstandslos  zwei  conjugierte  Durchmesser 
dieser  Verticalprojeetion  gefunden  werden.  Ebenso  ist  die  horizontale 
Projection  der  Berührungscurve  eine  Ellipse,  von  welcher  vier  Punkte 
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^',,  ^'„,  3i',,  3i'a  und  die  Tangenten  t\  und  t'^  in   zweien   derselben, 
d.  i.  in  n',   und  ;r'j,  bekannt  sind. 

Da  die  Ebene  der  Berührungscurve  eines  Ellipsoides  mit  einem 
demselben  umsehriebenen  Kegel  gleichzeitig  die  Polarebeae  des 
Kegelseheitels  in  Bezug  auf  das  BUipsoid  darstellt,  so  ist  das  eben 
besprochene  Problem  mit  der  folgenden  Aufgabe  identisch. 

§.  629. 

234.  Aufgabe.  Es  ist  die  Polarebene  eines  außerhalb  des  drei- 
achsigen Ellipsoides  liegenden  Punktes  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid 
zu  construieren. 

Liegt  jedoch  der  Punkt  (P,  F)  innerhalb,  so  müssen  anderweitige 
Construetioaen  behufs  Eestimniaag  der  Polarebene  desselben  durch- 
geführt werden.  Wir  wollen,  um  diese  Constructionen  kennen  zu 
lernen,    zuvor   noch   die  folgende  „umgekehrte"  Aufgabe  lösen. 

§.  630. 

^55.  Aufgabe.  Der  Pol  einer  Ebene  ist  in  Bezug  auf  ein  drei- 
achsiges Ellipsoid  unter  der  Voraussetzung  zu  construieren,  dass  die 
Ebene  das  Ellipsoid  in  keiner  reellen  Curve  schneidet. 

Die  gegebene  Ebene,  von  welcher  wir,  wie  eben  bemerkt  wurde, 
voraussetzen,  dass  sie  keine  reellen  Punkte  mit  dem  EUipsoide  gemein 
habe,  sei  p,p^  (Taf.  XXXIII,  Fig.  225). 

Um  den  Pol  dieser  Ebene  zu  finden,  werden  wir  von  einem  in  der 
Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades  bewiesenen  Satze  (Satz  405,  Band  II) 
Gebrauch  machen.  Mit  Zugrundelegung  desselben  ist  der  Schnitt- 
punkt dreier  Ebenen  der  jeweilige  Pol  jener  Ebene, 
welche  die  Pole  dieser  drei  Ebenen  verbindet. 

Wählen  wir  demgemäß  in  der  gegebenen  Ebene  drei  beliebige 
Punkte  und  bestimmen  wir  deren  Polarebenen,  so  werden  sich  diese 
letzteren  in  einem  Punkte  schneiden,  welcher  den  gesuchten  Pol 
darstellt. 

Der  Einfachheit  der  Construction  wegen,  werden  wir  aber  diese 
drei  Punkte,  nicht  willkürlieh  annehmen,  sondern  insbesondere  die- 
jenigen drei  Punkte  (P,,  -Pj),  (Pa,  P'J  und  (Pg,  P'g)  wählen,  in  welchen 
die  gegebene  Ebene  ^„p^  die  drei  Achsen  {AB,  A'B'},  (CD,  C'B'). 
{EF,E'F)  des  EUipsoide?  schneidet. 

Als  Polarebene  des  in  der  Achse  (AB,  A'B')  liegenden  Punktes 
(P,,  P'i)  ergibt  sich  (vermöge  der  in  Aufgabe  251)  entwickelten  Con- 
structionen) die  zur  horizontalen  Project ionsebene  parallele  Ebene  e\; 
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als  Polarebene  des  in  der  Achse  (CD,  CD')  liegenden  Punktes 
(Ff^,  P\)  die  aar  Grundlinie  seniirechte  Ebene  e\e\,  und  endlich  als 
Polarebene  des  in  der  Achse  (HF,  E' F')  liegenden  Punktes  (i*3,P',). 
die  znr  verticaien  Project  ionsebene  parallele  Ebene  e^*. 

Der  Schnittpunkt  {P,  F')  dieser  drei  Ebenen  e't,  e\e^k  und  e\, 
dessen  Projeetionen  gleichzeitig  die  Schnittpunkte  ihrer  Tracen  sind, 
repräsentiert,  den  früheren  Betrachtungen  gemäß,  bereits  den  gesuchten 
Pol  der  gegebenen  Ebene  (j>/„  i\). 

Durch  Ümkehrung  des  eben  Dargethanen  wird  es  nun  auch 
leicht  sein,  das  nachstehende  Problem  zu  lösen, 

§.  631, 

2ö<i.  Aufgabe.  Es  ist  die  Polarebene  eines  Punktes  innerhalb 
eines  Ellipsoides  in  Bezug  auf  dieses  letztere  zu  construleren. 

Sind  (P,T-)  (Taf.  XXXIII,  Fig.  225)  die  Projeetionen  des  ge- 
gebenen Punktes,  so  legen  wir  durch  denselben  drei  zu  den  Projections- 
ebenen  parallele  Ebenen  und  zwar  die  Ebene  e^„  parallel  zur  horizon- 
talen, e%e*fi  parallel  zur  Kreuzriss-Projectionsebeae  und  e^  parallel  zur 
verticaien  Projectionsebene,  und  bestimmen  die  Pole  (P,,P',),  (P^,  F'^) 
uüd  (P3,  P'a)  dieser  drei  Ebenen.  Letzteres  kann  in  höchst  einfacher 
Weise  vollführt  werden. 

Um  beispielsweise  den  Pol  (P,,  P',)  der  borizoatalea  Ebene  (:\ 
zu  eonstruieren,  haben  wir  bloß  zu  berücksichtigen,  dass  derselbe 
einerseits  in  der  horizontal-projicierenden  Achse  {AB,  AB')  liege  und 
dass,  wenn  wir  jenen  Punkt,  in  welchem  die  Ebene  e^,  diese  Achse  AB 
trifft,  3t|  nennen,  die  vier  Punkte  P,,  %^,  A  und  B  harmonisch  sein 
müssen.  Der  Punkt  P,  ergibt  sich  daher  als  Schnittpunkt  der  Achse 
AB  mit  der  Tangente  des  tlher  AB  bpsibnebenen  Kreises  Kf^  in 
einem  der  beiden  Punkte  a  oder  a^,  m  welchem  der  Kreis  K^  von  e'„ 
geschnitten  wird.  In  ganz  gleicher  ^eihe  wird  min  die  beiden  übrigen 
Punkte  (Pj,  P'i)  uud  (P^,  P'^)  bestimmen  können 

Die  Ebene i)„j?A,  welche  nuamehi  duich  diese  drei  Punkte  (Pi,P,), 
(Pj,  P'j)  und  {P3,  P'g)  gelegt  werden  kann,  ist  (nach  Satz  405, 
Band  11),  die  geforderte  Polarebene  des  Punktes  (P,  P). 

§.  632, 
.  2ö7.  Aufgabe.    Der  einer  gegebenen  Ebene  eonjugierte  Durch- 
messer eines  dreiachsigen  Ellipsoides  ist  zu  eonstrulereu. 

Die  Constructioa  dieses  Durchmessers  lässt  sich  unmittelbar  aus 
den  in  der  Aufgabe  255)  erörterten  Constructionen  ableiten.  Der  einer 
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gegebenen  Ebene  ji^pA  (Taf.  XXXIII,  Fig.  225)  conjugierte  Durchmesser 
ist  bekanntlich  die  Verbiodungsgerade  des  Poles  (P,  P*)  dieser  Ebene 
mit  dem  Mittelpunltte  (0,  0')  des  Eilipsoides, 

CoBstruiert  man  daher,  wie  eben  gezeigt  wurde,  den  Pol  (P,  P') 
mittelst  der  drei  ia  den  Hauptachsen  liegenden  Punkten  (P,,  P',), 
(Pj,  P'j)  und  {Pj,  P'j)  und  verbindet  man  denselben  mit  dem  Mittel- 
punkte (0,  0')  des  Ellipsoides  durch  eine  Gerade  {d,  d') ,  so  reprä- 
sentiert diese  letztere  den  gesuchten,  der  Ebene  pcPh  conju- 
gierten  Durchmesser. 

Mit  den  nämlichen  Mitteln  lässt  sieh  sogleich  auch  das  folgende 
Problem  constructiv  durchführen. 

§.  G33. 

358.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  sind  an  ein 
dreiachsiges  Ellipsoid  Berührebenen  zu  legen,  und  deren  Berührungs- 
punkle  zn  construieren. 

Die  gegebene  Ebene  sei  wieder  iipjjj,  (Taf.  XXXUI,  Fig.  225).  Auf 
Grundlage  des  Satzes  435,  Band  II)  wissen  wir,  dass  die  Berührungs- 
punkte der  Bu  dieser  Ebene  p^pi,  parallelen  Tangentialebenen  des  Eltip- 
soides gleichzeitig  die  Endpunkte  jenes  Durchmessers  sind, 
welcher  der  Ebeneß„pA  conjugiert  ist. 

Construieren  wir  demnach,  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 
angedeutet  wurde,  den  der  Ebene  PvPn  conjugierten  Durchmesser 
{d,  d'),  so  haben  wir  nur  dessen  Schnittpunkte  mit  dem  Ellipsoide  auf 
bekannte  Weise  [etwa  mit  Zuhilfenahme  des  Kegelschnittes  {y,  y')]  zu 
bestimmen,  um  iu  den  letzteren  die  gesuchten  Berührungspunkte  zu 
erhalten.  Die  Ebenen,  welche  durch  die  besagten  Schnittpunkte 
parallel  zur  Ebene  p^p,,  gelegt  werden  können,  siod  sodann  die  ver- 
langten Tangentialebenen. 

§.  634. 

2ä9.  Aufgabe.  Im  Innern  eines  dreiachsigen  Ellipsoides  ist  ein 
Punkt  (P,  P)  gegeben;  durch  diesen  Punkt  ist  eine  Ebene  von  der 
Eigenseha'.t  zu  legen,  dass  sie  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  sehneldet, 
welche  den  gegebenen  Punkt  zum  Mittelpunkte  bat. 

Soll  der  im  Innern  des  Ellipsoides  gegebene  Punkt  (P,  P') 
(Taf  XXXm,  Fig.  225)  der  Mittelpunkt  eines  ebenen  Schnittes  des 
Ellipsoides  sein,  so  können  wir  von  dem  Satze  435,  Band  II)  Gebrauch 
machen,  dass  „der  Mittelpunkt  eines  ebenen  Schnittes  einer  Fläche 
zweiten  Grades  stets  auf  dem  der  schneidenden  Ebene  conjugierten 
Durchmesser  der  Flüche  liegen  müsse". 
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Der  bezeichnete  Durchmesser  ist  im  vorliegendea  Falle  bereits 
bekannt,  da  derselbe  durch  die  Verbindungsgerade  (ß,  d')  des  ge- 
gebenen Punktes  (P,  F')  mit  dem  Mittelpunkte  (0,  0')  des  Etlipsoides, 
dargestellt  erscheint. 

Bestimmen  wir  weiters  zu  dem  Punkte  (P,  P')  die  Polarebene 
Pxph,  nach  der  in  Aufgabe  256)  angegebenen  Conatruction ,  so  reprä- 
sentiert diese  schon  eine  von  jenen  Ebenen  aus  der  Paraliel- 
schar,  welche  dem  Durchmesser  {d,  d')  conjugiert  ist.  Man  hat 
demnach  nichts  anderes  zu  thnu,  als  durch  den  Punkt  (P,  P")  selbst 
eine  Ebene  E^Et  parallel  zu  dieser  Polarebene  xhPh  zu  legen. 

§.  635, 

260.  Aufgabe.  Die  Polare  einer  gegebenen  Geradeji  in  Bezug 
auf  ein  dreiachsiges  Ellipsoid  ist  zu  construieren. 

Die  gegebene  Gerade,  voq  welcher  wir  vorderhand  Yoraussetzen 
wollen,  dass  sie  das  Ellipsoid  nicht  in  reellen  Punkten  schneiden 
möge,  sei  {g,  g')  (Taf.  XXXIII,  Fig.  226). 

Wir  wissen,  dass,  wenn  ein  Punkt  die  Gerade  (g,g')  durchläuft,  sich 
dessen  Polarebene  um  die  Polare  dieser  Geraden  dreht,  oder  mit 
anderen  Worten,  dass  die  Polare  einer  Geraden,  die  Schaittgerade  der 
Polarebenen  zweier  auf  der  Geraden  liegenden  Punkte  sei  (Satz  407 
und  §.  378,  Band  II). 

Diese  letztere  Eigenschaft  wollen  wir  hier  construetiv  verwerten. 
Selbstverständlich  werden  wir  auf  der  gegebenen  Geraden  zwei  der- 
artige Punkte  wählen,  dass  sich  deren  Polarebenen  auf  eine  möglichst 
einfache  Weise  bestimmen  lassen.  Als  solche  bieten  sieh  diesfalls  die 
Schnittpunkte  (P,,  P'j)  und  {P^,  P",)  der  gegebenen  Geraden  (ß,  g'} 
mit  der  beziehungsweise  zur  verticaien  oder  mit  der  zur  horizontalen 
Projectionsebene  parallelen  Hauptebene  (»j  resp.  b)  des  ElUpsoides  dar. 

Die  Polarebene  p\p'h  des  ersteren  Punktes  {P,,  P',)  ist,  wie  wir 
in  Aufgabe  252)  nachgewiesen  haben,  eine  vertical-projicierende  Ebene, 
deren  Verticaltrace  p'^,  sieh  als  die  Verbindungsgerade  der  Berührungs- 
punkte der  von  P,  aus  an  die  Verticalprojection  (AB,  CD),  der  in 
der  Hauptehene  tj  liegenden  Ellipse,  gezogenen  Tangenten  ergibt. 

In  gleicher  Weise  findet  mau  die  Polarebene  p^^p%  des  Punktes 
(Pfi,P\)  als  eine  horizontal-projicierende Ebene  p^vP''h,  deren  horizontale 
Trace  p^h  durch  die  Verbiodungsgerade  der  Berührungspunkte  jener 
Tangenten  dargestellt  ist,  die  von  dem  Punkte  P'^  aus  an  die  Hori- 
zoatalprojection  C'B'E'F'  der  in  der  Hauptebene  e  liegenden  Ellipse 

I  werden. 
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Die  Sebnittgerade  ig^,  y\)  dieser  beiden  Ebenen  ist  aodaaa,  den 
!  Betraebtungen  gemäß,  die  gesuchte  Polare.  Da  aber  die 
eine  der  Ebenen  vertical-projiciereiid,  die  andere  bingegen  hoHzontal- 
projicierend  ist,  su  werden  offenbar  deren  gegen  die  Grundlinie  geneigte 
Tracen  ^\  and  ^\  gleichzeitig  die  bezüglichen  Projectionen  g^  und 
g\  der  gesuchten  Polare  darstellen. 

Mit  derselben  Berechtigung  können  wir  selbstverständlich  auch 
die  Gerade  {g,g')  als  die  Polare  von  {g^,  g'i)  betrachten.  Hieraus 
ergibt  sich  unmittelbar  die  Construction  der  Polare  für  den  Fall,  dass 
die  gegebene  Gerade,  als  welche  wir  nun  {g^,  g\)  ansehen,  das  EUipsoid 
in  zwei  reellen  Punkten  schneidet. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  man  anter  dieser  Voraussetzung  die 
Polaro  {g,  g')  anstandslos  erhalten  wird,  wenn  man  die  beiden  Punkte 
(P,,  P',)  und  (Pj,  P'g)  derselben  coustruiert  und  festgestellt  hat. 

Fassen  wir  nämlich  die  Verticalprojection  g^  der  gegebenen  Ge- 
raden als  die  Polare  eines  Punktes  in  Bezug  auf  die  Verticalprojection 
AB  CD  der  in  der  Hauptebene  i\  liegenden  Ellipse  auf,  so  wird  dieser 
Punkt  offenbar  kein  anderer,  als  die  Verticalprojection  P,  des  einen 
der  gesuchteu  Punkte  (P,,  P',)  sein  können.  Die  Horizontalprojectiou 
P*,  desselben  liegt  in  der  Tiace  fji,  der  genannten  Hauptebeae.  Der 
Punkt  P,  wird  bestimmt,  indem  man  durch  Zöbilfsuabmo  des  Affin- 
kreises Eff  die  Schnittpunkte  der  Geraden  g^  mit  der  Ellipse  AB  CD 
ermittelt  und  die  Tangenten  der  letateren  in  den  besagten  Schnittpunkten 
construiert.     Diese  Tangenten  werden  sich  in  Pj  schneiden. 

In  gleicher  Weise  findet  mau  vermittelst  des  Äffiukreises  -£'„ 
die  Horizontalprojection  P'^  des  zweiten  in  der  Hauptebene  s  liegenden 
Punktes,  als  Pol  der  Horizontalprojection  g\  in  Bezug  auf  die  hori- 
zontale Projeetion  (C'D'E'F')  der  in  der  Hauptebene  n  liegenden 
Ellipse. 

Die  Verbindungsgerade  (g,  g'}  der  beiden  Punkte  {P„  P^')  und 
(Pj,  P'a)  repräsentiert  sonach  die  gesuchte  Polare  der  Geraden  (g, ;/'}. 
Es  kann  übrigens  auch  vorkommen ,  dass  die  gegebene  Gerade 
das  Eliipsoid  in  zwei  reellen  Punkten  trifft,  und  dass  dieselbe  trotz- 
dem die  Hauptebenen  tj  und  s  in  Punkten  sehneidet,  welche  außer- 
halb der  in  diesen  Hauptebenen  liegenden  Ellipsen  liegen. 

Unter  diesen  Verhältnissen  wird  man  natürlich  von  den  beiden 
Schnittpunkten  dieser  Geraden  mit  den  Hanptebenen  ij  und  e  in  der 
früher  entwickelten  Weise  Gebrauch  machen  können,  um  die  Polare 
der  Geraden  festzustellen. 

Weiters  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten,  dass  die  gegebene 
Gerade  das  Eliipsoid  in  reellen  Punkten  schneidet,    dass  aber  gleich- 
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zeitig  der  Schnittpunkt  derselben  mit  einer  der  beiden  Hauptebenen 
ij  und  s  außerhalb  der  in  dieser  Ebene  liegenden  Ellipse  fällt ,  der 
Schnittpunkt  mit  der  anderen  hingegen  innerhalb  der  in  ibr  liegenden 
Ellipse  sißfa  vorfindet. 

Unter  Zutreffen  dieser  Umstände  wird  man  voa  dem  erstgenannten 
Punkte,  beispielsweise  von  {F^,  P',.),  nieder  in  der  früher  angegebenen 
Weise  vorgehen  und  hiedurch  eine  "Eiheas  p'„p'i,  erbalten,  in  welcher 
die  gesuchte  Polare  liegen  muss. 

Ein  Bweites  Bestimmungsstück  ergibt  sich,  wenn  man  nach  der 
zweiten  Methode  von  der  horizontalen  Projeetioa  der  gegebenen  Ge- 
raden, welche,  der  gemachten  Voraussetzung  zufolge,  die  Horizontai- 
projection  (C'D'E'F')  der  in  der  Hauptebene  s  liegenden  Ellipse  in 
reellen  Punkten  schneidet,  ausgeht. 

Die  vorher  durchgeführte^Construction  der  Polaren  einer  Geraden 
in  Bezug  auf  ein  dreiachsiges  EUipsoid  lässt  sieh  mit  Vortheil  auch 
zur  Lösung  des  nachstehenden  Problems  verwenden. 

§.  636. 

261.  Aufgabe.  Durch  eine  gegebene  Gerade  sind  an  ein  drei- 
achsiges Ellipsoid  Berührehenen  zu  legen  und  deren  Berührungspunkte 
zu  constrniereD. 

Die  gegebene  Gerade,  welche,  damit  die  Aufgabe  reelle  Tangential- 
ebenen zulasse,  das  Ellipsoid  nicht  in  reellen  Punkten  schneiden  darf, 
^ei  (9,  ?0- 

Bestimmen  wir  (wie  in  Aufgabe  260),  die  Polare  (s,,^',)  der 
gegebenen  Oeraden  (g,  g*)  und  eoustruieren  wir  vermittelst  der  früher 
erwähnten  Ellipse  (y,  y')  die  Schnittpunkte  («,  «')  und  (&,  h')  dieser 
Polare  mit  dem  Ellipsoide,  so  stellen  diese  beiden  Punkte,  welche  noth- 
wendig  reell  seiu  werden  (wie  durch  den  Satz  409,  Band  II,  bewiesen 
wurde)  die  Berührungspunkte  der  gesuchten,  durch  {g,  g')  gehenden 
Berührebenen  des  Ellipsoides  dar.  Letztere  können  nun  auf  bekannte 
Weise  als  die  beziehungsweise  durch  {ß,  g')  und  {a,  a') ,  resp.  (b,  h') 
gehenden  Ebenen  construiert  werden. 

Die  ConstructioQ  der  Schnittpunkte  (o,  a')  und  Qj,  b')  der  Polare 
(^,,3'J  mit  dem  Ellipsoide  lässt  sich  rasch  durchführen,  wenn  man 
von  der  Schnittellipse  des  Ellipsoides  mit  der  Ebene  p'up'k  Gebrauch 
macht. 

Da  nämlich  die  in  der  Hauptebene  jj*  liegende  Achse  dieser 
Schnittellipse,  als  die  Verbindungsgerade  der  beiden  Berührpuukte 
ST,  und  OT,,  als  bereits  bekannt  vorliegt,  so  kann,  wie  wir  früher 
zeigten,  diese  Ellipse  auch  sofort  in  die  Ellipse  (y,  y')  projiciert  werden. 
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§.  63T. 

2G2.  Aufgabe.  Es  ist  die  BerühruLgscarve  eiaes  dreiachsigen 
mit  einem  demselben  nrnseirielienen  Cylinder  unter  der 
Voraussetzung  zu  constmieren,  dass  die  Cylindererzengenden  zu  einer 
der  Haoptebenen  parallel  seien. 

Die  Gerade  {g,  g')  (Taf.  XXXUI,  Fig.  227),  welche  zur  yerticaleu 
Projectionsebene,  also  auch  zu  der  Hauptebeue  jj  des  EUipsoides  pa- 
rallel ist,  betrachten  wir  als  die  Eichtung  der  Erzeugenden  des  dem 
Ellipsoide  umschriebeneo  Cylinders. 

Die  Berti hrungscurve  jedes  dem  Ellipsoide  umschriebenen  Cylinders 
ist  bekanntlich  ein  Diametralschnitt  des  EUipsoides,  und  zwar 
derjenige,  dessen  Ebene  der  Eichtung  der  Cylindererzen- 
genden eonjugiert  ist. 

Im  yoiliegendoQ  Falle  ist  die  Eichtung  der  Cylindererzeugendeu 
eine  zur  Hauptebene  ij  parallele;  es  muss  daher  die  Diametralebene, 
welche  die  Berührungacurve  enthält,  als  die  der  Geraden  (g,  g')  cou- 
jugierte  Durchmesserebene,  den  der  Hauptebene  )j  conjugierten  Durch- 
messer, d,  h.  die  auf  dieser  Hauptebene  senkrecht  steheode  Achse 
(EF,E'F'}  des  EUipsoides  entlialteE. 

Das  Gesagte  lässt  sich  jedoch  auch  direct  aus  der  nachstehenden 
Betrachtung  folgern. 

Die  zu  bestimmende  Berührangscurve  ist  der  geometrische  Ort 
der  Berührungspunkte  aller  parallel  zu  der  Geraden  (g,  g')  an  das 
Eliipsoid  gelegten  Tangenten  oder  Tangentialebenen. 

Nachdem  die  gegebene  Gerade  einerseits  als  eine  zur  verticaien 
Projectionsebene,  also  auch  zur  Hauptebene  ij  parallele  Gerade  voraus- 
gesetzt wurde,  und  andererseits  die  Tangentialebenen  Tu  und  Tf  des 
EUipsoides  in  den  Endpunkten  {E,  E')  und  {F,  F')  der  verticalproji- 
cierendeu  Achse  zur  verticaien  Projectionsebene,  also  auch  zu  der 
gegebenen  Geraden  {g,g')  parallel  sind,  so  folgt,  dass  die  beiden  Punkte 
(E,  E')  und  {F,  F)  der  gesuchten  Berührungscurve  angehören,  dass 
also  die  Ebene  der  letzteren  die  Achse  [FF,  E' F')  eathaiten  müsse. 

Dies  vorausgesetzt,  leuchtet  sofort  auch  ein,  dass  besagte  Achse 
iEF,E'F')  gleichzeitig  die  eine  Achse  der  Berührungscurve 
darstellen  müsse.  Denn,  wie  immer  auch  die  durch  die  Achse 
(EF,E'F-)  gehende  Ebene  der  Berührungscurve  liegen  möge,  sie 
wird  das  ElUpsoid  stets  in  einer  Ellipse,  welche  die  PSnkte  (E,  E') 
und  (F,F')  enthält,  und  die  Tangentialebenen  Te  und  Tp  des  EUip- 
soides iu  zwei  zu  (EF,E'F')  senkrechten  Tangenten  der  Schnitt- 
ellipse schneiden. 
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Die  zweite  Achse  der  Berührungscurve  muss,  da  sie  auf 
der  ersterea  {EF,  E^  F')  aeakreeht  steht,  nothwendig  iu  der  Haupt- 
ebene ij  liegen.  Die  Endpunkte  derselben  werden  daher  der  in  dieser 
Hauptebene  liegenden  Ellipse  {ABCD,A'B'  CD')  angehören.  Anderer- 
seits mQssen  aber  auch  diese  Endpunkte,  als  Paukte  der  Berührungs- 
curve,  d^e  Berührungspunkte  zweier.  ;Kur,G,eraden  (ß,  g')  parallelen 
Tangentialebenen  des  Ellipsoides:  sein.  .      >. 

Berücksichtigen  wir  weiters,  dass  die  gesuchten  Endpunkte  der 
Hauptellipse  {ABCD,  A'B'G'D')  angehören,  und  dass  das  EUipsoid 
in  allen  Punkten  dieser  Ellipse  vertical-projicierende  Tangentialebenen 
besitzt,  so  folgt,  dass  die  gesuchten  Endpunkte  keine  anderen  sein 
können,  als  die  .Berührungspunkte  des  EUipsoides  mit  den  zur  Geraden 
(^1  ^')  parallelen,  Tertical-projicierenden  Tangentialebenen,  oder,  was 
dasselbe  ist,  die  Berührungspunkte  der  Hauptellipse  (AB  CD,  A'B'G'D') 
mit  den  zur  Geraden  {g,  g')  parallelen  Tangenten, 

Die  Verticalprojectibnen  a  und  6'  dieser  beiden  Putikte  ergeben 
sieh  demgemäß  als  die  Berührungspunkte  der  Ellipse  (^B,  CD)  mit 
den  zur  Geraden  y  parallelen  Tangenten  (,  und  t^.  Die  letzteren 
können,  wie  bereits  vielfach  besprochen,  vermittelst  des  Affinkreises 
K„  leicht  construiert  werden.  Die  Horizontalprojectionen  a'  und  b' 
erhält  man  unmittelbar  in  der  Horizontaltrace  *;*  der  Hauptebene  jj. 

Die  gesuchte  Beruh  rungscurve  ist  somit  durch  ihre  Achsen 
{dl),a'b')  und  (E  F,  E' F')  dargestellt. 

Die  Verticaltrace  P„  der  Ebene  der  Berührungseurve  fällt,  da  die 
besagte  Ebene  vertical-projicierend  ist,  mit  der  Verticalprojection  ab 
der  in  der  Hauptebene  ij  liegenden  Achse  der  Berührungscurve   zu- 


Die  eben  durchsprochene  Aufgabe  führt  auch,  wie  sachstehend 
]  werden  soll,  zu  einer  ebenso  einfachen  als  eleganten  Auflösung 
eines  bereits  früher  behandelten  Problems. 

§■  038. 

203.  Aufgabe-  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  E^Ei,  sind 
an  ein  dreiachsiges  Ellipsold  die  möglichen  Berührebenen  zu  legen 
und  deren  Berührungspunkte  zu  constmieren. 

Denkeu  wir  uns  die  Verticaltrace  E^  (Taf  XXXIII,  Fig.  227) 
dieser  Ebene  oder  eine  zu  ihr  parallele  Gerade  (g,  g')  als  die  Richtung 
der  Erzeugenden  eines  dem  Ellipsoide  umschriebenen  Cyliuders  ange- 
nommen und  bestimmen  wir,  in  Übereinstimmung  mit  der  vorher- 
gehenden Aufgabe,  die  betreffende  Beiübrungscurve  durch  deren  Achsen 
{ab,a'h')  und  {EF,E'F'). 
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Weiters  wollen  wir  noch  den  Schuitt  des  umsehriebeiiea 
Cylinders  mit  der  horizontalen  Projeetionsebene  feststellen.  Zu  diesem 
Zwecke  wird  es  genügen,  die  horizontalen  Durchstoßpnnkte  (a,  a'). 
(ß,  ß"),  (s,  s')  und  (ij,  ti')  der  durch  die  Achseaendpunkte  (a,  a'),  [b,  b'), 
{E,E')  und  (F,F')  der  Beröhrungscurve  gehenden  Oylindererzeugenden 
zu  ermitteln. 

Dass  der  Schnitt  des  iinisehriebenen  Cylinders  mit  der  horizon- 
talen Projeetionsebene  eine  Ellipse  sei,  deren  Achsen  die  Geraden 
a' ß'  und  fi'ij'  sind,  bedarf  gewiss  keines  besonderen  Nachweises. 

Jede  Berührebene  des  Cylinders  ist  selbstverständlich  gleichzeitig 
eine  Berübrebene  des  Ellipsoides.  Nachdem  aber  die  Erzeugenden 
des  Cylinders  zu  der  Ebene  E,Eh  parallel  sind,  wird  es  auch  möglich 
sein,  an  den  Cylinder  Berührebenen  zu  legen,  welche  eine  zur  Ebene 
EgEj,  parallele  Lage  haben.  Diese  letztgenannten  Berübrebenen  werden 
selbstverständlich  gleichzeitig  anch  die  gesuchten  Tangentialebenen 
des  Ellipsoides  repräsentieren. 

Die  Horizontaltracen  dieser  Ebenen  müssen  einerseits  zur  Hori- 
zoataltrace  E^  der  gegebenen  Ebene  parallel  sein,  und  andererseits  die 
Horizontalspur  des  Cylinders,  d.  i.  die  Ellipse  (a'ß',  j'tj'i  berühren. 

Ziehen  wir  daher  an  die  Ellipse  (a'ß',  s'tj')  parallel  zu  E^  die 
Tangenten  T'*  nnd  T'a,  zn  welchem  Behufe  wir  von  dem  über  a'ß' 
als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  und  einem  der  Brennpunkte, 
allenfalls  Ton  f^  Gebrauch  machen,  so  stellen  diese  die  Horizontal- 
tracen der  verlangten  Berührehenen  dar.  Die  Verticaltracen  T'„  und 
r%  sind  durch  die  Angabe  ihrer  Eichtung  E^  ebenfalls  vollständig 
gegeben. 

Es  erübrigt  jetzt  nur  noch,  die  Berührungspunkte  dieser  Ebenen 
mit  dem  Ellipsoide  zu  construieren. 

Um  beispielsweise  den  Berührungspunkt  der  Ebene  T\T'h  zu 
ermitteln,  construieren  wir  zunächst  mit  Zuhilfenahme  des  zweiten 
Brennpunktes  /j  den  Berührungspunkt  n;'  der  Ellipse  (a'ß',  c't;')  mit 
der  Horizontaitrace  T'k.  Die  Verticalprojection  w  dieses  Punktes  liegt 
selbstverständlich  in  der  Grundlinie.  Die  durch  (jt,  tt')  zu  {g,  g') 
parallel  gezogene  Gerade  (g,.  g',}  repräsentiert  sodann  bekanntlich 
jene  Erzeugende,  längs  welcher  der  umschriebene  Cyliuder  von  der 
Ebene  T'^T'u  berührt  wird.  Diese  Erzeugende  triift  weiters  die  Be- 
rühruDgscurve  {ab,  EF\  a'b',  E' F')  des  Cylinders  in  dem,  in  der 
verticalen  Projeetioa  sich  unmittelbar  ergebenden  Punkte  (PtP'), 
welcher  offenbar  den  Berührungspunkt  der  Ebene  T\T'h  mit 
dem  Ellipsoide  darstellt. 
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In  gleicher  Weise  kann  nunmelir  auch  der  Berührungspuükt  des 
EUipsoides  mit  der  zweiten  zu  Et,E/,  parallelen  Berührebene  T^T'i, 
construiert  werden. 


M4.  Aufgabe.  Es  ist  die  BerührungsDurve  eines  dreiachsigen 
EUipsoides  mit  einem  demselben  umschriebenen  Cylinder  unter  der 
Voraussetzimg  zu  eonstruieren,  dass  die  Cyliadererzeugenden  zu 
irgend  einer  beliebig  gegebenen  Gerades  (ly,  g')  parallel  seien. 

Die  Berührungscurve  ist  der  geometrische  Ort  der  Berührunga- 
punkte  aller  zur  Geraden  (3,  g')  (Taf.  XXXIII,  Fig.  228)  parallelen 
Tangenten  oder  Tangentialebenen  des  EUipsoides. 

Heben  wir  unter  den  zur  Geraden  {3,  g')  parallelen  Ebenen 
speciell  die  projicierenden  hervor,  so  könaen  ebenso  einfach  als  rasch 
vier  besondere  Punkte  der  Berührungscurve  ermittelt  werden. 

Führen  wir  nämlich  an  die  Verticalprojeotion  ABGD  der  in 
der  Hauptebene  ri  liegenden  Ellipse  {ABCB,  A'S'C  D')  parallel  zur 
Verticaiprojectioß  g  der  gegebenen  Geraden  (ß,  g')  die  Tangenten  i, 
und  (j  und  construieren  wir,  durch  Zuhilfenahme  des  Äftinkreises  K^, 
deren  Berührungspunkte  p^  und  j)ä,  so  stellen  diese  T-angenten  gleich- 
zeitig die  Verticaltracen  zweier  vertical-projicierendeu  Tangentialebenen 
des  EUipsoides  dar.  Die  Punkte  jj,  und  p^  sind  die  Vertiealpro- 
jectionen  ihrer  Berührungspunkte ,  und  da  diese  der  Haupteliipse 
{ABCD,  A'B' CD')  angehören,  so  ergeben  sich  deren  Horizontal- 
projectionen  p\  und  p\  unmittelbar  in  der  Trace  1;;.. 

Die  beiden  Tangentialebenen  werden  aber  auch  parallel  zu  der 
Geraden  (3,3')  sein,  da  dieselben  vertical-projicierende  Ebenen  sind, 
deren  Verticaltracen  t^  und  t^  zur  Verticaiprojection  g  dieser  Geraden 
parallel  laufen.  Eine  natürliche  Folge  hiervon  ist,  dass  deren  Berührungs- 
punkte {Pi,p\)  und  {i'fl,  i^a')  Punkte  der  gesueliten  Berührungscurve 
sind.  Die  Ebene  der  letzteren  muss  daher  durch  die  Verbiudungs- 
gerade  {P\P.i,p\p'<i) ,  welche  als  Verbindungslinie  der  Berührungs- 
punkte zweier  parallelen  Tangentialebenen  des  EUipsoides  durch  den 
Mittelpunkt  (0,  0')  des  letzteren  fuhrt,  hindurchgehen. 

Zieht  man  ferner  paraUel  zur  Horizontalprojection  g'  an  die 
Horizontalprojection  {C'B'E'F')  der  in  der  Hauptebene  «„  liegenden 
Ellipse  die  Tangenten,  und  ermittelt  deren  Berührungspunkte  r\  und 
r',^  80  steilen  diese  letzteren  (aus  gleichen  Gründen  wie  vorher  die 
Punkte  i>,  und  p^  die  horizontalen  Projectiönen  zweier  der  Haupt- 
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ellipse  (CDEF,  C'D'E'F')  aogehörenden  Punkte  der  geforderten  Be- 
röhrungseurve  dar.  Die  verticalen  Projectioneii  r,  und  r„  derselben 
ergeben  sich  unmittelbar  in  der  Trace  «„  der  boriaontalen  Hauptebene 
des  Ellipsoides. 

Die  Gerade  (r,  r^,  r\  r\)  ist  somit  ebenso  wie  die  Gerade 
{P\Pi'  P\!P'\i)  ^^'i  Durcbmesser  des  Ellipsoides. 

Die  durcb  diese  beiden  Geraden  gelegte  Ebene  BiB*  ist  bereits 
die  Ebene  der  gesuchten  Berührungscurve.  Diese  letztere 
ist  folglich  der  Schnitt  des  Ellipsoides  mit  der  Ebene  S^Bh. 

Es  ist  mit  keinerlei  Schwierigkeit  verbunden,  irgend  ein  Paar 
conjugierter  Durchmesser  der  Berührungscurve  zu  construieren, 
wenn  man  berücksichtigt,  dass  deren  Projectionen  auch  conjugierte 
Durchmesser  jener  Ellipsen  -S  und  2^  seien,  welche  die  Projectionen 
der  Berübrungseurve  darstellen. 

Betrachten  wir  zu  diesem  Zwecke  die  verticale  Projection  2J  der 
Berübrungseurve.  Dieselbe  ist  eine  Ellipse,  welche  fiir's  erste  durch 
die  vier  Punkte  j),,  p^,  r^  und  r^  führt.  Da  aber  die  Tangential- 
ebenen des  Ellipsoides  in  den  Punkten  iPi,p\)  und  (Pi,  p'a)  proji- 
cierende  Ebenen  mit  den  Verticaltracen  (,  und  t^  sind,  so  sind  t,  und 
t^  gleichzeitig  auch  die  Tangenten  der  Verticalprojectionen  aller  durch 
iPi^  P'i)  MDd  (j?2,  p'j)  gehenden  Gurken  auf  dem  Ellipsoide,  also  auch 
Tangenten  der  Ellipse  Z.  Nachdem  t,  und  t^  überdies  zu  einander 
parallel  sind,  so  ist  p,p^  ein  Durchmesser  der  Ellipse  2;,  und  die 
durch  dessen  Mittelpunkt  0  parallel  au  i,  und  t^  gezogene  Gerade  d^ 
der  demselben  conjugierte  Durchmesser. 

Die  Endpunkte  dieses  Durchmessers  können  vermittelst  eines 
affinen,  den  Tangenten  i,  und  t^  eingeschriebenen  Kreises,  aus  den 
bekannten  Stücken  p^,  p^,  r^,  f,  und  f,  gefunden  werden. 

Hat  man  auf  diese  Weise  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  der 
Vertical projection  2?  der  Berübrungseurve  gefunden,  und  bestimmt 
man  deren  Horizontalprojectionen  als  in  der  Ebene  B^Bh  liegende 
Geraden,  so  werden  diese  letzteren  wieder  conjugierte  Durchmesser  der 
Horizontalprojection  2^  der  Berübrungseurve  darstellen ,  und  zwar 
werden  beide  Paare  conjugirter  Durchmesser  die  Projectionen  eines 
Paares  conjugierter  Durcbmesser  der  Berübrungseurve  selbst  reprä- 
sentieren. 

Vermittelst  des  einem  Ellipsoide  parallel  zu  einer  Geraden  um- 
schriebenen Cjliuders  lässt  sich  auch  das  nachstehende,  bereits  mit 
Hilfe  polarer  Beziehungen  gelöste  Problem  durchführen. 
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§.  640. 
S65.  Aufgabe.    Durch  eine  Gerade  (g,  g')   sind  an  ein   drei- 
achsiges Ellipsoid  BeriUiriuigsebeaen  zu  legen,  und  deren  Berülirungs- 
punkte  zu  constrnieren. 

Zunächst  sei  das  Prineip,  welches  bei  der  nachstehenden  Lösung 
zur  Verwendung  gelangt,  gekennzeichnet. 

Wird  parallel  zu  einer  Geraden  irgend  einer  Fläche  ein  Cyliuder 
umschrieben,  welcher  dieselbe  längs  einer  Curve  H  berührt,  so  sind 
die  Tangentialebenen  des  Cylinders,  welche  durch  die  genannte  Gerade 
gehen,  gleichaeitig  Tangentialebenen  der  Fläche.  Die  Berührungs- 
punkte derselben  ergeben  sich  im  Schnitte  der  betreffenden  Berührungs- 
erzeugenden des  Cylinders  mit  der  Curve  S. 

Hiernach  haben  wir  also  im  vorliegenden  Falle  parallel  zu  der 
Geraden  (<?,  3')  (Taf.  XXXIV,  Fig.  229)  dem  Ellipsoide  einen  Cylinder 
zu  umschreiben,  und  an  denselben  durch  die  Gerade  {g,  g')  Tangential- 
ebenen zu  legen.  Letzteres  wird  am  bequemsten  dadurch  zu  bewerk- 
stelligen sein,  das3  wir  den  Schnitt  des  dem  Ellipsoide  umschriebenen 
Cylinders  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  bestimmen. 

Ziehen  wir  demnach  vermittelst  des  Affinkreises  X"[  an  die  Hori- 
zontalprojection  {C'D'E'F')  der  in  der  horizontalen  Hauptebene  £„ 
liegenden  Ellipse  des  EUipsoides,  parallel  zur  Horizontalprojection  g' 
der  gegebenen  Geraden  (p,  g'),  die  Tangenten  t\  und  t\,  und  ermittelu 
wir  deren  Berührungspunkte  c'  und  d' ,  so  repräsentieren  diese  Tan- 
genten, wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  gezeigt  wurde,  gleichzeitig 
auch  die  Horizontaltracen  zweier  horizontal-projicierenden  zur  Ge- 
raden {g,g')  parallelen  Tangentialebenen  des  EUipsoides,  und  mithin 
auch  zwei  parallele  Tangenten  des  Horizontalschnittes  des  umschrie- 
benen Cylinders,  indem  dieser  Schnitt  als  die  Eaveloppe  der  Horizontal- 
tracen aller  zur  Geraden  {g,  g')  parallelen  Tangentialebenen  des  EUip- 
soides betrachtet  werden  kann. 

Die  Punkte  c'  und  ä'  sind  die  Horizoataiprojectionen  der  Be- 
lühruagsp unkte  der  genannten  Tangentialebenen;  die  Verticalprojec- 
tionen  c  und  d  dieser  Berührpunkte  liegen  in  der  Vertiealtrace  e„  der 
Hauptebene  e. 

Die  durch  die  beiden  Punkte  {c,  c")  und  {ä,  d')  parallel  zu  (<;,  g') 
gezogenen  Geraden  sind  zwei  Erzeugenden  des  dem  Ellipsoide  parallel 
zu  {g,  g')  umschriebenen  Cylinders.  Die  horizootalen  Durehstoßpimkte 
y  und  S  dieser  Erzengenden  sind  daher  zwei  Punkte  der  fiorizontal- 
spur  des  Cylinders,  und  zwar,  da  sie  in  den  Tangenten  (',  und  ('„ 
dieser  Horizontalspur  liegen,  die  Berührungspunkte  der  letzteren. 
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Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  folgt  aber  unmittelbar,  dass  yd 
ein  Durchnaesser  der  Horizontalspur  sei  nnd  dass  die  Gerade,  welche 
durch  den  Halb  ierungsp unkt  o  desselben  parallel  zu  t',  und  t'^  gezogen 
wird,  den  dem  besagten  Durchmesser  conjugierfcen  Durchmesser  dar- 
stelle. 

Nachdem  also  yon  jener  Ellipse,  in  welcher  der  umschriebene 
Cylinder  die  horizontale  Projectionsebene  schneidet,  ein  Durchmesser 
yd  der  Länge  und  Lage  nach,  und  der  ihm  conjugierte  Durchmesser 
der  Lage  nach  bekannt  ist,  wird  zu  dessen  vollständiger  Bestimmung 
die  Kenntnis  eines  seiner  Pnnkte  genügen.  Um  letzteren  festzustellen, 
führen  wir  an  die  Verticalprojection  ABCD  der  in  der  Hauptebene 
»;  liegenden  Ellipse  parallel  zur  verticalen  Projection  g  der  gegebenen 
Geraden  (g,  g'),  mit  Zuhilfenahme  des  Affinkreises  ff^,  die  Tangenten 
und  ermitteln  dereo  Berührungspunkte  a  und  6.  Die  letzteren  stellen 
sodaao  die  Verticalprojectionen  der  Berührungspunkte  des  Ellipsoides 
mit  den  beiden  zur  Geraden  {g,  g')  parallelen,  vertical-projicierenden 
Tangentialebenen,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Verticalprojectionen 
der  beidea  in  der  Eauptebene  13  liegenden  Punkte  der  Berührungs- 
curye  dar.  Die  horizontalen  Projectionen  a'  und  h'  derselben  liegen 
demgemäß  in  der  Horizontaltraee  in,  der  genannten  Hauptebene. 

Führen  wir  nun  durch  einen  dieser  beiden  Punkte,  etwa  durch 
(ffl,  a')  eine  Payallele  zur  Geraden  {g,  y'),  so  repräsentiert  dieselbe  eine 
Erzeugende  des  umschriebenen  Cylinders,  während  ibr  Horizontaldurch- 
stoßpunkt  a  einen  Punkt  der  Hovizontalspur  dieses  Cylinders  darstellt. 

Die  Horizontaitracen  der  zu  bestimmenden,  durch  die  Gerade 
{9j  9')  gehenden  Berührebenen  des  Cylinders  sind  die  von  dem  Hori- 
zontaldurchstoßpunkte h'  der  gegebenen  Geraden  ((7,  g')  an  dessen 
Horizontalspur  gezogenen  Tangenten.  Wir  construieren  die  besagten 
Tangenten  sowie  auch  deren  Berührungspunkte,  indem  wir  die  Ellipse 
(Horizontalspur  des  Cylinders)  als  affin  mit  einem  Kreise  K°^  be- 
trachten, welchen  wir  den  beiden  Tangenten  t\  und  t'^  an  beliebiger 
Stelle  einschreiben.  Dem  Durehmesser  yd  der  Ellipse  entspricht 
sodann  der  Berübrungsdurchmesser  y^  S„  des  Kreises  K%.  Die  beiden 
genannten  Geraden  ergeben  im  Schnitte  p  einen  Punkt  der  Äffinitäts- 
aehse  Aa- 

Da  t\  und  (',  die  Richtung  der  Affinitätsstrahlen  rej 
80  findet  man  auch  den  dem  Punkte  k  der  Ellipse 
Punkt  Ug  des  Kreises  K^  mittelst  der  durch  a  parallel  zu  t',  ge- 
zogenen Geraden.  Die  beiden  entsprechenden  Geraden  y^a^  und  ya 
schneiden  sich  ia  einem  zweiten  Punkt  u  der  Affinitätsachse  A^,  welche 
somit  durch  die  Gerade  q  0  dargestellt  erscheint. 
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Bestimmen  wir  weiters  den  dem  Punltte  h'  affin  entsprecbenden 
Punkt  Aß,  und  ziehen  wir  ron  demselben  die  Tangenten  t",  und  t"^ 
an  den  Kreis  K^,  welche  die  AfSnitätsaehse  Ä^  in  den  Punkten  ft 
und  V  treffen  mögen,  so  repräsentieren  die  diesen  Tangenten  affin  ent- 
sprechenden Geraden  A>  —  T'h  nnd  h'v  =  2\  die  von  h'  ausgehen- 
den Tangenten  an  die  florizon talspur  des  umschriebenen  Cjlinders, 
also  die  Horizoataltraeen  der  gesuchten  Berührebenen.  Die  Vertical- 
traeen  2"^  und  T^  können  unmittelbar  verzeichnet  werden,  da  die- 
selben durch  den  Vertical  durchstoß punkt  v  der  Geraden  (g,  g')  gehen. 

Es  erübrigt  jetzt  nur  noch,  die  Berührungspunkte  dieser  Ebenen 
TKT\  nnd  T\T^i  mit  dem  Ellipsoide  zu  ermitteln. 

Bestimmen  wir  den  Berührungspunkt  der  einen  Ebene,  beispiels- 
weise Ton  T\  T',,,  so  wird  um  den  zweiten  Berührpnnkfc  zu  bestimmen, 
dasselbe  Verfahren  anzuwenden  sein. 

Den  Berührungspunkt  ti'  der  Horizontaltrace  T\  mit  der  Hori- 
zontalspur  des  Cylinders  kann  man  direct  aus  dem  ihm  affin  entspre- 
chenden Punkte  JEfl  (Berührungspunkt  des  Kreises  K°a  mit  der  Tan- 
gente t",)  ableiten.  Die  Verticalprojection  re  dieses  Punktes  liegt 
selbstverständlich  in  der  Grundlinie,  Die  durch  (nr,  jt')  parallel  zu 
(g,  g')  gezogene  Gerade  (g,,  g\)  repräsentiert  sodann  diejenige  Erzeu- 
gende des  umschriebenen  Cylinders ,  längs  welcher  dieser  von  der 
Ebene  T\T\  berührt  wird.  Besagte  Erzeugende  wird  die  Berührungs- 
curve  des  Cylinders  in  dem  gesuchten  Berührungspunkte  der  Ebene 
T\T^h  mit  dem  Ellipsoide  schneiden. 

Da  die  Ebene  der  Berührungscurve  als  jene  Ebene  B^Bi,  erhalten 
wird,  welche  durch  (a&,  a'h')  und  (cd,  c'd')  gelegt  werden  kann,  so 
wird  sieh  der  au  bestimmende  Berührungspunkt  {Pi,p\)  als  deren 
DarehstolSpunkt  mit  der  Cylindererzeugenden  {gi,g\)  ergeben. 

Der  eben  behufs  Lösung  des  besprochenen  Problems  benütate, 
dem  Ellipsoide  umschriebene  Gylinder  kann  auch  zur  Construction  des 
folgenden  Problems  dienen. 

§.  641. 

266.  Avfyahe.  Für  eine  gegebene  LichtstraMen-Iticlitung  ist 
der  ScMagschatten  eines  dreiachsigen  EUipsoides  auf  eine  der  Pro- 
jectionsebenen  ze  construleren. 

Oder  mit  anderen  Worten  : 

Für  eine  gegebene  Richtung  des  sehief-projieierenden  Strahles 
ist  die  Contoar  eines  orthogonal  dargestellten  dreiaehaigea  Ellin- 
Boides  auf  einer  der  Projeetionsebenen  zu  ermitteln. 
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Da  es  infolge  des  gleichen  Verhaltens  des  EUipsoides  gegen 
die  einzelnen  Projeetionsebeaen  gana  gleiehgiltig  ist,  auf  welcher  der 
Projectionsebenen  wir  den  Schlagschatten  oder  beziehungsweise  die 
Contour  des  EUipsoides  hestimmen,  so  wählen  wir  wieder  die  horizon- 
tale Projections  ebene. 

Stellt  {g,  g-)  (Taf.  XXXIV,  Fig.  229)  die  gegebene  Richtung  der 
Lichtstrahlen  dar,  so  ist  der  zu  suchende  Schlagschatten  (resp.  die 
Contour)  nichts  anderes,  als  die  bereits  bestimmte  Horizontalspur  des 
dem  Ellipsoide  parallel  zu  der  Geraden  {g,  g')  umschriebeneu  Cjliuders. 

Es  wird  daher  nur  darauf  ankonamen,  ein  Paar  coojugierter 
Durchmesser  dieser  Horizontalspur  zu  finden.  In  der  vorhergegangenen 
Aufgabe  fanden  wir,  dass  yd  einen  Durchmesser  und  die  durch  den 
Halbierpunkt  o  desselben  parallel  zu  (',  und  (',  gezogene  Gerade  den 
zu  fS  conjugierten  Durchmesser  repräsentiere.  Dieser  letztere  schneidet 
den  Affinkreis  X\  in  zwei  Punkten  |o  und  t]^,  deren  leicht  zu  con- 
struierende,  affin  entsprechende  Punkte  |  und  ij  die  Endpunkte  des 
zweiten  Durchmessers  darsteilen.  Der  Schlagschatten  oder  die 
Contour  des  EUipsoides  auf  der  horizontalen  Projectionsebene  ist 
somit,  wie  verlangt  wurde,  durch  ein  Paar  conjugierter 
Durchmesser   yd  und  |^  bestimmt. 

§.  642. 

267.  Aufgabe.  Einem  gegebenen  dreiachsigen  Ellipsoide  äst  ein 
gerader  Kreiseylinder  (Rotationscylinder)  zu  umschreibea. 

Vor  allem  wollen  wir  diese  Aufgabe  analysiren,  um  festzustellen, 
ob  und  wann  dieselbe  überhaupt  möglich  sei. 

Bezeichnen  wir  das  dreiachsige  Ellipaoid  kurz  mit  £',  dessen 
Mittelpunkt  mit  0  uad  setzen  wir  voraus,  es  sei  Z  ein  demselben  um- 
schriebener gerader  Kreiscylinder. 

Jedem  geraden  Kreiscylinder  lassen  sich  bekanntlich  unendlich 
viele  Kugeln  einschreiben,  deren  Mittelpunkte  aämmtlich  auf  der 
Cylinderaehse  liegen  und  deren  ßadien  ailesammt  dem  Radius  des 
Kreisschnittes  des  Cylinders  gleich  sind. 

Weiters  wissen  wir  aber,  dass  jeder  Cylinder,  welcher  einer 
Fläche  zweiten  Grades  umschrieben  ist,  diese  Fläche  nach  einem 
Diametralschnitt  berührt,  dass  also  seine  Achse  durch  den  Mittelpunkt 
dieser  Fläche  geht. 

Existiert  also  ein  dem  dreiachsigen  Ellipsoide  umschriebener 
Rotationscylinder,  so  muss  es  stets  möglieh  sein,  diesem  Cyliuder  eine 
Kugel  S  einzuschreiben,  welche  zum  Mittelpunkte  den  Mittelpunkt  0 
des  EUipsoides  hat. 
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Bezüglich  der  Kugel  muss  alier  noch  eine  anderweitige  Bedin- 
gung erfüllt  werden. 

Siöd  nämtieh  zwei  Flächen  aweiten  Grades  einer  und  derselben 
Kegeifläche  eingeschrieben,  so  müssen  sich  dieselben  {nach  Satz  458, 
Band  II)  in  zwei  Punkten  berühren;  ebenso  ist  umgekehrt  uothmendig, 
dass,  wenn  zwei  Flächen  zweiten  Grades  der  nämlichen  Kegeifläche 
eingeschrieben  sein  sollen,  die  besagten  Flächen  in  zwei  Punkten  eine 
Berührung  eingehen. 

In  dem  fragliehen  Falle  wird  also  die  Kugel  S,  welche  mit  dem 
Ellipsoid  eoncentrisch  sein  soll,  dasselbe  auch  in  zwei  Punkten  be- 
rühren müssen. 

Eine  solche  Kugel  gibt  es  aber  in  der  That.  Es  ist  dies  die- 
jenige ,  welche  das  Ellipsoid  in  den  Endpunkten  der  mittleren 
Achse  berührt,  diese  Achse  somit  als  Durchmesser  besitzt. 

Allerdings  gibt  es  auch  noch  eine  zweite  Kugel,  welche  das 
Ellipsoid  in  den  Endpunkten  der  großen  Achse,  und  eine  dritte  Kugel, 
welche  dasselbe  in  den  Endpunkten  der  kleinen  Achse  berührt,  aber 
es  ist  auch  sofort  einleuchtend,  dass  weder  in  dem  einen  noch  in 
dem  anderen  Falle  ein  reeller  Cylinder  oder  Kegel  existiere,  der 
beiden   Flächen   gemeinschaftlich   umschrieben   werden  kann. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  daran  gehen,  den  dem 
EUipsoide  umschriebenen  Kotationscylinder ,  dessen  Möglichkeit  durch 
die  angestellte  Betrachtung  erwiesen  ist,  auch  wirklich  zu  construieren. 

Setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  voraus,  dass  das  Ellipsoid  derart 
dargestellt  sei,  dass  die  große  Achse  (AB,Ä'S')  (Taf.  XXXIII,  Fig.  230) 
horizontal -projicierend,  die  mittlere  Achse  (CD,  CD')  vertical-proji- 
cierend,  und  endlieh  die  kleine  Achse  {jE^,JE'i^')  parallel  zur  Grund- 
linie sei.  Verzeichnen  wir  die  Kugel  {S,S\),  welche  die  mittlere 
Achse  {GD,C'J)')  zum  Durchmesser  hat,  oder,  was  dasselbe  ist,  welche 
das  Ellipsoid  in  den  Endpunkten  {0,  C')  und  (2>,  D')  dieser  Achse 
berührt. 

Die  gemeinschaftlichen  Tangentialebenen  beider  Flächen  in  diesen 
Punkten,  d.  h.  die  durch  (C,C')  und  {D,I>')  gehenden,  zur  verticalen 
Projectionsebene  parallelen  Ebenen  sind  sodann  (nach  Sata  458,  Band  II) 
gleichzeitig  auch  Berührebenen  der  den  beiden  Flächen  gemeioschaft- 
lich  umschriebenen  Kegelfläche.  Nachdem  aber  diese  Ebenen  unter- 
einander parallel  sind,  muss  nothwendig  der  Kegelscbeitel  in  unend- 
licher Entfernung  liegen,  es  muss  sonach  die  gemeinschaftlich  um- 
fichriebene  Fläche  diesfalls  in  der  That  ein  Kotationscylinder  sein. 

Da  die  eben  genannten,  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
gemeinschaftlichen  Tangentialebenen    der  Kugel    und   des  Ellipsoides 


Hosted  by 


Google 


:  Tangen tiaiebeuen  des  den  beiden  Flächen  umschriebenen 
Cylinders  sind,  also  je  eine  Erzeugende  des  Cyliaders  enthalten,  so 
muas  überhaupt  jede  zur  verticalen  Projectionsehene  parallele  Ebene 
den  Cylinder  in  zwei  Erzeugenden  schneiden. 

Wählen  wir  nun  insbesondere  die  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallele  Hauptßbene,  so  schneidet  selbstverständlich  auch  diese  den 
Cylinder  in  zwei  Erzeugenden,  die  Kugel  dagegen  in  dem  größten  Kreise 
(,S,S'),  dasEUipsoid  aber  in  Ast  Hm-ptem^se  {AB,  HF;  A' B',E'F'), 
und  es  ist  einleuchtend,  dass  die  eben  genannten  zwei  Cylindererzeu- 
genden  gleichzeitig  die  beiden  gemeinschaftlichen  Tangenten  des  Kreises 
(S,S')  und  der  Ellipse  {ABEF,A' B' E'F')  sein  müssen. 

Um  die  besagten  Tangenten  einfach  cönstruieren  zu  können,  er- 
mitteln wir  vorerst  eine  der  beiden  Kreisebenen  C„Cft.  Diese  Ebene 
sehneidet  das  Ellipsoid  und  die  Kugel  in  einem  und  demselben  Kreise. 
Der  in  der  zur  Bildebene  parallelen  Hauptebene  liegende  Durchmesser 
ah  dieses  gemeinsamen  Kreises  ist  dahfer  ein  gemeinsehaftlieher  Durch- 
messer der  Ellipse  ABEF  und  des  Kreises  8,  oder  mit  anderen 
Worten,  die  Vertiealtrace  C„  der  Ereisebene  ist  gleichzeitig  eine  ge- 
meinschaftliche Sehne  der  Vertiealprojection  ABEF  der  Hauptellipse 
und  der  Vertiealprojection  S  des  größten  Kugelkreises. 

Weiters  ist  aber  bekannt,  dass  zwei  Kegelschnitte,  welche  ein 
Paar  von  Punkten  gemein  haben ,  stets  als  eentrisch  eoliinear  für  die 
Verbindungsgerade  dieser  Punkte  als  CoUineationsachse  betrachtet 
werden  können.  Sind  diese  Punkte  überdies  Endpunkte  eines  Durch- 
messers in  jedem  der  beiden  Kegelschnitte,  so  sind  die  letzteren  ins- 
besondere affin,  und  der  genannte  Durchmesser  repräsentiert  die 
Affinitätsachse. 

So  ist  es  auch  im  vorliegenden  Ealie.  Der  Kreis  S  und  die 
Ellipse  ABEF  haben  den  Durchmesser  a&  gemein,  sind  daher,  in 
Bezug  auf  diesen  Durchmesser  als  Affinitätsachse,  affin.  Die  Kiehtung 
der  Affinitätsst rahien  ist  nunmehr  leicht  gefunden.  Zieht  man 
nämlich  an  den  Kreis  S  und  an  die  Ellipse  ABEF  die  zu  ah  paral- 
lelen Tangenten  und  bestimmt  man  deren  Berührungspunkte  —  )»„  und 
W(i  am  Kreise,  m  und  n  an  der  Ellipse  —  so  sind,  weil  sich  die  Tan- 
genten affin  entsprechen,  auch  die  Punkte  nig  und  ni,  «^  und  n,  oder 
aber  auch  die  Punkte  »Kj,  und  n;  n^  und  m  affin  entsprechend.  Im 
ersteren  Palle  erhält  man  «»„»>  parallel  zu  iigii  als  Affinitätsstrabi, 
im  zweiten  Falle  m^n  parallel  zu  mn^  als  Affinitatsstrahl  Zu  diesen 
Affinitätsstrahlen  —  wir  berücksichtigen  bloß  das  eine  Paar  —  sind 
die  gesuchten  gemeinschaftlichen  Tangeuten  t^  und  t^  des  Kreises  S 
und  der  Ellipse  ABEF  parallel. 
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Gleichzeitig  repräsentieren  (,  uod  t^,  welche  z«  m^m  und  n„n 
parallel  sind,  auch  die  Verticalprojectlonen  der  beiden  in  der  zur  verti- 
calen  Projectionsebene  parallelen  Hauptebene  liegenden  Erzeugenden 
des  dem  ElÜpsoide  und  der  Kugel  gemeinschaftlich  umschriebenen 
Cylinderg,  oder  mit  anderen  Worten,  des  dem  Ellipsoide  um- 
schriebenen   Kotationscyl  Inders. 

Über  die  Richtung  dieser  Cylinder  erzeugenden  läset 
sich  noch  Nachstehendes  mit  Bestimmtheit  aussagen. 

Es  ist  nämlich  sofort  zu  ersehen,  dass  die  Punkte  m  und  n  der 
Hauptellipse  ÄBEF,  als  Berflhrungäpunkte  der  zur  Verticaltrace  (7, 
der  Kreisebene  parallelen  Tangenten,  die  Kreispunkte  (eigentlich  deren 
Verticalprojectlonen)  darstellen,  und  dass  »(„,  w„  die  Endpunkte  des 
zur  Kreisebene  0,Cä  senkrechten  Durehmessers  der  Kugel  (S,  S\) 
repräsentieren.  Nachdem  nun  sowohl  m„m,  als  auch  m^n  als  Rich- 
tung der  Affinitätsstrahlen  betrachtet  werden  können ,  was  zur  Ent- 
stehung zweier  (natürlich  gegön  zwei  der  Hauptebenen  symmetrisch 
liegender)  umschriebener  Cylinder  Veranlassung  bietet,  so  können  wir 
folgenden  Satz  aussprechen: 

385.  „Einem  dreiachsigen  Ellipsoide  können  stets  zwei  Itota- 
tionscylinder  umschrieben  werden;  die  Erzeugenden  derselien  sind  su 
jener  Hauptebene  parallel ,  welche  auf  der  mittleren  Achse  senkrecht 
steht.  Die  RicMungen  dieser  Erzeugenden  ergeben  sich  als  die  Ver- 
bindungsgeraden eines  Kreispunktes  mit  den  Endpunkten  des  auf  der 
zugehörigen  Kreisebene  senkrecht  stehenden  Durchmessers  jener  Kugel, 
welche  den  in  letzterer  Ebene  liegenden  Kreisschnitt  sum  größten 
Kreise  hat." 

Oder  mit  anderen  Worten: 

386.  „Beschreibt  man  über  der  mitiieren  Achse  eines  dreiachsigen 
Ellipsoides  als  Durchmesser  eine  Kugel,  und  verbindet  man  die  End- 
punkte des  zu  einer  Kreisebene  senkrechten  Durchmessers  dieser  Kugel 
mit  einem  der  beiden  Kreispunkte  des  Ellipsoides,  tvelche  der  genann- 
ten Kreisebene  entsprechen,  so  sind  diese  Verbindungsgeraden  parallel 
zu  den  Erzeugenden  der  beiden  dem  Ellipsoide  umschriebenen  Rota- 
tionsci/linder." 


Diese  Ergebnisse,  beziehungsweise  die  gewonnenen  Resultate, 
sind  für  mannigfache  Constructionen  von  der  größten  Bedeutung. 

Wir  werden  namlieh  unter  anderem  sofort  nachweisen ,  dass 
jedes  dreiachsige  Ellipsoid   als    perspectivisch  affin    (d.  h.  affin 
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und  in  affiner  Lage)  mit  jener  über  der  mittleren  Achse  des  Ellip- 
soidea  als  Durchmesser  beschriebenen  Kugel   betrachtet  werden  kann. 

Nehmen  wir  zum  Zwecke  dieses  Nachweises  an,  es  sei  E  das 
dreiachsige  Eilipsoid  und  S„  die  Ober  dessen  mittleren  Achse  als  Dureh- 
messer beschriebene  Kugel. 

Die  beiden  Flächen  B  und  -E„  schneiden  sich  unter  diesen 
Verhältnissen,  wie  wir  wissen,  nach  zwei  Kreisen,  die  wir  C,  und  C, 
nennen  wollen.  Den  genannten  Flächen  können,  wie  eben  gezeigt 
wurde,  zwei  Cyiinder  2^^  und  27„  gemeinschaftlich  umschrieben  werden. 
Bezeichnen  wir,  um  kurz  sprechen  zu  können,  die  Ebene  des  einen 
Kreises,  etwa  des  Kreises  C,  mit  C,  und  führen  wir  parallel  zu  den 
Cylindereraeugenden  eine  Gerade  )wm„,  welche  die  nämliche  Bedeutung 
wie  die  gleichnamige  Gerade  in  den  vorhergehenden  Betrachtungen 
haben  mag,  so,  dass  wir  uns  auch  gegenwärtig  auf  die  Fig.  230  (Tafel 
XXXIII)  stützen  können. 

Ferner  treffe  irgend  eine  beliebige  zu  der  Geraden  iuiHg  parallele 
Gerade  6  das  Eliipsoid  E  in  zwei  Punkten  p  und  r,  die  Kuge)  E„ 
dagegen  in  den  Punkten  p^  und  rg. 

Die  Ebene,  welche  durch  die  beiden  Geraden  <?  und  mm^,  gelegt 
wird,  schneidet  das  Eliipaoid  in  e  n«r  Ellipse  K,  welche  durch  die  drei 
Punkte  m  p  und  r  geht  und  i  e  Kugel  in  einem  Kreise  K^,  welcher 
durch  die  drei  Punkte  /  „    i^  und  r„  geführt  werden  kanu. 

Weiters  hiben  die  beiden  Curven  K  und  ^^  zwei  Punkte  in  der 
Schnittt, eraden  **  der  Elenen  {&  nm^)  und  0,  d.  i.  jene  Punkte 
gemein  m  welchen  die  Ebene  (e  mig)  den  Kreis  G,  in  der  Ebene  C 
trifft ;  endlich  besitzen  A  und  A^  zwei  parallele  gemeinschaftliehe  Tan- 
genten d  h  jene  Erzeugenden  in  welchen  der  gemeJnsehaffclich  um- 
schriebene Botationsc} linder  von  der  Ebene  {0,mm^)  der  beiden  Curven 
geschnitten  wird 

Dieser  einfachen  Betnchtung  ist  unschwer  zu  entnehmen,  dass 
die  heilen  Cuiven  A'nnd  Kg  in  Bezug  auf  die  Gerade  a  in  der  Ebene  C 
als  AffinitatsachbP  und  die  ßiehtun^  der  Cylindererzeugendea  ais  Affi- 
nitätsstrahlen affin  smd.  Es  sind  somit  auch  die  Punkte  m  und  «i„, 
sowie  die  Punkte  p  und  Pg,  und  jene  r  und  r^,  der  beiden  Curven 
einander  affin  entsprechende  Punkte.  Da  aber  die  Punktepaare  p  und 
Pt)  *■  un'i  ^0  Schnitte  der  beiden  Flächen  E  und  E^  mit  einer  belie- 
bigen, zu  den  Cylindererzeugenden  parallelen  Geraden  ff  sind,  so  folgt, 
dass  sich  überhaupt  alle  Punkte  der  beiden  Flächen  E  und  E^,  affin 
entsprechen,  wenn  man  die  Richtung  der  Cylindererzeugenden  gleich- 
zeitig als  jene  der  Affinitätsstrahlen  und  eine  der  Kreisebeneu  (C)  als 
Äffinitätsebene  wählt.    Mithin  gilt  der  Satz: 
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287.  „Ein  dreiachsiges  ElUpsoid  ist  stets  affin  mit  der  über 
seiner  mittleren  AcJtse  als  Durchmesser  beschriebenen  Kugel.  Als 
AffinitMsebene  hann  jede  der  "beiden  Kreisd>enen  und  als  Richtung 
der  Affinitätsstrahlen  jene  der  Erzeugenden  eines  jeden  dem  Ellipsoide 
umschri^enen  Itotationscylinders  hetracktet  icerden." 

§.  644. 

Der  eben  aufgestellte  Satz  erlaubt  uns,  alle  in  Bezug  auf  das 
Ellipsoid  bisher  direct  durchgeführten  Probleme  nunmehr  auf  solche 
der  „A-ffinkugel"  zurückzuführen. 

Bemerkt  sei  hier  noch,  dass  man  als  Affinkugel  des  Ellipsoides 
nicht  gerade  nur  die  über  der  mittleren  Achse  als  Durchmesser  be- 
schriebene Kugel,  sondern  offenbar  jede  Kugel  betrachten  könne,  welche 
an  irgend  einer  Stelle  einem  dena  Ellipsoide  umschriebenen  Rotations- 
cyliüder  eingeschrieben  wird.  Selbstyerständlich  ist  aber  in  diesem 
Falle  die  Affinitätsebene  nicht  eine  der  Kreisebenen  selbst,  sondern 
eine  zur  Kreisschnittsebene  parallele  Ebene. 

Diese  Eigenschaften  wollen  wir  nun,  behufs  Klariegung  zur  con- 
structiTCU  Durchführung  einiger  bereits  gelöster  Aufgaben  verwenden. 

Am  nachdrücklichsten  tritt  der  Vortbeil,  welchen  die  Benützung 
der  „Äffinkugel"  bietet,  bei  dem  nachstehenden  Probleme  in  den 
Vordergrund. 

§.  645. 

268.  Aufgabe.  Es  sind  die  Achsen  jener  Ellipse  zu  bestimmen, 
in  welcher  eine  beliebige  Ebene  ein  dreiachsiges  Ellipsoid  schneidet. 

Als  es  sieh,  gelegentlich  der  Lösung  der  Aufgabe  246)  um  dea 
Schnitt  eines  dreiachsigen  Ellipsoides  mit  einer  beliebigen  Ebene 
handelte,  gelangten  wir  erst  auf  ziemlieh  umständlichem  Wege  dazu, 
die  eonjugierten  Durchmesser  dieses  Schnittes  zu  ermitteln. 
Das  verlangte  Ziel  wurde,  jedoch  nur  indireet,  aus  fünf  construiertea 
Stücken  der  Schnittcurve  erreicht. 

Mit  Zuhilfenahme  der  Affinkugel  ergeben  sich,  wie  nunmehr 
gezeigt  werden  soll,  die  Achsen  des  Schnittes  ohne  jedwede 
Schwierigkeit. 

Setzen  wir  diesbezüglich  voraus,  dass  die  große  Achse  {AB,  A'B') 
(Taf.  XXXIV,  Pig,  231}  des  gegebenen  Ellipsoides  horizontal-proji- 
eierend,  die  mittlere  Achse  (CD,  OB')  vertieal-projicierend  und  die 
kleine  Achse  (EF,E-F-)  demgemäß  parallel  zur  Grundlinie  sei, 

Coßstruieren  wir  vorerst  über  (CD,  CD')  als  Durchmesser  die 
Kugel  {S,  S,'),   bestimmen  ferner  eine  Kreisebene  CcGh,   sowie  den 


Hosted  by 


Google 


653 

einen  dieser  Ebene  entsprechenden  Kreispuniit  {m,  m')  des  BUipsoides 
und  endlich  den  einen  Endpunkt  (ntg,  m'^)  des  zu  dieser  Kreisebene 
senkrechten  Kugel durchmessers.  Die  Verbindungsgerade  der  Punkte 
(m,  m')  und  («(„,  m'g)  heiße  (6,  s'). 

Nach  dieser  einfachen  Vorbereitung  übersehen  wir  sogleich  auf 
uasere  eigentliche  Aufgabe.  Die  gegebene  schneidende  Ebene  sei 
E^Eh-  Transformieren  wir  dieselbe  affin  in  eine  Ebene  E"e  E"h,  in- 
dem wir  die  Kreisebene  Cv  Ca  als  Affinitätsebene  und  die  Punkte 
{m,  m')  und  {»*„,  m'^l  als  ein  Paar  affiner  Punkte  betrachten.  Diese 
Transformation  kann  anstandslos  auf  die  bereits  besprochene  Weise 
bewerkstelligt  werden. 

Die  transformierte  Ebene  E^^Wk  wird  nämlich  einerseits  durch  die 
Gerade  (s,  s')  gehen,  in  welcher  die  gegebene  Ebene  E,Eh  die  Afflni- 
tätsebene  (7„(7a  schneidet  und  andererseits  durch  einen  Punkt  (oder 
eine  Gerade),  welcher  einem  Punkte  oder  beziehungsweise  einer  Ge- 
raden der  Ebene  E  affin  entspricht.  Bringen  wir  zu  diesem  Behufe 
die  Ebene  EtE/,,  beispielsweise  mit  der  Hauptebene  ij),  zum  Schnitte, 
welcher  in  der  Geraden  (ff,,  e',)  erfolgt,  und  suchen  wir  deren  affine 
Gerade  {s^,,  3'g).  Hierbei  bleibt  der  Punkt  (iJ,,  d\)  in  der  Afiinitäts- 
ebene  (7„  Ca  Ußgeändert,  Zu  einem  anderweitigen  Punkte  &■  der  Geraden 
(ff,,  ff',)  (es  genügt  die  verticale  Projection)  bestimmen  wir  mittelst 
der  sich  in  einem  Punkte  ^  der  Affinitätsebene  schneidenden,  ein- 
ander entsprechenden  Geraden  nt&  und  »«n^o-  '^^'^  entsprechenden 
Punkt  &„.  Die  transformierte  Gerade  (a^,  a'^,)  ergibt  sieh  sodann  als 
die  Verbindungsgerade  der  beiden  Punkte  (iJ,,  d',)  und  i&o,ä■'^^).  Die 
Horizontal  projection  ff^'  derselben  fallt  in  die  Horizontaltrace  ijä 
der  Hauptebene  ij. 

Die  Ebene,  welche  nun  durch  die  beiden  Geraden  (s,  s')  und 
(^0'  ff'o)  gelegt  wird,  ist  offenbar  die  der  Ebene  E,Ei,  affin  entspre- 
chende Ebene  E\E\. 

Nach  dem  vorher  bewiesenen  Satze  287)  entspricht,  infolge  der 
angenommenen  affinen  Beziehung,  dem  vorliegenden  EUipsoide  jene 
Kugel  (S,  S\),  welche  über  de,^sen  mittlerer  Achse  {CD,  CD')  als 
Durchmesser  beschrieben  werden  kann.  Es  wird  demnach  dem  gesuchten 
Schnitte  des  EUipsoides  mit  der  Ebene  E^Eh  affin  derjenige  Kreis 
entsprechen,  in  welchem  die  Affinitätskugel  (S,  5,')  von  der  Ebene 
£%£"*  geschnitten  wird. 

Den  verlaugten  Kegelschnitt  erbalten  wir  mithin,  wenn  wir  den 
Schnittkreiä  der  Ebene  £"»£"*  mit  der  Kugel  (Ä  S\)  durch  Zuhilfe- 
nahme eines  Cyhnders,    dessen  Erzeugenden  zu   den  Affinitätsstrahle  n 
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(mm'n,  m'm'd)  parallel  sind,  auf  die  gegebene  Ebece  EtE/,  pro- 
jieiereo. 

Bestimmen  wir  zu  diesem  Zwecke  zunächst  den  Mittelpunkt 
(M^,  Jlf'e)  des  Kreises  (Z„,  Z'^),  in  welchem  die  Kugel  (S,  S\)  von 
der  Ebene  E^^E"/,  geschnitten  wird,  als  Durehstoßpunkt  dieser  Ebene 
mit  der  durch  den  Kugelmittelpunkt  (0,  0')  zn  E\E\  senkrecht  ge- 
zogenen Geraden. 

Führen  wir  sodann  durch  (M„,  M^')  eine  Parallele  zum  Affini- 
täfcsstrahle  {mm^^,  m'm'^),  so  trifft  diese  die  Ebene  EiEi^  bereits  in 
dem  Mittelpunkte  [M,  W)  des  gesuchten  Kegelschnittes  (27,  2:'),  da 
bekanntlich  die  Mittelpunkte  aller  auf  einem  Cyiinder  zweiten  Grades 
liegenden  Kegelschnitte,  also  auch  die  Punkte  {Mg,M'^)  und  {M,M') 
auf  einer  und  derselben  zu  den  Cy lindererzeugenden  parallelen  Geraden 
der  Cylinderaclise,  liegen. 

Da  sich  ferner  der  gesuchte  Kegelschnitt  {S,  JS")  als  die  schiefe 
Projection  des  Kreises  (27^,  I^g)  auf  die  Ebene  E^Et  ergibt,  wobei 
die  Projectionsstrahleu  die  vorher  ermittelten  Äffin  itätsstrahlen  sind, 
so  ist  einleuchtend,  dass  die  Projectionen  eines  jeden  Paares  senkrechter 
Kreisdurchmesaer,  ein  Paar  conjugierter  Durchmesser  des  gesuchten 
Kegelschnittes  darstellen  werden,  oder  mit  anderen  Worten;  die  je 
zweien  auf  einander  senkrecht  stehenden  Durchmessern  des  Kreises  (2Jg  ü'^) 
affin  entsprechenden  Geraden  sind  stets  conjugierte  Durchmesser  des 
Kegelschnittes  (27,  2^). 

Fuhren  wir  nun  durch  M\  eine  Parallele  M'„ß'  und  eine  Senk- 
rechte Jf 'o  a'  zur  Horizontaltrace  EPh  der  Ebene  des  Kreises  (2^,,  2*^), 
so  repräsentieren  diese  beiden  Geraden  M'^ß'  und  M'^a'  die  horizon- 
talen Projectionen  zweier  auf  einander  senkrecht  stehender  Kreisdurch- 
messer. Dieselben  treffen  die  Gerade  (s,  s'J  in  den  Punkten  («,  «') 
und  iß,  ß').  Nachdem  die  letztbezeichneten  Punkte,  welche  der  Äffi- 
nitätsebene  angehören,  sich  selbst  entsprechen  und  weiters  dem  Punkte 
(J/p,  Jf'^)  der  Punkt  (M,  M')  affin  entspricht,  so  repräsentieren,  den 
gepflogeneu  Erörterungen  gemäß,  die  Punkte  («,«')  und  {ß,ß')  gleich- 
zeitig auch  die  Schnittpunkte  eines  Paares  conjugierter 
Durchmesser  des  gesuchten  Kegelschnittes  (27,  2^)  mit 
der  Geraden  (s,  s')- 

Führen  wir  ferner  durch  Jl/„  eine  Parallele  M^S  und  eine  Senk- 
rechte M„y  zur  Trace  E",,  so  sind  diese  Geraden  ebenfalls  die  ver- 
ticalen  Projectionen  zweier  auf  einander  senkrecht  stehender  Durch- 
messer des  Kreises  (2|„  E\)\  es  werden  somit  deren  Scbnittpunkte 
{y,y')  und  {S,8-)  mit  der  Geraden  (s,  s'J  wieder  einem  Paare  con- 
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jugierter  Durehmesser  des  gesucliten  Kegelschnittes  (^,^)  ao- 
ge  hören. 

Da  die  sämnatHehen  Paare  conjugierter  Durchmesser  des  Eegel- 
schnittes  (2^,  2.')  auf  der  Geraden  (s,s')  eine  Involution  bestimmen, 
von  welcher  wir  zwei  conjugierte  Punktepaare,  nämlich  (a,  k'),  {ß,ß') 
und  (y,  y')i  (ß}  *')  kennen ,  so  sind  wir  auch  in  den  Stand  gesetzt, 
die  Projectionen  beliebig  vieler  conjugierter  Durchmesser  dieses  Kegel- 
schnittes,   vermittelst    dieser  Involution    (a,  ß,  y,  3),    zu   coastruieren. 

Der  diesfalls  gestellten  Forderung  gemäß ,  benöthigen  wir  aber 
die  Achsen  des  Kegelschnittes  (2,  ^')>  i-  h-  jenes  Paar  conjugierter 
Durehmesser,  welches  insbesondere  rechtwinklig  ist. 

um  das  besagte  Durchmesserpaar  zu  bestimmen,  legen  wir  den 
Mittelpunkt  (M,  M')  des  Kegelschnittes  sowohl,  als  auch  die  vier 
Punkte  a,  ß,  y,  ä  um  E„  in  die  verticale  Projectionsebene  nach  M\, 
«u,  j3„,  j-o,  dg  um. 

Die  über  a^ßo  und  ya^o  beschriebenen  Halbkreise  schneiden  sich 
in  dem  Potenzpunkto  sr  der  Involution.  Legen  wir  daher  durch  n 
und  Ji%  einen  Kreis  x,  dessen  Mittelpunkt  auf  dem  Träger  s„  der 
Involution  liegt,  so  schneidet  derselbe  diesen  Träger  in  zwei  Punkten 
Ij,  und  Tjo,  welche  ein  Punktepaar  der  Involution  : epräsentiereii. 

Es  sind  demnach  M\^g  und  M\'>jg,  weil  sie  gleichzeitig  auf 
einander  senkrecht  stehen,  die  umgelegten  Achsen  des  gesuchten 
Kegelschnittes  (i',  2;'). 

Führen  wir  die  Punkte  ^^  und  rjg  in  die  Projection  nach  {g,  §') 
und  (jj,  ij'}  zurück,  so  erhalten  wir  bereits  in  x^M^  und  y  =  Mtj 
die  verticalen  und  in  x'^M'i'  und  y'  =  M'vj'  die  horizon- 
talen Projectionen  der  gesuchten  Achsen. 

Es  erübrigt  jetzt  nur  noch  deren  Endpunkte  zu  bestimmen. 
Dies  kann  auf  folgende  Weise  geschehen.  Den  beiden  Achsen  (x,x') 
und  (y,  y')  des  Kegelschnittes  (2;,  2")  entsprechen  affin  die  beiden 
auf  einander  senkrecht  stehenden  Kreisdurehmesser  {y^ ,  j/'J  und 
{Xg,x'f,),  wobei  j/p  mit  MgTj;  if^  mit  M'^ij';  x  mit  Mg^;  x'  mit  M\%' 
übereinstimmt. 

Die  Endpunkte  dieser  Kreisdurchmesser  bestimmen  wir,  indem 
wir  die  letzteren  um  Wh  in  die  horizontale  Projectionsebene  nach 
(iCp)  und  (yj  umlegen.  Der  Schnittpunkt  {M^  von  (a;„)  und  (^/j) 
ist  der  umgelegte  Kreismittelpunkt.  Der  umgelegte  Kreis  {K^) 
ist  derjenige,  welcher  aus  (l/j,)  mit  einem  Radius  beschrieben  wird, 
welcher  der  Kathete  (M.)r  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  gleich  ist, 
in  welchem  die  Hypotenuse  {0)r  dena  Kugelradius  B  =  C'0'  =  D'ü' 
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und  die  zweite  Katbete  {M){0)  dem  Abstände  des  Kreismittelpunktes 
vom  Kugelmittelpunkte  gleichkömmt. 

Der  umgelegte  Kreis  {K„]  schneidet  {x^)  und  (y,,)  in  den  Punkten 
{%),  (bg),  (Cf,)  uüd  ((?(,),  welche  zurückgeführt  nach  a'^,  b\,  c'j,,  d'^, 
die  Horiaontalprojectiönen  der  Endpunkte  der  beiden  Kreisdurch- 
messer ergeheo. 

Die  diesen  Punkten  affin  eatspreehenden  Punkte  «',  b',  C,  d' 
sind  bereits  die  horizontalen  Projeetionen  der  gesuchten  Achsenend- 
punkte.  Die  verticalen  Projeetionen  o,  b,  c  und  d  derselben  ergeben 
sich  unmittelbar  auf  x  und  y  durch  Ableitung  aus  den  eben  fest- 
gestellten horiBOntalen  Projeetionen  der  gleichnamigen  Punkte. 


269.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  E„Ek  sind 
an  dreiachsiges  Ellipsoid  Berührebenen  zu  legen  und  deren  Berüh- 
rungspunkte zu  eonstruleren. 

Construieren  wir  vor  allem  wieder  die  Affiukugel  {S,  S\)  (Taf. 
XSXV,  Fig.  232),  die  Affinitäts-  (Kreis-)  Ebene  C,  Ch  und  bestimmen 
wir,  wie  in  den  vorhergegangenen  Problemen,  die  beiden  affinen  Punkte 
{m,  m')  und  (m^,  m'^)  des  Ellipsoides  {E,  E')  und  der  Affiukugel 
(S,  S\). 

Wie  wir  bereits  wissen ,  entsprechen  parallelen  Ebenen  affin 
gleichfalls  parallele  Ebenen.  Es  werden  mithin  den  zu  suchenden 
zur  Ebene  EeEk  parallelen  Tangentialebenen  des  Ellipsoides  affin 
solche  Ebenen  entsprechen,  welche  einerseits  die  Kugel  berühren  und 
andererseits  zu  der  der  Ebene  E„Ei,  entsprechenden  Ebene  E'eEPh 
parallel  sind.  Dass  die  Berührungspunkte  dieser  Ebenen  mit  der 
Kugel  den  BerüLrungspunkten  der  zu  bestimmenden  Tangentialebenen 
des  Ellipsoides  ebenfalls  affin  entsprechen  werden,  ist  selbstverständlich. 

Diesen  Betrachtungen  zufo^e  wird  es  nothwendig  sein,  die  der 
Ebene  EiEi,  affin  entsprechende  Ebene  E\E\  au  ermitteln. 

Die  besagte  Ebene  geht  erstens  durch  die  Gerade  (s,  s'),  in 
welcher  die  gegebene  Ebene  EeEi,  die  Affinitätsebene  Cp  C/,  schneidet, 
und  zweitens  durch  irgend  einen  Punkt  oder  eine  Gerade,  welche  einem 
Punkte  oder  beziehungsweise  einer  Geraden  der  Ebene  E^Eh  affin 
entspricht. 

Wählen  wir  beispielsweise  die  Schnittgerade  («,  ö")  der  Ebene 
Es  Eh  mit  der  zur  verticalen  Projeefcionsebene  parallelen  Haupfcebene 
tj,  welche  offenbar  auch  die  beiden  affinen  Punkte  m  und  m„  enthält. 

Der  Schnittpunkt  (3,  d')  der  beiden  Geraden  (s,  s')  und  (e,  s') 
bleibt  bei  der  affinen  Transformation  ungeändert.    Zu  einem  ander- 
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weitigen  beliebigen  Punkte  x  der  Geraden  a  findet  man  den  affin 
entsprechenden  x^,  mittelst  der  sich  in  einem  Punkte  u  der  Affinitäts- 
ebene  CCh  schneidenden,  sich  affin  entsprechenden  Geraden  mxa 
und  m„Xga.  Hiernach  ist  die  Verbindnngsgerade  (e,,  d'J  der  beiden 
Punkte  {ö,d')  und  {Xg,3fg)  (die  Puniite  a;'^  und  m'g,  also  auch- die 
Gerade  g'„  fallen  in  die  Trace  v^h)  die  gesuchte,  der  Geraden  (ff,  ö') 
entsprechende  Äffingerade. 

Diejenige  Ebene,  welche  nun  durch  (s,  s')  und  (&„,  a'^)  gelegt 
wird,  ist  die  der  gegebenen  Ebene  E^Eh  affin  entsprechende  Ebene 
E«,E\. 

Ziehen  wir  den  zur  Ebene  JE°,E"a  senkrechten  Durchmesser 
((7(„d'pi  der  Affinkugel  und  bestimmen  wir  (indem  wir  denselben  durch 
Drehung  um  den  horizontal- projicierenden  Eugeldurchmesser  in  eine 
zur  vertiealen  Projectionsebene  parallele  Lage  bringen)  dessen  End- 
punkte (a,),  a'o)  und  {lig,h'^,  so  repräsentieren  diese, .wie  wir  wissen, 
die  Berührungspunkte  der  Kugel  mit  den  zu  der  Ebene  E^E^^  parallelen 
Tangentialebenen  an  die  Kugel.  Diesen  Punkten  werden  daher  affin 
die  Berührungspunkte  des  Ellipsoides  mit  den  gesuchten  zur  Ebene 
E„Eh  parallelen  Tangentialebenen  entsprechen. 

Um  beispielsweise  den  dem  Punkte  (6„,  &'„)  affin  entsprechenden 
Punkt  zu  finden,  benützen  wir  irgend  ein  Paar  bereits  bekannter  affiner 
Punkte,  etwa  x  und  x^. 

Die  Gerade  i^x^  trifft  die  Affinitätsebene  C„Ch  in  dem  Punkte 
^  (es  genügt,  wenn  die  einschlagenden  Constructionen  in  der  verti- 
ealen Projection  vollführt  werden).  Der  Geraden  x^h^^  entspricht 
die  Gerade  x&,  in  deren  Durchschnitt  i  mit  dem  durch  &„  parallel 
zu  xx^  oder  mtti„  geführten  Affinitätsstrabie  &&,  die  Verticalprojection 
b  des  gesuchten,  dem  Punkte  \  entsprechenden,  dem  EUipsoide  an- 
gehörenden Punktes  erhalten  wird.  Die  Horizontalprojeetion  b'  des- 
selben findet  man  unmittelbar  auf  der  Horizontalprojeetion  des  ent- 
sprechenden Affinitätsstrahles,  d.  i.  auf  der  zu  m'm'^  oder  iji  durch 
&'o  parallel  gezogenen  Geraden. 

Die  Ebene  T^Tt,  welche  durch  (b,b')  parallel  zu  E,E^  gelegt 
wird,  ist  sodann  bereits  eine  der  gesuchten  Berührebeuen,  und  der 
Punkt  {b,  &')  selbst  deren  Berührungspunkt. 

Der  Berührungspunkt  {a,  a')  der  zweiten  zu  E,Ei  parallelen 
Tangentialebene  ist  selbstverständlich  der  dem  Punkte  (a«,  «J  affin 
entsprechende  Punkt  {a,a'). 

Der  letztgenannte  Punkt  kann  jedoch  auch  direet  coustruiert 
werden,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  beiden  Berührungspunkte 

P».chk»,  LiMtellenae  u.  piojeotive  Oemustrie.  111.  jo 
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zweier  parallelen  Berübrebenen  einer  Fläche  zweiten  Grades  stets  End- 
punkte eines  Durchinessers  sind.  Es  genügt  daher,  auf  der  Verbin- 
dungsgeraden  {b  0,  h'  0']  den  dem  Punkte  (b,  h')  in  Bezug  auf  den 
Mittelpunkt  (0, 0')  symmetrisch  gelegenen  Punkt  {a,  a')  durch  Über- 
tragjing  der  Strecke  {bO,h'0')  nach  (aO,a'0')  unmittelbar  zu  be- 
stimmen, um  in  (»,«')  den  Berührungspunkt  der  zweiten  Ebene  sofort 
zu  erhalten. 

§.  647. 

ä70.  Aufgabe.  Durch  eine  Gerade  {g,g')  sind  an  ein  dreiachsiges 
Ellipsoid  äie  möglichen  Beriihrebenen  zu  legen  und  deren  BeriihrtiDgs- 
punkte  zu  ermitteln- 

Bestimmen  wir  zunächst  wieder  die  Afünkuge!  {S,  S'i)  (Tafel 
XXXT,  Fig.  233),  die  Affinitätsebene  CG,,  und  das  Paar  affiner 
Punkte  m  und  m^. 

Den  zu  suchenden,  durch  die  Gerade  {g,g')  zu  legenden  Berühr- 
ebenen des  EUipsoides  werden  affin  jene  Tangentialebenen  der  Affin- 
kugel  entsprechen,  welche  durch  die  der  Geraden  [g,g')  entsprechende 
Gerade  gehen;  ferner  werden  den  Berührungspunkten  der  ersteren 
Ebenen  die  Berührungspunkte  der  letzteren  entsprechen. 

Die  der  Geraden  (^,  3')  affin  entsprechende  Gerade  {ga,g'o)  ist 
leicht  gefunden.  Dieselbe  gebt  offenbar  durch  den  Schnittpunkt  (5,  d'} 
^on  {g,g')  mit  der  Äffinitätsebene  (XCh-  Hienach  benöthigen  wir  nur 
noch  einen  zweiten  Punkt  derselben.  Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke 
einen  beliebigen  Punkt  [x,x')  auf  {g,g')  an,  und  ziehen  die  Gerade 
max,  weiche  die  Äffinitätsebene  CvCk  im  Punkte  «  trifft,  so  ist  «m,, 
die  affin  enfsprechende  Gerade;  im  Schnitte  ar^  derselben  mit  dem 
durch  K  gehenden  zu  mm„  parallelen  Affinitätsstrahle  xx„  erhält  man 
die  Verticalprojection  x^  des  transformierten  Punktes.  Die  Horizonta!- 
projeetioB  x\  liegt  auf  der  Eorizontalprojeetion  des  betreffenden  Äffl- 
nitätsstrahles ,  d.  i.  auf  der  durch  x'  parallel  zu  m'^m'  oder  jj*  ge- 
zogenen Geraden. 

Die  der  Geraden  {g,g')  entsprechende  Gerade  (ga,g'o)  ergibt  sich 
nunmehr  als  die  Verbiudungsgerade  der  beiden  Punkte  (d,ä')  und(^n,a^'„). 
Ermitteln  wir  weiters  die  Berührungspunkte  der  Affin- 
kugel mit  den  durch  {g^.g'^  gehenden  Berübrebenen  derselben.  — 
Dies  geschieht  (nach  Aufgabe  54),  folgendermaßen.  Wir  führen  die 
zur  Geraden  {g^,  g'^  senkrechte  Durchmesserebene  D^B^  der  Kugel, 
bestimmen  sodann  deren  Schnittpunkt  (s^,  s\)  mit  der  Geraden  (jr^,  g\) 
und  legen  den  letzteren,  sowie  den  größten  Kreis  K,  in  welchem  die 
Ebene  D,Dk  die  Kugel  schneidet,    um  die  Horizontaltrace  Da  in  die 
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horizontalA  Projectiousebeiie  beziehungsweise  nach  (Sq)  und  (&'„)  um. 
Ziehen  wir  ferner  von  (s„)  die  Tangenten  an  (Ko),  und  führen  derea 
Berührungspunkte  («„)  und  (.\)  in  die  Projection  nach  {%,  «'„)  und 
(bg,  b'g)  zurück,  so  stellen  die  beiden  letzterhaltenen  Punkte  die 
Beruh rongspunkte  der  durch  (gQ,9'a)  gehenden  Tangentialebenen  der 
Affinkugel  dar.  Die  diesen  Punkten  affin  entsprechenden  Punkte  sind 
die  Berührungspunkte   der  zu  bestimmenden,  durch  (ß,  g')  gehenden 


Bestimmen  wir  beispielsweise  den  Punkt  ((»,  fe') ,  welcher  dem 
Punkte  (^n,  b'o)  affin  entspricht.  Die  Gerade  mg\  trifft  diesbezüglich 
die  Äffinitätsebene  C^Ch  im  Punkte  /3;  es  entspricht  sodann  der  Ge- 
raden w^Jo^  "^'ö  Gerade  mhß.  Im  Schnitte  derselben  mit  dem  zu 
mm^  parallelen  Strahle  bhf,  erhalten  wir  die  Verticalprojection  h  des 
gesuchten  Punktes.  Die  Horizontalprojection  6'  ergibt  sieh  auf  der 
horizontalen  Projection  des  zu  m'm'g  oder  tja  parallelen  Äffinitätsstrahles 
6',,  6'.  Die  durch  {g,g')  und  (&,&')  gelegte  Ebene  3^2'*  hat  mit  dem 
Ellipsoide  den  Punkt  (&,6')  gemein,  ist  somit  eine  der  verlangten  Be- 
rühruQgsebenen. 

Iq  ganz  gleicher  Weise  kann  nun  auch  die  zweite  der  gefor- 
derten Berührebenen  T^Tt  vermittelst  des  dem  Punkte  (ßo-^'o) 
affin  entsprechenden  Berührungspunktes  {a,  a')  bestimmt  und  dar- 
;  werden. 


371.  Aufgabe.  Es  sind  drei  conjugierte  Durcliniesser  eines 
Ellipsoides,  welches  durch  seine  Achsen  gegeben  ist,   zu  bestimmen. 

Mit  Zuhilfenahme  (Jer  Affinkugel  kann  vorstehende  Aufgabe  an- 
standslos gelöst  und  durchgeführt  werden. 

Es  ist  nämlieh  unschwer  nachzuweisen,  dass  irgend  drei  con- 
jugierten  Durchmessern  eines  dreiachsigen  Ellipsoides  stets  drei  auf 
einander  senkrecht  stehende  Durchmesser  der  Affinkugel  entsprechen. 

Setzen  wir  diesbezüglich  voraus,  es  seien  d^,ä^  und  ä^  drei  con- 
jugierte Durchmesser  des  Ellipsoides,  so  werden  denselben  offenbar 
drei  Durehmesser  (?",,  d^j  und  d%  der  Affinkugel  entsprechen,  da  der 
Mittelpunkt  0  beider  Flächen,  als  ein  Punkt  der  Äffinitätsebene  (Kreis- 
ebene des  Ellipsoides)   sich  selbst  entspricht. 

Die  Tangentialebenen  des  Ellipsoides  in  den  Endpunkten  des 
Durchmessers  d^  sind,  wie  bekannt,  sowohl  unter  einander,  als  auch 
zu  der  conjugierten ,  durch  d^  und  d^  bestimmten  Durehmesserebene, 
parallel.  Es  werden  daher,  weil  parallele  Ebenen  durch  affine  Trans- 
formation stets  wieder  in  parallele  Ebenen  übergeben,  die  Tangential- 
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ebenen  der  Kugel  in  den  Endpunkten  des  Durchmessers  d",  wieder 
unter  einander,  als  auch  parallel  zu  der  durch  ä%  und  df^  bestimmten 
Durchmeaserebene  der  Kugel  sein, 

Nachdem  aber  die  Tangentialebenen  einer  Eugel  in  den  End- 
punkten eines  Durchmessers  zu  dem  letzteren  senkrecht  stehen,  so 
folgt,  dass  auch  die  Ebene  (d\,  d°^)  zum  Durehmesser  d\  senkrecht 
stehen  müsse. 

In  gleicher  Weise  kann  nachgewiesen  werden ,  dass  die  Ebene 
(iJ'a,  d^i)  zum  Durchmesser  d\  und  ebenso  die  Ebene  {d\,d\)  zum 
Durchmesser  d%  senkrecht  stehen. 

Das  Gesagte  ist  aber  offenbar  nur  dann  möglich,  wenn  die  drei 
Durchmesser  d°^,  d\  und  d°^  wechselseitig  auf  einander  senk- 
recht stehen. 

Um  demnach  die  vorher  gestellte  Aufgabe  zu  lösen,  hat  man 
nichts  anderes  zu  thun ,  als  drei  beliebige,  wechselseitig  auf  einander 
senkrecht  stehende  Durchmesser  der  Affiukugel  zu  bestimmen  und 
dieselben  sammb  ihren  Endpunkten  affin  zu  transformieren. 

§.  649. 

In  dem  Nachstehenden  wollen  wir  noch  einige  fundamentale 
Aufgaben,  wie  beispielsweise  die  Bestimmung  der  Durchschnittspunkte 
eines  Ellipsoides  mit  einer  Geraden;  die  Construetion  der  Berührungs- 
ebene in  einem  gegebenen  Punkte  des  Ellipsoides,  unter  der  Voraus- 
setzung durchführen,  dass  das  Ellipsoid  nicht  durch  seine  drei 
Achsen,  sondern  durch  irgend  drei  seiner  conjugierten 
Durchmesser  gegeben  sei. 

272.  Äufyabe.  Ein  dreiaolisiges  Ellipsoid  ist  durcli  drei  seiner 
conjugierten  Durchmesser  bestimmt;  es  ist  die  Horizontalprojeetion 
eines  Punktes  {p,  p']  anf  dem  Ellipsoide  au  finden,  wenn  dessen  Ver- 
ticalprojection  p  gegeben  ist. 

Die  horizontale  Projectionsebene  wählen  wir  diesfalls  so,  dass 
sie  zu  zweien  der  gegebeaen  drei  conjugierten  Durehmesser  parallel 
sei,  während  die  verticale  Projectionsebene  eine  zu  dem  dritten  Durch- 
messer parallele  Lage  besitze,  unter  dieser  Voraussetzung  stellen 
sieh  die  beiden  ersteren  Durchmesser  {AB,  A'B')  und  {CD,  CD') 
(Taf.  XXSIV,  Fig.  234)  als  zwei  zur  horizontalen  Projectionsebene 
parallele  Gerade  dar,  während  der  dritte  Durchmesser  {EF,  E' F') 
durch  eine  zur  yerticalen  Projectionsebene  parallele  Gerade  repräaeu- 
tiert  erscheint. 
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Um  die  Horizoatalprojection  p'  des  Punktes  auf  dem  Ellipsoide 
festzustelien,  dürfte  es  am  eiofaclisten  seiD,  durch  p  eiae  zur  horizon- 
talen Projectionsebene  parallele  Ebene  e  zu  legen.  Die  Verticaltrace 
e,  dieser  Ebene  ist  selbstveratändiich  die  durch  die  gegebene  Projec- 
tion  p  zur  Grundlinie  parallel  geführte  Gerade. 

Die  Ebene  e  wird  nun ,  da  sie  zu  der  Durchmesserebene 
(ABCD,  A'B'C'D')  parallel  ist,  das  EUipsoid  (nach  Satz  443?», 
Band  II)  in  einer  Ellipse  sehueiden ,  welche  mit  der  Ellipse 
{ABCD,  A'B'C'B')  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist.  Der  Mittel- 
punkt derselben  wird  durch  den  Schnittpunkt  (o,  o')  der  Ebene  e  mit 
dem  dritten,  der  Ebene  e  eoQJugierten  Durchmesser  (EF,  E'F')  reprä- 
sentiert. 

Infolge  dieser  Eigenschaft  werden  die  beiden  Geraden  (x,  x')  und 
iy,y'),  welche  zu  den  conjugierten  Durchmessern  {AS,A'B'),{CD,C'B') 
der  Ellipse  ABCD  —  die  wir  der  Kürze  halber  mit  (27, 2^')  bezeichnen 
wollen  —  parallel  sind,  gleichfalls  conjugierte  Durchmesser  der  Schnitt- 
ellipse sein. 

Die  Verticalprojectionen  c  und  d  der  Endpunkte  des  einen  dieser 
Durchmesser  (y,  y'),  werden  sich  offenbar  als  die  Sehnittpnnkte  von 
y  oder  (e„)  mit  jener  Ellipse  ergeben,  welche  durch  ihre  conjugierten 
Durchmesser  Gl)  und  EF  bestimmt  ist. 

Diese  Schnittpunkte  können  leicht  mit  Hilfe  des  über  EF  als 
Durchmesser  beschriebeuea  Affinkreises  K\  gefundea  werden-  Dem 
dem  Durehmesser  EF  conjugierten  Durchmesser  CD  entspricht  affin 
der  m  E  F  senkrechte  Kreisdurchmesser  Ca  -D,, ;  der  Geraden  y  die 
zu  C„I>„  parallele,  also  ebenfalls  zu  EF  senkrechte  Gerade  y^,  und 
den  Punkten  d^  und  Cg,  in  welchen  ?/„  den  Kreis  K'^  trifft,  ent- 
sprechen die  vermittelst  der  zu  CC,,  oder  J)D„  parallelen  Affinitäte- 
strahlen  dd„,  cc^  bestimmten  Endpunkte  d  und  c  des  Durchmessers 
{y,y').  Die  horizontalen  Projectionen  d'  und  c' liegen  auf  ^' und  können 
daher  aus  d  und  c  sofort  abgeleitet  werden. 

Die  Endpunkte  a  und  h  des  Durchmessers  {x,x')  ergeben  sich, 
infolge  der  Ähnlichkeit  der  Schnitteilipse  mit  der  Eilipse  {S,I1'), 
auf  x'  durch  Vermittlung  der  beziehungsweise  zu  A'C'  und  B'C' 
parallelen  Geraden  a'c'  und  h'c'.  Die  Verticalprojectionen  a  und  h 
findet  man  unmittelbar  durch  Heraufprojicieren  der  Punkte  a'  und  h' 
in  die  Gerade  x  oder  (e,)  in  a  und  6. 

Die  Schuittellipse  der  Ebene  e„  mit  dem  Ellipsoide  ist  mithin 
durch  zwei  conjugierte  Durchmesser  {a}},a'h')  und  {cd,c'd') 
vollkommen  bestimmt. 
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Nachdem  auf  dieser  letztbezeichneten  Ellipse  der  gesuchte  Punkt 
liegt,  so  könnte  man  die  Horizontal projeotion  p'  desselben  durch  Zu- 
hilfenahme eines  über  a'h'  oder  a'ä'  als  Durehmesser  beschriebeneu 
affinen  Kreises,  als  einen  der  beiden  Schnittpunkte  dieser  Ellipse  mit 
der  durch  ß  gehenden  zur  Grundlinie  senkrechten  Geraden  a'  bestimmen. 

Man  kann  aber  auch  anderweitig  verfahren.  Da  nämlich  die 
Schuitteilipse  mit  der  Ellipse  (2^,  2/)  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist, 
so  wird  man  offenbar  beide  als  parallele  Schnitte  eines  und  desselben 
Kegels  zweiten  Grades  betrachten  können.  Die  Erzeugenden  dieses 
Kegels  sind  jene  Geraden,  welche  die  ähnlich  liegenden  Punkte  beider 
Ellipsen  verbinden.  Je  nachdem  man  einem  Punkte  des  einen  Kegel- 
schnittes einen  gewissen  Punkt  v  oder  aber  dessen  diametral  ent- 
gegen liegenden  Punkt  V,  als  ähnlich  gelegen  betrachtet,  erhält  man 
zwei  verschiedene  Kegel. 

Da  ferner  die  Mittelpunkte  zweier  parallelen  Schnitte  eines  Kegels 
zweiten  Grades  stets  auf  einer  durch  den  Kegelscheitel  gehenden 
Geraden  liegen,  so  muss  auch  im  vorstehenden  Falle  der  Scheitel  des 
durch  die  beiden  Ellipsen  zu  legenden  Kegels  auf  der  Verbindunga- 
geradeo  ihrer  Mittelpunkte,  d.  i.  auf  dem  Durchmesser  iß  F^  E'  F') 
liegen. 

Behufs  Bestimmung  des  Kegeischeitels  {S,S')  genügt  daher  ein 
einziges  Paar  ähnlich  liegender  Punkte  beider  Ellipsen.  Ais  solche 
kann  man  die  Durchmesserendpunkte  D  und  d  betrachten.  Die  Ver- 
bindungsgerade Dd  ist  eine  Kegelerzeugende;  dieselbe  schneidet  FF  in 
einem  Punkte  {S,S'),  welcher  somit  bereits  den  einen  der  beiden  Kegel- 
scheitel darstellt. 

Mittelst  dieses  Scheitels  projicieren  wir  die  SchnitteUipse  der 
Ebene  e,  auf  die  Ellipse  (H,  E') ;  gleichzeitig  aber  auch  die  durch  p 
gehende  vertical-projicierende  Gerade  {(i,a')  nach  (a,  a')  auf  die  Ebene 
der  Ellipse  {S,S'). 

Bestimmen  wir  nun  mit  Hilfe  des  über  dem  Durchmesser  A'B' 
beschriebenen  Kreises  Ä!'^  die  Schnittpunkte  re',  und  re'j  der  Geraden 
o'  mit  der  Ellipse  2^  und  projicieren  dieselben  aus  dem  Centrum  S' 
auf  die  Gerade  k',  nach  p\  und  p'^.  Es  ist  einleuchtend,  dass  p\  und 
j)'j  die  horizontalen  Projectionen  des  Schnittpunktes  der  Ellipse  in  e„ 
mit  der  vertical-projicierenden  Geraden  (a,c')>  mithin  die  gesuchten 
Horizontalprojeetionen  jener  Punkte  des  EUipsoides  sind,  deren  Ver- 
tiealprojectionen  mit  dem  Punkte  a  zusammenfallen. 
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273.  Aufgabe.    In   einem   gegebenen  Punfete  ia,a')  eines  drei- 
,  dnrcli  drei  conjngierte  Durchmesser  gegebenen  EUipsoides 
ist  an  dasselbe  die  Berührungsebene  zu  legen. 

Nehmen  wir  wieder  awei  der  Durchmesser  {Ä  B,  Ä'  B')  und 
{CD,  CD'}  (Taf.  XXXIV,  Fig.  235)  parallel  zur  horizontalen  Projec- 
tionsebene  und  den  dritten  Durchmesser  {EF,E'F')  parallel  zur  ver- 
tiealeD  Projectionsebene  an.  Der  gegebene  Punkt  ia,a')  sei,  indem 
wir  eine  seiner  Projectionen,  etwa  a',  als  bereits  vorliegend  voraus- 
setzeu,  auf  eine  der  Yorherbesprochenen  Arten  abgeleitet  und  bestimmt 
worden. 

Die  Taugentialebene  in  dem  Punkt  (a,a')  wird  bestimmt  sein, 
sobald  man  zwei  Tangenten  des  EUipsoides  im  Punkte  («,«')  kennt. 
Diese  Tangenten  lassen  sich  leieht  bestimmen. 

Führen  wir  zunächst  durch  (a,  a')  eine  Ebene  e,  parallel  zu  der 
Durchmesserebene  ABCD.  Der  Pol  dieser  Ebene  wird  auf  dem  der 
Durchmesserebene  conjugierten  Durchmesser  {EF,E'F')  liegen,  und 
wird  daselbst  der  vierte  harmonische  Punkt  (w,,  ar',)  zu  den  End- 
punkten {E,E')  und  {F,F')  und  dem  Punkte  («,«')  sein,  in  welchem 
die  Ebene  e,  diesen  Durchmesser  trifft.  Die  Verticalprojection  ir,  be- 
stimmt man  als  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  E,  F  und  «, 
dadurch,  dass  man  über  EF  einen  Kreis  K^  zeichnet,  durch  Kj  die 
zu  EF  senkrechte  Sehne  zieht  und  in  einem  ihrer  Endpunkte  q^  an 
K^  die  Tangente  r,  legt.  Die  letztere  wird  EF  bereits  in  dem  ge- 
suchten Puukte  JT,  schneiden.  Die  Horizontalprojection  it\  findet  maü 
unmittelbar  in  der  Senkrechten  zur  Grundlinie  auf  £'J'\ 

Nachdem  {n^,  %\)  der  Pol  der  Ebene  e^  in  Bezug  auf  das 
Ellipsoid  ist,  so  stellt  derselbe  gleichzeitig  auch  den  Scheitel  des  dem 
Ellipsoide  längs  des  in  der  Ebene  e,  liegenden  Kegelschnittes  um- 
schriebeneu Kegels  dar ;  es  ist  daher  die  Gerade  (k,  a,  n\  a')  oder 
((„(',)  eine  Tangente  des  gegebenen  Eilipsoides  im  Puukte  (a,  a')- 

Wiederholen  wir  ein  Gleiches  bezüglich  einer  anderen  Durch- 
messerebene. Denken  wir  uns  also  beispielsweise  durch  den  Punkt 
(«,«')  eine  Ebene  *  parallel  zur  Durchmesserebene  ABEF  gelegt 
und  deren  Schnittpunkt  («a.ß'a)  mit  dem  conjugierten  Durchmesser 
{CD,  CD')  aufgesucht.  Dies  kann  allenfalls  in  folgender  Weise  ge- 
scheheu.  Wir  ziehen  durch  {«,«'}  die  Gerade  («tf,  «'d*)  parallel  zum 
Durchmesser  {EF,E'F')  und  bestimmen  den  Durchstoßpunkt  {S,S') 
derselben  mit  der  Diametratebene  A  B  CD.  Führen  wir  durch  d'  eine 
Gerade  &k  parallel  zu  A'B',  so  repräsentiert  diese  offenbar  die  Hori- 
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zoatalprojection  der  Traee  der  Ebene  9-  auf  der  Diametralebene  ABCD, 
während  deren  Schnittpuiikt  «'j  mit  G'B'  die  horizontale  Projection 
des  Durchstoßpunktea  des  Durchmessers  (CD,  CD')  mit  der  Ebene  8- 
darstellt.  Die  verticale  Projection  a^  dieses  Punktes  finden  wir  auf  CD. 

Der  Pol  (sTa  jt'i)  der  Ebene  %■  liegt  auf  dem  coujugierten  Durch- 
messer (CD,  CD')  und  ist  derselbe  gleichfalls  der  vierte  barraonisehe 
Punkt  zu  den  drei  Punkten  (C,  C'),  (D,  D')  und  (a^^  «'a)-  ^ir  finden 
dessen  Horizontalprojection  ä'j  als  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu 
C,  D',  (n'j  vermittelst  des  über  CD'  beschriebenen  Kreises  K2  in 
derselben  Weise  wie  vorher  den  Punkt  jt,.  Die  Vertiealprojeetion  «■„ 
ergibt  sich  sodann  unmittelbar  auf  CD. 

Der  Punkt  (x^,  n'^}  ist  als  Pol  der  Ebene  ^  wieder  der  Scheitel 
des  Kegels,  welcher  dem  EUipsoide  längs  des  in  der  Ebene  -fl-  liegen- 
den Kegelschnittes  umschrieben  ist;  es  repräsentiert  somit  auch  die 
Gerade  (ic^a,  n'^a')  oder  (t^,t'^)  eine  Tangente  des  Eliipsoides  im 
Punkte  («,  a'). 

Die  Ebene  Trl\,  welche  durch  die  beiden  Geraden  {^c^a,n'^a') 
und  (^3«,  jr'jß'l  gelegt  werden  kann,  stellt  mithin  die  gesuchte 
Tangentialebene  des  Eliipsoides   im  Punkte  {a,a')   dar. 

In  analoger  Weise  k5nnen  mit  Zuhilfenahme  der  polaren  Eigen- 
schaften nunmehr  auch  anderweitige  Probleme,  welche  das  durch  con- 
jugierte  Durchmesser  gegebene  dreiachsige  EUipsoid  betreffen,  gelöst 
werden. 

§.  651. 
Coiistmctinn    des   dreiachsigen  Ellipsoidea    aus  gegebenen  Elementen. 

An  dieser  Stelle  mögen  auch  noch  jene  Aufgaben  Erwähnung 
finden,  welche  die  Construction  eines  dreiachsigen  Eliipsoi- 
des aus  gegebenen  Elementen  fordern.  Vorderhand  wollen  wir 
jene  besprechen,  bei  welchen  theilweise  Achsen  (oder  auch  conjugierte 
Durchmesser),  theilweise  Punkte  und  Tangentialebenen  als  gegebene 
Stücke  vorliegen. 

374..  Aufgabe.  Ein  dreiachsiges  EUipsoid  ist  durcli  zwei  Achsen 
und  einen  Punkt  der  Oberfläche  gegeben:  es  ist  die  dritte  Achse  zu 
ermitteln. 

Die  horizontale  Projectionsebene  nehmen  wir  parallel  ku  den 
zwei  gegebenen  Achsen  {CD,  CD')  und  {EF,  E'F')  (Taf  XXXIV, 
Fig.236),  die  verticale  Projectionsebene  dagegen  senkrecht  zu  {EF,  E'F'), 
also  parallel  zu  der  anderen  Acbse  {CD,C'D')  an;  der  gegebene  Punkt 
sei  («,«')■  Eine  nothwendige  Bedingung  für  die  Möglichkeit  der  Auf- 
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gäbe  ist  die,  dass  die  Horizontalprojection  a'  innerhalb  der  Ellipse 
{C'D\E'F')  fallt. 

Die  dritte  Achse  ist  ihrer  Lage  nach  durch  die  beiden  gegebenea 
Achsen  vollständig  bestimmt.  Besagte  Achse  ist,  der  getroffenen  An- 
nahme gemäß,  im  vorliegenden  Falle  horizoutal-projicierend.  Es  er- 
übrigt somit  nur,  die  Länge  derselben  zu  ermitteln. 

Zu  diesem  Zwecke  legen  wir  durch  die  ihrer  Lage  nach  ge- 
gebene Achse  und  durch  den  gegebenen  Punkt  {a,a')  die  horizontal- 
projicierende  Ebene  P^P*.  Diese  wird  das  ElUpsoid  in  einer  Ellipse 
sehneiden ,  welche  durch  den  gegebenen  Punkt  (it,  a')  gebt  und  deren 
eine  Achse  mit  der  zu  bestimmenden  Achse  des  Ellipsoides  überein- 
stimmt, während  deren  zweite  Achse  durch  den  Durchmesser  der  hori- 
zontalen Haupteilipse  {CDEF,  C D' E' F') ,  welcher  durch  die  Ebene 
F^Fk  bestimmt  ist,  repräsentiert  wird.  Wir  ermitteln  daher  den  Durch- 
messer (cd,  c'd')  der  Hauptellipse,  welcher  durch  die  Ebene  FtFh 
bestimmt  wird,  durch  Zuhilfenahme  des  über  OD'  beschriebenen  Affin- 
kreises jK'(|. 

Die  in  der  Ebene  F^Fi,  liegende  Schnittellipse  hat  zurVertical- 
projection  eine  Ellipse  K,  welche  die  Verticalprojection  cd  des  eben 
gefundenen  Durchmessers  zu  der  einen  Achse,  die  zu  bestimmende 
Achse  A  B  des  Ellipsoides  dagegen  zur  zweiten  Achse  hat,  und  durch 
den  Punkt  a  geht.  Aus  den  somit  bekannten  Stücken  lässt  sich  die 
Achse  AB  leicht  coDstrnieren. 

Betrachten  wir  nämlich  die  Ellipse  .ff  als  orthogonal -affin  mit 
dem  über  cd  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  Kg.  Dem  Punkte  a 
entspricht  auf  dem  Kreise  K.„  der  Punkt  %,  und  dem  zu  suchenden 
Ächsenendpunkte  B  der  Punkt  B^  auf  dem  Kreise  K„.  Die  Gerade  a^B^ 
trifft  die  Affinitätsaehse  cd  im  Punkte  ä.  Der  Geraden  a^S  entspricht 
aber  die  Gerade  aS,  und  diese  triift  die  ihrer  Lage  nach  bekannte 
Achse  in  dem  gesuchten  Endpunkte  B.  Der  aweite  Achsenendpunkt  A 
derselben  ist  der  mit  B,  in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  0,  symmetrisch 
gelegene  Punkt.    Hiermit  ist  die  Aufgabe  gelöst. 

§.  652. 

275.  Aufgabe.  Ein  dreiachsiges  Ellipsoid  ist  durch  zwei  Achsen 
und  eine  Tangentialebene  gegeben;  es  ist  die  dritte  Achse  zu  be- 
stimmen. 

Die  beiden  gegebenen  Achsen  (CD,  CD')  und  {EF,E'F') 
(Taf.  SXXIV,  Fig.  237)  nehmen  wir  wieder  beziehungsweise  parallel 
zur  Grundlinie  und  senkrecht  zur  verticaleu  Projectionsebene  an.  Die 
j  Tangentialebene    sei  %Tk.    Die  dritte  Achse   ist  der  Lage 
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nach  die  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  des  Ellipsoides  [und  der  Haupt- 
ellipse (CDEF,C'J)'E'F')]  gehende  horizontal-projieierende  Gerade 
(Z,  Z').  TJm  deren  Endpunkte  zu  linden,  verfahren  wir  folgender- 
maßen. 

In  Gemäßheit  des  Satzes  379)  ist  bekannt,  dass  die  ortho- 
gonale Projection  des  Berührungspunktes  einer  Tangentialebene  auf 
eine  Bauptebene  einer  Fläche  aweiten  Grades  die  Polare  der  Trace  der 
Tangentialebene  auf  dieser  Hauptebene  in  Bezug  auf  den  in  der  letzteren 
liegenden  Hauptkegelschnitt  sei. 

Bestimmen  wir  daher  den  Schnitt  (ff,  ö')  der  Tangentialebene 
T,Ti.  mit  der  Hauptebene  i,  der  Ellipse  {CDEF,  C'D'E'F')  und 
coDstruieren  wir  (vermittelst  des  über  C'JJ'  beschriebenen  Affinkreises) 
den  Pol  a'  der  Geraden  s'  in  Bezug  auf  die  Ellipse  {C'D'E'F'),  so 
ist  dieser,  dem  oben  angeführten  Satze  entsprechend,  die  orthogonale 
Projection  des  Berührungspunktes  der  Ebene  T^  T^ ,  bezogen  auf  die 
Hauptehene  £„,  oder,  da  letztere  horizontal  ist,  gleichzeitig  die  hori- 
zontale Projection  des  Eerühnmgspunktes  der  Ebene  T,Ti,. 

Nachdem  der  Berührungspunkt  selbst  in  der  Ebene  T,Ti,  Kegen 
muss,  so  lässt  sieb  seine  Verticalprojection  a  aus  der  Horizoufcalpro- 
jection  a'  a«f  bekannte  Weise  ableiten.  Hiernach  ist  ein  Punkt  (a,  a') 
des  Ellipsoides  bekannt,  und  somit  auch  die  gestellte  Aufgabe  auf 
die  vorhergehende  zurückgeführt. 


276.  Aufgabe.  Ein  dreiachsiges  Ellipsoid  ist  durch  zwei  seiner 
Achsen  nnd  eine  Tangente  gegeben;  es  ist  die  dritte  Aohse  zn  be- 
stinuaen. 

Seien  wieder  die  in  der  horizontalen  Hauptebene  t^  liegenden 
beiden  Achsen  (CD,  CD')  und  {EF,  E'F')  (Taf.  XXXVI,  Fig.  238) 
bestimmt.    Ferner  sei  (tjfj  die  gegebene  Tangente. 

Diese  Tangente  {t,  t')  trifft  die  Hauptebene  s^  in  einem  Punkte 
(s,  s').  Die  Polarebeue  dieses  Punktes  ist,  da  derselbe  in  einer  Haupt- 
ebene liegt,  an  dieser  Hauptehene  senkrecht,  im  vorstehenden  Falle 
also  horizontal-projicierend.  Besagte  Polarebene  stellt  aber  gleichzeitig 
auch  die  Ebene  der  Beröhrungseurve  des  Ellipsoides  mit  dem  demselben 
aus  dem  Punkte  {s,s')  umschriebenen  Kegel  dar.  Führt  man  daher  von 
(s,  s')  (mittelst  des  affinen  Kreises  K\}  an  die  Ellipse  (CUEF,  dJ'E'F) 
die  Tangenten,  und  bestimmt  man  deren  Berührungspunkte  (a,  a')  und 
(b,b'),  so  ist  die  horizontal-projieierende  Ebene  P^Pa,  welche  durch 
diese  beiden,  der  Berührungscurve  angehörenden  Punkte  (a,  a')  und 
(6,  l')  geht,  die  Ebene  der  genannten  Berührungscurve. 
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NuQ  ist  aber  die  gegebene  Tangente  {t,t')  gleichfalls  eine  Er- 
zeugende des  aus  {s,s')  dem  Ellipsoide  umschriebenen  Kegels;  deren 
Schnittpunkt  {p,p')  mit  der  Ebene  P^Ph  der  Berührungscarve  ist 
mithin  der  Berühruogapunkt  derselben  ruit  dem  Eilipsoide. 

Nachdem  wir  somit  einen  Punkt  {p,p')  des  EUipsoides  kennen, 
so  ist  auch  diese  Aufgabe  wieder  auf  die  Aufgabe  274)  redueiert. 

§.  654. 

5??.  Aufgabe.  Eia  dreiacislges  EUipsoid  ist  durch  eine  Achse 
der  Lage  und  Länge  nach,  durch  die  beiden  anderen  Achsen  der 
Lage  nach  und  durch  zwei  Punkte  gegeben;  es  sind  die  Längen  der 
heiden  letztangeführten  Achsen  zu  ermitteln. 

Die  eine  Achse  (AB,A'B')  (Taf.  XXXVI,  Fig.  239),  d.  i.  die- 
jenige, deren  Länge  bekannt  ist,  nehmen  wir  horizontal-projieierend 
an.  Die  Achse  (X,X')  möge  parallel  zur  Grundlinie  uad  die  Achse 
{Y,Y')  yertieal-projieierend  sein.  Ferner  seien  {a,a')  und  {b,i')  die 
beiden  gegebenen  Punkte, 

Legen  wir  durch  die  Achse  (A  B,  A'  B')  und  durch  den  einen 
der  gegebenen  Punkte,  allenfalls  durch  {a,a'),  eine  horizontal-proji- 
cierende  Ebene  P'„P'ä,  so  wird  diese  Ebene  das  EUipsoid  in  einer 
Ellipse  {27,X')  sehneidea,  welche  durch  den  Punkt  («,«')  geht  und 
deren  eine  Achse  {AB,A'B')  ist,  während  die  zweite  Achse  derselben, 
jener  der  Ebene  P'u  P'ä  angehörende  Durchmesser  ist,  weicher  der  in  der 
horizontalen  Hauptebene  liegenden  (bisher  noch  unbekannten)  Ellipse 
{CBEF,  C'D'E'F')  zukömmt.  Die  Verticaiprojection  2  dieser  Ellipse 
ist  gleichfalls  eine  durch  den  Punkt  a  gehende  Ellipse,  welche  als  die 
eine  ihrer  Achsen  die  Gerade  AB  besitzt. 

Ein  Endpunkt  m  der  zweiten  Achse  dieser  Ellipse  kann  leicht 
-  durch  Vermittlung  des  über  A  B  beschriebenen  Affinkreises  K^  be- 
stimmt werden.  Die  horizontale  Projection  m'  dieses  Punktes  liegt 
in  der  Horizontaltrace  P'^;  es  ist  somit  durch  (m,m')  ein  Endpunkt 
des  vorher  genannten  Durehmessers  der  Ellipse  (CBEF,  C'D'E'F') 
dargestellt.  Vermittelst  der  durch  den  zweiten  der  gegebenen  Punkte 
{&,&')  und  die  Achse  {AB,A'B')  gelegten  horizontai-projicierenden 
Ebene  P^k  erhalten  wir  auf  gleiche  Weise  einen  zweiten  Punkt  (w,  n'j 
der  Ellipse  {CDEF,C'D'E'F').  Die  horizontale  Projection  {C'D'E'F'} 
der  zu  suchenden  Ellipse  ist  demnach  durch  die  Lage  der  Achsen  X' 
und  Y'  und  durch  zwei  Punkte  m'  und  n'  gegeben.  Hieraus  kann 
man  leicht  die  Endpunkte  C,  D',  E'  und  F'  der  Achsen  selbst  finden. 

Betrachten  wir  zu  diesem  Behufe  die  zu  suchende  Ellipse  als 
orthogonal  affin  mit  einem  gewissen,  bisher  noch  unbekannten  Kreise 
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K'g,  weicher  die  Achse  X'  zum  Durehmesser  hat  uud  mit  der  Ellipse 
concentrisch  ist. 

Die  EUipsensehne  m'n'  trifft  die  Affinitätsachse  X'  im  Punkte  ^. 
Dem  Halbierungspuakte  o  dieser  Sehne  wird  auf  der  zur  Affinitätsachse 
senkrechten  Geraden  oa  der  Mittelpunkt  Og  der  affinen  Kreissehne  ^o^ 
entsprechen.  Nachdem  aber  diese  Sehne  J  d^  auf  der  Geraden  0'  ö„ 
senkrecht  stehen  muss,  so  liegt  der  Punkt  Oj,  notbwendig  im  Schnitte 
von  OK  mit  dem  über  O'z/  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  y. 
Dies  zu  Gruöde  gelegt,  erhält  man  sofort  die  affine  Kreissehne  ^  o^ 
und  auf  derselben  die  dem  Kreise  K\  angehörenden  Punkte  m^  und 
%  durch  die  zu  X'  senkrechten  Affinitätsstrahlen  m'm^  und  w'«^. 

Der  Kreis,  welcher  nun  aus  0'  beschrieben,  durch  die  Punkte 
m^  und  «„  geht,  ist  der  gesuchte  Affinitätskreis  K\.  Derselbe  trifft 
die  Affinitätsachse  X'  bereits  in  den  beiden  Achsenendpunkten  C  und 
D'.  Die  beiden  Achsenendpuakte  {E,E')  und  {F,F')  der  Achse  (;/,/) 
sind  als  die  den  Schnittpunkten  E„  und  F^  des  Kreises  K'^  mit  T' 
affin  entsprechenden  Punkte  E'  und  F'  zu  construieren. 

Die  verticalen  Projeetionen  C,  D,  E  und  F  der  somit  gefundenen 
vier  Ächsenend punkte  liegen  sämratlich  iii  der  Verticaltrace  a,  der 
Hauptebene  s  des  Ellipsoides.  Hiemit  ist  die  Aufgabe  vollständig 
gelöst. 

§.  655. 

278.  Ätifgahe.  Ein  dreiachsiges  Ellipsoid  ist  durch  die  Achsen 
der  Lage  nach,  durch  eine  Tangentialebene  und  ihren  Berührungspunkt 
gegeben;  die  Endpunkte  der  drei  Achsen  sind  zu  bestimmen. 

Seien  (2,2'):  (^.  ^')  «nd  Ä^')  (Taf.  SXXYI,  Fig.  240)  die 
drei  Achsenrichtungen,  von  welchen  wir  die  erstere  horizontal-proji- 
cierend,  die  zweite  vertical-projicierend  und  die  dritte  parallel  aur 
Grundlinie  voraussetzen.  Der  Schnittpunkt  derselben,  d,  i.  der  Mittel- 
punkt des  Ellipsoides,  heiße  (0,  0')-  Endlich  sei  T^Th  die  gegebene 
Beröhrebeae  und  {p,p'}  ihr  Berührungspunkt. 

Es  wird  diesfalls  genügen  einen  der  Achsenendpunkte,  beispiels- 
^veise  jenen  von  {Z,Z')  zu  bestimmen,  da  die  der  beiden  anderen 
Achsen  auf  gleiche  Weise  wie  diese  gefunden  werden  können. 

Bestimmen  wir  zu  diesem  Bebufe  vorerst  den  Schnittpunkt  («,»') 
der  Tangentialebene  l\Th  mit  der  Achse  (2,2').  Die  Gerade  («jp,  «'p') 
ist  sodann  eine  Tangente  des  Ellipsoides  im  Punkte  {a,a'). 

Denken  wir  uus  weiters  durch  die  Achse  {Z,Z')  und  durch  den 
Punkt  ip.p')  eine  (horizontal-projicierende)  Ebene  F^F),  gelegt,  so 
wird  diese  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  {S,S')  schneiden,  deren  eine 
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Achse  mit  der  zu  bestimmenden  Achse  (ÄJB,  A'  B')  =^  {Z,  Z')  identisch 
ist.  Besagte  Ellipse  wird  selbstverständlich  durch  den  Punkt  {p,p') 
gehen  und  in  diesem  Punkte  Ton  der  Geraden  {ap,a'p')  berührt  werden. 
Die  Vertiealprojection  Z  dieser  Schaittellipse  wird  daher  gleichfalls 
eine  Ellipse  sein,  weiche  durch  den  Punkt  p  geht,  in  demselben  von 
der  Geraden  ap  berührt  wird  und  deren  eine  Achse  mit  der  Vertieal- 
projection AB  der  zu  suchenden  Achse  des  Eilipsoides  zusammenfilllt. 
Der  Pnnkt  0  wird  offenbar  auch  der  Mittelpunkt  dieser  Ellipse  sein. 

Um  nun  die  letztgenannte  Ellipse,  respective  deren  Achse  AB 
zu  bestimmen,  betrachten  wir  dieselbe  als  orthogonal  affin  mit  einem 
bisher  noch  unbekanoten  Kreise  K^,  welcher  über  der  zu  suchenden 
Achse  A  B  als  Durchmesser,  beschrieben  werden  kann.  Hiernach 
repräseatiert  Z  die  Affinitätsachse. 

Dem  Punkte  p  wird  affin  ein  Punkt  pg  des  Kreises  K^  ent- 
sprechen, welcher  auf  der  aur  Achse  Z  senkrechten  Geraden  p:i  liegen 
muss,  während  gleichzeitig  der  Ellipsentangente  ap  im  Punkte  p,  die 
Kreistangente  ap,^  im  Punkte  i)(,  entspricht.  Nachdem  aber  bekanntlich 
die  Kreis  tan  geilte  ap„  auf  dem  Berühruugsradiua  Op^^  senkrecht  steht, 
so  ergibt  sich  p^  unmittelbar  im  Schnitte  der  zu  Z  senkrechten  Ge- 
raden pp^  mit  dem  über  Oa  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  y. 

Der  vorgenannte  affine  Kreis  K^  ist  demnach  derjenige,  dessen 
Mittelpunkt  in  0  liegt  und  durch  den  Pnnkt  pi„  geht.  Derselbe 
schneidet  die  Affinitätsaehse  Z  bereits  in  den  gesuchten  Achsenend- 
punkten  A  und  S. 

In  vollkommen  übereinstimmender  Weise  kaon  man  nun  auch 
die  Endpunkte  C  und  D,  respective  E  und  F  der  Achsen  (2!,  JC')  und 
(F,  Y')  construieren. 

§.  656. 

279.  Aufgabe.  Ein  dreiachsiges  EUipsoid  ist  durch  die  Lage 
der  einen  Achse,  durch  zwei  Tangentialebenen  und  deren  Bernhmngs- 
punkte  gegeben;  die  Länge  dieser  Achse,  sowie  die  Lage  und  Länge 
der  beiden  anderen  Achsen  sind  zu  bestimmen. 

Die  gegebene  Achse,  die  wir  als  horizontal-projicierend  voraus- 
setzen, sei  {Z,Z')  (Taf.  XXXVI,  Fig.  241);  ferner  seien  T\T\  und 
r*B  T*;,  die  beiden  gegebenen  Tangentialebenen  und  beziehungsweise 
(i'i.P'i)  ußii  iPvP'i)  deren  Berührungspunkte. 

Bestimmen  wir  zunächst  den  Schnittpunkt  a,  der  Tangential- 
ebene T'.T'ä  mit  der  Achse  (Z,Z-),  so  repräsentiert  die  Gerade 
{a,p^,a',p\)   eine    Tangente  t^   des  Eilipsoidea  im  Punkte  {p^,p',). 
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Der  letztgeuannte  Punkt  ist  daher  ein  Punkt  der  Berührungscurve  des 
von  dem  Punkte  («i,  «',)  aus  dem  EUipaoide  umachriehenen  Kegels. 
Nachdem  aber  der  Punkt  («„o',)  in  der  Achse  (ß,Z')  liegt,  so  ist 
die  Ebene  der  Berührungscurve  senkrecht  zu  dieser  Achse.  Wir  er- 
halten dieselbe  mithin  als  die  durch  {Pi,p\)  zur  horizontalen  Pro- 
jectioBsebene  parallel  gelegte  Ebene  e',  dargestellt. 

Als  Ebene  der  Berührungscurve  ist  dieselbe  auch  gleichzeitig  die 
Polarebene  des  Punktes  (a,,t['i)  in  Bezug  auf  das  Ellipsoid.  Besagte 
Ebene  schneidet  daher  die  Achse  {Z,Z')  in  einem  Punkte  (o,,«',), 
welcher  mit  dem  Punkte  (a,,»',)  und  den  zu  suchenden  Ächsenend- 
punkten  {A,  A')  und  {B,B')  auf  {Z,Z')  harmonisch  liegt,  oder,  wenn 
man  bloß  auf  die  verticale  Projectiöo  Eucksicht  aimmt,  kann  die  Be- 
hauptung aufgestellt  werden,  dass  die  beiden  Achsenendpunkte  A  und 
B  die  Punkte  a^  und  «,  harmonisch  trennen. 

Bestimmen  wir  ferner  den  Schnittpunkt  {a^,a\)  der  Achse  {Z,Z') 
mit  der  zweiten  gegebenen  Tangentialebene  T^cT\  und  führen  wir 
durch  deren  Berührungspunkt  iPg,p'^)  eine  zur  Achse  {Z,Z')  senk- 
rechte Ebene  c\,  welche  diese  Achse  im  Punkte  {aa,«'^)  trifft,  so  folgt 
aus  gleichen  Gründen,  dass  die  zu  suchenden  Achsenendpunkte  A  und 
B  auch  das  Paar  a^«^  harmonisch  trennen  müssen. 

Es  handelt  sich  also  bloß  darum,  auf  Z  zwei  Punkte  A  und  B 
zu  finden,  welche  die  beiden  Punktepaare  »j  w,  und  a^a^  gleichzeitig 
harmonisch  trennen. 

Wie  wir  bereits  wissen,  bilden  die  sämmtlichen  Paare  von  Punkten, 
welche  zu  awei  Punkten  a,  und  k,  harmonisch  sind,  eine  hyper- 
bolische Involution,  deren  Doppelpunkte  die  beiden  Punkte  o, 
und  %  sind. 

Der  Centralpunkt  dieser  Involution  ist  der  Mittelpunkt  o, 
der  Strecke  %«, ,  während  die  Potenz  (der  Modul)  der  Involution 
gleich  a,  0*,  ^  a^o'^^  ist.  Zwei  conjugierte  Punkte  der  Involution, 
beispielsweise  a;,  und  |,,  liegen  bekanntlich  auf  einerlei  Seite  des 
Centralpnnktes  o^  und  genügen  der  Beziehung: 
0,  x^  .  0,  g,  =  0,  (l\  =  0,  a\. 

Ebenso  bilden  sämmtliehe  Punktepaare,  die  zu  den  beiden 
Punkten  o,  und  a^  harmonisch  sind,  eine  hyperbolische  Involution, 
welche  %  und  «j  zu  Doppelpunkten  und  den  Mittelpunkt  Oj  der 
Strecke  a^  «^  zum  Centralpunkte  hat.  Conjugierte  Punkte  x^  und  S,, 
dieser  Involution  liegen  gleichfalls  auf  einerlei  Seite  des  Centralpnnktes 
öj  und  genügen  der  Relation : 


Hosted  by 


Google 


671 

Die  gesuchten  Aehsenendpunkte  A  und  B  sind  offenbar  die  ge- 
meinschaftlichen conjugierten  Punkte  beider  luYolutionen  und  können 
etwa  in  folgender  Weise  construiert  werden. 

Man  zeichnet  über  a^a^  und  über  a^a^  ak  Durchmessern,  be- 
ziehungsweise die  Kreise  Yi  "^id  y^  und  legt  an  dieselben  eine  gemein- 
sehäftliche  Tangente  i^  r^.  Über  der  Strecke  r,  r^  dieser  Tangente, 
welche  von  den  beiden  Berührungspunkten  r^  und  r„  begrenzt  wird, 
beschreibt  man ,  r,  r^  als  Durehmesser  betrachtet ,  einen  Kreis  K, 
welcher  die  Gerade  Z  bereits  in  den  verlangten  Punkten  A  und  B 
trifft.  Denn  der  Construction  gemäß,  ist  o^r^  und  ebenso  o^r^  eine 
Tangente  des  Kreises  K\  es  ist  mithin: 

o,  j4  ,  0[  jy  =  0,  r\  =  o,  «*,  und 
o^A  .o^S  —  o^r%  ^r  a^a\. 
Die  Punkte  A  «nd  B  trennen  also  sowohl  a^a^,  als  auch  a^u^ 
harmonisch  und  sind  folglich  die  gesuchten  Achsenendpunkte. 

Der  Mittelpunkt  der  Strecke  AB  ist  sodann  der  Mittelpunkt  des 
Ellipsoides,  und  die  durch  denselben  senkrecht  zu  {Z,Z')  (also  parallel 
7,ur  horizontalen  Projectionsebene)  geführte  Ebene  t^,  die  Ebene  der 
beiden  anderen  Achsen,  Um  die  letzteren  zu  construiereu,  verfahren 
wir  folgendermaßen, 

"Wir  legen  durch  den  Punkt  (jJaiji'a)  und  dareh  die  Achse  {Z,Z') 
eine  Ebene  P^,P"a;  diese  schneidet  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse  (Z^gj^^'j), 
deren  eine  Achse  mit  jener  (,AB,A'B')  des  Ellipsoides  zusammenfallt 
und  durch  den  Punkt  (jpajp'j)  geht.  Die  Verticalprojectiou  2^,  dieser 
Ellipse  wird  daher  ebenfalls  eine  Ellipse  sein,  welche  A  B  zur  einen 
Achse  hat  und  durch  den  Punkt  p^  führt. 

Ermittelu  wir  nun  durch  Zuhilfenahme  des  über  AB  beschrie- 
benen Affinkreises  K^  die  Schnittpunkte  c^  und  d^  der  Ellipse  27^  mit 
der  Geraden  s«  und  die  Schnittpunkte  sii  und  n,  derselben  Ellipse  mit 
der  Geraden  e'„  so  repräsentieren  offenbar  c^  und  d^  die  Vertical- 
projectionen  der  Endpunkte  der  zweiten  Achse  der  Ellipse  (^^^,2^^. 
Die  Horizontalprojeetionen  c'^  und  d'^  dieser  Punkte  ergeben  sich  un- 
mittelbar in  der  Trace  PV  Gleichzeitig  stellen  {c^,c\)  und  {d^,ii\) 
zwei  einander  diametral  entgegengesetzte  Punkte  der  in  der  Ebene  s,. 
liegenden,  bisher  noch  unbekannten  Hauptellipse  (CD^J",  C'B'E'  F')6,u. 
Die  Punkte  %i  nnd  jr^,  in  welchen  die  Ellipse  2^  die  Trace  e\ 
trifft,  sind  die  Verticalprojectiouen  zweier  diametral  entgegen  liegender 
Punkte  jeaer  Ellipse,  in  welcher  die  Ebene  e'„  das  Ellijisoid  schneidet. 
Die  Horizontalprojeetionen  n\  und  n'^  dieser  Punkte  liegen  in  der 
Trace  P%. 


Hosted  by 


Google 


672 

Die  eben  bezeiebnete  Ellipse  in  der  Ebene  e'„  —  nennen  wir 
dieselbe  (ff,,  ff'i)  —  geht  aber  auch  durch  den  Punkt  (p,,p\)  und 
wird  iß  diesem  Punkte  von  der  Schnittgeraden  ((„  t\}  der  Ebene  e\ 
mit  der  Tangentialebene  T',  T'i,  berührt.  Der  Mittelpunkt  derselben 
ist  der  Schnittpunkt  der  Ebene  e'„  mit  der  Achse  (Z,Z'). 

Die  Horizontalprojeetion  ö',  dieser  Ellipse  ist  mithin  durch  den 
Mittelpunkt  m'  oder  o',  durch  zwei  Punkte  p',  und  n\  und  durch  die 
Tangente  f,  im  Punkte  p\  gegeben. 

Aus  diesen  BestimmungsstQcken  kann  anstandslos  ein  Paar 
conjugierter  Durchmesser  ^tj  ,  |to  auf  folgende  Weise  fest- 
gestellt werden. 

Zeichnen  wir  den  Durchmesser  y,  welcher  durch  den  Mittel- 
punkt p  der  Sehne  j>', )r',  geht;  der  ihm  conjugierte  Durchmesser  x 
ist  sodann  zu  der  Sehne  p',  re',  parallel. 

Betrachten  wir  nun  die  Ellipse  e',  als  affin  mit  dem  Kreise  ff^, 
welcher  über  den  bisher  noch  unbekannten  Durchmesser  iji  .  .  (x) 
beschrieben  wird.  Diesem  eonjugierten  Durchmesser  y  entspricht 
der  zur  Affinität  Sachs  e  x  senkrechte  Kreisdurchmesser  y,,-,  ferner  ent- 
spricht der  durch  p\  parallel  zu  y  gezogenen  Geraden  p\  ä  die  zu  y^ 
parallele,  also  zu  x  senkrechte  Gerade  dp^".  Da  weiters  der  Geraden 
m'p\  die  Gerade  m' p,",  und  der  Tangeute  t,'=p'^^  die  Kreis- 
tangente i,"  =  ^p,"  entsprechen  wird,  und  nebstbei  p°m'  auf  ^j)," 
senkrecht  steht,  so  erhält  man  ß,"  im  Schnitte  der  Geraden  p'S  mit 
dem  über  ffi'z/  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise  (y).  Verzeichnet 
man  aus  dem  Mittelpunkte  m'  einen  durch  p^''  gehenden  Kreis,  so  ist 
dieser  bereits  der  verlangte  Affinitätskreis  ff^.  Derselbe  trifft  die  Afft- 
nitätsachse  x  in  den  Endpunkten  g  und  ij  des  mit  ihr  zusammen- 
fallenden Ellipsendurehmessers,  und  den  Kreisdurchmesser  y„  in  den 
Punkten  ^  und  0)9,  welchen  affin  die  vermittelst  der  zu  p^'p^"  paral- 
lelen Affinitätsstrahlen  ||„,  ora^,  bestimmten  Endpunkte  £  und  m  des 
dem  Durchmesser  x  eonjugierten  Durchmessers  y  entsprechen. 

Aus  diesen  beiden  eonjugierten  Durchmessern  J-tj  und  Ita 
lassen  sieh  nun  auf  bekannte  Weise  die  Achsen  Cd'  und  e'f  der 
Ellipse  o\  leicht  construieren.  Die  Ellipse  ff',  ist  die  Horizontalpro- 
jeetion eines  zur  Hauptebene  s,  mit  der  Ebene  e'^  resultierenden  paral- 
lelen Ellipsenschnittes  (e,,  ö*,). 

Da  diese  Schnittellipse  (u,,  e',},  als  Schnitt  der  Ebene  e'„  mit 
dem  Ellipsoide,  ähnlieh  und  ähnlich  gelegen  ist  mit  der  in  der  Haupt- 
ebene 3,  liegenden  Hauptellipse  {CDEF,  G'B'E'F'),  und  da  der 
Mittelpunkt  {m,in')  von  (ff],  ff',)  anf  der  Achse  {Z,  Z')  liegt,  so  ist 
die  Horizontalprojeetion  (CD' -E'F')  concentrisch  und  ähnlich  gelegen 
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mit  der  Horizontalprojection  u',  =  (c'd'e'f'}  der  genannten  Schnitt- 
ellipse (6,,0'|),  Hieraus  folgt  aber,  dass  die  Achsen  CD'  und  E' F' 
der  Horizontalprojection  dieser  Hauptellipse  mit  den  Achsen  c'd'  und 
e'f  der  Horizontalprojection  a',  zusammenfallen. 

Nachdem  endlich  auf  dem  Durchmesser  P^^  zwei  ähnlich  liegende 
Punkte  n\  und  c'^  der  beiden  Horizontalprojectionen  gefunden  wurden, 
so  ergeben  sich  unmittelbar  die  zwei  Endpunkte  C  und  E'  vermittelst 
der  parallelen  Geradenpaare  Cc'^  und  c're',;  E'c'^  und  e'n\. 

Die  beiden  anderen  Endpunkte  D'  und  F'  liegen,  in  Bezug  auf 
0',  beziehungsweise  symmetrisch  zu  C  und  E'.  Die  Vertiealprojectionen 
C,  D,  E,  F  der  Achsenendpunkte  ergeben  sich  direct  durch  Projectioa 
der  Punkte  C',  D',  E'  und  F-  m  der  Verticaltrace  Sp.  Hiermit  sind 
die  drei  Achsen  {AB,A'ß'),  [CD,CD')  und  (EF,E'F')  des  Ellip- 
soides  gefunden,  und  folglich  die  gestellte  A 


380.  Aufgabe.  Ein  dreiachsiges  EUipsold  ist  durci  eine  Achse 
der  Lage  und  Länge  nach,  darcli  die  beiden  anderen  Achsen  der 
Lage  nach,  ferner  durch  eine  Tangente  uud  deren  Berührungspunkt 
gegeben;  die  Längen  der  beiden  Achsen  sind  zn  bestimmen. 

Sei  {AB,  A'B')  (Taf.  XXXVI,  Fig.  242)  die  gegebene  und,  wie 
wir  annehmen  wollen,  horizontal  -  projicierende  Achse;  (t,t')  die  ge- 
gebene Tangente  und  (p,p')  der  Berührungspunkt  derselben;  die  beiden 
anderen  Achsen  seien  der  Lage  nach  beziehungsweise  durch  die  zur 
Grundlinie  parallele  Gerade  {X,X')  und  die  zur  verticalen  Projections- 
ebene  senkrechte  Gerade  (Y,Y')  dargestellt. 

Legen  wir  durch  die  Achse  {AB,  A'B')  und  durch  den  Punkt 
{p,p')  eine  Ebene  P„Pa,  so  sehneidet  diese  das  EUipsoid  in  einer  Ellip'^e 
(2,X')>  welche  (AB,  A'B')  zur  einen  Achse  hat,  und  durch  den  Punkt 
(i>,  p')  geht.  Die  Vertiealprojectioa  2  dieser  Ellipse  ist  selbstverständ- 
lich wieder  eine  Ellipse,  welche  durch  p  geht,  und  deren  Achse  mit 
AB  zusammenfällt. 

Die  Tangente  {t^,  t'^)  dieser  Ellipse  {S,  2/)  im  Punkte  {p,  p') 
lässt  sich  leicht  bestimmen.  Legen  wir  nämlich  durch  (p,p')  eine  zur 
horiBOntalen  Hauptebene  s,-  parallele  Ebene  e,,  so  schneidet  diese  die 
Achse  {AB,  A'B')  in  einem  Punkte  k.  Dieser  Punkt  ist  mit  den 
beiden  Ächsenendpunkten  A  und  B  und  dem  Punkte  a,  in  welchem 
die  gesuchte  Tangente  i,  die  Achs^  (AB,  A' B')  sehneidet,  harmonisch. 
Der  Punkt  a  wird  sich  demnach  unmittelbar  ergeben ,  wenn  man  in 
dem  über  AB  beschriebeneu  Kreise  K^  die  zu  AB  seukreehte  Sehne 
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an,  und  in  dem  Endpunkte  k  derselben  die  Kreistangente  *,"  zieht, 
welche  AB  in  dem  verlangten  Punkte  a  trifft. 

Die  Gerade  {ap,a'p')  (a' p'  fällt  in  die  Horizonfcaltraee  P/,) 
repräsentiert  sonach  die  Tangente  it,,t\)  der  Ellipse  (£,2!-)  im  Punkte 
(Pii>')>  1^^^*^  jene  Ebene,  welche  durcb  dieselbe  und  durch  die  gegebene 
Tangente  (i,t')  gelegt  wird,  bestimmt  die  Tangentialebene  T,  3*  des 
Ellipsoides  im  Punkte  {p,p'}.  Hiermit  ist  das  gestellte  Problem  auf 
die  Aufgabe  278)  zurückgeführt. 


Alle  bisher  beaQglich  der  Bestimmung  eines  Ellipsoides  —  weich 
letzteres  theilweise  durch  seine  Achsen ,  theilweise  durch  Punkte, 
Tangenten  oder  Tangentialebenen  gegeben  erschien  —  durchgeführten 
Probleme  können  auch  für  den  Fall  gelöst  werden,  wenn  statt  der 
Achsen  eonjugierte  Durchmesser  der  Lage  nach  ge- 
geben sind. 

Die  Abänderung ,  welche  hierdurch  in  der  Construction  herbei- 
geführt wird,  besteht  bloß  darin,  dass  man  dort,  wo  früher  Hilfs- 
ebene» angewendet  wurden,  welche  zu  einer  Achse  senkrecht  waren, 
hier  von  Ebenen  Gebrauch  gemacht  werden  muss,  welche  zu  der  dem 
einen  gegebenen  Durchmesser  conjugierten  Durchmesserebene  parallel 
sind.  Wir  wollen  dies  an  einem  Beispiele  zeigen,  welches  mit  dem 
in  der  Aufgabe  276)  zum  Ausdruck  gebrachten  Probleme  verwandt  ist. 

§.  659. 

381.  Aufgabe.  Ein  dreiachsiges  Ellipsold  ist  durch  zwei  con- 
jngierte  Durchmesser  der  Lage  und  Länge  nach  und  durch  den  dritten 
der  Lage  nach,  femer  durch  eine  Tangente  gegeben;  es  ist  die  Länge 
des  dritten  Durchmessers  festzustellen. 

Die  beideu  gegebenen  conjugierten  Durchmesser  seien  {CD,  OD') 
und  (EF,E'F')  (Taf.  XXXVI,  Fig.  243),  der  dritte  Durchmesser 
möge  durcb  die  Gerade  {Z,  Z')  repräsentiert  werden;  ferner  seien 
((,  t')  die  Projectionen  der  gegebenen  Tangente.  Die  beiden  Durch- 
messer {CD,  CD')  und  {EF,E'F')  wählen  wir  parallel  zur  horizontalen 
Projeetionsebene ;  den  Durchmesser  (Z,  Z')  hingegen  parallel  zur  ver- 
ticalen  Projeetionsebene,  welche  Annahme,  unbeschadet  der  Allgemein- 
heit ,  getroffen  werden  kann. 

Bestimmen  wir  vorerst  den  Schnittpunkt  (s,  s')  der  Durchmesser- 
ebene  s,  der  beiden  gegebenen  Durchmesser  {CD,  CD')  und  {EF,  E'  F") 
mit  der  gegebenen  Tangente  {t,  t-) ;  ziehen  wir  ferner  von  diesem  Punkte 
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(s,s')  aus  an  die  in  der  Ebene  e,  liegende,  durcli  das  Paar  eonjugierter 
Durchmesser  (CD,  CD')  und  (£F,E'F-)  gegebene  Ellipse  die  Tan- 
genten, und  bestimmen  wir  deren  Berührungspunkte  (w,,  n\)  und 
(3E4,w'j),  mit  Hiife  des  über  einem  der  Durchmesser,  etwa  über  OB', 
beschriebenen  affinen  Kreises  K'^. 

Diese  beiden  Berührungspunkte  (3i,,jt',)  und  (Äi,3i'g)  gehören  der 
Berührungseurve  des  dem  Ellipsoide  aus  dem  Punkte  {s,  s')  amsehrie- 
benen  Kegels  an.  Nachdem  die  Ebene  der  Berührungscurve  gleieh- 
aeitig  die  Pofarebene  des  Punktes  {s,  s')  in  Bezug  auf  das  EUipsoid  ist, 
und  der  Pol  (s,s')  in  der  Durcbmesserebene  «„  liegt,  so  muss  diese 
Polarebene  au  dem  der  Durcbmesserebene  £„  conjugierten  Durchmesser 
iZ,Z')  parallel  sein;  oder  mit  anderen  Wortea:  wir  erhalten  die  Ebene 
der  Berührungscurve  als  jene  Ebene  S,Bk,  welche  durch  die  Gerade 
(ff,  jCj,  ;r',  ro'j)  parallel  Eum  Durchmesser  {Z,  Z')  gelegt  wird. 

Durch  den  Punkt  (s,  s')  geht  aber  auch  die  gegebene  Taageute 
{t,i')\  ihr  Berührungspunkt  wird  daher  kein  anderer  als  der  Schnitt- 
punkt {f,p')  derselben  mit  der  Ebene  B^Bk  sein- 

Dieser  Punkt  lj»,i>')  kann  nun  aur  Construction  der  Endpunkte 
{A,A')  und  {B,B')  des  Durchmessers  {Z,Z')  in  folgender  Weise  benützt 
werden.  Wir  legen  durch  (p,p')  und  durch  {Z,Z')  eine  Ebene  P^Ph-., 
dieselbe  schneidet  das  EUipsoid  in  einer  Ellipse  {S,  E'),  welche  durch 
den  Punkt  {p,p')  geht,  und  die  Hauptebene  £„  in  einer  Geraden  [y,  y'), 
welche  im  Vereine  mit  {Z,  Z')  ein  Paar  eonjugierter  Durch- 
messer dieser  Ellipse  (I^,-^)  darstellt. 

Die  Endpunkte  (c,c')  und  (d,d')  des  Durchmessers  (y,y') 
ergeben  sich,  vermittelst  des  Afflnkreises  X'^,  als  dessen  Schnittpunkte 
mit  der  Diametralellipse  {CD,MF;  C D',E-  F').  Die  Vertiealprojection 
2J  ist  demgemäß  eine  Ellipse,  welche  durch  p  geht,  und  von  welcher 
der  eine  Durchmesser  cd  der  Lage  und  Länge,  der  ihr  conjugierte 
Durchmesser  Z  aber  bloß  der  Lage  nach  bekannt  ist.  Es  unterliegt 
nunmehr  auch  keiner  Schwierigkeit,  vermittelst  des  über  cd  beschrie- 
benen affinen  Kreises  K^  die  Endpunkte  Ä  und  S  des  zweiten  Durch- 
messers Z  zu  bestimmen.  Besagte  Punkte  Ä  und  B  repräsentieren 
diesfalls  gleichzeitig  die  verticalen  Projectionen  der  Endpunkte  des 
dem  Ellipsoide  angehörenden  Durehmessers  (Z,  Z').  Die  Horizoutal- 
projectiOnen  A'  und  B'  ergehen  sich  unmittelbar  in  Z'. 

Aus  diesem  Beispiele  ist  bereits  zu  ersehen,  welche  Änderungen 
in  den  Constructionen  eintreten,  wenn  statt  der  Achsen  conju- 
gierte Durchmesser  als  gegeben  vorliegen. 

Alle  Hilfskegelschnitte  erseheinen  unter  der  letzteren  Voraus- 
setzung  ebenfalls  durch  conjugierte  Durehmesser  gegeben.     Statt  der 
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Ebenen,  wfilehe  zu  den  einer  Achse  eoDJugierten  Hauptebeneu  parallel 
sind,  hat  man,  den  vorliegenden  Fall  betreffeod.  solche  Ebenen  ku 
verwenden,  weiche  zu  der  einem  Durchmesser  conjugierten  Durchmesser- 
ebene  parallel  sind. 

§.  660. 
282.  Aufgabe.  Es  ist  in  centraler  Projection  der  Unirisskegel- 
schnitt  eines    dreiachsigen   EUipsoides   und    ein  Punkt  der  Fläche 
gegeben;  der  Mittelpunkt  des  EUipsoides  ist  zu  bestimmen. 

Das  Projection  Seen  trum  ist  durch  den  Hauptpunkt  A  und  die 
Distanz  AG'  (Taf.  XXXVD,  Fig.  244)  bestimmt.  Der  ümrisskegel- 
schnitt,  d.  i.  die  Ellipse,  längs  welcher  das  EUipsoid  von  dem  aus  dem 
Projeetionscentrum  C  umschriebenen  Kegel  berührt  wird,  sei  in  der 
Ebene  Bj,B^  gegeben.  Die  centrale  Projection  {K)  dieser  Ellipse  ist 
offenbar  gleichzeitig  die  Contour  des  EUipsoides  auf  der  Bild- 
ebene.  Endlich  sei  der  gegebene,  dem  EUipsoide  angehörende  Punkt  p 
durch  einen  Träger  dv  festgestellt. 

Um  den  Mittelpunkt  des  EUipsoides  zu  finden,  schlagen  wir 
folgenden  Weg  ein. 

Auf  Grund  vorausgeschickter  Erörterungen  wissen  wir  (Satz  446, 
Band  II,  und  die  folgende  Bemerkung),  dass  der  Mittelpunkt  des  EUip- 
soides, der  Mittelpunkt  eines  beliebigen  Berührungskegelschnittes  and 
der  dem  letzteren  entsprechende  Kegelscheitel  in  einer  und  derselben 
Geraden  liegen.  Im  vorliegenden  Falle  werden  sich  daher  der  Mittel- 
punkt des  EUipsoides  und  der  Mittelpunkt  der  ümrissellipse  K  auf 
einem  und  demselben  Projectionsstrahle  vorfinden  oder  mit  anderen 
Worten ,  die  Centralprojection  des  Mittelpunktes  von  K  wird  gleich- 
zeitig auch  die  Centralprojection  des  Mittelpunktes  des  EUipsoides  sein. 
Die  Centralprojection  des  Mittelpunktes  der  Beiöhrungsellipse  K 
kann  leicht  bestimmt  werden.  Nachdem  nämüch  der  besagte  Mittei- 
punkt  der  Pol  der  unendlich  fernen  Geraden  der  Ebene 
dieses  Kegelschnittes  K  ist,  so  wird  dessen  Centralprojec- 
tion M  der  Pol  der  Fluchttrace  B^  dieser  Ebene  in  Bezug  auf 
die  Contour  (Ä)  sein. 

Ist  auf  diese  Weise  die  Centralprojection  M  des  Mittelpunktes 
von  K  und  nach  den  vorstehenden  Betrachtungen  auch  des  EUipsoides 
gefunden,  so  wird  es  sich  nur  noch  darum  handeln,  den  Mittelpunkt 
des  letzteren  im  Baume  zu  bestimmen,  denselben  also  durch  einen 
Träger  zu  fixieren. 

Verbinden  wir  den  Punkt  1/mit  dem  gegebenen  Punkte  p  durch 
eine   Gerade   Pj  (P,),   so   repräsentiert    diese  Gerade  die  Trace  jener 
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ceutral-projicierenden  Ebene,  welche  den  Punkt  F  und  den  Mittelpunkt 
des  Ellipsoides  enthält.  Die  besagte  Ebene  schneidet  das  Ellipaoid 
in  einer  Diametrale\lipse  e,  die  durch  den  Punkt  p  geht  und  den  Um- 
risakegel  in  zwei  Erzeugenden,  weiche  diese  Ellipse  c  in  den  beiden 
Punkten  a  und  b  berühren,  schneidet.  Selbstverständlich  werden  diese 
Punkte  «  und  b  dem  Kegelschnitte  X,  also  auch  der  Ebene  B^Bb  an- 
gehören. 

Denken  wir  uns  diese  Stücke  um  Ps  in  die  Bildebene  umgelegt, 
so  ist  die  umgelegte  Diametralellipse  c^  durch  zwei,  durch  das  um- 
gelegte Centrum  Q  gehende  Tangenten  ti,  t^,  deren  Berührungspunkte 
a„  und  \  sind,  und  durch  den  Punkt  p^  bestimmt.  Der  Mittelpunkt  M„ 
der  umgelegten  Ellipse  Hegt  auf  dem  umgelegten  Projeetionsstrahle  Co  M- 
Derselbe  kann  mittelst  eines  collinearen  Kreises  y^  der  t^  und  t^  in 
«„  und  ßa  berührt,  leicht  festgestellt  werden ,  indem  man  die  den 
Schnittpunkten  ^i,,  und  v^  dieses  Kreises  y„  mit  CI,  Jlf  entsprechenden 
Punkte  rUg  und  n^  ermittelt,  und  die  Strecke  m^  «„,  welche  einen 
Durchmesser  von  c,,  repräsentiert,  in  M^  halbiert. 

Ziehen  wir  nun  durch  M^  eine  beliebige  Gerade  M^  D,  so  ist 
deren  Centralprojectioß  J)  V,  d.  i.  der  verlangte  Träger  leicht  zu  be- 
stimmen, da  D  F  in  Ft  fällt  und  V  durch  den  zu  M^D  parallelen 
Pluehtstrahl  C^  V  direct  erhalten  wird.  Hiemit  ist  die  Aufgabe  voll- 
ständig gelöst. 


XXVIII.    Capitei. 

Cflnstructionen  und  Aufgaben  das  dreiachsige   zweitheilige  Hyper- 
boloid betreffend. 

§.  661. 

Hierbei  wollen  wir,  wenn  anderes  nicht  ausdrücklich  bemerkt 
ist  oder  gefordert  wird,  stets  voraussetzen,  dass  die  reelle  Achse  des 
zweimanteligen  Hyperboloides  auf  der  horizontalen  Projectionsebene 
senkrecht  stehe.  Die  beiden  anderen  Achsen  mögeu  gleichfalls  specielle 
Lage  gegen  die  Projectionsebenen  erbalten  und  zwar  sei  die  große 
imaginäre  Achse  zur  Grundlinie  parallel,  während  die  kleine  imaginäre 
Achse  zur  vertiealen  Projectionsebene  senkrecht  stehe, 

Ais  Bestimmungs  mittel  für  das  Hyperboloid  wählen  wir  durchwegs 
die  beiden  Scheitel  (A,  A')  und  iB,B')  (Taf.  XXXVII,  Fig.  245),  wo- 
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durch  auch  der  Mittelpunkt  {0,0')  gegeben  ist,  und  den  Asymptoten- 
kegel, welcher  durch  seinen  Schnitt  mit  der  horizontalen  Projections- 
ebene,  d.  i.  durch  eine  Ellipse  {abcd-,  a'b'c'd'),  welche  ihren  Mittel- 
punkt in  0'  hat,  deren  große  Achse  (ab,a'li')  parallel  zur  Grundlinie 
und  deren  kleine  Achse  (c  d,  c'  d')  senkrecht  zur  Grundlinie  liegt, 
dargestellt  wird. 

Die  durch  (a  h,  a'  h')  gehende  zur  verticaleo  Projectionsebene 
parallele  Ebene  »j  ist  sowohl  eine  Hauptebene  des  Asynaptotenkegels 
als  auch  des  Hyperboloides.  Besagte  Ebene  schneidet  den  Asymptoten- 
kegel in  zwei  Erzeugenden  (T,,  Y\}  und  (Zj,  Y\),  welche  gleichzeitig 
die  Asymptoten  der  in  der  Hauptebene  *;  liegenden  Haupthyperbel  des 
Hyperboloides  repräsentieren.  Die  Scheitel  (A,  A')  und  (S,  Ü')  des 
Hyperboloides  sind  zugleich  auch  die  Scheitel  der  eben  genannten 
Haupthyperbel. 

Die  zweite  Hauptebene  ^„hh  ist  die  durch  den  Mittelpunkt 
{0,0')  gehende  horizontal-  und  vertical-projicierende,  d.  i,  zur  Grund- 
linie senkrechte  Ebene  und  die  dritte  Hauptebene,  welche  weder 
das  Hyperboloid  noch  dessen  Asymptotenkegel  in  einem  reellen  Kegel- 
schnitte schneidet,  ist  die  durch  den  Mittelpunkt  (0,  O")  gehende  zur 
horizontalen  Projectionsebene  parallele  Ebene  b. 

§.  662. 

283.  Aufgabe.  Die  Vertiealprojection  eines  auf  dem  Hyper- 
boloide gelegenen  Pnnktes  ist  gegeben;  die  Horlzontalprojection 
dieses  Punktes  ist  constructiv  zu  bestimmen. 

Erste  Methode. 

Die  gegebene  Vertiealprojection  des  Punktes  (p,  p')  auf  dem 
Hyperboloide  sei  p  (Taf.  XXXVIl,  Fig.  245). 

Um  die  horizontale  Projeetion  dieses  Punktes  zu  bestimmen, 
denken  wir  durch  denselben  eine  zur  horizontalen  Projectionsebene 
parallele  Ebene  e  gelegt.  Die  Verticaltraee  dieser  Ebene  ist  die  durch  p 
gehende  zur  Grundlinie  parallele  Gerade  e^ 

Die  Ebene  e  schneidet  das  Hyperboloid  in  einer  Ellipse  {2,  S), 
den  Asymptotenkegel  dagegen  in  einer  Ellipse  (ff,  ff').  Diese  beiden 
Ellipsen  sind  (nach  Satz  372),  eoncentrisch  und  ähnlich  gelegen.  Nach- 
dem aber  die  dem  Asymptotenkegel  angehörende  Ellipse  (ff,  ff')  mit 
der  Horiznntalspur  (abcd,  a'b'c'd')  des  Asymptotenkegels  ähnlich  ge- 
legen ist,  so  folgt,  dass  auch  die  Ellipse  (2;,  S)  mit  dieser  Horizontal- 
spur  {ab cd, a'b'c'd')  ähnlich  gelegen  sei.  Da  ferner  der  Mittelpunkt 
{m,m')   der   Ellipse   {2,2")   auf  der  horiaontal-projieierenden  Achse 
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(Ä  B,  A'  B')  liegt,  so  ist  die  horlBontale  Projectioü  -S'  derselben  eine 
mit  der  Ellipse  (a'b'c'd')  concentrische  und  ähnlich  gelegene  Ellipse. 

Die  Achsen  der  Ellipse  (-S, Z")  können  folgendermaßen  be- 
stimmt werden.  Die  große  Achse  derselben  ist  die  Schnittgerade  der 
Ebene  e  mit  der  Hauptebene  ij;  deren  Endpunkte  (a,a')  und  (ß.ß') 
sind  mithin  die  Schnittpunkte  derselben  mit  der  in  der  Ebene  •»;  lie- 
genden Haupthjperbel.  Die  verticalen  Projectiouen  a  und  ß  dieser 
Aehsene'ndpuakte  sind  demnach  die  Schnittpunkte  der  Geraden  e,  mit 
der  durch  die  Scheitel  Ä  und  B  uad  die  Asymptoten  Y,  und  Y^  ge- 
gebenen Verticalprojection  der  genannten  Haupthjperbel. 

"Wir  construieren  diesfalls  die  erwähnten  Punkte  «  und  ß  ver- 
mittelst des  die  Hyperbel  in  A  und  die  Asymptoten  Y^  uad  Y^  be- 
rührenden Collinearkreises  -£"„.  (Man  vergleiche  die  Coastruction  in 
Aufgäbe  177.)  Die  horizontalen  Projectionen  a'  und  ß'  dieser  Achsen- 
endpunkte befinden  sich  in  der  Trace  i]*. 

Da  die  Horizontalprojection  £■  =  {a'  ß'  y'  tf')  coneentrisch  und 
ähnlich  gelegen  mit  der  Ellipse  {a'b'c'd']  ist,  so  findet  man  einfach  die 
Endpunkte  y'  und  ä'  der  zweiten  Achse  auf  c'd'  vermittelst  der 
Parallelen  a' y'  und  a' c';  a'S'  und  a'd'.  Die  verticalen  Projectionen 
y  und  Ö  dieser  Achsenendpunkte  fallen  mit  der  Verticalprojection  m 
des  Mittelpunktes  voq  (2^,2^)  zusammen. 

Die  Ellipse  (£,  S%  in  welcher  das  Hyperboloid  von  der  Ebene  e 
geschnitten  wird,  ist  somit  durch  ihre  Achsen  (aß,tt'ß')  und  iyä,y'd') 
vollstäudig  bestimmt.  Auf  dieser  Ellipse  muss  der  gesuchte  Punkt 
{p,p')  liegen.  Die  Horizontalprojeetion  desselben  liegt  einerseits  in 
der  Geraden  x,  welche  durch  die  Verticalprojection  i>  senkrecht  zur 
Grundlinie  gezogen  wird,  andererseits  in  der  Horizontalprojeetion  2' 
der  Schnittellipse  und  wird  sich  daher  im  Schnitte  beider  ergeben. 

Ermittelt  man  somit  auf  Grundlage  der  bekannten  elementaren 
Construction,  vermittelst  der  beiden  über  a' ß'  und  y'Ö'  beschriebenen 
Kreise  K\  und  K'^,  die  Schnittpunkte  p'  und  p\  der  Ellipse 
(a'ß'y'd'}  =  Z'  mit  der  Geraden  n,  so  repräsentiert  jeder  dieser  beiden 
Punkte  die  Horizontalprojeetion  eines  Punktes  auf  dem  Hyperboloide, 
dessen  Verticalprojection  p  ist. 

Die  beiden  Punkte  (jJ.ii')  und  (i>,,i»',)  liegen  selbstverständlich 
symmetrisch  gegen  die  Bauptebeue  i\. 

§.  663. 
Zweite  Methode. 

Sei  p  (Taf.  XXXVH ,  Fig.  246)  wieder  die  gegebene  Vertical- 
projection des  auf  dem  Hyperboloide  festzustellenden  Punktes  {p,p'). 
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Denken  wir  uns  durch  die  Achse  {ÄB,A'B')  und  durch  den 
Punkt  p  auf  dem  Hyperboloide  eine  Ebene  P,  P*  gelegt.  Da  die 
Achse  (AB,  A' B')  horizontal-projicierend  ist,  so  muss  es  auch  diese 
Ebene  sein.  Es  ist  daher  einleuchtend,  dass,  sobald  man  die  Hori- 
zoctaltrace  P^  anzugehen  vermag,  in  derselben  auch  die  zu  bestimmeade 
Horizontaiprojection  p'  leicht  gefunden  sein  wird. 

Die  zu  suchende  Ebene  P,}',,  wird  das  Hyperboloid  offenbar  in 
einer  durch  den  Punkt  {p,p')  gehenden  Hyperbel  sehneiden,  deren 
reelle  Achse  mit  der  reellen  Achse  {AB,A'B')  des  Hyperboloides 
identisch  ist.  Die  Asymptoten  dieses  Hyperbelschnittes  werden  jene 
Erzeugenden  des  Asymptotenkegels  sein,  in  welcher  dieser  von  der 
Ebene  P^Fh  geschnitten  wird.  Die  Verticalprojection  2;  dieser  Hyperbel 
wird  selbst  wieder  eine  Hyperbel  sein,  die  durch  den  Punkt  p  geht 
und  deren  reelle  Achse  mit  AB  übereinstimmt. 

Aus  diesen  Bestimmungsstiickeu  lassen  sich  nunmehr  die  Asymp- 
toten von  S  unschwer  finden. 

Denken  wir  uns  die  Punkte  p  und  A  durch  die  Gerade  l  ver- 
bunden. Diese  Gerade  l  wird  von  der  durch  0  parallel  zur  Grund- 
linie, also  senkrecht  -m  AB  gezogenen  Geraden  ff  im  Punkte  F  ge- 
schnitten, während  die  erst  zu  findenden  Asymptoten  g^  und  g^  die 
Gerade  i  in  (i  und  v  schneiden  mögen.  Besagte  Punkte  ft  und  v 
mössea  nun  vor  allem  die  Eigenschaft  besitzen,  dass,  nach  einer  be- 
kannten Eigenthümlichkeit  der  Hyperbel  y>p=:vA,  oder,  dass,  wenn 
man  die  Strecke  Ap  in  o  halbiert,  f>,o=^vo  sei. 

Denkt  man  sich  demnach  den  Hyperbeldurchmesser  Oo  gezogen, 
so  ist  der  demselben  conjugierte  Durchmesser  parallel  zu  l.  Die 
sämmtiicheu  Paare  conjugierter  Durchmesser  der  Hyperbel  bilden  eine 
Involution,  deren  Doppelstrahlen  bekanntlich  die  Asymptoten  der 
Hyperbel  selbst  sind.  Diese  Strahleninvolution  schneidet  die  Gerade  l 
in  einer  Punktinvolution.  Der  Centralpunkt  der  letzteren  ist  offenbar  o, 
da  der  ihm  conjugierte  Punkt  (Schnittpunkt  von  l  mit  dem  zu  l 
parallelen,  d,  i,  zu  Oo  coujugierten  Durchmesser)  in  unendliche  Ent- 
fernung f^Ut.  Ein  Paar  conjugierter  Punkte  erhält  man  im  Schnitte 
A  und  F  der  Geraden  l  mit  den  Hyperbelachsen  OA  und  Oa.  Hie- 
durch  ist  die  Involution  vollständig  bestimmt. 

Zieht  man  von  dem  Centralpunkte  o  aus,  an  den  über  .^IP  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreis  y  die  Tangente  or,  so  stellt  die 
Länge  o  r,  wie  bekannt,  die  Wurzel  aus  dem  Involutionamodul  dar, 
während  die  Punkte  jx  und  v,  welche  von  o  um  die  Strecke 
Ofi.^  ov  ^=^or  entfernt  sind,  die  beiden  Doppelpunkte  der  Involu- 
tion repräsentieren. 
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Verbindet  man  die  Puakte  ,a  uud  v  mit  0  durch  die  Geraden 
^,  Mnd  g^,  so  stellen  diese  lelatgenaunten  Geraden  die  Asymptoten  der 
Verticalprojection  derjenigen  Hyperbel  (2;,  2?}  dar,  in  welcher  die 
Ebene  Pv-P*  "iaa  Hyperboloid  sehneidet.  In  dieser  Eigenschaft  sind 
aber  g^  und  g^  gleichzeitig  auch  die  Verticalprojectionen  der  in  der 
Ebene  F^Fi,  liegenden  Erzeugenden  des  Asymptotenkegels. 

Die  eine  dieser  Geraden,  beispielsweise  g^,  trifft  die  Grundlinie 
X  in  einem  Punitte  a ,  welcher  nichts  anderes  als  den  Horizontal- 
darchstoßpunkt  der  entsprechenden  KegelerKeugenden  (3,,3',)  darstellt. 
Die  horizontale  Projection  a'  dieses  Punktes  muss  somit  auf  der 
Ellipse  {a'h'c'd')  liegen. 

Bestimmt  man  daher  die  beiden  Punkte  a'  und  «',,  in  welchen 
die  Ellipse  (a' b' c' d')  von  der  durch  a  senkrecht  mr  Grundlinie 
gezogenen  Geraden  jt  getroffen  wird,  vermittelst  der  über  den  Achsen 
«'&' und  c'(/' als  Durchmessern  beschriebenen  Hilfskreise  K\  und  K\. 
so  kann  jeder  dieser  Punkte  als  HorizontaldurchstoiSpunkt  der  frag- 
lichen Kegelerzengendeu  {g„  ff'i)  betrachtet  werden. 

Wählen  wir  zu  diesem  Zwecke  allenfalls  den  Punkt  a,  so  ist 
die  in  der  Ebene  PcPh  liegende  Kegelerzeugende  durch  die  Pro- 
jeetionen  g^  nnd  ff\  ^  0' a'  repräsentiert.  Nachdem  aber  die  Ebene 
P^Pi,  eine  horizontal-projicierende  ist,  so  stelit  5',  =  0'«' gleichzeitig 
die  Horizontaltrace  P/,  derselben  dar.  Auf  dieser  letzteren  muss  nun 
auch  die  Horizontalprojection  p'  des  gesuchten  Flächenpunktes  {p,p'), 
welcher  somit  vollkommen  bestimmt  ist,  liegen. 

Der  zweite  Punkt  (p,  p',) ,  welcher  der  gegebenen  Vertieal- 
projection  j)  entspricht,  liegt,  wie  schon  vorher  sichergestellt  wurde, 
symmetrisch  mit  {p,  p')  gegen  die  Hauptebene  ij ;  seine  Horizontal- 
projection  p\,  daher  symmetrisch  mit  p'  in  Bezug  auf  i/a.  Selbstver- 
ständlich würde  sich  diese  Projection  direet  ergeben  haben,  wenn  man 
statt  a'  den  Punkt  ß',,  also  die  Gerade  «',  0'=P'i,  benutzt  hätte. 

§.  664. 

384.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  zweitheiligen,  drei- 
achsigen Hyperboloides  mit  einer  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallelen  Ebene  zu  ermitteln. 

Die  Horizontaltrace  der  gegebeneu  Ebene  e  sei  e/,  {Taf.  XXXVII, 
Fig.  247).  Da  diese  Schuittebene  zur  verticalen  Projectionsebene,  also 
auch  zur  Häuptebene  tj  des  Hyperboloides  parallel  ist,  so  schneidet 
sie  das  letztere  in  einer  Hyperbel,  welche  mit  der  in  der  Ebene  ij 
liegenden  Haupthyperbel  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist. 
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Die  Asymptoten  (»/,,  */'i)  uod  («/„;/',.)  der  Sehnitthyperbel 
werden  mithin  zu  deu  Asymptoten  (7,,  Y\)  und  {Y^,  Y'^  der  ge- 
nannten Haupthyperbel  parallel  sein. 

Da  ferner  der  Mittelpunkt  (o,  o')  der  Sclinittliyperbel  auf  der 
zu  ihrer  Ebene  e*  senkrechten  Achse  des  Hyperboloides,  d.  i.  auf  der 
durch  den  Flächenmitteipunkt  {0  0')  gehenden  vertical-projieierenden 
Geraden  liegt,  so  folgt,  dass  die  Verticalprojection  der  Schnitthyperbel 
mit  der  Verticalprojection  der  Haupthyperbel  in  r/  concentrisch  ist, 
und  dass  mithin  die  Asymptoten  p„  y^  und  Y^,  Y^  dieser  Vertical- 
projectionen,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Verticalprojectionen  der  Asymp- 
toten beider  Hyperbeln,  zusammenfallen. 

Die  reelle  Achse  der  Sehnitthyperbel  ist  parallel  zur 
Achse  {AB,  A' B')  der  ihr  parallelen  Haupthyperbel;  dieselbe  wird 
daher  durch  die  durch  {o,  o')  gehende  horizontal-projicierende  Gerade 
{z,  0')  dargestellt  erseheinen. 

Es  erübrigt  schließlich  noch ,  die  Scheitel  der  Sehnitt- 
hyperbel, d.  i.  die  Schnittpunkte  des  Hyperboloides  mit  der  hori- 
zontal-projicierenden  Geraden  (^,b')  zu  bestimmen. 

Die  Horiaontalprojectionen  A',  und  B\  dieser  Punkte  fallen 
mit  0'  oder  s"  zusammen.  Denken  wir  uns  durch  einen  der  zu  bestim- 
menden Scheitel,  beispielsweise  durch  {Ä^,  A\j  eine  zur  horizontalen 
Projectionsebene  parallele  Ebene  e'  gelegt. 

Sind  wir  im  Stande,  die  Lage  der  Vertiealtrace  e\  dieser  Ebene 
e'  zu  filieren,  so  ist  auch  die  Verticalprojection  A,  des  gesuchten 
Scheitels  bestimmt,  da  diese  offenbar  im  Schnitte  von  e\.  und  e  er- 
halten wird. 

Die  darch  (A,,  A\)  geheade  Ebene  e'  schneidet  das  Hyperboloid 
in  einer  Ellipse,  deren  HoriKontalprojection  unmittelbar  durch  ihre 
Achsen  a'ß',y'S'  dargestellt  werden  kann.  Da  nämlich  die  Horiaontal- 
projection  dieser  Ellipse  concentrisch  und  ähnlich  gelegen  ist  mit 
der  Ellipse  (a'b'c'd'),  so  repräsentiert  der  in  c'  d'  liegende,  der 
Ellipse  angehörende  Punkt  A\  bereits  den  einen  Acbsenend- 
punkt  y'.  Den  Endpunkt  a'  der  zweiten  zur  Grundlinie  parallelen 
Achse    erhält    man  vermittelst  der  bu  c'a'  parallelen  Geraden  y'«'. 

Nachdem  ß'  in  der  Trace  jj^  der  Hauptebene  ij  liegt,  so  stellt 
dieser  Punkt  die  Horizontalprojection  eines  auf  der  Haupthyperbel  in 
?;  liegenden  Punktes  (k,  a')  dar ,  dessen  Verticalprojection  a  sich  im 
Schnitte  der  durch  die  Horizontalprojection  «'  senkrecht  zur  Grund- 
linie gezogenen  Geraden  X  mit  der  Verticalprojection  der  Haupthyperbel 
ergeben  wird. 
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Unsere  weitere  Aufgate  besteht  sonach  uur  darin,  ndie  Schnitt- 
punkte einer  Hyperbel,  welche  durch  die  reelle  Achse  AB  und  durch 
die  Asymptoten  Y,,  Y.^  gegeben  ist,  mit  einer  zur  reellen  Achse 
paralleiea  Geraden  A  zu  conatrnieren". 

Betrachten  wir  zu  diesem  Behufe  vorübergehend  die  Hyperbel 
{AB,  Yj  Y„),  als  die  Hauptmeridianhyperbel  eines  wiadschiefeu 
RotatioHShyperboloides ,  für  weichen  Fall  wir  jedoch  die  Grundlinie 
oder  Projectionsachse  mit  der  reellen  Achse  AB  zusammenfallend 
voraussetzen  wollen. 

Unter  dieser  Annahme  stellt  der  über  der  reellen  Achse  AB  als 
Durehmesser  beschriebene  Kreis  K  die  horizontale  Projectiou  des 
Kehlkreises,  und  die  zur  Achse  AB  parallele  Tangente  ij',  dieses 
Kreises  die  Horizontal  pro jeetion  einer  Erzeugenden  des  Kotations- 
hyperboloides  dar,  als  dessen  Terticalprojection  die  eine  oder  die  andere 
Asymptote,  etwa  F,,  angenommen  werden  kaaii.  Gleichzeitig  reprä- 
sentiert sodann  die  Gerade  k  die  Verticaltrace  einer  Parallelkreisebene. 
Der  Punkt  [ff,e'),  in  welchem  die  Erzeugende  (Y,,);',}  die  Parallel- 
kreisebene l  trifft,  ist  ein  Punkt  des  Paralleikreises ,  welcher  sonach 
vollkommen  bestimmt  erscheint.  Die  Endpunkte  k  und  a,  der  Vertical- 
projection  dieses  Parallelkreises  sind  bereits  die  gesuchten  Scbnitt- 
punkte  der  Geraden  i.  mit  der  Hyperbel  {AB,  Y^Y^). 

Kehren  wir  nach  dieser  Abschweifung  zu  der  eigentlich  gestellten 
Aufgabe  zurück,  so  kennen  wir  nunmehr  einen  Punkt  {a,a'}  der  zur 
horizontalen  Projectionsebene  parallelen  Ebene  e',  welche  das  Hyper- 
boloid m  jener  Ellipse  sebneidet,  deren  Achsen  in  der  horizontalen  Pro- 
jection  dunh  a  ß'  und  j  d'  dargestellt  sind.  Die  Verticaltrace  e',  dieser 
Ebene  t'  ist  die  dnich  «  zur  Grundlinie  parallel  gezogene  Gerade.  Im 
Durchsi^bnitte  der  letzteren  mit  Z  erhalten  wir,  wie  bereits  im  Beginne 
unserer  diestalligen  Betrichtung  nachgewiesen  wurde,  die  Verticalpro- 
jection  A^  des  einen  SLheitels  der  zu  bestimmenden  Schnitthyperbel. 

Die  Verticalprojectioa  B^  des  zweiten  Seheiteis  liegt  mit  Ä, ,  in 
Bezug  dut  den  Mittelpunkt  0  (oder  o),  symmetrisch,  und  könnte,  wie 
man  sich  leicht  überzeugt,  auch  im  Schnitte  der  Achse  Z  mit  der 
durch  den  zweiten  Schnittpunkt  a^  von  A  und  der  Haupthyperbel 
{AB,  y,  r^)  parallel  zur  Grundlinie  gezogenen  Geraden  e^„  erhalten 
werden. 

Die  Sehnitthyperbel  ist  somit  durch  ihre  Asymptoten 
{y„  ij',)  und  (^„  j/'j)  und  durch  ihre  Scheitel  (A^,A\)  und  {B,,B\) 
dargestellt,  und  folglich  die  gestellte  Aufgabe  gelöst. 
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386.  Aufgabe.   Es    sind    die  Solmittpunkte  eines 
zweitheiligen  Hyperboloides    mit  einer   zur  vertiealen  Projeetions- 
ebene  parallelen  Geraden  {g,  g')  zu  eonstruieren. 

Entsprechend  der  gemachten  Voraussetzung,  dass  die  Gerade  {g,g') 
(Taf.  XXXVII,  Fig.  248)  zur  verticalea  Projectionsebene  parallel  sei, 
kann  man  durch  dieselbe  eine  zur  vertiealen  Projectionsebene  parallele 
Ebene  e^  legen.  Diese  Ebene  e  schneidet  das  Hyperboloid  nach  einer 
Hyperbel,  deren  Scheitel  {Ä^,A\)  und  (B^,B\)  so  wie  in  der  vorher- 
gehenden Aufgabe  ermittelt  werden. 

Die  Verticalprojection  dieser  Hyperbel,  welcher  auf  Gruad  voraus- 
geschickter Erörterungen  gleichfalls  die  Asymptoten  Y^,  Y^  zukommen, 
schneidet  die  Verticalprojection  g  der  gegebenen  Geraden  in  zwei 
Punkten,  welche  offenbar  die  Vertiealprojectionen  der  gesuchten  Schnitt- 
punkte darstellen  werden. 

Die  besagten  Schnittpunkte  p^  und^g  der  Hyperbel  {A^B^,  Y^J^) 
mit  der  Geraden  g  erhält  man  einfach  vermittelst  des  den  Asymp- 
toten eingeschriebenen  und  durch  Ay  gehenden  Coliinearkreises  K,,. 
Sind  dieselben  construiert,  so  findet  man  unmittelbar  die  Horizontal- 
projectionen  p\  und  p'„  dieser  Schnittpunkte  in  der  Horizontalprojec- 
tion  g'  der  gegebenen  Geraden. 

EinezvFeite  Methode  behufs  Bestimmung  der  Schnittpunkte  (Pi,;-i',) 
und  (Pi,j>'j)  werde«  wir  an  späterer  Stelle  kennen  lernen. 

§.  666. 

286.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  dreiachsigen,  zweithei- 
ligen Hyperboloides  mit  einer  vertical  -  projicierenden  Ebene  zu  eon- 
struieren. 

a)  Die  schneidende  Ebene  ist  zti  keiner  Erzeugenden 
des  Asymptoteukegels  parallel;  deren  Schnitt  mit  dem  Hyper- 
boloide ist  somit  eine  Ellipse. 

Die  schneidende  Ebene  sei  durch  ihre  Tracen  E„  Ei,  (Taf.  XXXVII, 
Fig.  249)  gegeben.  Der  Voraussetzung  gemäß  wird  diese  Ebene,  parallel 
zu  sich  selbst  so  weit  verschoben  bis  sie  durch  dea  Mittelpunkt  (0,0') 
des  Hyperboloides  geht,  den  Asymptoten kegel  n'icht  in  reellen  Er- 
zeugenden schneiden;  ihre  Horizontaltrace  wird  also  nach  der  Verschie- 
bung die  Gerade  a'b'  außerhalb  der  Strecke  a'i'  treffen  müssen. 

Die  schneidende  Ebene  ist  eine  vertical-projicierende  und  mithin 
eine  auf  der  Haupt-  und  Symmetrieebene  t]  des  Hyperboloides  senk- 
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rechte  Ebene.  Es  wird  folglich  auch  die  Sehnittellipse  durch  die  Haupt- 
ebene ij  symmetrisch  getheilt  werden,  oder,  was  dasselbe  ist,  di« 
Schnittgerade  {<t,  e')  der  Hauptebene  tj  mit  der  schneidenden  Ebene 
EfEh  wird  eine  Achse   der  Schnittellipse  repräsentieren. 

Die  Endpunkte  dieser  Achse  sind  die  Schnittpunkte  derselben 
mit  der  in  der  Ebene  fj  liegenden  HaupthyperbeJ.  Die  Vertlcalprojee- 
tioneii  m  und  n  derselben  ergeben  sich  als  Schnittpunkte  der  Trace 
E,  =  0  tQit  der  Hyperbel  (AS,YiY^)  vermittelst  des  Collineav- 
kreises  K^.  Aus  den  verticalen  Projectionen  m  und  n  können  die 
Horizontalprojectionen  m'  und  n'  dieser  Schnittpunkte  ,  die  sich  in 
7jh  =  ö'  ergeben,  unmittelbar  abgeleitet  werden. 

Halbieren  wir  die  Achse  {mn,  m'w)  im  Punkte  (0,0'),  so  stellt 
der  letztbezeichnete  Punkt  den  MitteJpunkt  der  Schnittellipse  und  die 
durch  denselben  in  der  Ebene  EcEi^  zu  (e,  e')  senkrecht  gezogene, 
yertical-projicierende  Gerade  {nr,3i')  die  zweite  Achse  der  Schnittellipse 
dar.  Die  Endpunkte  (r,  r')  und  {s,  s')  dieser  Achse  sind  jene  Punkte 
des  Hyperboloides,  deren  Verticalprojectionen  in  o  =  ro  zu  suchen  sind. 
Die  HoriBontalprojectionen  r'  und  s'  wird  man,  da  bereits  vorbereitende 
Constructionen  bezüglich  des  Collinearkreises  K^  vorliegen ,  nach  der 
ersten  Methode  der  Aufgabe  283)  anstandslos  bestimmen  können. 

Die  gesuchte  Schnittellipse  ist  somit  durch  ihre  Achsen  {mn,m-n') 
und  {rs,r's')  festgestellt. 

§.  667. 

h)  Die  schneidende  Ebene  E^E,,  ist  parallel  ?,«  zwei 
Erzeugenden  des  Asymptotenkegels;  die  Schnittcurve  mithiu 
eine  Hyperbel. 

Wie  im  vorhergehenden  Falle,  so  wird  auch  hier  die  Schnitt- 
gerade {s,s')  (Taf.  XXXVin,  Fig.  250)  der  schneidenden  Ebene  E,Eh 
noit  der  Hauptebene  ti  eine  Achse,  und  zwar  die  reelle  Achse  der 
Schnitthyperbel  darstellen.  Die  Endpunkte  dieser  Achse  sind  die 
Schnittpunkte  derselben  mit  der  in  der  Ebene  tj  liegenden  Haupt- 
hyperbel; ihre  Verticalprojectionen  m  und  n  ergeben  sich  auf  bekannte 
Weise  (mittelst  des  Collinearkreises  K,^  als  die  Schnittpunkte  von  s 
mit  der  Hyperbel  {AB,  riTj).  Aus  m  und  w  leitet  man  direct  die 
Horizontalprojectionen  m'  und  n',  die  sich  in  ijd  vorfinden,  ab. 

Da  im  vorliegenden  Falle  die  Endpunkte  der  zweiten  zu  (s,  s') 
senkrechten  Achse  der  Schnitthyperbel  imaginär  sind,  so  werden  wir 
für  die  Fisierung  der  letzteren  andere  Bestimmungsstücke,  und  zwar 
die  Asymptoten,  wählen. 
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Der  Mittelpunkt  der  Schnitthyperbel  ist  der  Halbieruagspuukt 
(0,0')  der  eben  gefundenen  Achse  (»km,  in'n').  Durch  diesen  Punkt  (o,oO 
gehen  die  Asymptoten  der  zu  bestimmenden  Sehuitthyperbel,  und  siod 
dieselben  zu  jenen  Erzeugenden  des  Asymptotenkegels  parallel,  welche 
eine  zur  schneidenden  Ebene  U^Eh   parallele  Lage  besitzen. 

Legen  wir  daher  durch  den  Mittelpunkt  (0,0')  des  Hyperboloides, 
parallel  zu  der  gegebenen  Ebene  Jß^Ei,,  eine  Ebene  e^e*,  so  sehneidet 
dieselbe  den  Asymptoteakegel  in  zwei  Erzeugenden  (3,, 3',)  und  (g^,  g\), 
deren  Verticalprojectionen  3,  und  g^  in  die  Trace  e^  fallen.  Die  hori- 
zontalen Projectionen  g\  und  g'^  ergeben  sich  als  die  Verbindungs- 
geraden von  0'  mit  den  beiden  Punkten  «',  und  a\,  in  welchen  die 
Ellipse  {a'h'c'd')  von  der  Horizontaltrace  e*  getroffen  wird. 

Die  Punkte  k',  und  «',  können  vermittelst  der  über  den  Achsen 
a'h'  und  c'd'  als  Durchmessern  beschriebenen  Hilfskreise  K\  und  K\ 
bequem  gefunden  werden.  Die  Kegelerzeugenden  (g,,g\)  und  {g^^g'^ 
sind  nun  diejenigen,  welche  zur  schneidenden  Ebene  E„Ek  parallel 
sind.  Zieht  man  zu  denselben  durch  (0,0')  die  Geraden  (ff|,ff'i)  und 
(ffj.ö'a)  parallel,  so  repräsentieren  diese  letzteren  die  Asymptoten  der 
Schnitthyperbel,  welche  somit  vollständig  bestimmt  ist. 

§.  668. 

287.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  dreiachsigen,  zweithei- 
ligen  Hyperboloides  mit  einer  beliebigen  Geraden  zu  constrnieren. 

Dieses  Problem  kann  leicht  auf  die  vorige  Aufgabe  und  auf  die 
bereits  erörterte  Construction  der  Schnittpunkte  einer  Geraden  mit 
einer  Ellipse  oder  einer  Hyperbel  zurückgeführt  werden. 

Man  legt  nämlich  durch  die  gegebene  Gerade  eine  vertieal-pro- 
jicierende  Ebene  E,  und  bestimmt  den  Schnitt  derselben  ebenso,  wie 
in  der  vorhergehenden  Aufgabe  besprochen  wurde.  Die  Horizontalpro- 
jection  des  Schnittes  ist,  im  Falle  dieser  eine  Ellipse  ist,  wie  wir 
vorher  fanden ,  durch  beide  Achsen  m'  n'  und  r'  s'  (Taf.  XXXVIl, 
Fig.  249)  oder,  im  Falle  einer  Hyperbel,  durch  die  reelle  Achse  und 
durch  die  Asymptoten  m-n\  resp.  a\,  o\,  (Taf.  SXXVIII,  Fig.  250) 
bestimmt. 

In  den  beiden  eben  angeführten  Fällen  kann  man  ohne  jedwede 
Schwierigkeit  die  Schnittpunkte  dieser  Kegelschnitte  mit  der  Hori- 
zonts Iprojection  der  gegebenen  Geraden  (durch  Affinität,  resp.  Collinea- 
tion  mit  einem  Kreise)  erhalten.  Die  letzteren  werden  sodann  bereits 
die  Horizontal  projectionen  der  gesuchten  Schnittpunkte  repräsentieren. 
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288.  Aufgabe.  Es  sind  die  Schnittpunkte  eines  dreiachsigen, 
zweitheiligen  Hyperboloides  mit  eiaer  horizontal- projicierenden  Geraden 
zn  construieren. 

Würde  man  diesfalls,  sowie  bei  den  vorhergegangenen  Problemen 
dnrch  die  gegebene  Gerade  eine  vertical-projieierende  Ebene  legen,  so 
würde  diese  gleichaeitig  anch  horizontal-projicierend  sein  und  man 
könnte  deren  Schnitt  mit  dem  Hyperboloide,  ohne  vorher  eine  Drehung 
auszuführen,  zur  Construction  der  verlangten  Schnittpunkte  nicht 
benützen.  Einfacher  wird  der  nachstehend  eingeschlagene  Weg  zum 
Ziele  führen. 

Führen  vrir  nämlich  durch  die  gegebene  horizontal-projiciereude 
Gerade  {g,9')  (Taf.  XXXVIII.  Fig.  251)  und  durch  die  Achse  {AB, 
A'B')  des  Hyperboloides  die  horizontal-projicierende  Ebene  P^^i,,  so 
schneidet  diese  Ebene  das  Hyperboloid  in  einer  Hyperbel,  deren  reelle 
Achse  mit  der  reellen  Achse  {AB,  A'B')  des  Hyperboloides  zusammen- 
fällt, und  deren  Asymptoten  diejenigen  Erzeugenden  des  Asymptoten- 
kegels sind,  in  welchen  derselbe  von  der  Ebene  I'^Bh,  geschnitten 
wird.  Die  Horizontal-Durchsloßpunkte  a'^  und  a'^  dieser  Kegelerzeu- 
genden erhält  man  als  die  Schnittpunkte  der  Trace  Pj  mit  der 
Ellipse  {a'h'e'ä')  vermittelst  des  über  a'h'  als  Durehmesser  beschrie- 
benen Äffinkreises  K^.  Die  verticalen  Projectionen  «,  und  «^  liegen 
in  der  Grundlinie. 

Die  Geraden  0,  =  «,  0  und  9^  =  c^  0  sind  die  Verticalpro- 
jectionen  der  in  der  Ebene  P„Pa  liegenden  Erzeugenden  des  Asymptoten- 
kegeis,  also  auch  die  Asymptoten  jener  Hyperbel,  welche  die  Vertical- 
projeetion  des  Schnittes  der  Ebene  P„Pä  mit  dem  Hyperboloide 
darstellt. 

Die  Schnittpunkte  dieser  Hyperbel  {AB,  0,0^)  mit  der  Vertical- 
projection  g  der  gegebenen  Geraden  sind  sodann,  wie  an  und  für  eich 
klar,  die  Vertiealprojectionen  der  gesuchten  Schnittpunkte.  Dieselben 
können  entweder  mit  Hilfe  des  den  Asymptoten  o^  und  flj  ein- 
geschriebenen, durch  A  gehenden  Collinearkreises  gefunden  werden, 
oder  auch  dadurch,  dass  man  in  gleicher  Weise,  wie  in  Aufgabe  284) 
die  Hyperbel  {AB,  ff,  a^)  als  Hauptmeridian byperbel  eines  wind- 
schiefen Rotationshyperboloides  betrachtet,  und  die  zu  suchenden 
Schnittpunkte  p,  und  p^,  als  die  Projectionen  der  Endpunkte  des  in 
3  sich  projiciereaden  Parallelkreises  auffasst. 
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§.  670. 
289.  Aufgabe.    Der  Schnitt   eines    zweitheiligen,    dreiachsigen 
Hyperboloides   ist  mit  irgend  einer  beliebig  gegebenen  Ebene  E„F,. 
zu  eonstmieren. 

a)  Die  parallel  zur  achneidenden  Ebene  E^Eh 
(Taf.XXSVIII,rig.252}  durch  den  Mittelpunkt  {0,0')  gelegte 
Ebene  schneidet  den  Asy  mptotenkegel  nicht  in  reellen 
Erzeugenden;  der  Schnitt  mit  der  Ebene  E,Bh  ist  sonach 
eine  Ellipse  (S,  Z-}. 

Mau  kann  ohne  besondere  Schwierigkeit  direct  ein  Paar  con- 
jugierter  Durchmesser  dieser  Schnittellipse  (Z:,  2^')  eonstmieren. 

Wir  wissen  nämlich  (nach  Satz  3721,  dass  jpde  Ebene  das  Hyper- 
boloid und  dessen  Asymptotenkegel  in  concentiisehen,  ähnlichen  und 
ähnlieh  gelegenen  Kegelschnitten  schneidet  Coniugierte  Durehmesser 
des  einen  Kegelschnittes  sind  daher  gleichzeitig  auch  conjugierte 
Durehmesser  des  zweiten  Kegelhchnittei 

Diese  Eigenschaft  führt  zu  der  folgenden  LSsung.  Wir  führen 
an  die  Horizontalspur  {a'h'r',1')  des  Asymptotenkegels  die  Tangenten 
T  und  Ta  parallel  zu  der  Horizontaltraee  Ei,  nnd  bestimmen  deren 
Berührungspunkte  d\  und  d\,  was  anstandslos  entweder  mittelst  der 
Brennpunkte  f,  und  f,.  oder  mit  Hilfe  des  Affiakreises  Kg  geschetien 
kann.  Die  Vertiealprojectionen  <J,  und  d^  dieser  Berührungspunkte 
liegen  in  der  Grundlinie. 

Die  Schnittpunkte  (ji,  fi')  und  (v,  v')  der  durch  die  Punkte 
^ö^,ö\)  und  (tfa.'S'a)  gehenden  Kegelerzeugenden  (Orf,,0'd',)  =  (gi,g\) 
und  (OÄg,  O'd'a)  =  (3j,  g\)  mit  der  Ebene  E^Ek  repräsentieren,  wie 
wir  aus  Yorhergegangenem  wissen,  die  Endpunkte  eines  Durchmessers 
des  Kegelschnittes  (2;,,2:',),  in  welchem  der  Asjmptoteakegel  von 
der  Ebene  E^Eh  getroffen  wird.  Ferner  ist  bereits  bekannt,  dass 
der  diesem  Durchmesser  (ftv,  fi'v")  conjugierte  Durchmesser  derjenige 
sei,  weicher  durch  den  Mittelpunkt  {o,  o')  (Halbierungspunkt  von 
[!iv,  i^'v'])  parallel  zur  Horizontal trace  Eh  der  schneidenden  Ebene 
geführt  wird.  Die  Endpunkte  (q,  p'}  und  (ff.  e')  desselben  werden  als 
Sehnittpupkte  mit  dem  Asymptoten kegel  auf  die  schon  mehrfach 
besprochene  Weise  festgestellt. 

Hiernach  erhalten  wir  die  Ellipse  {S,,  £\),  in  welcher  die 
Ebene  E^Eh  den  Äsymptotenkegel  schneidet,  durch  das  Paar  con- 
jiigierter  Durchmesser  (iiv,n'v'),  (pff,  p'e')  dargestellt.  Die  Geradea 
ip.,',(i'v')  und  (pff,  e'ö')  sind  aber,  was  ihre  Lage  anbelangt,  gleich- 
zeitig auch   conjugierte  Durchmesser   der   mit   der  Ellipse  {2:^,1:',) 
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coBcentrisch  und  ähnlich  gelegenen  Schnitlellipse  (2;,  Z')  der  Ebene 
£:,Ei,  mit  dem  Hyperboloide;  die  Endpunkte  dieser  Durchmesser 
werden  daher  die  Schnittpunkte  der  genannten  Geraden  ((iv,  fi'v') 
und  (pff,  p'ö'J  mit  dem  Hyperboloide  sein. 

Die  Schnittpunkte  dieser  Geraden,  etwa  jene  von  {.uv,  fi'v'),  mit 
dem  Hyperboloide  lassen  sich  leieiit  construieren.  Besäte  Gerade 
liegt  nämlich  in  der  durch  die  Achse  {AB,A'B')  gehenden,  die 
Kegelerzeugenden  {g„ g',)  und  (g^,g'^)  enthaltenden  horizontal-projicie- 
renden  Ebene  P.P^.  Diese  Ebene  P.P^  schneidet  das  Hyperboloid 
in  einer  Hyperbel,  deren  reelle  Achse  die  Pläehenachse  {ÄB,Ä'B') 
ist  und  deren  Asymptoten  die  vorgenannten  Kegelerzeugenden  (g^g',) 
^^^  (Si^ff'o)  sind.  Die  Vertiealprojection  dieser  Hyperbel  ist  mithin 
durch  die  reelle  Achse  AB  und  durch  die  Asymptoten  g,  und  g^ 
gegeben.  Bestimmen  wir  die  Schnittpunkte  m  und  n  derselben  mit 
der  Vertiealprojection  (tv=S  des  vorgenannten  Durehmessers  durch 
Zuhilfenahme  des  den  Asymptoten  3,  und  g^  eingeschriebenen,  durch 
A  gehenden  CoUinearkreises  K'^,  so  repräsentieren  die  bezeichneten 
Punkte  die  Verticalprojectionen  der  Schnittpunkte  von  (^v,  (i'v')  mit 
dem  Hyperboloide.  Die  Horizontalprojectionen  m'  und  «'  ergeben 
sich  unmittelbar  auf  n'v'  =  S'. 

Den  einen  Dnrehmesser  der  gesuchten  Schnittellipse  (S,  Z') 
erhalten  wir  somit  durch  {mn,  m'n'}  dargestellt.  Der  ihm  eonjugierte 
Durehmesser  fällt  der  Lage  nach  mit  (pö,  q'q')  zusammen.  Die  Bnd- 
punkte (r,  r')  und  (s,  s')  desselben  ergeben  sich,  infolge  der  Ähn- 
lichkeit und  der  ähnliehen  Lage  der  beiden  Ellipsen  (S,  S)  und  {S  ,S  ), 
vermittelst  der  betreffenden  parallelen  Geraden  mr,  ns,  jip  und  be- 
ziehungsweise m-r',  n's'  und  h'q',  womit  die  gestellte  Aufgabe,  den 
Bedingungen  entsprechend  gelöst  erscheint. 

§.  671. 

b)  Die  Schaittcurve  der  Ebene  E  mit  dem  Hyper- 
boloide sei  eine  Hyperbel.  Unter  dieser  Voraussetzung  muss  die 
sehneidende  Ebene  E,E^  (Taf.  XXXVIII,  Fig.  253)  eine  solche  Lage 
annehmen,  dass  die  parallel  zu  ihr  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0') 
des  Hyperboloides  gelegte  Ebene  e^ei,  den  Asymptoten kegel  in  zwei 
reellen  Erzeugenden  (g,,g',),  ig^.g't]  schneidet. 

Die  letztgenannten  Erzeugenden  können  dadurch  bestimmt  werden, 
dass  man  mittelst  des  über  a'h'  beschriebenen  Affinkreises  K^  die 
Schnittpunkte    (k,  ,  «',)    und    («j,  a\)    der    Horizontaltrace    e*    mit 
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der  Ellipse   (a'b',  c'd')   ermittelt   und  diese  Punkte  mit   dem  Mittel- 
punkte {0,  0')  verbindet. 

Bestimmen  wir  ferner  die  Tangentialebenen  des  Äsymptoten- 
kegels  längs  der  Erzeugenden  (0«„0'<.',)  und  (0<.„  O'a/)^  Die 
Horizontaltraceu  derselben  sind  die  Tangenten  t.  und  r^  der  Ellipse 
ia'b'c-d')  in  den  Punkten  cc\  und  «',.  Ermittelt  man  weiters  die 
Schnittgeraden  (ff„  ö',)  und  (e„  «',)  dieser  Tangentialebenen  mit  der 
gegebenen  Ebene  £,-Eä,  so  ist  bekannt,  dass  die  letztgenannten  Geraden 
die  Asymptoten  jener  Hyperbel  {S,,^,')  repräsentieren,  ii  weieber 
die  Ebene  E„Ek  den  Asymptotenkegel  schneidet,  während  deren  Schaitt- 
punkt  (0,  0')  den  Mittelpunkt  dieser  Hyperbel  darstellt. 

Nach  Satz  372)  schneidet  aber  die  Ebene  E.E^  das  Hyper- 
boloid gleichfalls  in  einer  Hyperbel  {£,2;'),  welche  mit  der  vorge- 
nannten Hyperbel  f^,,  Z\)  conceatrisch  und  ähnlich  gelegen  ist. 
Diese  beiden  Hyperbeln  (i^,  S-)  und  i^,  ^,)  haben  somit  die  vor- 
bezeichneten  Asymptoten  gemein.  Die  Ueradea  {o,,^;)  und  (ffj.ö',) 
werden  dem  zufolge  bereits  die  Asymptoten  der  gesuchten 
Schnitthyperbel  repräsentieren.  Die  reelle  Achse  der  Hyperbel 
{2;,  I^  finden  wir  unmittelbar  als  die  eine  Winkelhalbierende  der 
beiden  Asymptoten. 

Behufs  deren  Gonstruction  legen  wir  den  Mittelpunkt  (o ,  o') 
der  Schnitthyperbel  um  die  horizontale  Trace  Eh,  in  die  horizontale 
Projectionsebene  nach  o„  um.  Verbinden  wir  diesen  Punkt  o„  mit 
den  Horizontal- Durchstoßpunkten  d',  und  Ö'^,  so  ergeben  sich  die  um- 
gelegten Asymptoten  in  ff'o  und  6\\  halbieren  wir  ferner  den  Winkel 
(e'  ,  e\)  (man  findet  leicht,  in  welchem  Winkelraume  die  reelle  Achse 
liegt)  und  führen  die  Winkelhalbierende  x^  in  die  Projection  nach 
{x,  x')  zurück,  so  erbalten  wir  durch  die  letztgenannte  Gerade  die 
reelle  Achse  der  Schnitthyperbel  (S,  2;')  dargestellt. 

Es  erübrigt  jetzt  nur  noch,  die  Endpunkte  derselben  zu  bestimmen. 
Dieselben  können,  da  sie  die  Schnittpunkte  der  Geraden  {x,x-)  mit 
dem  Hyperboloid  repräsentieren,  nach  der  in  Aufgabe  289)  gegebenen 
Methode  gefunden  werden,  indem  man  zu  deren  Bestimmung  eine 
durch  ix,x')  und  die  Achse  (ÄS,  Ä'S')  gelegte  Hilfsebene  verwendet 
und  so  verfährt,  wie  dort  angegeben  wurde. 

§.  672. 
390.  Aufgabe.    Der  Schnitt   eines  dreiachsigen,    zweithelligen 
Hyperboloides  ist  mit  einer  dnreli  den  Mittelpunkt  desselben  gehen- 
den Ebene  zu  constrnieren. 
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Die  diesbezügliche  Lösuug  wird  der  in  der  vorhergehenden  Auf- 
gabe zur  Geltung  gebrachten  ähnlich  sein;  nur  treten,  infolge  der  be- 
sonderen Lage  der  schneidenden  Ebene,  einige  Vereinfachungen  in  der 
Construction  auf. 

Zunächst  folgt  aus  dein  Satze  370) ,  dass  die  Asymptoten  der 
Sehnitthyperbel  (sobald  der  Diametralschnitt  überhaupt  ein  reeller  ist, 
bekanntlich  nur  ein  Hyperbelsehnitt  sein)  diejenigen 
1  des  Asymptotenkegeis  seieo,  welche  der  letztere  mit  der 
schneidenden  Ebene  gemein  hat. 

Halbiert  man  sodann  den  Winkel,  den  dieselben  einschließen, 
was  durch  einfache  TJmlegung  bewerkstelligt  werden  kann,  so  erhält 
man,  ebenso  wie  im  vorhergehenden  Falle,  die  reelle  Achse  der  Sehnitt- 
hyperbel. Die  Endpunkte  (Scheitel)  derselben  ergeben  sich  im  Schnitte 
der  genannten  Achse  mit  dem  Hyperboloide,  und  kann  man  zu  deren 
Ermittelung,  da  diese  Achse  ein  Durchmesser  des  Hyperboloides  ist, 
ebenso  einfach  eine  verticai-projicierende  Hilfsebene  verwenden,  als  von 
einer  durch  AU  A.cha»  {AS,  A'B')  des  Hyperboloides  gehenden,  hori- 
zontal-projicierenden  Hilfsebene  Gebrauch  machen. 

Den  besonderen  Fall ,  wenn  die  schneidende  Ebene  zu  einer 
Tangentialebene  des  Asymptotenkegels  parallel  ist,  und 
mithin  das  Hyperboloid  (nach  Satz  372)  in  einer  Parabel  schneidet, 
werden  wir  au  anderer  Stelle  durchfuhren. 

§.  673. 

S'Jl.  Aufgabe.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  ist  eine  Ebene  zu 
legen,  welche  ein  dreiachsiges,  zweitheiliges  Hyperboloid  in  einem 
Kreise  schneidet. 

Für  diesen  besonderen  Fall  wollen  wir  bezüglich  der  Disposition 
der  Projectionsebenea  insofern  eine  Ausnahme  machen,  als  wir  die 
reelle  Achse  {AB,A'B')  (Taf.  XSXVIII,  Fig.  254)  des  Hyperboloides 
wohl  als  horizontal-proji eierende  Gerade  beibehalten,  das  Hyperboloid 
jedoch  um  diese  Achse  im  Vergleich  zu  der  bisher  üblichen  Annahme 
aus  der  gewöhrilicbeü  Stellung  um  90"  derart  gedreht  denken,  dass 
nunmehr  die  Ellipse  (a'b',c'd'),  in  welcher  der  Asymptotenkegel  die 
horiKOutale  Projectionsebene  schneidet,  eine  solche  Lage  annimmt,  dass 
deren  große  Achse  a'b'  zur  Grundlinie  senkrecht,  die  kleine  Achse  c'd' 
hingegen  zur  Grundlinie  parallel  wird.  Selbstverständlich  wird  auch 
in  diesem  Falle  die  horizontal -projicierende  Ebene  tj,  welche  durch 
die  letztgenannte  Achse  c'd'  geht,  wieder  eine  Hauptebene  des  Hyper- 
boloides repräsentieren. 
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Der  gegebene  Punkt  (p,p')  sei  duroh  seine  beiden  Projectionen 
p  und  p'  dargestellt. 

Dass  es  auf  dem  Hyperboloide  thatsächlich  Kreise  gibt,  oder 
dass  Ebenen  existieren,  welche  diese  Fläche  nach  Kreisen  schneiden, 
geht  schon  aus  dem  Umstände  hervor,  als  wir  nachgewiesen  haben, 
dass  der  Asymptotenkegel,  als  ein  Kegel  zweiten  Grades,  von  zwei 
Scharen  paralleler  Ebenen  in  Kreisen  geschnitten  wird.  Nachdem  aber 
(infolge  des  Satzes  372)  die  Schnitte  von  Ebenen  mit  einem  Hyper- 
boloide und  mit  dessen  Asymptotenkegel  immer  zwei  coneeutrisehe, 
ähnliehe  und  ähnlieh  gelegene  Kegelschnitte  sind,  so  folgt  unmittelbar, 
dass  jede  Ebene,  welche  den  Äsymptotenkegel  in  einem  Kreise  schneidet, 
auch  das  Hyperboloid  in  einem  Kreise  schneiden  mUsse,  welcher  mit 
dem  ersteren  concentrisch  ist. 

Um  sonach  die  gestellte  Aufgabe  ihrer  Lösung  zuzuführen,  hat 
man  bloß  die  Stellung  zweier  Ebenen  C„Ch  und  C',C'k  zu  ermitteln, 
welche  den  Asymptotenkegel  nach  Kreisen  sehneiden.  Letzteres  kann 
in  voller  Übereinstimmung  mit  den  iu  Aufgabe  71,  Band  II)  durch- 
geführten Constructionea  geschehen,  so  dass  wir  hier  direct  auf  die 
dortige  Lösung  verweisen  können.  Hat  man  sonach  die  Kreisschnitt- 
ebenen C  und  C  festgestellt,  so  wird  man  bloß  durch  den  gegebenen 
Punkt  ip,p')  KU  einer  dieser  beiden  Ebenen,  C  oder  C,  beispielsweise 
zu  C,  eine  parallele  Ebene  E,Eh  zu  legen  haben,  um  den  Forderungen 
der  Aufgabe  au  genügen. 

Die  besagte  Ebene  E  wird  das  Hyperboloid  in  einem  Kreise 
schneiden,  dessen  Durchmesser  um  so  leichter  zu  bestimmen  ist,  als 
die  schneidende  Ebene  £,E*,  infolge  der  getroffenen  Annahmen,  eine 
vertical-projicierende  ist.  Wie  den  Ausführungen  in  Aufgabe  286) 
zu  entnehmen,  ist  das  Sehnen  stück  mn ,  welches  die  vertlcale 
Trace  -E«  auf  der  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen  Haupt- 
hyperbel bestimmt,  zugleich  die  wahre  Größe  des  Kreisdurcb- 
messers.  Hiernach  ist  auch  die  horizontale  Projection  des  Kreises 
durch  die  Achsen  m'n'  und  r's'  dargestellt. 

§■  674. 

293.  Aufgabe.  Ein  zweitheiliges,  dreiachsiges  Hyperboloid  ist 
durch  eine  zu  bestimmende  Ebene  nach  einer  Ellipse  zu  schneiden, 
deren  Horizontalprojection  ein  Kreis  ist. 

Da  jede  Ebene  das  Hyperboloid  und  dessen  Asymptotenkegel 
in  ähnliehen,  ähnlich  gelegenen  und  concentrischen  Kegelschnitten 
schneidet,  und  nachdem  die  Parallelprojectionen  ähnlicher  und  äbnUch 


Hosted  by 


Google 


693 

gelegener  Kegelschnitte  in  einer  und  derselben  Ebene  oder  in  parallelen 
Ebenen  wieder  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kegelschnitte  sind,  so 
wird  es  offenbar  genügen ,  eine  Ebene  zu  bestimmen ,  welche  den 
Asymptotenkegel  in  einer  Ellipse,  deren  Horizontalprojection  ein  Kreis 
ist,  schneidet. 

Stellen  wir,  behufs  Vereinfachung  der  durchzuführenden  Con- 
structionen,  das  gegebene  HTperboloid  wieder  so  dar,  dass  dessen 
reelle  Achse  {AS,A-B')  (Taf.  XXXVIII,  Fig.  255)  horizontal-proji- 
eierend  werde  und  die  kleine  Achse  o'd'  der  Ellipse  (a'b',c'd'),  in 
welcher  der  Äsymptotenkegel  die  horizontale  ProjectioHsebene  schneidet, 
eine  zur  Grundlinie  parallele  Lage  annehme. 

Es  wird  sich  nun  bloß  darum  handeln ,  den  Äsymptotenkegel 
durch  eine  Ebene  nach  einer  Ellipse  zu  schneiden,  deren  horizontale 
Projectioa  ein  Kreis  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  stellen  wir  folgende  Betrachtung  an. 

Die  Horizontalspur  eines  Kegels  und  die  horizontale  Projection 
eines  beliebigen  ebenen  Schnittes  ist,  wie  wir  wissen,  in  Bezug  auf 
die  horizontale  Projection  des  Kegelscheitels  als  Coliineationscentrnm 
und  die  horizontale  Trace  der  schneidenden  Ebene  als  Collineations- 
aehse,  stets  perspectivisch  collinear.  Berührt  diese  Horizontaltrace 
die  Horizontalspur  des  Kegels  in  einem  Punkte,  so  wird  die  besagte 
Trace  in  dem  nämlichen  Punkte  auch  mit  der  horizontalen  Projection 
der  Schnittcurve  eine  Berührung  eingehen.  Ferner  wissen  wir,  dass 
zwei  Kegelschnitte,  welche  sich  in  einem  Punkte  berühren,  immer  in 
perspectivisch-coliineare  Beziehung  gebracht  werden  können. 

Die  eben  angeführten  Eigenschaften  können  in  nachstehender 
Weise  Verwendung  finden. 

Zeichnen  wir  einen  beliebigen  Kreis,  welcher  die  Ellipse  (a'b',  c'd') 
in  dem  Endpunkte  c'  der  kleinen  Achse  berührt,  so  ist  derselbe  mit 
dieser  Ellipse  immer  in  perspectiviscb-collinearer  Beziehung.  Dabei 
repräsentiert  die  zu  a'l'  parallele  Tangente  beider  Gurren,  im  Punkte  c', 
die  CoUineationsachse  Ca.  Das  Collineationscentrum  liegt,  infolge  der 
Symmetrie  beider  Curven  gegen  die  Achse  c'ä',  aothwendig  auf  der 
letzteren. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  groß  man  den  Kreisradius  anzunehmen, 
oder  mit  anderen  Worten,  weichen  Punkt  auf  c'd'  man  als  den  Mittel- 
punkt des  Kreises  zu  wählen  habe,  damit  das  Collineationscentrum 
mit  dem  Mittelpunkte  0'  der  Ellipse  (a'b'c'ä')  zusammenfalle. 

Die  geforderte  Bedingung  ergibt  sich  ohne  jedwede  Schwierig- 
keit. Es  sei  beispielsweise  y'  der  gesuchte  Kreis.  Ist  ferner  0'  das 
Collineationscentrum   für  den  Kreis  y'  und  für  die  Ellipse  ia'T)-,c'd-), 
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so  ist  die  Achse  a'h'  gleichzeitig  ein  CoUineatiousstrahl,  währead 
der  Aehsenendpunkt  a'  der  Ellipse  dem  einen  der  Puukte  a^  (und 
zwar  dem  näher  gelegenen),  in  welchem  der  Kreis  y'  von  a'l' 
getroffen  wird,  collinear  entspricht.  Weiters  müssen  sich  die  Tan- 
genten T  und  T(,  der  Ellipse  im  Punkte  a'  und  des  Kreises  y'  im 
Punkte  %  als  collinoax  entsprechende  Geraden  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  S  der  Collineationsachse  Ca  treffen  und  endlich  auch 
die  Strecken  Sc'  und  Sag  als  Kreistangenten  von  demselben  Punkte 
ans,  gleich  lang  sein. 

Man  erhält  demgemäß  den  Punkt  a^  wenn  man  die  Tangente  x 
der  Ellipse  im  Punkte  a'  parallel  zu  c'rV  zieht,  und  aus  dem  Schnitt- 
punkte d  derselben  mit  der  Tangente  t  dei  Ellipse  im  Punkte  c' 
einen  Kreis  X  besehreibt,  welcher  duich  den  Punkt  ('  geht.  Der 
Kreis  X  schneidet  bereits  die  Achse  a'h'  in  dem  gesuchten  Punkte  «„. 
Halbiert  man  den  Winkel  c'S%  und  zieht  man  die  Winkelhalbierende 
^fi,  welche  die  Achse  c'd'  in  einem  Punkte  m  tnfft,  so  ist  dieser 
letztgenannte  Punkt  m  der  Mittelpunkt  jenes  Kreises  y',  welcher 
durch  c'  und  %  geht,  mid  in  dem  ersteren  Punkte  von  C«,  in  dem 
let-iteren  aber  von  da^  berührt  wird,  d.  i.  also  jenes  Kreises,  welcher 
mit  der  Ellipse  {a'h', c'd'),  'in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  0'  der 
letzteren  als  Collineatioascentrum,  collinear  ist. 

Betrachten  wir  nun  den  Kreis  y'  als  horizontale  Projection  eines 
ebenen  Schnittes  des  Asymptotenkegels. 

Den  früheren  Erörterungen  gemäß  repräsentiert  die  Collineations- 
achse Ca  gleichzeitig  die  horizontale  Trace  T^  der  schneidenden  Ebene. 
Die  letztere  ist  daher  im  voriiegenden  Falle  eine  vertical-projicierende 
Ebene,  zu  deren  vollständiger  Bestimmung  die  Kenntnis  eines  Punktes 
derselben  genügen  wird.  Wählen  wir  als  solchen  den  Punkt  f,  in 
welchem  die  Achse  c'd'  den  Kreis  y'  zum  zweitenmale  trifft.  Dieser 
Punkt  f  stellt  aber  die  Horizontalprojection  eines  Punktes  des  zu 
bestimmenden  Kegelschnittes  (y, /)  dar,  welcher  gleichzeitig  anch 
der  Erzeugenden  {Od,0'ä')  des  Asymptotenkegels  angehört.  Die  Ver- 
ticalprojection  f  dieses  Punktes  wird  sieb  somit  unmittelbar  in  Od 
ergehen. 

Die  Gerade  I\  welche  die  Punkte  c  und  f  verbindet,  ist  sodann 
die  Verricaltrace  einer  Ebene  I\rH,  welche  den  Asymtotenkegel  in 
einem  Kegelschnitte  {y,y')  trifft,  dessen  Horizontalprojection  / 
ein  Kreis  ist. 

Die  besagte  Ebene,  so  wie  jede  zu  ihr  parallele  Ebene,  wird 
daher  mit  dem  Hyperboloide  Kegelschnitte  liefern,  deren  Horizon- 
talpro jectionen  gleichfalls  Kreise  sind. 
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§.  675. 

293.  Aufgabe.  In  einem  gegebenen  Punkte  eines  dreiachsigen, 
zweitheiligen  Hyperboloides  ist  die  Berülirebene  desselben  za  con- 
atrnieren. 

Erste  Methode. 

Sei  p  (Taf.  XXXVIII,  Mg.  256)  die  Verticalprojeetioa  des  auf  dem 
Hyperboloide  gegebenen  Punktes.  Die  Horizontalprojeetion  p'  desselben, 
würde  diesfalls  auf  Grund  der  in  Aufgabe  283)  angegebenen  zweiten 
Methode  gefunden,  indem  wir  die  durch  dieseo  Punkt  gehende  hori- 
zontal-projicierende  Diametralebene  F^Pk  des  Hyperboloides  feststellten. 
Gelegentlich  der  Construction  dieser  Ebene  ergibt  sich  auch  die  Ver- 
ticalprojection  .£  der  in  ihr  liegenden  durch  den  Punkt  (p,  p') 
gehenden  Hyperbel  (-S,  ^')>  welche  durch  die  Scheitel  A  und  B  uod 
die  Asymptoten  q  und  o  dargestellt  erscheint.  Die  letzterea  reprä- 
sentieren gleichzeitig  de  Vert  calprojeetionen  der  in  der  Ebene  P^Ph 
liegenden  Elze  igen  lei   ies  Asymptofcenkegels. 

Die  Imgente  f  der  Vprticalproj  ection  2!  im  Punkte  p  ergibt 
sich  (wenn  man  belenkt  lass  las  zwischen  den  Asymptoten  q,  und  q„ 
liegende  Stuck  der  eilen  iurch  den  Berührungspunkt  i»  halbiert  wird) 
einfach  dadurch  d^ss  man  j  a  parallel  zu  q^  zieht,  und  auf  p,  die 
Strecke  aa  =aO  auftragt  Die  Verbindungsgerade  k, p  stellt  sodann 
bereits  die  gesuchte  Tingente  t^  dar.  Dieselbe  repräsentiert  demnach 
(iieVerticalprojection  der  Tangente  {(9,  i'a)  der  Sehnitthyperbel  (^,2:') 
im  Punkte  {p,p'),  also  die  vertieale  Projeetion  einer  Tangente  des 
Hyperboloid ea  im  Punkte  (p,  p').  Die  Horizontalprojeetion  t\  fällt 
mit  der  Horizontaltrace  P/,  zusammen. 

Durch  diese  Tangente  {t^,  t'„)  muss  selbstverständlich  die  gesuchte 
Beruhrebene  gehen. 

Behufs  Construction  der  letzteren  benSthigen  wir  jedoch  noch 
eine  zweite  Tangeute  des  Hyperboloides  im  Punkte  {p,  p').  Dieselbe 
ergibt  sich  folgendermaßen. 

Denken  wir  uns  durch  den  Puükt  {p,  p')  eine  zur  horizontalen 
Projectionsebene  parallele  Ebene  e,  deren  Verticaltrace  e,  sei,  gelegt, 
so  wird  besagte  Ebene  das  Hyperboloid  in  einer  durch  den  Punkt 
[p,  p-)  gehenden  Ellipse  schneiden.  Die  Horizontalprojeetion  -Sj  dieser 
Ellipse  (IJ,,  2;,'),  welche  durch  den  Punkt  p'  geht,  ist  bekanntlieh 
concentriseh  und  ähnlich  gelegen  mit  der  Ellipse  (a'6',  Cd').  Die 
Gerade  0'p'  =  Ph  trifft  die  Ellipse  {a'h',c'ä')  in  einem  Punkte  n\, 
welcher  bereits  zur  Construction  von  P*  und  p'  verwendet  wurde  und 
den  Horizontal- Durchstoß punkt   der  Erzeugenden  (p,,  p,')  des  Asymp- 
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Die  Punkte  re,'  und  p'  sind,  da  sie  auf  einer  und  derselben 
durch  0'  gellenden  Geraden  Pa  liegen,  ähnlich  gelegene  Punkte  der 
beiden  Ellipsen  (»'&',  Cd')  und  S\.  Coiistruieren  wir  daher  die  Tan- 
gente i' der  Ellipse  {a'h',c'd')  im  Punkte  si', ,  allenfalls  mittelst 
des  über  a'b'  beschriebenen  Afönkreises  K^,  und  ziehen  wir  zu  z' 
durch  p'  die  Parallele  t\ ,  so  wird  durch  diese  letztgenannte  Gerade, 
die  Tangente  der  Ellipse  2:^,  im  Punkte  p'  dargestellt. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar ,  dass  (',  gleichzeitig  auch  die 
Horizontalprojection  der  Tangente  (t^,  t\)  jener  Ellipse  (2;,,  2J\)  im 
Punkte  (p,  p']  ist,  in  welcher  die  Ebene  e  das  Hyperboloid  schneidet. 
Die  Verticalprojection  t,  dieser  Tangente  fällt  selbstverständlich  in  die 
Verticaltrace  e„  der  sehneidenden  Ebene  e. 

Legen  wir  nun  durch  die  beiden  Tangenten  {t„  t\)  und  (t„,  t'^) 
des  Hyperboloides  im  Punkte  (p,  p')  eine  Ebene  2'e  Ti, ,  so  reprä- 
sentiert diese  die  gesuchte  Berührungsebene  des  Hyperboloides  im 
gegebenen  Punkte  (p,  p'). 

§.  676. 

Zweite  Methode. 

Der  auf  dem  Hyperboloide  gegebene  Punkt  sei  {p,  p')  (Taf.  XXXIX, 
Pig.  257).  Ist  eine  der  Projectionen  dieses  Punktes  bestimmt,  so 
kann  die  andere  anstandslos  aus  der  gegebenen  Projeetion  nach  einer 
der  vorher  besprochenen  Metboden  abgeleitet  werden. 

Behufs  Construction  der  Tangentialebene  des  Hyperboloides  in 
dem  Punkte  {p,  p')  maehen  wir  diesfalls  von  dem  Satze  374)  Gebrauch, 
auf  Grund  dessen  der  Berührungspunkt  {p,p)  der  Mittelpunkt  jenes 
Kegelschnittes  ist ,  in  welchem  die  Tangentialebene  den  Asymptoten- 
kegel schneidet. 

Legen  wir  demgemäß  durch  den  Punkt  {p,p')  eine  Ebene 
derart,  dass  dieselbe  den  Asymptotenkegel  in  einem  Kegelschnitte 
trifft,  dessen  Mittelpunkt  {p,p')  selbst  ist,  so  wird  diese  Ebene  schon 
die  gesuchte  Tangentialebene  repräsentieren. 

Wir   construieren   die    besagte  Ebene    auf  nachstehende  Weise, 

Zunächst  ziehen  wir  den  durch  den  gegebenen  Punkt  {p,p') 
gehenden  Durchmesser  {Op,  O'p')  des  Asymptotenkegels,  welcher  die 
horizontale  Projectionsebene  in  dem  Punkte  {S,  ä')  schneidet. 

Weiters  construieren  wir  die  Polare  Ek  des  Punktes  d'  in 
Bezug  auf  die  Ellipse  {a'h',c'd')  durch  Zuhilfenahme  des  über  a'h' 
als  Durchmesser  beschriebenen  Aftinkreises  K„,  indem  wir  vorerst  die 
Polare  üo  <5^s  affinen  Punktes  Öq  in  Bezug  auf  den  Kreis  K^  ermitteln, 
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Betrachten  wir  diese  Polare  Bk  als  die  Horizontaltraee  einer 
durch  den  Scheitel  (0,  0')  des  Asymptotenkegels  gehenden  Ebene 
-B„^*,  so  stellt  diese  letztere,  wie  bekannt,  die  dem  Durchmesser 
(OS,  O'd')  des  Kegels  conjugierte  Durehmesserehene  des  letzteren 
dar.  Jede  zu  dieser  Ebene  parallele  Ebene  sehneidet,  wie  bereits 
nachgewiesen,  den  Asymptotenkegel  nach  eiuem  Kegelschnitt,  dessen 
Mittelpunkt  auf  dem  Durchmesser  (0*,  0' Ö')  liegt. 

Führen  wir  daher  durch  den  Punkt  (p,  jr),  welcher  gleichfalls 
diesem  Durchmesser  angehört,  die  Ebene  T.Ti,  parallel  zur  Ebene 
B^Ei,  so  wird  diese  den  Asymptotenkegel  ia  einem  Kegelschnitte 
treffen,  dessen  Mittelpunkt  (p,p-)  ist.  Die  Ebene  2;Ta  repräsentiert 
sonach  die  gesuchte  BerQhrungsebene  des  Hyperboloides  im  Punkte  (p,p'). 

Die  vorstehende  Construction  lässt  sich  auch  auf  einem  anderen, 
direeteren  Wege  leicht  rechtfertigen. 

Wir  haben  nämlich  die  dem  Kegeldurchmesser  {Od,  O'Ö')  eon- 
jugierte  Durohmesserebene  E.R^  des  Asymptotenkegels  construiert. 
Da  aber  (nach  Satz  373)  das  Hyperboloid  und  dessen  Asymptotenkegel 
das  nämliche  System  conjugierter  Durchmesser  und  conjugierter 
Durchmesserebenen  besitzen,  so  ist  die  Ebene  E,B,.  auch  die  dem 
Durchmesser  (Od,  O'd')  coajugierte  Durehmesserehene  in  Bezug  auf 
das  Hyperboloid.  Der  Punkt  {p,p')  ist  demnach  als  dessen  Schnitt- 
punkt mit  dem  Hyperboloide  der  Endpunkt  desDurchmessers(Oa,0'd'). 

Endlieh  ist  (nach  Satz  435,  Band  II)  die  Tangentialebene  2\T,, 
in  dem  Endpunkte  (p,p'}  eines  Durchmessers  einer  Fläche  zweiten 
Grades,  stets  parallel  zu  der  diesem  Durchmesser  (Op,  O'p'),  in  Bezug 
auf  die  besagte  Fläche,  conjugierte  Durchmesserebeue  JS„J4. 

Hiemit  ist  die  vorhin  durchgeführte  Construction  för  die  Tan- 
gentialebene des  Hyperboloides  im  Punkte  (p,i)')  gerechtfertigt  und 
sonach  die  Aufgabe  vollständig  gelöst. 

Die  in  dem  vorstehenden  Probleme  benützten  Eigenschaften  des 
Hyperboloides  und  des  demselben  entsprechenden  Asymptotenkegels 
können  mit  Vortheil  auch  zur  Lösung  der  folgenden  Aufgabe  benützt 
werden, 

§.  077. 

20-i.  Aufgabe.  An  ein  dreiachsiges,  zweitheiliges  Hyperboloid 
sind  parallel  zu  einer  Ebene  die  Bernhrebeneii  zu  legen  und  deren 
Berührungspunkte  zu  constmlereu. 

Ist  E^.Ek  (Taf.  XXXIX,  Fig.  2ö7)  die  gegebene  Ebene,  so  wird 
man  vor  allem  durch  den  Mittelpunkt  (0,0')  eine  zu  E^Ea  parallele 
Durchmesserebene  ^^24  führen.    Die  Tangentialebenen  in  den  End- 
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punkten  des  der  Ebene  M,Pih  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  con- 
jugierten  Durchmessers,  sind  zur  Ebene  E,Itk  und  somit  auch  zur 
Ebene  E,Ei,  parallel,  stellen  demnach  unmittelbar  die  gesuchten 
Berührebenen  dar. 

Bestimmen  wir  vermittelst  des  Affinkreises  ^o  li™  Pol  6'  der 
Trace  -ß*  in  Bezug  auf  die  Ellipse  {a'h'.c'd').  so  ist  die  Gerade 
{OÖ,  O'd'),  welche  den  gefundenen  Fol  (d,  ö')  mit  dem  Mittelpunkte 
(0,  0')  verbindet,  der  der  Ebene  Ji,Ih,  sowohl  in  Bezug  auf  den 
Asymptotenkegel,  als  auch  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  conjugierte 
Durehmesser.  Bestimmt  man  dessen  Endpunkte  (p,p')  und  (p„  p'i). 
d.  i.  die  Schnittpunkte  von  (0(5,  O'd')  mit  dem  Hyperboloide  (nacli 
den  in  den  Aufgaben  286  oder  289  angeführten  Methoden),  so  reprä- 
sentieren dieselben  bereits  die  Berührungspunkte  der  gesuchten 
Tangentialebenen.  Diese  letzteren  selbst  erhält  man  als  die  bezie- 
hungsweise durch  ip,p')  und  (i'i.p'J  parallel  zu  E,I!k  gefahrten 
Ebenen  T^T^  und  TM\. 

§.  678, 
395.  Aufyale.    Die  Berührungscurve  eines  dreiachsigen,  zwei- 
theiligen Hyperboloides  mit  einem  demselben   umschriebenen   Kegel 
ist  unter  der  Voraussetzung  zu  construieren,  dass  der  Kegelseheitel 
anf  einer  der  Achsen  des  Hyperboloides  liege. 

Nehmen  wir,  um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben, 
an,  dass  der  Kegelscheitel  {p,p')  (Taf.  XXXIX,  Eig.  258)  auf  der 
reellen  Achse  {AB,  Ä'B")  des  Hyperboloides  gegeben  sei. 

Soll  der  Berübrungskegel ,  also  auch  die  Berührungscurve  reell 
sein,  so  ist  es  nothwendige  Bedingung,  dass  der  Punkt  {i?,p')  außer- 
halb des  Hyperboloides,  also  innerhalb  der  Strecke  (AB,  A'£')  liege. 
Die  Ebene  der  au  bestimmenden  Berührungscurve  ist  gleichzeitig 
die  Poiarebene  des  Punktes  (p,  i)'^  in  Bezug  auf  das  Hj-perboloid. 
Nachdem  aber  der  Punkt  (p,p'}  auf  der  Achse  {AB,A'B')  liegt, 
muss  diese  Polarebene  zu  der  der  Achse  {AB,  A'B')  conjugierten 
Hauptebene  s  parallel,  d.  h.  zur  Achse  [AB,  A'B')  senkrecht  sein. 
Zur  Construetion  dieser  Ebene  wird  mithin  die  Feststellung  eines 
Punktes  derselben  hinreichen. 

Um  einen  solchen  Punkt  zu  erhalten,  ziehen  wir  von  p  aus  an 
die  Verticalprojecfcion  {AB,  Y^Y.^,  der  in  der  Hauptebene  •»;  liegenden 
Hyperbel  die  Tangenten  t,  und  t^  und  ermitteln  (mit  Hilfe  des  über 
AB  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreises  K  und  den  beiden  Brenn- 
punkten /;  und  f^,  wie  in  Aufgabe  178)  deren  Berührungspunkte  m 
und  n. 
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üie  letztgenannten  Punkte  ni  und  )(  sind  sodann  die  Vertieal- 
projectionen  der  Berührungspunkte  {m,  m')  and  (n,  u')  der  in  der 
Hauptebene  yj  liegenden  Haupthjperbel  [{AB,  Y,Y„);  {AB,  Y\  Y\)] 
mit  den  von  {p,  p')  ausgehenden  Tangenten. 

In  natürlicher  Folge  hiervon  sind  (w,  m')  und  (n,  n')  die  beiden 
in  der  Hauptebene  jj  liegenden  Punkte  der  BerührungscuiTe;  es  wird 
demnach  die  durch  diese  Punkte  senkrecht  zur  Achse  {AB,  A'B'), 
aiso  parallel  aur  horizontalen  Projectionsebene  geführte  Ebene  Bp, 
die  Ebene  der  Berßhrungseurve  repräsentieren. 

Diese  Berührungscurve  selbst  kann  sofort  auch  durch  ihre  Achsen 
dargestellt  werden,  indem  an  und  für  sich  klar  ist,  dass  {mn,m'n') 
als  Schnitt  der  Ebene  B,  mit  der  Hauptebeue  »j  bereits  die  eine  der 
Achsen  bestimme,  währead  sieh  die  Horizontalprojection  r's'  der 
zweiten  Achse  der  besagten  Curve,  infolge  der  Ähnlichkeit  derselben 
mit  der  Ellipse  {a'h'.c'd'),  einfach  vermittelst  der  Parallelen  m'r\ 
»'s',  a'e'  und  b'd'  ergibt. 

Würde  es  sich  bloß  um  die  Lage  der  Ebene  B^  der  Berührungs- 
curve, ohne  Küeksicht  auf  die  letztere  selbst,  bandeln,  so  kann  man 
noch  einfacher  verfahren. 

Da  nämlich  die  Ebene  B„  die  Polarebene  des  Punktes  {p,  p') 
in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  ist,  so  wird  sie  die  Achse  {AB,A'B') 
in  einem  Punkte  (ir,  :i')  schneiden,  welcher  der  vierte  harmonische 
Punkt  au  den  drei  Punkten  {A,  A');   {B,  B')  und  (p,  i/)   sein  muss. 

Die  Vertiealprojection  ir  desselben  finden  wir  als  den  vierten 
harmonischen  Punkt  zu  A,  B  und  p  vermittelst  des  über  AB  als 
Durchmesser  beschriebenen  Kreises  K,  indem  wir  die  zu  AB  senk- 
rechte durch  p  gehende  Sehne  |fj  ziehen.  Die  Tangente  t,  an  K  im 
Punkte  I  oder  auch  jene  Tj  im  Punkte  rj  sehneidet  AB  bereits  in 
dem  verlangten  Punkte  n.  Die  durch  w  parallel  zur  Grundlinie  ge- 
zogene Gerade  B^  repräsentiert  sodann  die  Verticaltrace  der  gesuchten 
Polarebene. 

In  gleicher  Weise  würde  man  die  Polarebene  oonstruieren,  wenn 
der  Punkt  (pi,p\)  innerhalb  des  Hyperboloides,  d.  h.  außer- 
halb der  Strecke  (AB,  A'B')  liegen  würde. 

Der  Punkt  (jf,  «')  in  der  Achse  {AB,  A'B')  wäre  iu  diesem 
Falle  derjenige,  dessen  verticale  Projection  jTj  den  Schnittpunkt  von 
AB  mit  der  Berührungssehne  |fj  der  von  p,  aus  an  den  Kreis  K 
gezogenen  Tangenten  repräsentiert.  Die  Berührungssehne  |jj  stellt 
sodann  gleichzeitig  schon  die  verticale  Trace  der  zur  horizontalen 
Projectionsebene  parallelen  Polarebene  des  Punktes  {p^,  p\)  dai'.    Die 
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sich  diesfalls   so  einfach   gestalteten    Conatructioaen   könnea    zweck- 
dienlich auch  zur  Lösung  des  folgenden  Problemes  verwertet  werden. 

§    679. 

296.  Aufgabe.  Es  ist  der  Pol  einer  beliebig  gegebenen  Ebene 
P„Pj,  in  Bezug  auf  ein  dreiachsiges,  zweitheiliges  Hyperboloid  zu 
coMtruieren. 

Der  Poi  dieser  Ebene  liegt  auf  jenem  Durchmesser,  welcher  ihrer 
Stellung  conjugiert  ist. 

Wir  fahren  daher  durch  den  Mittelpunkt  (0,0')  (Taf.  XXXIX, 
Fig.  259)  des  Hyperboloides,  parallel  zu  der  gegebenen  Ebene  P^-Pi,, 
die  Durchmesserebene  Alf*,  und  bestimmen  den  ihr  eonjugierten 
Durchmesser  (D,  D')-  Dies  geschieht,  indem  man  den  Pol  ;r'  der 
Horizontaltrace  lik  in  Bezug  auf  die  Ellipse  {a'h',c'd')  durch  Zuhilfe- 
nahme des  der  genannten  Ellipse  entsprechenden  Affinkreises  K^  con- 
struiert,  und  denselben  mit  dem  Mittelpunkte  {0,0')  des  Hyperboloides 
verbindet.  Die  Verbindungsgerade  (^rO.n'O')  repräsentiert  sodann  den 
der  Ebene  iS, B*  conjugierten  Durchmesser  (A-D')  in  Bezug  auf 
den  Äsymptotenkegel  sowob!,  als  auch  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid. 

Auf  diesem  Durchmesser  (D,D')  liegt  der  zu  suchende  Pol  der 
Ebene  P^Pt,. 

Bestimmen  wir  ferner  den  Schnittpunkt  der  Ebene  P„Pa  mit 
einer  der  Achsen  des  Hyperboloides,  allenfalls  den  Schnittpunkt  {p„p\), 
mit  der  reellen  Achse  (AB.A'B'),  und  construieren  wir,  wie  in  der 
Torhergehenden  Aufgabe  auseinandergesetzt  wurde,  die  Polarebene  _B', 
dieses  Punktes  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid,  so  muss  der  gesuchte 
Pol  auch  in  dieser  Ebene  liegen.  Denn,  da  sieh  der  Pol  {p,p')  der 
Ebene  S\  in  der  Ebene  P^Ph  vorfindet,  so  muss  (nach  Satz  406, 
Band  U),  der  Pol  der  letzteren  Ebene  in  der  ersteren  liegen. 

Der  besagte  Pol  ergibt  sich  daher  als  Schnittpunkt  der  Ebene  J3\ 
mit  dem  Durchmesser  {D,D'). 

Selbstverständlich  hätte  man  auch  deu  Schnittpunkt  {Pa,p\)  der 
EoenePsPi  mit  der  zur  Grundlinie  parallelen  Achse  des  Hyperboloides 
verwenden  können.  In  diesem  Falle  ist  die  Polarebene  B\B'',,  des 
Punktes  (j)j,p'a),  weiche  den  Punkt  ip,p')  als  den  zu  bestimmenden 
Pol  enthält,  senkrecht  zur  Grundlinie. 

§.  680. 
a<>7.  Aufgabe.   Es  ist  die  Beröhrungscurve  eines  dreiachsigen 
zweitheiligen  Hyperboloides  mit  einem  demselben  umschriebenen  Kegel 


Hosted  by 


Google 


701 

unter  der  Voranssetzung  zu  constrnieren ,  dass  der  Kegelscheitel  in 
einer  Hauptehene  liege. 

a)  Der  gegebene  Kegelscheitel  iP,F'}  (Taf.  XSXVIII, 
Fig.  260)  liege  in  einer  tod  jenen  beiden  Hauptebenen, 
welche  das  Hyperboloid  reell  {in  Hyperbeln)  sehneiden,  bei- 
spielsweise etwa  in  der  zur  Bildebene  (vertiealen  Projeetionsebene)  pa- 
rallelen Ebene  tj. 

Nachdem  die  Ebene  der  zu  suchenden  BerühruDgacurve  die  Polar- 
ebene des  Kegelseheitels  (P,  P*)  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  reprä- 
sentiert, und  nachdem  ferner  der  Punkt  (P,  P'}  in  der  Hauptebene  rj 
liegt,  so  muss  die  Polarebene  voq  (PP*)  durch  den  Pol  dieser  Haupt- 
ebeae  gehen,  oder  mit  anderen  Worten:  die  Polarebene  muss  zu  der  der 
Ebene  »j  conjugierten  Achse  parallel,  mithin  verticai-projicierend  sein. 

Da  aber  weiters  die  Berührungscnrve  der  geometrische  Ort  der 
Berührungspunkte  aller  von  (P,P-)  aus  an  das  Hyperboloid  gezogenen 
Tangenten  ist,  so  werden  wir  von  der  Verticalprojection  P  ans  an  die 
Hyperbel  {AS,  T^  T^)  bloß  die  Tangenten  (,  and  t^  zu  führen  und 
deren  Berührungspunkte  m  und  «  {nach  Aufgabe  178)  zu  bestimmen 
haben,  um  durch  diese  letzteren  die  verticalen  Projectionen  der  in 
der  Hauptebene  ij  liegenden  zwei  Punkte  {m,ni')  und  {«,«')  der  vei- 
iangten  Berührungseurve  dargestellt  zu  erhalten.  Die  Horizontalprojec- 
tionen  derselben  erhält  man  unmittelbar  in  der  Horizontaltraee  tj*. 

Die  Verbindnngsgerade  mn  oder  B^  repräsentiert  sodann  die 
Verticaltrace  der  durch  die  beiden  Punkte  {m,m')  und  (w,«')  gehenden 
vertical - projicierenden  Ebene,  oder  die  Verticaltrace  der  Ebene 
BtBh  der  gesuchten  Berührungseurve. 

Die  Gerade  {mn,m'n')  stellt  demnach,  wie  man  den  bei  der 
Lösung  der  Aufgabe  286)  angestellten  Betrachtungen  entnehmen  kann, 
bereits  die  eine  in  der  Hauptebene  ij  liegende  Achse  der  Berührungseurve 
dar;  die  zweite  Achse  geht  durch  den  Mittelpunkt  (o,ö')  [Halbierungs- 
pnnkt  der  Strecke  {mn,  m'«')]  der  Berührungseurve  und  ist  vertical- 
projicierend.  Die  horizontalen  Projectionen  ibrer  Endpunkte  ergeben 
sich  durch  dasselbe  Verfahren ,  welches  in  Aufgabe  283)  zu  gleichem 
Zwecke  zur  Verwendung  gelangte. 

Diese  Aufgabe  ist  identisch  mit  der;  „Die  Polarebene 
eines  in  der  Hauptebene  tj  liegenden  Punktes  {P,  P')  zu 
finden,  wenn  sich  derselbe  außerhalb  des  Hyperbo- 
loides   vorfindet. " 

Liegt  hingegen  der  Punkt  {P,  P')  innerhalb  des  Hyper- 
boloides,   also   innerhalb   der   in    der   Ebene  ij    liegenden   Haupt- 
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hyperbel,   so   können  von  dem  besagten  Pnnkte  ans   keine   reellen 
Tangenten  an  die  bezeichnete  Curve  gezogen  werden. 

Unter  diesen  Umständen  bestimmt  man  die  Polare  des  Punktes  P 
in  Bezug  auf  diese  Hyperbel  folgendermaße». 

Verbinden  wir  diesfalls  den  Punkt  P  {Taf.  XXXIX,  Fig.  261) 
mit  dem  einen  Scheitel  A  der  Hyperbel,  so  trifft  die  Verhindungs- 
gerade  FA  die  beiden  Asymptoten  Y^  und  Y^  in  den  Punkten  a^ 
und  ctj.  die  Hyperbel  aber  in  einem  aweiten  Punkte  .4,,  weicher,  da 
Att^  =^,Cj,  leielit  zu  bestimmen  ist. 

Ziehen  wir  ferner  die  Gerade  FB  und  hestimmen  in  gleicher 
Weise   den  Schnittpunkt  B,  derselben  mit  der  gegebenen  Hyperbel. 

Betrachtet  man  FAA^  und  PBB,  als  die  Diagonalen  des  über- 
schlagenen  Viereckes  ABA^B^,  so  ergeben  die  Schnittpunkte  ^r,  und 
MTg  der  Gegen seitenpaare  AB  und  ^,  Jß,;  AB^  und  A^B  als  Ver- 
bindungsgerade die  Polare  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  die  Hyperbel 
in   der  Hauptebene, 

Berücksichtigt  man  weiters,  dass  einerseits,  wie  bereits  nach- 
gewiesen wurde,  die  Polarebene  des  Punktes  (P,P)  auf  der  Haupt- 
ebene  ij  senkrecht  stehe,  uud  dass  dieselbe  andererseits  {Satz  413, 
Band  II)  durch  die  eben  gefundene  Polare  jt,  ir^  gehen  müsse,  so 
folgt,  dass  die  letztere  gleichzeitig  auch  die  Verticaltrace  B,  der 
Polarebene  darstelle. 

§.  281. 

1>)  Der  gegebene  Kegelscheitel  liegt  in  der  (zur 
horizontalen  Projeetionsehene  parallelen)  Hauptebene  E, 
welche  das  Hyperboloid  in  keiner  reellen  Curve  schneidet. 

Aus  denselben  Gründen,  wie  solche  in  der  vorigen  Aufgabe 
angeführt  wurden,  folgt,  dass  diesfalls  die  Ebene  der  gesuchten 
Berührungscurve  auf  der  Hauptebene  E  senkrecht  stehen,  also  eine 
horizontal-projicierende  Ebene  sein  müsse.  "Um  dieselbe  ihrer  Lage 
nach  angeben  und  construieren  zu  können,  stellen  wir  folgende 
Betrachtungen  an. 

Ziehen  wir  jenen  Durchmesser  (H,  /)')  (Taf.  XXXIX,  Fig.  262) 
des  Hyperboloides,  welcher  durch  den  gegebenen  Punkt  (P,  P'}  geht, 
und  construieren  wir  die  diesem  Durchmesser  {D,  D')  conjugierte 
Durchmesserebene. 

Behufs  Bestimmung  der  genannten  Ebene  ermitteln  wir  zunächst 
die  Polare  des  Horizontal- Durchstoß  punktes  des  bezeichneten  Durch- 
messers in  Bezug  auf  die  Ellipse  {a'b'c'd').  Da  aber  dieser  Horizontal- 
durchstoßpunkt der  unendlich  ferne  Punkt   der  Horizontalprojection 
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B'  ist,  so  ist  dessen  Polare  der  dem  Durchmesser  D'  conjugierte 
Durehmesser  Rh  der  Ellipse  {a'h'c'd').  Dieser  Durchmesser  wird  ver- 
mittelst des  Äffinkreises  K'„  auf  die  bisher  viel  besprochene  Weise 
construiert.  Gleichzeitig  können  hei  dieser  Gelegenheit  auch  die  Ead- 
punkte  8\  und  d'g  des  Eliipsendurehmessers  bestimmt  werden. 

Die  durch  Itk  gehende,  horizontal-projiciereade  Ebene  B,Rk 
ist  sodann  bekanDtlich  die  dem  Durchmesser  (A  -ö')  conjugierte 
Durchmesserebene  in  Bezug  auf  den  Asjmptotenkegel  sowohl,  als 
auch  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid. 

Nach  dem  (mit  Zugrundelegung  der  Sätze  414  und  431,  Baad  II) 
die  Polarebene  eines  jeden  Punktes  des  Durchmessers  (D,  D'),  also 
auch  des  gegebenen  Punktes  {P,  F')  zu  der  Durchmesserebene  BeRh 
parallel  ist,  so  wird  es  genügen,  irgend  einen  Punkt  der  zu  bestim- 
menden Polarebene  festzustellen. 

Ais  einer  dieser  Punkte  kann  offenbar  jeder  Punkt  der  Be- 
rühmngscurve,  welche  in  dieser  Ebene  liegt,  oder  mit  anderen  Worten 
der  Berührungspunkt  einer  jeden  von  (P,  P'J  aus  an  das  Hyperboloid 
gelegten  Taugentialebene  betrachtet  werden. 

Am  einfachsten  lässt  sich  die  Construction  vermittelst  einer 
jener  Tangentialebenen  durchführen,  welche  durch  den  Punkt  (P,  F') 
senkrecht  zur  Hauptebene  ij  {also  senkrecht  zur  verticalen  Pro- 
jectionsebene)  gelegt  werden  können.  Der  Berührungspunkt  (i),  i'') 
derselben  liegt  in  der  Hauptebene  ij  selbst,  während  sieh  dessen 
Verticalprojection  p  als  Berührungspunkt  der  in  ij  liegenden  Haupt- 
hyperbel mit  einer  der  beiden  von  der  Verticalprojection  P  des 
gegebenen  Kegelscheitels  ausgeheuden  Tangenten  (  ergibt,  da  die 
letztere  gleichzeitig  die  Yerticaltraee  der  obgenannten  projicierenden 
Tangentialebene  repräsentiert.  Die  durch  ip,p')  parallel  zu  P„Ith 
gelegte  Ebene  Bi-Üä  stellt  sodann  die  Ebene  der  zu  bestimmenden 
Berührungscurve  dar. 

Die  Berührungscurre  selbst  kann  als  Schnitt  des  Hyperboloides 
mit  der  Ebene  B„Bk  ohne  jede  Schwierigkeit  auf  bereits  besprochene 
Weise  construiert  werden. 


Z'-)8.  Aufgabe.  Die  Ebene  der  Berührungscurve  eines  einem 
dreiachsigen,  zweitheiligen  Hyperboloide  umschriebenen  Kegels  ist 
unter  der  Voraussetzung  zu  construieren ,    dass    der 


Der  gegebene  Kegelschoitel  sei  (P,  P')  (Taf.  XXXIX,  Eig.  263). 
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Die  Tangentialebenen  einer  Fläche  zweiten  Grades  in  den  Punkten 
eines  Achsen-  oder  Bauptsehnittea  stehen ,  wie  wir  wissen ,  auf  der 
betreffenden  Hauptebene  senkrecht. 

Im  vorliegenden  Falle  werden  mithin  die  Tangentialebenen  des 
Hyperboloides  in  allen  Punkten  der  in  der  Hauptebene  t;  liegenden 
Haupthyperbel  vertical-projicierende  Ebenen  sein,  während  ihre  Ver- 
ticaltraeen  die  Tangenten  der  Hyperbel  {AB,  Y,Y^)  darstellen. 

Ziehen  wir  daher  durch  die  Verticalprojection  P  des  gegebenen 
Kegelscheitels  die  Tangenten  i,  und  t^  an  die  Hyperbel  {AB,  Y,Y^), 
30  stellen  diese  die  Vertiealtraceu  zweier  durch  den  Punkt  {P,  P') 
gehenden,  vertieal-projieierenden  Tangentialebenen  des  Hyperboloides 
dar.  Die  Berührungspunkte  (jp„  p\}  und  (pa,  p\)  dieser  letztgenannten 
Ebenen,  welche  in  der  Ebene  tj  liegen,  repräsentieren  mithin  zwei 
Punkte  der  Berührungscurve  des  Hyperboloides  mit  dem  demselben 
aus  dem  Scheitel  (P,  P')  umschriebenen  Kegel. 

Verbinden  wir  ferner  den  Punkt  (P,  P')  mit  dem  Mittelpunkte 
{0,  0')  des  Hyperboloides  durch  den  Durehmesser  (D,  D')  und  be- 
stimmen wir  (wie  in  Aufgabe  293,  zweite  Methode)  die  diesem  Durch- 
messer conjugierte  Durchmesserebene  B^Ph,  so  wird  die  Polarebene 
jedes  Punktes  von  {B,  D'),  also  auch  die  des  gegebenen  Punktes 
(P,  PO,  parallel  zu  der  Ebene  BvBh  sein. 

Wir  erhalten  demnach  die  geforderte  Ebene  der  Berührungscurve 
als  jene  Ebene  BtB„,  welche  durch  die  Gerade  (p,Pi,p',p\)  parallel 
zur  Ebene  R,Bh  gelegt  wird. 

Die  Berührungscurve  selbst  kann,  als  Schnitt  der  Ebene  EyB^ 
mit  dem  Hyperboloide,  auf  Grund  der  in  Aufgabe  289)  exponierten 
Methoden  coustruiert  werden.  Mit  der  weiteren  Durchführung  können 
wir  somit  getrost  auf  die  angezogenen  Probleme  Ycrweisen. 


g.  683. 

399.  Aufgabe.  Es  ist  die  Ebene  der  Berührungscurve  eines 
dreiaelisigen,  zweitheiligen  Hyperboloides  mit  einem  demselben,  parallel 
zu  einer  Geraden,  umschriebenen  Cylinder  zu  eonstruleren. 

Die  gegebene  Gerade,  zu  welcher  die  Cy lindererzeugenden  parallel 
sein  sollen,  sei  (g,  g')  (Taf.  XXSIX,  Fig.  264). 

Nach  Satz  428,  Band  II)  ist  die  Berührungscurve  einer  Fläche 
zweiten  Grades  mit  einem  derselben  umschriebenen  Cylinder  stets  die 
Schnitteurve  der  Fläche  mit  jener  Diametralebene,  welche  der  Rich- 
tung der  Cylindererzeugenden  conjugiert  ist. 
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Der  gestellten  Aufgabe  gemäü  haben  wir  sonach  bloß  die  der 
Richtung  der  Geraden  (g,g')  conjugierte  Durchmesserebene  des  Hyper- 
boloides, oder  mit  anderen  Worten,  die  dem  zu  (</,  g')  parallele» 
Durchmesser  {D,  D')  conjugierte  Durchmesserebene  B^B^  des  Hyper- 
boloides zu  construieren ,  um  den  diesfallsigen  Bedingungen  zu  ge- 
nügen. 

Nachdem  aber  die  besagte  Ebene  ©„  B^  auch  die  dem  Durch- 
messer (D,  D')  conjugierte  Durchmesserebene  in  Bezug  auf  den 
Asymptotenkegel  ist,  so  hat  man  nichts  anderes  zu  thun,  als  die  Polare 
Sj,  des  Horiaoütal-Durchstoßpuüktes  d'  des  Durchmessers  {B,I)')  in 
Bezug  auf  die  Ellipse  {a'b',c'd'),  allenfalls  mittelst  des  über  a'b' 
beschriebenen  Affiukreises  K^,  zu  coustruieren,  um  in  derselbeu  bereits 
die  Horizontaltrace  der  gesuchten  Ebene  dargestellt  zu  erhalten.  Da 
die  bezeichnete  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  des  Hyper- 
boloides geht,  ist  auch  deren  Vertiealtrace  B^  leicht  zu  ermitteln. 

Die  Berührungscurve  selbst  erhält  man  wieder  als  den  Schnitt 
der  Ebene  B^Si,  mit  dem  Hyperboloide,  dessen  neuerliche  Con- 
struction  wir  hier,  um  ubeFflüssige  Wiederholungen  zu  vermeiden, 
ebenso  wie  in  dem  vorhergehenden  Probleme,  unter  Hinweis  auf  Auf- 
gabe 290)  übergehen. 

§.  684. 

300.  Aufgabe.  Die  Polare  einer  gegebenen  Geraden  in  Bezug 
auf  ein  dreiachsiges,  zweitheiliges  Hyperboloid  ist  zu  construieren. 

Behufs  CoDstructioti  der  der  gegebenen  Geraden  (g,  g')  (Taf. 
XXXIX,  Fig.  265),  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  entsprechenden 
Polare  {g^,  g\),  werden  wir  diesfalls  von  der  Definition  §.  378,  Band  11) 
Gebrauch  machen.  Wenn  wir,  der  angeführten  Definition  gemäß,  auf 
der  Geraden  (g,  g')  zwei  Punkte  annehmen  und  die  Polarebene  jedes 
dieser  Punkte  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  construieren,  so  werden 
sich  diese  beiden  Poiarebenen  bereits  in  der  gesuchten  Polare  {gf-,g\) 


Selbstverständlich  kömmt  es  nun  darauf  an,  die  vorerwähnten 
Punkte  auf  der  Geraden  {g,g')  derart  zu  wählen,  dass  sich  deren 
Polarebenen  mit  möglichster  Einfachheit  construieren  lassen. 

In  dieser  Hinsicht  bietet  sieh  uns  vor  allem  derjenige  Punkt 
(j'ii  P'\i  als  geeignet  dar,  in  welchem  die  Gerade  {g,  g')  die  zur 
vertiealen  Projectionsebeue  parallele  Hauptebene  jj  des  Hyperboloides 
schneidet. 

Feechka,  nacetelleiide  a.  piojectire  Oeometrie.  III.  45 
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Die  Pölarebeae  B't  jP'*  des  Punktes  (p,  p')  ist,  wie  wir  der  Auf- 
gabe 297)  entnehmeo,  jene  veitical-projidereDde  Ebene,  deren  Vertical- 
traee  JB',  die  Berührungssehne  der  von  P,  aus  in  der  Ebene  ij  an  die 
Hanpthyperbei  (beziehungsweise  von  p^  an  die  vertieale  Projeetion  der- 
selben) geführten  Tangenten  t^  und  t^  repräsentiert. 

Als  zweiten  Punkt  auf  der  Geraden  {g,  g')  wählen  wir  deren 
unendlich  fernen  Punlit.  Die  Polarebene  B^J^a  dieses  unendlich  fernen 
Punktes  ist  bekanntlich  diejenige  Durchmesserebeno  des  Hyperboloides, 
welche  dem  zu  {g,g')  parallelen  Durchmesser  (A  D')  conjugiert  ist. 
Besäte  Ebene  construieren  wir  in  voller  Übereinstimmung  mit  dem 
in  den  vorhergehenden  analogen  Fällen  beobachteten  Vorgänge. 

Der  Schnitt  der  beiden  Polarebenen  B\B\  und  U^lth  liefert 
sodann,  den  angestellten  Betrachtungen  zufolge,  unmittelbar  die  ver- 
langte Polare  {Sf|,3',)  der  gegebenen  Geraden  {g,g'). 

§.  685. 

301.  Aufgabe.  Durch  eine  gegebAe  Gerade  sind  an  ein  drei- 
achsiges, zweitheiliges  Hyperboloid  Berührebenen  zu  legen,  und  deren 
Berühnuigspunlite  zu  construieren. 

Die  durch  die  gegebene  Gerade  (g,  g')  (Taf.  XXXIS,  Fig.  265) 
gelegten  Tangentialebenen  des  Hyperboloides  berühren  das  letztere, 
nach  Satz  409,  Band  U),  in  den  nämlichen  Punkten,  in  welchen  das- 
selbe von  deu  Polaren  ^f,,^',)  der  gegebenen  Geraden  getroffen  wird. 

Wir  haben  demnach  bloß  (nach  Aufgabe  287)  die  Schnittpunkte 
{m,m')  und  (n,n')  der  Polare  {gy,<j\)  mit  dem  Hyperboloide  zu  er- 
mitteln, um  in  denselben  sogleich  auch  die  gesuchten  Berührungs- 
punkte zu  erhalten.  Die  durch  die  Gerade  {g,g')  und  beziehungsweise 
durch  die  Punkte  (m,m')  und  (n,n')  gelegten  Ebenen  T\T\  und 
P,  T^k  bestimmen  sodann  die  verlangten  Tangentialebenen  des  Hyper- 
boloides. In  der  Folge  werden  wir  noch  eine  andere,  einfachere  und 
elegantere  Lösung  dieser  Aufgabe  kennen  lernen. 


SOS.  Aufgabe.  Es  Ist  der  Schnitt  eines  einem  dreiachsigen,  zwei- 
tbeiligen  Hyperboloide,  parallel  zu  einer  gegebenen  Geraden,  um- 
schriebenen Cylinders  mit  der  horizontalen  Projectionsehene  zu  er- 
mitteln, oder  mit  anderen  Worteu:  Es  ist  der  Schlagschatten  eines 
dreiachsigen,  zweitheüigen  Hyperboloides,  bei  gegebener  Parallel- 
belenehtuiig,  auf  die  horizontale  Projectionsehene  festzustellea,  oder 
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auch :  Es  ist  die  Oontour  eines  orthogonal  dargestellten  dreiachsigen, 
zweitheHigen  Hyperboloides,  für  eine  gegebene  Richtnng  des  schief 
projicierenden  Strahles,  auf  einer  Ebene  zu  Ijestimmen. 

Die  Gerade,  au  welcher  die  Erzeugenden  des  dem  Hyperboloide 
umschriebenen  Cylinders  parallel  sein  sollen ,  sei  (g,  g')  (Taf.  XL, 
Fig.  266). 

Man  könnte  diesfalls  (wie  in  Aufgabe  299) ,  die  Ebene  der  Be- 
ruh rungscurve  coustruioren,  den  Schnitt  derselben  mit  dem  Hyperboloide 
bestimmen,  denselben  sodann  als  LeitcmTe  eines  zur  Geraden  {g,  g') 
parallelen  Cylinders  betrachten,  und  den  Schnitt  dieses  Cylinders  mit 
der  horizontalen  Project ionsebene  aufsuchen,  um  die  gestellte  Auf- 
gabe ihrer  Lösung  zuzuführen. 

Einfacher  jedoch  gelangen  wir  zum  Ziele,  wenn  wir  direct  den 
Schnitt  des  Cylinders  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  ,  als 
Enveloppe  der  horizontalen  Tracen  aller  zur  Geraden  (g,  g') 
parallelen  Tangentialebenen  und  als  Ort  derHorizontal-Durchstoßpunkte 
aller  zur  Geraden  {g,  g')  parallelen  Tangenten  des  Hyperboloides  be- 
trachten. 

Da  die  Achse  des  dem  Hyperboloide  parallel  zur  Geraden  {g,  g') 
umschriebenen  Cylinders  (wie  aus  Früherem  bekannt)  der  zu  der  Geraden 
(S'i  9')  parallele  Durchmesser  (D,  B')  des  Hyperboloides  ist,  und 
weiters  die  Mittelpunkte  sämmtlicher  auf  einem  Cylinder  zweiten 
Grades  liegenden  Kegelschnitte  sich  in  der  Achse  des  Cylinders  vor- 
finden,  so  folgt,  dass  der  Horiaontal-Durchstoßpunkt  o'  des  Durch- 
messers (D,  D')  der  Mittelpunkt  jenes  Kegelschnittes  2  sei,  in 
welchem  der  umschriebene  Cylinder  die  horizontale  Projectionsebene 
schneidet. 

Ziehen  wir  von  o'  ans,  durch  Zuhilfenahme  des  Affinitätskreises 
K^,  die  Tangenten  p,  und  p^  an  die  Ellipse  {a'h',  <fd'),  so  reprä- 
sentieren diese  die  Horizontaltracen  der  durch  {B,B')  gebenden,  also  zu 
iß,  g')  parallelen  Tangentialebenen  des  Asymptotenkegels. 

Jede  Tangentialebene  des  Asymptotenkegels  ist  aber  bekanntiieb 
eine  Berührungaebene  des  Hyperboloides,  deren  Berübrnngspunkt  in 
unendlicher  Entfernung  liegt.  Hieraus  folgt,  dass  die  Horizontaltracen 
p,  und  Pj  dieser  Tangentialebenen,  Tangenten  des  Kegelschnittes  S 
sind,  und,  da  dieselben  durch  den  Mittelpunkt  o'  desselben  gehen, 
speciell  die  Asymptoten  von  S  darstellen.  Besagter  Kegelschnitt 
wird  daher  eine  Hyperbel  sein. 

Um  die  letztgenannte  Curve  vollständig  bestimmt  zu  erhalten, 
wird  außer  der  Angabe  der  Asymptoten  pi  und  pj ,  die  weitere 
Kenntnis  eines  einzigen  Punktes  derselben  genügen. 
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Behufs  Bestimmung  des  erforderlichen  Hyperbelpunktes  schneiden 
wir  das  gegebene  Hyperboloid  durch  die  horizontal-projicierende  Ebene 
Pili**,  welche  durch  die  reelle  Achse  {AB,  Ä'B')  und  den  Dmch- 
measer  (I) ,  D')  geht,  durch  eine  Ebene  also,  die  zu  der  Geraden  (ji,  gr') 
pai'ällel  gelegt  wird. 

Die  Schnitthyperbel  ist  diesfalls  durch  die  Achse  (AB,  AB') 
und  die  Asymptoten  (ff,  ,ö',)  und  (Ö5,  ß\),  welch  letztere  die  der 
Ebene  P,  P*  angehörenden  Erzeugenden  des  Asynatotenkegels  sind, 
bestimmt.  Die  Vertiealprojection  dieser  Hyperbel  ist  sonach  durch 
die  reelle  Achse  AS  und  die  Asymptoten  ff,  und  «j  festgestellt. 

Ziehen  wir,  auf  Grund  der  bereits  mehrfach  erörterten  Methode, 
an  diese  Verticalprojectionen  die  Tangenten  z,  und  r„  parallel  zur 
Vertiealprojection  g  der  gegebenen  Geraden  ,  so  repräsentieren  diese 
Tangenten  T^  und  ig  offenbar  die  Verticalprojectionen  jener  Tangenten, 
welche  an  die  in  der  Ebene  F^Ph  liegende  Hyperbel  parallel  zn 
der  Geraden  (g,  g')  geführt  wurden,  und  welche  somit  auch  Tangenten 
an  das  Hyperboloid  selbst  darstellen.  Die  horizontalen  Projectionen 
r',  und  t'„  fallen  mit  der  Trace  P*  zusammen.  Die  horizontalen 
Durchstoßpunkte  m'  und  n-  derselben  (in  der  Trace  P*  liegend)  sind 
mithin  zwei  Punkte  der  Hyperbel  2. 

Die  verlangte  Hyperbel  S  ist  demnach  durch  die  Asymptoten  p, 
und  02  iiucl  durch  einen  der  beiden  Punkte  m'  oder  n'  vollkommen 
bestimmt,  und  kann  nun,  mit  Hilfe  eines  den  Asymptoten  einge- 
schriebenen Collinearkreises,  die  reelle  Achse  derselben  u.  s.  w.  an- 
standslos eonstruiert  werden. 

Die  eben  erörterten  Constructionen  liefern  eine  elegante  und 
ziemlieh  einfache  Methode  für  die  Durchführung  eines  im  Vorher- 
gegangenen auf  einem  anderen  Wege  gelösten  Problemes,  so  dass  wir 
uns  veranlasst  fühlen,  die  angedeutete  Lösung  hier  au  besprechen. 

g.  687. 

303.  Aufgabe.  Durcli  eine  gegebene  Gerade  sind  an  ein  drei- 
aclxsiges,  zweitheiliges  Hyperboloid  die  möglichen  Berührungsebenen 
zu  legen  und  deren  Berühnmgspnnkte  zu  eonstruieren. 

Die  gegebene  Gerade  sei  (</,  g')  (Taf  XXXX,  Fig.  266).  Con- 
struieren  wir  vor  allem  den  Kegelschnitt  2,  in  welchem  der  dem 
Hyperboloide  parallel  zur  Geraden  {g.  g')  umschriebene  Cylinder  die 
horizontale  Projectionsebene  schneidet.  Wählen  wir  diesbezügiieh  wieder 
als  Bestiinmnngsstücke  für  die  sich  hierbei  ergebende  Hyperbel  S  deren 
Asymptoten   9,   und  p,  und  einen  Punkt  m'  der  bezeichneten  Curve. 


Hosted  by 


Google 


709 

Jede  Berührebene  des  umschriebenen  Cjlinders  ist  gleichzeitig 
eine  zu  (g,g')  parallele  Berührebene  des  Hyperboloides.  Legeii  wir 
daher  durch  die  Gerade  (g,g')  an  den  umschriebenen  Cylinder  die 
Berührebeneo,  so  werden  diese  auch  die  zu  bestimmenden  Tangential- 
ebenen des  Hyperboloides  repräsentieren.  Die  Horizontaltracen  dieser 
Ebenen  gehen  einerseits  durch  den  Horizontal-Durehstoßpunkt  h'  der 
gegebenen  Geraden  (g,g'),  während  sie  andererseits  die  Hyperbel  2! 
in  je  eioem  Punkte  berühren. 

Wir  coustruieren  die  besagten  Traeen  in  der  Weise,  dass  wir 
den  Asymptoten  p,  und  q„  einen  Kreis  Hf,  eingeschrieben  denken,  und 
diesen  als  CoUinearkreis  der  Hyperbel  2?  betrachten.  In  diesem  Falle 
ist  der  Mittelpunkt  o'  der  Hyperbel  das  Collineationscentrum ,  und 
die  Berührungssehne  ß^  ß^  der  Asymptoten  p,  und  p^  mit  dem  Kreise 
2;„  die  Gegenachse  &„■ 

Dem  Punkte  m'  der  Hyperbel  2  entspricht  der  vermittelst  des 
Collineationsstrables  o'm'  auf  dem  Kreise  Z,,  bestimmte  Punkt  m„. 
Es  ist  offenbar  gleichgiltig,  welcher  der  beiden  Schnittpunkte  von  2^ 
mit  m'o'  gewählt  wird.  Hiernach  entsprechen  sich  die  zur  Asymp- 
tote Pa  parallele  Gerade  m'z/  und  die  Gerade  «to^ßa  welche  den 
coiliuearen  Punkt  m,  mit  dem  der  Gegenachse  Ga  angehörenden 
Punkte  ßi  der  Asymptote  pj  verbindet.  Der  Schnittpunkt  ^  der  beiden 
genannten  Geraden  ist  daher  ein  Punkt  der  Colli neationsacbse,  welche 
sich  nurmehr  als  die  durch  z/  parallel  zu  Ga  gezogene  Gerade  Ca  dar- 
stellt.  Hiemit  ist  die  coilineare  Beziehung  vollkommen  festgestellt. 

Die  durch  Ji'  gehenden  Tangenten  J"»  und  2***  der  Hyperbel  H 
erhält  man  nun  als  die  Colli neargeraden  derjenigen  Tangenteu  T°^ 
und  T"^  des  Kreises  Hg.  welche  durch  den,  dem  Punkte  h'  collinear 
entsprechenden  Punkt  gehen. 

Ebenso  einfach  ergeben  sich  durch  die  coilineare  Beziehung  auch 
die  Berührungspunkte  w',  und  n;',  der  Tangenten  T'k  und  T\  mit 
der  Hyperbel  S. 

Den  vorstehenden  Betrachtungen  gemäß  sind  nun  2"a  und  T\ 
die  Horizontaltracen  der  gesuchten  Berübrebenen.  Die  Verticaltraceu 
2"„  und  Pc  derselben  können  ohneweiters  construiert  werden',  da  der 
Vertical-Durchstoßpunkt  v  der  Geraden  (g,  g')  als  bekannt  vorliegt. 

Nachdem  somit  die  beiden  BerQhrebenen  construiert  sind,  er- 
übrigt nur  noch  die  Bestimmung  von  deren  Berührungspunkten. 

Der  Punkt  (jr, ,  a\) ,  in  welchem  die  Trace  T^k  die  Hyperbel  S 
berührt,  ist  der  Horizontal-Durehstoßpunkt  jener  Erzeugenden  des  um- 
schriebenen Cylinders,  längs  welcher  derselbe  von  der  Ebene  T^bT^k 
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berührt  wird.  Diese  Erzeugende  erhält  man  unmittelbar  als  die  zu 
ig,  g')  durch  {x^,%\)  parallel  gezogene  Gerade  (g,,  g\). 

Auf  der  genannten  Geraden  (^,,  ^Z)  muas  offenbar  auch  der 
Berührungspunkt  der  Ebene  T\  T\  mit  dem  Hyperboloide  liegen. 
Andererseits  muss  aber  der  besagte  Punkt  auch  der  Berührungseurve 
des  Cylinders  mit  dem  Hyperboloide  angehören.  Bestimmt  man  daher 
die  Ebene  der  Berührungseurve  des  Cylinders,  oder  was  dasselbe  ist, 
die  dem  zu  (g,  g')  parallelen  Durchmesser  {D,  D')  eonjugierte  Durch- 
messerebene MvBi,,  so  repräsentiert  ihr  Durchstoßpunkt  {p,,  p\)  mit 
der  vorgenannten  Cylindererzengenden  (gi,  g\)  bereits  den  gesuchten 
Berührungspunkt  der  Ebene  T\T'h- 

Die  erwähnte  Durehmesserebene  Ji,  if*  ergab  sich  gelegenheitlich 
der  Bestimmung  der  Asymptoten  q,  ,  g^  der  Hyperbel  2.  Die  Hori- 
aontaltrace  B;,  derselben  erhält  man  direct  als  die  Verbindungsgerade 
der  Berührungspunkte  /i  und  v  von  p,  und  q^  mit  der  Ellipse  {a'b%  c'd') 
oder  was  dasselbe  ist,  als  die  Polare  des  Punktes  o'  in  Bezug  auf 
die  Ellipse  (a'h',  c'd'). 

In  gleicher  Weise  wie  (i>,  ,i)',)  findet  man  auch  den  Berührungs- 
punkt (Pa,  i)'ä)  des  Hyperboloides  mit  der  Tangentialebene  T'tT^h- 

Der  Schnitt  2  des  dem  Hyperboloide  parallel  za  einer  Geraden 
umschriebenen  Cylinders  mit  der  horizontalen  Projectionsebene  kann, 
auf  dem  bei  der  vorhergehenden  Aufgabe  zur  Anwendung  gebrachten 
Principe  fußend,  auch  zur  Lösung  des  nachstehenden,  jedoch  gleich- 
falls schon  vorher  durchgeführten  Problemes  benutzt  werden. 


304.  Aufgabe.  Parallel  za  einer  gegebenen  Ebene  sind  an  ein 
dreiachsiges,  zweitheiliges  Hyperboloid  Berührebenen  zu  legen,  und 
deren  Berührungspunkte  zu  eonstruieren. 

Behufs  Durchführung  der  gestellten  Aufgabe  nehmen  wir  in  der 
gegebenen  Ebene  E  eine  beliebige  Gerade  g  an,  und  bestimmen  den 
Schnitt  des  dem  Hyperboloide,  parallel  zur  Geraden  g,  umschriebenen 
Cylinders  mit  der  horizontalen  Projectionsebene.  Führt  man  an  den 
Schnitt  (Hyperbel  21'),  zur  Horizontal trace  der  Ebene  E  parallele 
Tangenten,  so  stellen  diese  die  Horizontaltraeen  der  zur  Ebene  E 
parallelen  Berührebenen  des  Cylinders,  also  auch  jene  des  Hyper- 
boloides dar.  Die  Berührungspunkte  der  Ebene  mit  dem  Hyperboloide 
ergeben  sich  in  analoger  Weise  wie  jene  in  dem  vorausgeschickten 
Beispiele  mitteist  der  Berfihrerzeugeudeu  dieser  Ebenen  mit  dem 
Cylinder. 
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Nachdem  die  Wahl  der  Geraden  g  in  der  gegebenen  Ebene  E 
freisteht,  so  wird  man  üweckmäßig  als  g  jene  zur  Hauptebene  i;,  d.  i. 
znr  verticalenProjectionsebene  parallele  Gerade  in  .E  annehmen.  (Man 
vergleiche  hierbei  die  analoge  in  Aufgabe  263)  für  das  Ellipsoid 
durchgeführte  Construction. 


XXIX.  Capitel. 
Constructionen  und  Aufgaben,  das  elliptische  Paraboloid  betreffend- 


Bevor  wir  auf  die  eigentliche  Construction  und  die  Durchfüh- 
rung hierhergehgriger  Probleme  übergehen,  wollen  wir,  ebenso  wie 
bei  den  bereits  besprochenen  Flächen,  gewisse  Annahmen  bezüglich  der 
Lage  der  Projectionsebenen  gegen  die  Fläche  feststellen. 

Vor  allem  setzen  wir  wieder  voraus ,  dass  die  Achse  {Z,  Z') 
(Taf.  XXXX,  Fig.  267)  des  Paraboloides  eine  horizontal-projicierende 
Gerade  sei.  Ferner  mSgen  die  beiden  aufeinander  senkrecht  stehenden, 
durch  diese  Achse  gehenden  Hauptebenen  gleichfalls  besondere  Lagen 
gegen  die  Projectionsebenen  erhalten,  und  zwar  wollen  wir  diesbezüg- 
lich annehmen,  dass  die  eine  parallel,  die  andere  dagegen  senkrecht 
zur  verticalen  Projectionsebene  sei.  Da  diese  beiden  Hauptebenen 
horiaontal-projicierend  sind,  so  ist  die  zweitgenannte  Ebene  insbeson- 
dere senkrecht  zur  Grundlinie. 

Endlich  wollen  wir  uns  noch  eine  weitere  bestimmte  Voraus- 
setzung erlauben. 

Jede  zur  Achse  {Z,  Z')  senkrechte  und  somit,  den  getrofFeneu 
Annahmen  zufolge,  jede  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallele 
Ebene  schneidet,  wie  bereits  bekannt,  das  Paraboloid  in  einer  Ellipse, 
deren  Achsen  die  Schnittgeraden  der  genannten  Ebene  mit  den  beiden 
Hauptebenen  sind. 

Wir  [wählen  im  "allgemeinen  stets  jene  Hauptebene  -»j  als  zur 
verticalen  Projectionsebene  parallel,  welche  die  „großen"  Achsen 
aller  zur  Flächenachse  {Z,  Z')  senkrechten  Ellipsenschnitte  enthält. 
Dieser  Voraussetzung  entsprechend  wird  der  Schnitt  des  Paraboloides 
mit  der  horizontalen  Projection  eine  Ellipse  (a'fe',  c'd')  sein,  deren 
große  Achse  a'h'  parallel,  deren  kleine  Achse  c'ä'  aber  senkrecht  zur 
Grundlinie  liegt. 
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Betrachtec  wir  nuü  auch  die  beiden  Parabeln,  in  welchen  das 
l'araboloid  von  den  Hauptebenen  geschnitten  wird. 

Sei  Ti  die  verticale  Traee  der  zur  horizontalen  Projectionsebene 
nothwendigerweise  parallelen  Scheiteltangeatlalebene.  Dieselbe  wird 
somit  gleichzeitig  auch  die  verticaie  Projection  jener  Scheiteltangente 
repräsentieren,  welche  der  in  der  zur  verticalen  Projectionsebene  paral- 
lelen Hauptebene  ij  liegenden  Parabel  angehört.  Die  verticale  Pro- 
jection des  Brennpunktes  dieser  Parabel  sei  F,.  Der  Brennpunkt  der- 
jenigen Parabel,  welche  in  der  zweiten  zur  Grundlinie  senkrechteD 
Hauptebene  sttSiA  Hegt,  sei  F^,  Da,  wie  oben  vorausgesetzt  wurde, 
eine  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallele  Ebene  auf  der  ersteren 
Parabel  eine  größere  Sehne,  als  auf  der  zweiten  bestimmt,  so  ist  ein- 
leuchtend, dass  auch  der  Brennpunkt  JF,  dem  Scheitel  j,  des  Para- 
boloides  näher  als  der  Brennpunkt  F,  liegen  müsse.  Umgekehrt  sind 
diese  Angaben  auch  hinreichend,  wenn  sich  die  großen  Achsen  der 
Horizoutalellipsen  in  der  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
Hauptebene  ij  vorfinden. 

Wird  das  Paraholoid  ausnahmsweise  so  gestellt,  dass  die  kleinen 
Achsen  der  horizontalen  Schnittellipse  dieser  Fläche  zur  verticalen 
Projectionsebene  parallel  sein  sollen,  so  wird  dies  an  der  betreffenden 
Stelle  ausdrücklich  bemerkt  werden. 

Sehen  wir  weiters  noch  nach,  welche  Stücke  zur  vollständigen 
Bestimmung  des  elliptischen  Paraboloides  überhaupt  nothwendig  sind, 
und  welche  am  bequoijsten  für  die  zu  vollziehenden  Constructionen 
verwertet  werden  können. 

Vor  üllem  ist  klar,  dass  das  Paraholoid  bestimmt  sein  wird, 
wenn  die  Scheiteltangentialebene  T^  und  die  Brennpunkte  (?',,  i^',) 
und  (Fg,  F'^)  der  beiden  Hauptparabeln  als  gegeben  vorliegen.  In 
diesem  Falle  sind  eben  die  beiden  Hanptparabeln  vollkommen  sicher- 
gestellt, und  man  kann  sich  das  Paraholoid  durch  eine  Ellipse,  welche 
parallel  zur  horizontalen  Projectionsebene  fortschreitet  und  bei  dieser 
Bewegung  ihre  Größe  derart  verändert,  dass  die  vier  Achsenendpunkte 
derselben  stets  durch  die  vier  Schnittpunkte  ihrer  Ebene  mit  den  beiden 
Hauptparabeln  repräsentiert  erscheinen,  erzeugt  denken. 

Die  eine  der  beiden  Hauptparabeln  liegt  aber  diesfalls  in  der 
zur  Grundlinie  senkrechten  Hauptebene  it^nh,  daher  deren  beide  Pro- 
jectionen  gerade  Linien  sind.  Wollte  man  demnach  mit  oder  an  dieser 
Parabel  Constructionen  vornehmen,  so  wäre  zuvor  immer  erst  eine 
Drehung  derselben  in  die  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Lage 
durchzuführen.    Dieser  Umweg   wird   selbstverständlich   zu   vermeiden 
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sein  und  daher  getrachtet  werden  müssen,  diese  Hauptparabel  durch 
irgend  ein  anderes  Bestimmungsstüct  zu  ersetzen. 

Wir  haben  vorher  das  Paraholoid  durch  eioe  horizontal  liegende 
Ellipse  erzeugt  gedacht ,  deren  Achsenendpunkte  in.  jeder  Lage  auf 
den  beiden  Hauptparabeln  liegen.  Nachdem  aber  alle  parallelen  Schnitte 
einer  Fläche  zweiten  brades  stets  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Kegel- 
schnitte sind,  80  kunnen  wir  die  eine  der  Hauptparabeln,  und  zwar 
die  in  dei  Hauptebene  sr^  ar*  liegende ,  als  Bestimmungsstück  aus- 
scheiden, daiur  jedoch  das  Ächsenverhältnis  der  horizontalen  Schnitt- 
elhpt>en,  a!&  gegeben,  substituieren, 

Ist  also  die  in  der  Hauptebeue  t]  liegende  Parabel  durch  die 
Schelteltangente  und  den  Brennpunkt  F,  gegeben,  und  nimmt  maa 
für  die  horizontalen  Schnittellipsen  ein  bestimmtes  Achsen verhältois 
an,  so  ibt  durch  diese  Stucke  das  Paraboioid  offenbar  gleichfalls  voll- 
kommen bcbtimmt  Denn  man  kann  dasselbe  wieder  durch  die  Lagen- 
veränderung einer  variablen  Ellipse  erzeugt  denken,  deren  Ebene  e„ 
unuuterbroehen  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallel  bleibt,  deren 
große  Ächoe  (a,b,,  a',b',)  die  Sehne  der  gegebenen,  durch  die  Ebene 
c,  bestimmten  Parabel  ist,  und  deren  kleine  Achse  {cd,c'd'}  aus  (ab,a'h') 
vermittelst  des  stattfindenden  constanten  Acbseaverbältnisses  abge- 
leitet werden  kann. 

Statt  dieses  AehsenverhäUnis  in  beliebiger  Weise  anzugeben, 
denken  wir  uns  dasselbe  direct  in  jener  Ellipse  {a'h'c'd')  dargestellt, 
in  welcher  das  Paraboioid  die  horizontale  Projectionsebene  sehneidet. 
Die  große  Achse  a'h'  dieser  Ellipse  ist  die  Verbindungsgerade  der 
horizontalen  Durehstoßpunkte  a'  und  h'  der  zur  verticaleu  Projections- 
ebene parallelen  Hauptparabel,  während  als  kleine  Achse  eine  belie- 
bige Strecke  Cd',  welche  jedoch  kleiner  als  a'h'  ist,  angenommen 
■werden  kann.  Dies  vorausgesetzt  wird  das  Verhältnis  a'h'  :  c'd'  das 
vorgenannte  „constante  AehsenverhältHis"  repräsentieren. 

In  dieser  letztaugegebenen  Weise  wollen  wir  das  elliptische  Para- 
boioid bei  deu  folgenden  Constructionen  dargestellt  voraussetzen  und 
tibergehen  somit  zur  Lösung  der  einzelnen  fundamentalen  Aufgaben, 

§.  690. 

30Ö.  Aufgahe.  Eia  Punkt  anf  einem  elUptischen  Paraboloide 
ist  durch  seine  Verticalprojection  gegeben;  die  Horizontalprojection 
desselben  ist  zu  constrnieren. 

Denken  wir  uns  durch  die  gegebene  Verticalprojection  p  (Taf; 
XXSXI,  Fig.  268}  eine  zur  Grundlinie  parallele  Gerade  e^  gezogen. 
Dieselbe  repräsentiere  die  Verticaltrace  der  durch  den  zu  bestimmenden 
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Punkt  {p,p'),  parallel  zur  horizontalen  Projectionsebene,  gelegten 
Ebene  e.  Die  besagte  Ebene  scbneidet  das  Paraboloid  in  einer  durch 
den  Punkt  (j>,p')  gehenden  Ellipse,  deren  große  Achse  die  Schnitt- 
gerade der  Ebene  e,  mit  der  Hauptebene  ij  ist. 

Die  Endpunkte  dieser  Achse  ergeben  sieb  als  die  Schnitt- 
punkte {a,,  a\)  und  (6,,  &',)  der  Ebene  «„  mit  der  in  der  Hauptebene 
1]  liegenden  Parabel.  Die  Vertiealprojectionen  «,  und  h^  derselben 
erhält  man,  mit  Zuhilfenahme  der  Direetrlx  D,  als  die  Schnittpunkte 
der  Trace  e„  mit  der  durch  die  Scheiteltangente  Ta  und  den  Brenn- 
punkt F  gegebenen  Verticalprojection  der  obbezeichneten  Parabel- 
Die  Horizontalprojectionen  a\  und  b\  ,  welche  in  der  Horizontaltraee 
■fjh  liegen,  können  aus  den  Vertiealprojectionen  a,  und  i,  unmittelbar 
abgeleitet  werden.  Da  die  Schnittellipse  (a,  i,  c,  d, ,  a\  fe',  C,  d'j)  der 
Ebene  e  mit  der  Horizontalspur  {a'b'c'd')  ähnlich  gelegen  ist,  und 
ihr  Mittelpunkt  (o,  o')  auf  der  Achse  (Z,  Z')  liegt,  so  ist  deren  Hori 
zontalprojection  {a'ih\c\d\)  eoneentriseh  und  ähnlich  gelegen  mi 
der  Ellipse  {a'l'c'd').  Es  ergibt  sich  daher  die  kleine  Achse  c\d- 
derselben  einfach  vermittelst  der  Parallelen  <i\c\  und  a'c';  h\d' 
und  i'd'. 


Nachdem  der  zu  bestimmende  Punkt  {p,  p')  auf  der- Schnitt- 
ellipse der  Ebene  e  mit  dem  Paraboloide  liegen  musa,  so  erhalten 
wir  dessen  Horizontal projection  im  Schnitte  der  durch  p  senkrecht 
zur  Grundlinie  gezogenen  Geraden  X  mit  der  Horiaontalprojection 
(a'i  &',  c'i  d',)  der  genannten  Ellipse.  Da  ferner  die  Gerade  A  die 
Ellipse  {a'h'&d')  in  zwei  Punkten  j)'  und  p',  sehneidet,  welche  gegen 
die  Traee  tjh  symmetrisch  liegen,  so  folgt,  dass  auch  der  gegebeneu 
Verticalprojection  p  zwei  Punkte  {p,p')  und  (^j,  p',)  des  Paraboloides 
entsprechen,  welche  eine  in  Bezug  auf  die  Hauptebene  ?j  symme- 
trische Lage  haben. 

§.  691. 

306.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  einer  vertieal-projicierenden 
Ebene  mit  einem  eUiptisehen  Paraboloide  zu  construieren. 

Die  schneidende,  vertieal-projicierende  Ebene  sei  E^Ek  (Taf.XXXX, 
Fig.  269).  Da  E,Eh  auch  auf  der  Hauptebene  ■yj  senkrecht  steht,  so 
ist  deren  Schnitt  mit  dem  Paraboloide  gegen  diese  Hauptebene  sym- 
metrisch, oder  mit  anderen  Worten:  die  Schnittgerade  {s,s'}  der 
Ebene  E,  Ei  mit  der  Hauptebene  tj  ist  eine  Achse  des  Schnittes. 
Die  Aehsenendpunkte  sind  die  Schnittpunkte  (m,m')  und  {n,  n') 
mit  der  in  der  Ebene  ij  liegenden  Hauptparabei. 
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Die  Vertiea]projection(n  m  und  n  dieser  Schoittpunkte  kann  mau 
als  gemeinsame  Punkte  der  Geraden  s  mit  der  durch  den  Seheitel  Ä 
und  den  Breurpunkt  F  gegebenen  Parabel  (nach  der  in  Aufgabe  206) 
auseinandergesetzten  Methode)  construiereii.  Die  Horizontal  projectioneu 
m'  und  n',  welche  sieh  in  der  Geraden  s'  vorfinden,  können  unmittelbar 
aus  den  Punkten  m  und  n  abgeleitet  werden. 

Halbiert  man  die  Achse  {mn,m'n')  im  Punkte  {0,0'),  so  erhält 
man  deu  Mittelpunkt  der  Schnittellipae.  Die  durch  {o,(/)  gehende,  zu 
{mn,ni'n')  in  der  Ebene  -Eu-Ea  senkrecht  gezogene,  mithin  verticai- 
projicierende  Gerade  stellt  die  zweite  Achse  der  Schnittellipse  dar. 
Die  Endpunkte  (p.jp')  und  (r,r')  derselben  bestimmt  man,  ähnlich  dem 
Vorgänge  in  der  vorausgeschickten  Aufgabe,  als  jene  Punkte  des  Para- 
holoides,  deren  Verticalprojeetionen  p  und  r  mit  0  zusammenfallen. 

Die  letztere  Construction  ist  übrigens  entbehrlich  und  kann  für 
die  Folge  umgangen  werden,  da  wir  sogleich  nachweisen  werden,  daas 
die  Horiaontalprojection  (»w'«',^'»-')  ähnlich  und  ähnlich  gelegen 
der  Ellipse  {a'l',c'd')  sei. 

Vorerst  wollen  wir  jedoch  noch  nachstehende  allgemeine  Aufgabe 
behandeln, 

§.  692. 

307.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  eines  elliptischen  Paraboloides 
mit  einer  beliebig  gegebenen  Ebene  E^Eh  zu  constmleren. 

Nehmen  wir  die  zur  verticalen  Projectiönsebene  parallele  Haupt- 
ebene  7}  des  Paraboloides  als  Affinitätsebene  an,  und  setzen  wir  weiters 
voraus ,  die  Affinitätsstrahlen  seien  in  Bezug  auf  diese  Ebene  senk- 
recht, also  vertical-projicierend.  Wählen  wir  ferner  den  Modul 
der  Affinität  derart,  dass  sich  die  Ellipse  (a'b',  Cd')  (Taf.  SXXX, 
Fig.  270),  welche  die  Horizontalspur  des  Paraboloides  darstellt,  affin 
in  den  über  ihrer  Achse  a'h'  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  K„ 
transformiert. 

Unter  diesen  Verhältnissen  werden  sich  auch  alle  zur  horizontalen 
Projectiönsebene  parallelen,  sowie  alle  mit  {a'b',c'd')  ähnlich  gelegenen 
Ellipsenschnitte  des  Paraboloides  in  Kreise  transformieren,  oder  mit 
anderen  Worten:  das  elliptische  Paraboloid  wird  durch  diese 
affine  Transformation  in  ein  Kotatiousparaboloid  über- 
gehen. Hierbei  bleibt  die  Achse  {Z,  Z')  auch  Achse  des  Kotations- 
paraboioides,  und  die  in  der  Hauptebene  (Affinitätsebene)  ij  hegende 
Parabel  wird,  da  sie  bei  der  Transformation  unverändert  bleibt,  die 
Hauptmeridianparabel  des  Kotationsparaboloides  darstellen. 
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Denken  wir  uns  die  schneidende  Ebene  E^Ei,  gleichzeitig  mit 
traasformiert,  so  übergeht  dieselbe  in  eine  Ebene  E^i^/, ,  welche 
durch  die  Schnittgerade  (l,  l')  der  Ebene  E,  E^  mit  der  Affiaitäts- 
ebeiie  tj  geht,  und  das  Eotationsparaboloid  in  einer  Ellipse  schneidet, 
welche  affin  jener  Ellipse  entsprechen  wird,  in  welcher  E^Eh  das  ellip- 
tische Paraboioid  schneidet. 

Auf  Grund  vorhergegangener  Uotersuchungen  (Satz  343)  wisse»  wir 
aber,dass  die  horizontale  Projection  eines  beliebigen  ebenen 
Schnittes  eines  Rotationsparaboloides ,  vorausgesetzt,  dass 
die  Achse  des  letzteren  horizontal  -  projieierend  ist,  ein  Kreis  sei; 
es  wird  also  auch  im  vorliegeDden  Falle  die  horizontale  Projection 
der  transformierten  Schnitteilipse,  d.  i.  die  Horizontal  projection  jener 
Ellipse ,  in  welcher  das  (transformierte)  Kofcationsellipsoid  von  der 
Ebene  £"«£"*  geschnitten  wird,  ein  Kreis  K'^  sein,  dessen  Radius  und 
Mittelpunkt  sich  auf  bereits  bekannte  Weise  (Aufgabe  213)  ergibt.  — 
Die  Verticalprojection  dieser  Schnitteilipse  sei  K. 

Um  die  zu  bestimmende  Schnittellipse  zu  erhalten,  haben  wir 
nichts  anderes  zu  thun,  als  die  eben  construierte  Ellipse  (^,  ^'o)  "ffin 
Burückzutransformieren.  Hierbei  wird,  da  die  Affinitätsstrahlen  vertical- 
projicierend  sind,  die  verticale  Projection  K  der  Ellipse  {K,  K'^  un- 
verändert bleiben. 

Selbstverständlich  würde  raau  nunmehr  das  gewünschte  Resultat 
erreichen,  wenn  man  K  ah  die  Verticalprojection  einer  in  der  ursprüng- 
lichen Ebene  i^v£ft  liegenden  Ellipse  betrachten,  und  dann  ihre  Hori- 
zontalprojeetion  K'  ableiten  wollte.  Wir  ziehen  es  jedoch  vor,  uno  zu 
einem  bestimmten,  weiter  verwendbaren  Resultate  zu  ge- 
langen, die  Horizontalprojection  K'  der  gesuchten  Schnitteurve  auf 
anderem  Wege  zu  bestimmen. 

Die  besagte  Horizontalprojection  wird  sich  nämlich  unmittelbar 
ergeben,  wenn  man  den  Kreis  K'„  affin  zurücktransfoimiert.  Da  bei 
dieser  Rüektransformation  gleichzeitig  der  Kreis  K„  in  die  Ellipse 
{a'i^c'd')  Übergeht,  so  wird  auch  der  Kreis  K'^  in  eine  Ellipse  K' 
überführt,  welche  der  Ellipse  {a'h',c'd')  ähnlich  sein  muss. 

Letzteres  ist  leicht  folgendermaßen  nachzuweisen.  Denken  wir 
uns  zu  diesem  Behufe  zwei  beliebige  Kreise  in  irgend  einer  Ebene  in 
Bezug  auf  die  nämliche  Affinitäfcsachse ,  dieselbe  Richtung  der  Affini- 
tätsstrahlen und  denselben  Affinitätsmodul  transformiert,  so  ist  ein- 
leuchtend, dass  wenn  man  in  dem  einen  Kreise  irgend  ein  Paar  recht- 
winkliger Durchmesser  und  in  dem  zweiten  Kreise  die  zu  diesen 
Durchmessern  parallelen  Durchmesser  annimmt,  diese  beiden  Paare 
von  rechtwinkligen  Durchmessern  sich  affin  in  zwei  Paare  paral- 
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leler,  conjugierter  Durehiuesaer  der  beiden,  den  Kreisen  affin 
entsprechenden  Ellipsen  transformieren  werden. 

Aus  der  beliebigen  Wahl  dieser  Rechtwinkelpaare  ist 
unschwer  zu  entnehmen,  dass,'wenn  man  in  der  einen  Ellipse  ein  Paar 
conjugierter  Durchmesser  aauimmt  und  zu  denselben  die  beiden 
parallelen  Durchmesser  der  zweiten  Ellipse  zieht,  diese  ebenfalls  con- 
jugierte  Durchmesser  der  letzteren  sein  müssen. 

Hieraus  folgt  aber  eben  dasjenige,  was  wir  nachzuweisen  hatten, 
dass  nämlich  die  beiden,  den  Kreisen  affin  entsprechenden 
Ellipsen  ähnlich  und  ähnlich  liegend  seien. 

Berücksichtigen  wir  nun,  dass  in  den  vorher  angesteüten  Betrach- 
tungen bezüglich  der  Lage  der  das  elliptische  Paraboloid  sehneidenden 
Ebene,  außer  der  Annahme,  dass  dieselbe  nur  Achse  {Z,  Z')  des  Para- 
boloides  nicht  parallel  sei  (in  welchem  Falle  die  horizontale  Projee- 
tion  ihres  Schnittes  mit  dem  Paraboloide  eine  gerade  Linie  wäre), 
keine  besondere  Voraussetzung  gemacht  wurde,  so  gilt  das  eben  Ge- 
fundene far  jede  beliebige  Lage  der  schneidenden  Ebene  EtEu 
und  wir  erhalten  demnach  den  interessanten  Satz: 

388.  „Ist  die  Achse  eines  elliptischen  Paraboloides  horizontal- 
prtfjicierend ,  so  sind  die  Horizontalprojectionen  aller  ebenen  Schnitte 
des  Paraboloides  ahnliehe  und  ähnlich  gelegene  Ellipsen,  deren  Achsen 
SU  den  Horieontaltracen  der  beiden  Hauptebenen  parallel  sind." 

Auf  Grund  dieses  Satzes  werden  vielfältige  Conslructionen  be- 
trächtliche Vereinfachungen  erfahren. 

§.  693. 

308.  Aufgabe.  Es  sind  die  Schnittpunkte  eines  elliptischen 
Paraboloides  mit  einer  beliebig  gegebenen  Geraden  zu  construieren. 

Legen  wir  durch  die  gegebene  Gerade  {g,  y')  (Taf.  XXXX, 
Fig.  271)  eine  vertical-projicierende  Ebene  EfEh,  so  ist  einleuchtend, 
dass  diese  Ebene  das  Paraboloid  in  einer  Ellipse  schneiden  wird, 
welche  die  Gerade  (3,  g')  in  den  gesuchten  Punkten  treffen  muss. 

Die  eine  Achse  {mn,m'n')  dieser  Scbnittellipse  kann  {in  Über- 
einstimmung mit  Aufgabe  306),  als  die  Sehne  der  in  der  Hauptebene 
j;  liegenden  Hanptparabel  bestimmt  werden. 

Da  mit  Zogruudelegung  des  let,ztaufgestellten  Satzes  die  Hori- 
zontalprojection  {m'n',  p'r')  der  besagten  Ellipse  mit  der  Ellipse 
(a'b',c'd')  ähnlich  gelegen  ist,  so  erhalten  wir  die  kleine  Achse 
p'r'  derselben  vermittelst  der  beziehungsweise  zu  a' d'  und  b'c'  paral- 
lelen Geraden  m'r'  und  n'p'. 


Hosted  by 


Google 


718 

Die  Horizontalprojectioaen  P\  und  J",  der  zu  bestimmeEden 
Schnittpunkte  ergeben  sieh  nun  offenbar  als  jene  Punkte,  welche  der 
Ellipse  (m'n',  p'r')  und  der  Horizontalprojection  g'  der  gegebenen 
Geraden  gemeinsehaftlieh  sind.  Dieselben  können  mittelst  des  über 
der  Achse  m'n'  als  Durehmesser  beschriebenen  Kreises  K^  direct  coc- 
struiert  werden.  Aus  den  somit  festgestellten  horizontalen  Projectionen 
der  Schnittpunkte  lassen  sich  die  Vertiealprojectionen  P,  und  P^  auf 
g  unmittelbar  ableiten. 

%.  G94. 

309.  Aufgahc.  Die  horizontale  Projeetlon  eines  Punktes  auf 
dem  elliptiselien  Paraboloide  liegt  als  gegeben  vor;  die  Verticalpro- 
jection  desselben  ist  zu  constmieren. 

Oder  was  dasselbe  ist: 

Der  Sohnittpunkt  des  Paraboloides  mit  ^elaer  horizontal-pro- 
jieierenden  Geraden  ist  zn  bestimmen. 

Dass  in  diesem  Falle  wirklich  nur  ein  Punkt  existiert,  welcher 
der  Aufgabe  entspricht,  ist  leicht  einzusehen.  Das  Paraboloid  wird 
jedoch  als  Fläche  zweiten  Grades  von  einer  beliebigen  Geraden 
in  zwei  Punkten  geschnitten.  Ist  aber,  wie  im  vorliegenden  Falle, 
die  Gerade  zu  der  Achse  der  obgenannten  Fläche  parallel,  so  ist  der 
eine  Schnittpunkt  der  auf  dieser  Achse  liegende  unendlich 
ferne  Punkt  des  Paraboloides;  es  kann  mithin  nur  noch  ein  im 
endliehen  liegender  Schnittpunkt  vorhanden  sein.  ■ 

Denken  wir  uns  durch  die  gegebene  Horizontalprojection  P' 
(Taf.  XXXX,  Fig.  272)  und  durch  die  Horizontalprojection  Z'  der 
Achse  {Z,  Z') ,  eine  Gerade  P*  gezogen ,  so  repräsentiert  dieselbe  die 
Horizontaltrace  jener  horizontal-projicierenden  Ebene  PvPh,  welche 
durch  den  zu  suchenden  Punkt  (P,  P')  und  durch  die  Achse  (Z,  Z') 
des  Paraboloides  geht. 

Diese  Ebene  P,  P*  sehneidet  das  elliptische  Paraboloid  in  einer 
Parabel,  deren  Achse  mit  der  des  Paraboloides,  d.  i.  mit  (Z,  Z') 
zusammenfällt,  und  deren  Scheitel  mit  jenem  {A,  A')  des  Paraboloides 
identisch  ist. 

Bestimmen  wir  ferner  'die  Schnittpunkte  m'  und  n'  der  Hori- 
zontaltrace P*  mit  der  Ellipse  {a'6',  c'd%  so  repräsentieren  diese  die 
Horiaontalprojeetionen  zweier  in  der  Grundebene  liegenden  Punkte 
(m,  m')  und  (n,  n')  der  der  Ebene  F^  P^  angehörenden  Schnittparabel. 
Diese  Parabel  (2,  27)  ist  mithin  durch  ihre  Achse  (Z,  Z')  ,  ihren 
Scheitel  {A,  A')  und  einen  Punkt  {m,  m')  oder  («,  w)  bestimmt.  Die- 
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selbe  wird  die  durch  die  gegebene  HorizODtalprojection  J"  gehende 
horiuontal-proji  eieren  de  Gerade  in  dem  gesuchten  Punkte  (P,  P')  treffen. 

Um  daher  die  Verticalprojectiou  P  des  verlangten  Punktes  (PjP") 
zu  finden,  haben  wir  nichts  anderes  au  thun  als  den  Schnittpunkt 
der  durch  F'  senkrecht  zur  Grundlinie  gezogenen  Geraden  mit  der 
Verticalprojection  2  der  Schnittparabel  (27,  Z"),  d.  i.  mit  jener  Parabel 
^  aufzusuchen,  welche  durch  die  Achse  Z,  den  Scheitel  A  und  den 
Punkt  m  gegebea  ist. 

Behufs  Durchführung  dieser  Construetion  ermittelu  wir  vorerst 
den  Brennpunkt  F,  der  Parabel  27,  indem  wir  von  einer  bekannten 
Eigenschaft  der  Parabel  Gebrauch  machen,  Ist  fi.  der  Fußpunkt  des 
von  m  auf  die  Achse  Z  gefällten  Perpendikels  ,  und  sehneidet  die 
Tangente  t  der  Parabel  im  Punkte  m  die  Achse  Z  ia  a,  und  die 
Scheiteltangete  2!^  dagegen  im  Punkte  p,  so  ist  bekanntlich  J.a  =  J.^^ 
also  auch  qä  =  ^mji. 

Wir  erhalten  demnach  den  Punkt  q  als  den  Schnittpunkt  der  S  c  h  e  i- 
teltangente  Ia  mit  dem  durch  den  Mittelpunkt  a  von  jw(i  auf  die- 
selbe gefällten  Perpendikel.  Es  repräsentiert  sodann  pm  die  Tangente 
der  Parabel  S  im  Punkte  m.  Die  Senkrachto  aus  dem  Punkte  p  auf 
p  m  trifft  nun  bekanntlieh  die  Aehse  Z  in  dem  Brennpunkte  F^  dieser 
Parabel. 

Weiters  ist  nunmehr  auch  deren  Directris  D,  leicht  zu  con- 
struieren.  Die  letztere  wird  von  der  zur  Grundlinie  senkrechten, 
durch  P  gellenden  Geraden  im  Punkte  z  getroffen.  Errichtet  man 
im  Punkte  o,  welcher  die  Strecke  mi^j  halbiert  (also  im  Schnittpunkte 
der  Geraden  x  F^  mit  der  Scheiteltangente  T^)  eine  Senkrechte  auf 
F,Jt,  so  trifft  dieselbe  die  Gerade  P're  in  einem  Punkte  P  derart, 
dass  Psr  =  PF,  wird. 

Dieser  Punkt  P  gehört  sonach  der  Parabel  27  an,  ist  daher,  den 
gepflogenen  Erörterungen  gemäß,  die  Verticalprojection  des  gesuchten 
Punktes,  d.  i.  die  Verticalprojection  jenes  Punktes,  des  Paraho- 
loides ,  dessen  Horizontalprojectiou  mit  dem  gegebenen  Punkte  P' 
zusammentut. 

§.  695. 

Die  Bestimmung  des  Brennpunktes  F,  und  überhaupt  die  Be- 
stimmung der  Parabel  (27,  ^')  kann  man  übrigens  gänzlich  umgehen, 
indem  man  die  letztere  in  eine  zur  Bildebene  {verticale  Projections- 
flbene)  parallele  Hauptparabel  transformiert. 

Zur  Erreichung  obigen  Zwecken  möge  folgende  BetraehtuQg  dienen. 
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Führen  wir  durch  P"  und  Z'  (Taf.  XXKX,  Fig.  273)  die  Gerade  P^, 
so  wird  dieselbe  die  Horizontaltrace  einer  horizoatal-projicierenden  durch 
den  zu  suchenden  Punkt  (P,  i")  und  die  Achse  {Z,  Z')  des  Para- 
boloides  gehenden  Ebene  P^Ph  repräsentieren. 

Die  bezeichnete  Ebene  schneidet,  wie  wir  im  vorhergehenden 
gesehen  haben,  das  Paraboloid  in  einer  Parabel  (2?,  21'),  deren  Achse 
(Z,Z'),  deren  Scheitel  (Ä,  A'}  ist,  und  welche  durch  jene  beiden 
Punkte  (m,  m')  und  {«,  m')  geht,  die  sich  als  Schnittpunlite  der  Ebene 
PrPh  oder  beziehungsweise  ihrer  Horizontaltraee  P*  mit  der  Hori- 
zontalspur (a'b',c'ä')  des  Paraboloides  ergeben. 

Durch  diese  Parabel  (ü,  Zi'}  und  durch  die  in  der  zur  verticalen 
Frojectionsebene  parallelen  Hauptebene  ij  befindlichen  Hauptparabei, 
kaDU  man  (nach  Satz  451,  Band  II},  jederzeit  zwei  Kegelflächen  zweiten 
Grades  legen.  Es  lässt  sieh  diesbezüglich  unschwer  nachweisen,  dass 
die  eine  dieser  Flächen,  im  vorliegenden  Falle,  insbesondere  eine  Cy- 
linderfläche  sei. 

Denken  wir  uns  nämlich  das  Paraboloid  durch  eine  zur  horizon- 
talen Projectionsebeae  parallele  Ebene  e„  geschnitten,  so  ist  die  so 
entstandene  Schnittfigur  eine  mit  der  Ellipse  (a'b',c'd')  ähnlich  ge- 
legene Ellipse  («,6,,^,^,;  a'\h\,c\d\),  welche  die  Ebene  P,Pa,  also 
auch  die  in  derselben  liegende  Parabel  (2;,  2J')  in  den  beiden  Punkten 
(m,,m',)  und  (w,,«',)  schneidet. 

Die  Horizontalprojection  ((*',  &'i,  c'it^'i)  dieser  Ellipse  ist  eon- 
centrisch  und  ähnlich  gelsgeu  mit  der  Ellipse  (a'b'.c'd').  Die 
Punkte  m'  und  m\,  ebenso  n'  und  n\  siad,  da  sie  auf  einem  durch 
den  Ähnlichkeitspunkt  (gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  beider 
Ellipsen)  gehenden  Strahle  P^  liegen,  gleichfalls  ähnlich  gelegen.  Die 
Geraden  m'a',w'6',»*'ia'j,w',&',  sind  infolge  dessen  untereinander  parallel 
und  müssen  somit  auch  die  Geraden  im  Baume  {ma,m'a');  (nh,n  &'); 
{m,a„m\a'j)  und  (n,b^,n\'b',)  eine  untereinander  parallele  Lage  besitzen. 
Ein  Gleiches  gilt,  aus  denselben  Gründen,  auch  für  jede  andere  zur 
horizontalen  Frojectionsebene  parallelen  Ebene  e,,. 

Diesen  Erörterungen  ist  sofort  zu  entnehmen,  dass  die  Parabel 
(2,2^)  und  die  zur  verticalen  ProjectioBsebene  parallele  Hauptparabel 
auf  einem  Cyliader  liegen,  dessen  Erzeugenden  jene  horizontalen  Ge- 
raden sind,  welche  zu  den  geradlinigen  Verbind uugsliuien  der  Punkte 
{a,a')  und  {m,m')  [oder  {b,b')  und  (w,«')]  parallel  laufen. 

Auf  Grund  dieses  Ergebnisses  und  der  daraus  folgenden  Eigen- 
schaft lässt  sich  die  frühere  Aufgabe   auch  in  nachstehender  Weise 
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Man  legt  durch  dt^n  zu  suchenden  Punkt  (P,  F')  und  durch  die 
Achse  (Z,Z')  die  Ebeue  F^P^.  Die  Horizoataltraee  P,.  fwelehe  durch 
-P*  geht)  dieser  Ehene  schneidet  die  Ellipse  (a'i;  c'd'}  in  den  Ibeiden 
durch  Zuhilfenahme  des  über  a'h'  beschriebenen  Affinkreises  E„,  leicht 
zu  coQStruiereEden   Punkten  (m,m*}  und  («,«'}. 

Die  horizontale  Gerade  (iw«,  m'a')  oder  (nb,n'i')  bestimmt  so- 
dann die  Richtung  des  schief-projieierenden  Strahles,  vermittelst  dessen 
die  Parabel  (2:,2;'},  in  der  die  Ebene  P,P^  das  Paraboloid  schneidet, 
in  die  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen  Hanptparabel  proji- 
ciert  wird.  Hierbei  projiciert  sich  der  zu  bestimmende  Punkt  iP,P') 
ehenfalls  in  einen  Punkt  {P„,  P-„)  der  Hanptparabel,  dessen  Horizontal- 
projection  F\  im  Schnitte  der  Trace  »;*  mit  der  durch  P  zu  m'a' 
parallel  gezogenen  Geraden  P-P'g  erhalten  wird. 

Die  Verticalprojeetion  P„  dieses  Punktes  ergibt  sich  sofort,  in- 
dem man  von  dem  Brennpunkte  F,  und  der  Directrii  D  Gebrauch 
macht,  als  Schnittpunkt  der  Hauptparabel  (eigentlich  ihrer  verticalen 
Projection)  mit  der  durch  P-,,  senkrecht  zur  Grundlinie  gezogenen 
Geraden, 

Projiciert  man  weiters  den  Punkt  {F^.P'„)  in  die  Ebene  P^P* 
nach  (P,P)  Kurüek,  so  erhält  man  unmittelbar  den  gesuchten  Punkt. 
Von  diesem  Principe  kann  mau  häufig,  wie  auch  aus  nachfolgenden 
Aufgaben  hervorgehen  wird,  mit  Vortheil  Gebrauch  machen. 

§.  69G. 

310.  Aufgabe.  Es  ist  die  Tangentialebene  eines  elliptlsclien 
Paraboloides  in  einem  gegebenen  Punkte  der  Fläche  zu  constraieren. 

Die  gegebene  Verticalprojeetion  des  Punktes  sei  P  (Taf.  XXXS, 
Fig.  274).  Indem  wir  diesfalls  die  Horizontalprojectiou  P-  des  Punkte:* 
(P,F')  {nach  der  in  Aufgabe  305)  besprochenen  Methode)  bestimmen, 
wollen  wir  gleichzeitig  auch  zur  Construction  der  geforderten  Tangential- 
ebene das  eben  entwickelte  Prineip  benutzen. 

Um  überflüssige  Wiederholuagen  zu  vermeiden,  sei  vorausgesetzt, 
dass  die  Horizontalprojection  P'  des  Punktes  P  bereits  gefunden  sei. 
Dieselbe  liegt  auf  der  Horizontalprojection  (_a'jb\,  c\d\)  jener  Ellipse 
iatb„c,d,;  a\b\,c\d\),  in  welcher  die  durch  (P,  P")  gehende  Ebene  e„ 
das  Paraboloid  schneidet. 

Behufs  Bestimmung  der  Tangentialebene  des  Paraboloides  im 
Punkte  (P,  F')  haben  wir  zwei  Tangenten  des  Paraboloides  in  dem 
hetrefl'enden  Punkte  {P,P')  zu  construieren. 
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Die  eine  (*,, ''i)  derselben  ergibt  sich  mit  Leichtigkeit  als  die 
Tangente  der  Ellipse  {a,h^,c,  d,;a\b\,c',  ä\)  im  Punkte  (P,P')- 

Als  zweite  Tangente  bestimmen  wir  jene  Tangente  (t^,  t\)  der 
Parabel  {^,2')  im  Punkte  (P,  i"),  in  welcher  die  durch  (-P,  P')  und 
{Z,Z')  gehende  Ebene  P„Fh  das  Paraboloid  schneidet.  Da  {Z,Z'}  die 
Achse  und  (Ä,Ä')  der  Seheitel  dieser  Parabel  ist,  so  finden  wir,  nach 
einer  bekannten  Eigenschaft  der  Parabel,  den  Punkt  (x,x'),  in  welchem 
die  zu  suchende  Tangente  {ig,  t'^)  die  Achse  schneidet,  wenn  wir  vom 
Punkte  J.  aus  die  Strecke  Äx^=Afi  auftragen.  Hierbei  repräsentiert 
ft  den  Schnittpunkt  der  Ebene  e,  mit  der  Achse  (Z.  Z'].  Die  ver- 
langte Tangente  ((,,  i',)  ist  sodann  durch  die  Verbindungsgerade 
(Pa;,P'ic')  dargestellt. 

Legen  wir  schließlich  durch  die  beiden  Tangenten  {t^,  t\  und 
(i(,i'a)  die  Ebene  T^Tk,  ao  stellt  diese  bereits  die  gesuchte  Tan- 
gentialebene T  dar. 

Nebenbei  sei  hier  noch  bemerkt,  dass  die  Horizontaltvace  Tu  der 
Trace  Fi.   in  Be;fug  auf  die  Ellipse  {a-h\c'd:)  eonjugiert  sei. 

§.  697. 

.57?.  Aufgabe.  Die  Beriiliriingscurve  eines  elliptischen  Parabo- 
loides  mit  einem  demselben  umsehriebeneH  Kegel  ist  unter  der  Vor- 
aussetzung zu  eonstruleren ,  dass  der  Kegelseheitel  ein  Pankt  der 
Achse  des  Paraboloides  sei. 

Der  auf  der  Achse  [Z,  Z)  gegebene  Kegelscheitel  sei  (P,  P') 
(Taf.  XXXX,  Fig.  275).  Da  die  Ebene  der  Berührungscurve  gleich- 
zeitig auch  die  Polarebene  des  Punktes  (P,  P')  in  Beaug  auf  das 
Paraboloid  darstellt  und  dieser  Punkt  auf  der  Achse  {Z,  Z')  liegt,  so 
wird  die  besagte  Ebene  auf  der  Achse  {Z,  Z)  senkrecht  stehen  und 
dieselbe  iu  einem  Punkte  {n,  n')  schneiden,  welcher  zu  dem  Punkte 
i  P,  P')  und  den  beiden  Schnittpunkten  der  Achse  mit  dem  Parabo- 
loide  harmonisch  liegt. 

Nachdem  aber  der  eine  dieser  letztbezeichneten  zwei  Punkte  der 
unendlich  ferne  Punkt  der  Achse  und  der  zweite  der  Scheitel  (A,  A'j 
des  Paraboloides  ist,  so  folgt,  dass  (A,  A')  in  der  Mitte  zwischen 
(P,  P')  und  («,  «')  liegen  müsse,  dass  also  der  Punkt  («,  n'),  als 
der  zu  (P,  P')  in  Bezug  auf  (A,  A')  symmetrische  Punkt  auf  der 
Achse  {Z,  Z')  erhalten  wird. 

Legt  man  durch  (w,  «')  die  zur  Achse  [Z,  Z')  senkrechte,  also 
Kur  horizontalen  Projectionsebene  parallele  Ebene  B^,  so  lepräsentiert 
diese  letztere  bereits  die  Ebene  der  zu  bestimmenden  Bertth- 
ruQgseurve. 
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Die  Berührungscurve  selbst  ergibt  sich  als  der  Schnitt  des  Para- 
boloides  mit  der  Ebene  5„.  Die  horizontale  Projection  der  genaDnten 
Curve  ist  eine  mit  d.er  Spurellipse  {a'i',c'd')  des  Paraboioides  con- 
eeatrische  und  ähnlich  gelegene  Ellipse  (,a\b\,  c\d\). 

Liegt  der  Punkt  (P,  P")  innerhalb  des  Paraboioides 
auf  der  Achse  (Z,  Z'),  so  ist  zwar  die  Berührungscurve  ima- 
ginär, ihre  Ebene  aber,  als  Polarebene  des  Punktes  {P,  P")  reell. 
Dieselbe  steht  selbstverständlich  wieder  auf  der  Achse  (Z,  Z')  senk- 
recht und  muss  diese  die  letztere,  infolge  der  harmonischen  Theilung 
auf  dem  Strahle  {Z,  Z'),  in  einem  außerhalb  des  Paraboioides  liegen- 
den Punkte  {n,n')  treifen,  welcher  mit  dem  Punkte  (P,  P")  (Pol), 
in  Bezug  auf  den  Scheitel  (A,  A')  des  Paraboioides,  symmetrisch 
liegt.  Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar  auch  die  Construction  der 
vorgenannten  Polarebene. 


312.  Aufgabe.  Die  BerühmngscTirve  eines  eUipüscheii  Parabo- 
ioides mit  einem  demselben  umschriebenen  Kegel  ist  unter  der  Vor- 
aussetzung zu  construieren,  dass  der  Kegelscheitel  in  einer  Haupt- 
ebene liegt. 

Den  gegebenen  Scheitel  {P,P')  (Taf.  XXXXI,  Fig.  276)  nehmen 
wir  in  der  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen  Hauptebene  ■»;  an. 

Die  Ebene  der  Berührungscurve  wird  diesfalls,  als  Polarebeoe 
eines  in  der  Hauptebene  ij  liegenden  Punktes  {P,P')  auf  dieser  Haupt- 
ebene senkrecht  stehen,  also  eine  vertical-projicierende  Ebene  reprä- 
sentieren. Hieraus  folgt  aber  sofort,  dass  ihr  Schnitt  mit  der  Haupt- 
ebene t}  eine  Achse  der  Berührungscurve  sei. 

Die  Endpunkte  der  besagten  Achse  sind  leicht  au  construieren. 
Dieselben  stellen  die  beiden  in  der  Hauptebene  i?  liegenden  Puukte 
der  Berührungscurve,  dar  und  können  mithin  nur  die  Berührungspunkte 
der  von  {P,  P)  aus  an  die  in  der  Ebene  ij  liegende  Hauptparabel 
geführten  Tangenten  sein. 

Die  Verticalprojeetionen  m  und  n  derselben  sind  die  Berührungs- 
punkte der  von  P  aus  an  die  Parabel  iF,A)  (Projection  jener  Haupt- 
parabel) gezogenen  Tangenten  (,  und  t^,  welche  naoli  der  in  Auf- 
gabe 207)  besprochenen  Methode  construiert  werden  können. 

Die  Horizontalprojectionen  m'  und  n'  liegen  selbstverständlich 
in  der  Horizontaltrace  t]/,  der  zur  verticalen  Projectionsebene  parallelen 
Hauptebene, 

Die  durch  die  Punkte  (m,  m')  und  (n,  «')  gehende  vertical-pro- 
jicierende Ebene  B^B/,  ist  die  Ebene  der  gesuchten  Berührungscurve, 
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Die  Verticaltvaee  B,  derselben  fällt,  als  proji Gierende  Ebene,  noit  der 
verticalen  Projection  mn  der  Geraden  {mn,  m'n')  ausammeD. 

Die  Berübrungscurve  selbst  ist  der  Schnitt  der  Ebene  BiB* 
mit  dem  Paraboloide.  Dieselbe  kann,  da  eine  Achse  {mn,m'n')  der- 
selben bereits  bekannt  ist,  leicht  construiert  werden.  Nachdem  näm- 
lich die  Horizontalprojection  der  BerOhrungscurre  mit  der  Ellipse 
(a'b',  c'd')  ähnlich  und  ähnlich  gelegen  ist,  so  lässt  sich  die  Horizontal- 
projection ihrer  zweiten  Achse  unmittelbar  aus  der  Horizontalprojection 
m'n'  der  ersten  Achse  ableiten. 

Liegt  der  Punkt  {'P,P')  innerhalb  des  Paraboloides  auf 
der  Hauptebene  ij,  also  innerhalb  der  in  dieser  Ebene  liegenden  Haupt- 
parabel, so  kann  aus  demselben  dem  Paraboloid  kein  reeller  Kegel 
umschrieben  werden.  Die  Ebene  der  Berübrungscurve,  anfgefasst  als 
die  Polarebeue  des  Punktes  (P,  P*),  ist  aber  reell.  Dieselbe  steht 
wieder  auf  der  Hauptebene  ij  senkrecht  und  geht  (nach  Sata  399, 
Band  II)  durch  die  Polare  des  Punktes  (P,  P')  in  Bezug  auf  die  in 
der  Hauptebene  ij  liegenden  Parabel,  was  für  deren  Coastruction  voU- 
kommeu  hinreichend  ist. 

§.  699. 
313.  Aufgabe.   Es  ist  die  Berührungsourve  eines  elliptischen 
Paraboloides  mit    einem  demselben  umschriebenen  Kegel  unter  der 
Voraussetzung  zu  construieren,  dass  der  Kegelselieitel  eine  aUgemeine 
Lage  im  Räume  besitze. 

Der  gegebene  Kegelseheitei  ist  durch  seine  Projectionen  P  und 
P'  (Taf.  XXXXI,  Fig.  277)  dargestellt. 

Die  Berübrungscurve  wird  bestimmt  sein,  sobald  man  drei  ihrer 
Punkte  kennt.  Besagte  Curve  wird  nämlich  durch  den  Schnitt  des 
Paraboloides  mit  der  durch  diese  drei  Punkte  gelegten  Ebene  dar- 
gestellt  erscheinen. 

Es  können,  wie  wir  wissen,  vier  Punkte  der  Berübrungs- 
curve auf  höchst  einfachem  Wege  gefunden  werden.  Vor  allem  ist 
bekannt,  dass  die  Beröhrebenen  des  Paraboloides  in  den  Punkten 
jener  Hauptpai-abel ,  weiche  in  der  aur  verticalen  Projectionsebene 
parallelen  Hauptebene  tj  liegt,  zur  Ebene  ij  senkrecht  stehen,  also 
vertical-projieiereud  sind ,  und  dass  ihre  Vertiealtracen  die  Tangenten 
an  die  Verticalprojection  {F^Ä)  dieser  Parabel  seien. 

Führen  wir  daher  zunächst  durch  die  Verticai projection  P  des 
gegebenen  Punktes  an  die  Parabel  {F,  A)  die  Tangenten  (,  und  t^, 
deren  Berührungspunkte  m  und  n  sein  mögen  (Construetion  nach  Auf- 
gabe 207),  so  repräsentieren  t^  und  i^  die  Vertiealtracen  zweier  durch 
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den  FuDkt  (P,F')  geheßden,  vertieal-projicierenden  TaDgentialebenea 
des  Paraboloides,  währeüd  die  Paukte  m  und  «  die  Verticalprojectionen 
der  ia  der  Ebene  i]  liegenden  Berührungspunkte  (m,  m')  und  (w,  n') 
dieser  Tangentialebenen  darstellen.  Es  sind  sonait  {m,m')  und  {n,n'} 
zwei  Punkte  der  Berührungscurve. 

Legen  wir  ferner  durch  die  Achse  {Z,  Z')  des  Paraboloides  und 
durch  den  gegebenen  Punkt  (P,  P')  die  horizontal -projieierende  Ebene 
PuPa-  Dieselbe  schneidet  das  Paraboloid  in  einer  Parabel  {2,  2^), 
deren  Achse  ebenfalls  {Z,  Z-\  deren  Scheitel  {Ä,  A')  ist  und  welche 
durch  jene  beiden  Punkte  (a,,  a',)  und  (&,,  h\)  geht,  in  welchen  die 
Horizontal trace  Pa  die  Horizontalspur  (a'6',  c'd')  des  Paraboloides 
schneidet.  Führen  wir  an  diese  Parabel  (£,  E')  vom  Punkte  (P,  I") 
aus  Tangenten,  so  werden  deren  Berührungspunkte  gleichfalls  der 
Berührungscurve  angehören. 

Um  dieselben  zu  construieren,  projicieren  wir  vermittelst  der  m 
(»»,,  a'a\)  parallelen  Strahle»  die  Parabel  {2,  Z')  in  die  Hauptparabel, 
{welche  in  der  Ebene  ij  liegt)  und  gleichzeitig  auch  den  Punkt  (P,  P*) 
in  den  Punkt  (P^,  P',,)  der  Hauptebeae  ij.  Ziehen  wir  sodann  von 
P„  aus  die  Tangenten  r",  und  t%  an  die  Verticalprojection  {F,Ä)  der 
Hauptparabel  und  projicieren  wir  die  Berührungspunkte  r^  und  s^  der- 
selben, oder  noch  einfacher  die  Verbindungsgerade  3,,  von  r,,  und  s,, 
in  die  Ebene  PiPa  nach  {r,r')  und  (s,  s')<  beziehungsweise  (gf,  g') 
zurück,  so  repräsentieren  {r,r')  und  (s,  s'),  den  vorhergehenden  Betrach- 
tungen gemäß ,  zwei  weitere  Punkte  der  gesuchten  Berührungscurve, 
und  {g,g')  als  Verbindungsgerade  derselben,  eine  ia  der  Ebene  der 
Berührungscurve  liegende  Gerade. 

Legt  man  daher  durch  die  beiden  Geraden  {mn,  m'n')  und 
{rs,r's')  =  (g,  g')  die  Ebene  P,Pa,  so  ist  diese  letztere  die  Ebene 
der  gesuchten  Berührungscurve. 

Die  Berührungscurve  selbst  ist  der  Schnitt  des  Paraboloides  mit 
der  Ebene  BcSi,  und  kann  auf  eine  besondere  Art  leicht  vermittelst 
dreier  der  vier  bekannten  Punkte  eonstruiert  werden. 

Wir  wissen  nämlich  einerseits  (aus  Satz  388),  dass  die  horizon- 
tale Projection  K'  der  Berührungscurve  (als  die  eines  ebenen  Schnittes 
des  Paraboloides)  mit  der  Horizontalspur  (Ellipse)  («'6',  Cd')  des 
Paraboloides  ähnlich  gelegen  sein  muss,  uud  dass  andererseits  diese 
Horizontalprojectioi  durch  die  vier  Punkte  m',  «',  r'  und  s'  gehen 
werde. 

Da  aber  drei  Punkte  von  diesen  vieren  sowohl  zur  Bestimmung 
der  Ebene  BcB^  als  auch  der  Berührungscurve  (K,  K')  genügen,  so 
hat  man  bezüglich  der  Horizontal  projection  K'  folgende  Aufgabe  m 
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lösen:  „Es  sind  eine  Ellipse  {a'h',c'd')  und  drei  Punkte  m', 
»'  und  s*  gegeben;  durch  letztere  ist  eine  Ellipse 
[{a'){b'},  ic'){d')]  za  fahren,  welche  mit  der  ersteren  ähn- 
lich  gelegen  ist." 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  benutzen  wir  die  Eigenschaft ,  dass 
ähnlich  liegende  Geraden  stets  parallel  sind,  und  dass  in 
einem  vou  zwei  ähnlich  gelegenen  Kegelschnitten  ein  Paar  conjugierter 
Durchmesser  stets  zu  einem  Paare  conjugierter  Durchmesser  im 
anderen  Kegelschnitte  parallel  sei. 

Die  Sehne  m'n'  (Taf,  XXXXI,  Fig.  278)  des  zu  bestimmenden 
Kegelschnittes  liegt  in  der  Achse  a'b'  des  anderen. 

Zieht  man  demnach  durch  den  Mittelpuniit  ra  von  m'n'  eine 
parallele  Gerade  y  zur  Achse  c'd',  so  wird  dieselbe  offenbar  bereits  die 
eine  Achse  der  gesuchten  Ellipse  [{a')(b'),  {c'){d')]  repräsentieren. 

Verbinden  wir  ferner  die  Puniite  m'  und  s'  durch  eine  Gerade  e, 
und  suchen  wir  den  ihrer  Richtung  eonjugierten  Durchmesser  9,  der 
Ellipse  {a'b', Cd')  (mittelst  des  über  a'b'  beschriebenen  Äffinkreises), 
so  wird  zu  demselben  auch  der  der  Eichtung  0  eoujugierte  Durch- 
messer 0  des  gesuchten  Kegelschnittes  parallel  sein,  und  erhalten  wir 
denselben  offenbar,  wenn  wir  durch  den  Mittelpunkt  a  der  Sehne  m's' 
die  Parallele  q  zu  q,  ziehen.  Die  letztere  Gerade  trifft  die  Achse  y 
bereits  in  dem  Mittelpunkte  0'  der  zu  bestimmenden  Ellipse. 

Führen  wir  durch  0'  die  Gerade  X  parallel  zu  a'b',  so  erhalten 
wir  auch  die  Lage  der  zweiten  Achse  der  zu  suchenden  Ellipse  be- 
stimmt. 

Um  endiich  die  Achsenendpunkte  zu  fixieren,  ^itehen  wir  parallel 
zu  der  Geraden  o's'  die  Gerade  O's'^,  deren  Schnittpunkt  s',  mit  der 
Ellipse  {«'  b',  C  d')  durch  Vermittelung  des  Affinkreises  Kg  bequem 
construierbar  ist.  Die  Punkte  s'  und  s\  sind  sodann  ähnlieh  gelegene 
Punkte  beider  Ellipsen,  und  man  erhält  demzufolge  die  Achsenend- 
punkte (a'),  {b'),  {c'}  und  (d')  als  die  zu  a' ,  b' ,  c'  und  d'  ähnlieh 
liegenden  Punkte,  vermittelst  der  beziehungsweise  zu  s', a',  s\b\  s'^c' 
und  s',d'  parallelen  Geraden  s' {a'),  s' (b-),  s' (c)  und  s' id'). 

Tst  auf  diese  Weise  die  Eorizontalprojection  K'  =  [(«■)  (&').  (C)  (d')] 
der  in  der  Ebene  S,Bi,  liegenden  BerQhrungscurve  festgestellt,  so 
unterliegt  es  auch  keinerlei  Schwierigkeit,  ein  Paar  conjugierter  Durch- 
messer ihrer  Verticalprojection  K  aus  dieser  Horizontal  projection  abzu- 
leiten. 

§.  700. 

31i.  Aufgabe.  Es  ist  die  Beriihningscurve  eines  elliptischen 
Paraboloides  mit  einem  demselben  umschriebenen  Cylinder  unter  der 
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Voraussetzung  zu  constrnleren,  dass  die  Erzeugenden  des  Cylinders 
auf  der  Achse  des  Paraboloides  senkrecht  stehen. 

Die  gegebene  zur  Achse  [Z,  Z')  des  Paraboloides  senkrecbte, 
mithin  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallele  Gerade,  welche  die 
Richtung  der  Cylindererzeugenden  repräsentiert,  sei  {g,  g')  (Taf.  XXXX, 
Fig.  279). 

Die  Ebene  der  Berührungscurve  eines  Paraboloides  mit  einem 
umscbriebenen  Cylinder  ist  (nach  Satz  428,  Band  11)  stets  eine  Dureh- 
messerebene,  und,  da  diese  zur  Achse  (Z,  Z')  parallel  sein  muss,  so 
wird  die  besagte  Ebene  im  vorliegenden  Falle  [da  die  Achse  {Z,  Z') 
horizontal-projicierend  ist],  durch  eine  horizontal-proji  eieren  de  Ebene 
dargestellt  erscheinen.  Behufs  Construction  derselben  wird  mithin  die 
Kenntnis  zweier  ihrer  Punkte  vollkommen  ansreicbea. 

Die  Berübrungscurve  selbst  ist  der  geometrische  Ort  der 
BerühruQgspankte  aller  parallel  zur  Geraden  {g,g')  an  das  Paraboloid 
gelegten  Taugenten. 

Nachdem  die  Gerade  {g,g')  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallel 
ist,  so  wird  die  durch  den  Scheitel  (,4, ^')  des  Paraboloides  zu  ihr 
parallel  gezogene  Gerade  ihrer  ganzen  Länge  nach  in  der  Scheitel- 
tangentialebene Ti  liegen,  und  mithin  eine  Tangente  des  Paraboloides 
im  Scheitel  {A,A')  desselben  repräsentieren.  Hieraus  folgt  unmittelbar, 
dass  der  letztere  ein  Punkt  der  Berührungscurve  sein  werde,  dass  also 
diesfalls  die  Ebene  der  Berührungscurve  speeiell  durch  die  Achse  (X,  Z') 
des  Paraboloides  gehe. 

Denken  wir  uns  ferner  (mittelst  des  über  a'h'  beschriebenen 
Affinitätskreises -£"„)  parallel  zu  g'  an  die  Ellipse  (a'ii',  c' (7')  die  Tan- 
genten ■y'^  und  y',  gezogen  und  deren  Berührungspunkte  m'  und  n' 
festgestellt.  Da  die  Ellipse  {a'h', Cd')  der  Schnitt  des  Paraboloides 
mit  der  horizontalen  Projectionsebene  ist,  so  sind  y',  und  y\  zwei  in 
der  horizontalen  Projectionsebene  liegende,  zur  Geraden  {g,g')  parallele 
Tangenten  des  Paraboloides,  und  mithin  die  Punkte  m'  und  n'  zwei 
in  der  horizontalen  Projectionsebene  liegende  Punkte  der  gesuchten 
Berührungscurve. 

Die  Ebene  der  Berührungscurve  ist  mithin  jene  horizontal- 
projicierende  Ebene  S,  Bi,,  deren  Horizontaltrace  Bh  mit  dem  Durch- 
messer m'n'  der  Ellipse  a'b'c'd'  zusammentUUt.  Die  Ebene  B^Bi, 
enthält  selbstverständlich  die  Achse  (Z,  Z')  und  daher  auch  den 
Seh  eitel  des  Paraboloides. 

Die  Berührungscurve  selbst,  als  Schnitt  des  Paraboloides  mit 
dieser  Ebene,    ist  eine  Parabel,  welcher  als  Achse  die  Achse  {^'i 2') 
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des  Paraboloides,  als  Scheite!  (Ä,A'}  jener  der  genannteD  Fläche  ent- 
spricht und  überdies  ilurcb  die  Punkte  (m,  m')  und  (n,  n')  der  hori- 
zotttalen  Projeetionsebene  geht. 

Diese  Ergebnisse  oder  beziehungsweise  die  soeben  festgestellten 
Resultate  können  uuter  anderem  auch  au  einer  einfachen  Lösung  des 
nachstehenden  Problemes  verwendet  werden. 

§.  701. 

315.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  E^Eh  ist 
an  ein  eUiptiselies  Paraboloid  eine  Berührebene  zu  legen  und  deren 
Berührungspunkt  zu  oonstruieren. 

In  der  vorausgeschickten  Theorie  der  Flächen  haben  wir  nach- 
gewiesen, dass  parallel  zu  einer  Ebene  an  ein  elliptisches  Paraboloid 
nur  eine  einzige  Tangentialebene  gelegt  werden  könne  (Satz  375).  Wir 
ermitteln  diesfalls  die  Kur  Ebene  E^Eh  (Taf.  XXXXI,  Fig.  280) 
parallele  Berübrebene  und  deren  Berührungspunkt  in  nachstehender 
Weise. 

Zunächst  denken  wir  uns  dem  Paraboloide  parallel  zu  der  Hori- 
Kontaltrace  E/,  einen  Cylinder  umschrieben  und  die  Ebene  B^Bj,  seiner 
Berührungscurve  (wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe)  bestimmt. 

Die  Berührungscurve  ist,  als  Schnitt  des  Paraboloides  mit  der 
Ebene  £.£*,  eine  Parabel  iS,Z'),  deren  Achse  (Z,^'),  deren  Seheitel 
(-4,  Ä')  ist,  und  welche  durch  die  Punkte  (m,  m')  und  (n,  n')  geht, 
in  welchen  die  Horizontaltrace  B;,  die  Horiaontalspur  {a'h',  c'ä')  des 
Paraboloides  schneidet. 

Ab  diesen,  dem  Paraboloide  umschriebenen  Cylinder  kann,  da 
dessen  Erzeugenden  zur  Ebene  E,Ek  parallel  sind,  stets  eine  Berülir- 
ebeae  gelegt  werden,  welche  zu  der  obgenannten  Ebene  EtE^  parallel 
läuft.  Besagte  Ebene  wird  aber  auch  das  Paraboloid  in  einem  Punkte 
berühren,  welcher  gleichzeitig  der  Berührungscurve  (2,  Z')  des  um- 
schriebenen Cylinders  angehört,  und  demnach  die  gesuchte  Tangential- 
ebene darstellen. 

Um  die  Constructiou  der  letztbezeichneten  Ebene  durchzuführen, 
wird  bloß  zu  berücksichtigen  sein,  dass  sie  die  Ebene  B^Bh  der 
Berührungscurve  {E,  1.')  in  einer  Tangente  der  letzteren  schneiden 
müsse,  welche  zur  Schnitt^eraden  (s,  s')  der  beiden  Ebenen  B^Bi,  und 
EfEi,  parallel  sein  wird. 

Hiernach  haben  wir  bloß  an  die  Parabel  {Z,  E'),  parallel  zur 
Geraden  (s,  s"),  eine  Tangente  zu  ziehen.  Zu  diesem  Zwecke  proji- 
cieren  wir  die  genannte  Parabel,  mittelst  der  zur  Geraden  (ma,»}'«') 
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parallelen  Strahlen,  in  die  nur  vertiealen  Projectionsebene  parallele 
Hauptparabel  (F,Ä;  F',A'),  wobei  gleichzeitig  auch  die  Gerade  (s,  s') 
in  eine  Gerade  (s^,  s'g)  der  Ebene  ij  durch  Projection  überführt  wird. 

Zieht  man  demnach  auf  bekannte  Weise  (Aufgabe  208)  parallel 
zu  So  an  die  Parabel  (F,  A)  die  Tacgeate  i„  und  ermittelt  deren 
Berührungspunkt  ji^,  so  wird  man  durch  einfaches  Zurückprojicierec 
von  t„  und  Pg  in  die  Ebene  i?„  B^  daselbst  die  gesuchte  Tangente  (t,  f) 
der  Parabel  (£,  L')  sowohl ,  als  auch  deren  Berührungspunkt  {p,  p') 
erhalten. 

Legt  mau  endlich  durch  {t,f)  parallel  zur  Ebene  iJ„£i  die 
Ebene  T^Th,  so  wird  diese  den  Cylinder  längs  der  durch  den  Punkt 
(jP-  P')  gehenden  Erzeugenden  nnd  das  Paraboloid  im  Punkte  [p,  p') 
selbst  berühren,  mithin  der  gestellten  Aufgabe  genögen. 

§.  702. 

Die  eben  gelöste  Aufgabe  schließt  noch  ein  anderes  Problem 
in  sich. 

Würde  es  sich  nämlich  au  irgend  einem  Zwecke  darum  gehandelt 
haben,  den  der  Stellung  der  Ebene  E^Ei,  conjugierten  Durchmesser 
des  Paraboloides  zu  construieren ,  so  hätte  man,  wie  eben  geschehen, 
nur  den  Berührungspunkt  {p,  p')  des  Paraboloides  mit  der  zur  Ebene 
E^Ei,  parallelen  Taagentialebene  zu  construieren. 

Die  durch  diesen  Berührungspunkt  gehende ,  zur  Achse  (Z,  Z') 
des  Paraboloides  parallele,  also  borizontal-projiciorende  Gerade  ist 
sodann  (dem  aufgestellten  Satze  435,  Band  II,  zufolge)  der  verlangte 
conjugierte  Durchmesser. 

Anf  dem  ietztbezeiehneten  Durchmesser  liegen  überdies  die 
Mittelpunkte  aller  zur  Ebene  F^Ei,  parallelen  Schnitte  des  Parabo- 
loides. Die  horizontalen  Projectioneu  aller  dieser  Schnitte  werden 
ähnliche,  ähnlich  gelegene  und  eoncentrisehe  Ellipsen  sein,  deren  ge- 
meinschaftlicher Mittelpunkt  durch  die  Horiaontalprojection  p'  des 
Berührungspunktes  (p,  p')  dargestellt  ist. 

§.    703. 

316.  Atiffiab':.  Es  ist  der  Pol  einer  beliebigen  Ebene  E^E/,  in 
Bezug  anf  ein  elliptisches  Paraboloid  zn  bestimmen. 

Man  kann  diesfalls  in  aweifacher  Weise  vorgeben,  um  zum  ge- 
wünschten Ziele  zu  gelangen. 
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Wir  wissen  nämlich,  dass  der  Pol  einer  Ebene  in  Beaug  auf 
eine  Fläche  zweiten  Grades  stets  auf  dem  der  Stellung  der  Ebene  con- 
jugierten  Durchmesser  liege  (Satz  407  und  431,  Band  II). 

Construiert  mau  daher,  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  den 
verlangten  Durchmesser,  so  wird  der  bu  bestimmende  Pol  auf  dem- 
selben liegen  und  dessen  Horizontalprojection  sonach  mit  p'  (Taf.  XXXXI, 
Pig,  280)  zusammenfallen. 

Bestimmt  man  ferner  den  Schnittpunkt  ip„  p\)  (Taf,  XXXXI, 
Fig.  281)  der  Achse  (Z,  Z')  mit  der  gegebenen  Ebene  jEb-Ea  und  con- 
struiert man,  wie  in  Aufgabe  311)  gezeigt  wurde,  die  Polarebene  p\ 
dieses  Punktes,  so  muss  auch  in  dieser  letzteren  (nach  ^Satz  40ß, 
Band  II)  der  gesuchte  Pol  liegen  und  wird  sich  demgemäß  als  der 
Schnittpunkt  (P,  P^  derselben  mit  dem  vorgenannten  Durchmesser 
ergeben. 

Man  kann  jedoch  auch  in  nachstehender  Weise  verfahren,  wobei 
sieh  einige  Vereinfachungen  in  der  Construction  herausstellen. 

Wir  bestimmen  diesfalls  vor  allem  die  Schaittgerade  (s,  s')  der 
gegebenen  Ebene  E^Ek  mit  der  zur  verticalen  Projection  parallelen 
Hauptebene  i}.  Diese  Gerade  (s,  s')  trifft  die  Achse  [Z,  Z')  des  Para- 
boloides  in  dem  Punkte  (j»,,  p\). 

Ermitteln  wir  ferner,  wie  folgt,  den  Pol  der  Geraden  (s,  s')  in 
Bezug  auf  die  in  der  Hauptebene  ri  liegende,  durch  ihren  Scheitel 
{A,  A')  und  durch  ihren  Brennpunkt  (i^,  F')  gegebene  Hauptparabel. 

Ziehen  wir  zu  diesem  Behufe  vom  Brennpunkte  F  aus  eine  senk- 
rechte Gerade  ff  auf  die  Schnittgerade  s,  so  wird  dieselbe  die  Directrix 
D  in  einem  Punkte  o,  treffen,  während  die  durch  a,  parallel  zur  Achse 
Z  geführte  Gerade  p)^t  die  Parabel  in  dem  Berührungspunkte  p  der 
zu  s  parallelen  Tangente  t^  trifft,  und  somit  den  zur  Richtung  s  con- 
jugierten  Durchmesser  der  Parabel  repräsentiert.  Auf  dem  letzteren 
wird  sodann,  wie  bekannt,  der  Pol  der  Geraden  s  liegen. 

Trägt  mau  ferner  die  Strecke  An  =  Ap,  auf  die  Achse  Z  auf, 
bestimmt  man  also  den  zu  p,  in  Bezug  auf  A  symmetrischen  Punkt 
n,  so  ist  die  Gerade  p\,  welche  durch  n  senkrecht  zur  Achse  Z  ge- 
zogen wird,  die  Polare  des  Punktes  p^.  Auf  dieser  Polare  muss  nun 
ebenfalls  der  Pol  der  Geraden  s  liegen.  Derselbe  ergibt  sich  mithin 
als  der  Schnittpunkt  P  der  beiden  Geraden  p\  und  p'^. 

Nach  Satz  413,  Band  II)  stellt  aber  P  gleichzeitig  auch  den 
Durchstoßpunkt  der  Hauptebene  tj  mit  der  Polare  der  Geraden  (s,  s') 
in  Bezug  auf  das  Paraboloid  dar.  Diese  Polare  muss  auf  der  Haupt- 
ebene 7)  senkrecht  stehen,  da  die  Gerade  (s,  s')  in  derselben  liegt.  Wir 
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erhalten  dieselbe  somit  als  die  durch  P  gehende  yertical-projicierende 
Gerade. 

Auf  dieser  Polare  wird  sich  ferner  (nach  Satz  407,  Band  II) 
auch  der  gesuchte  Pol  der  Ebene  E,Eh  vorfinden  müssen,  da  die 
Ebene  E„Eh  durch  die  Gerade  (s,  s')  geht. 

Bestimmen  wir  endlich  die  der  Richtung  der  Horizontaltraee  Eu 
eoDJugierte  Durchmesaerebene  B^Ek  des  Paraboloides  (in  Überein- 
stimmung mit  der  vorhergehenden  Aufgabe),  so  muss  der  gesuchte  Po! 
auch  in  dieser  Ebene  liegen,  nachdem  derselbe,  wie  früher  gezeigt 
wurde,  auf  dem  der  Ebene  E^E^  conjugierten,  in  der  Ebene  JSpB,, 
liegenden  Durchmesser  sich  befindet. 

Die  Eorizontalprojection  I"  des  gesuchten  Poles  ergibt  sich  daher 
im  Schnitte  der  Horiaontaltrace  Bk  mit  der  durch  P  senkrecht  zur 
(rrundlinie  gezogenen  Geraden.  Hiernach  ist  der  Po!  der  Ebene  £„E/, 
durch  seine  Projectionen  P  und  F'  dargestellt. 

§.  70i. 

317.  Aufgabe.  Es  ist  die  Ebene  der  Berührungscnrve  eines 
einem  elliptischen  Paraboloide  maschrlebenen  Cyünders  unter  der 
Voraussetzung  zu  constmieren,  dass  die  Erzeugenden  des  Cylinders 
zu  einer  beliebig  gegebenen  Geraden  parallel  seien. 

Die  gegebene  Gerade,  zu  welcher  die  Erzeugenden  des  dem 
Paraboloide  umschriebenen  Cylinders  parallel  sein  sollen,  sei  {g,  g') 
(Taf.  SXXXI,  Fig.  282). 

Wie  aus  der  entwickelten  Theorie  der  Flächen  zweiten  Grades 
bekannt,  wird  diesfalls  die  Ebene  der  Berührungscurve  eine 
Durchmesserebene,  also  eine  horizontal-projieierende  Ebene  sein 
müssen. 

Es  wird  daher,  um  besagte  Ebene  zu  construieren,  genügen,  zwei 
Punkte  derselben  zu  kennen. 

Führen  wir  an  die  Parabel,  weiche  durch  Ä  als  Scheitel  und  F 
als  Brennpunkt  gegeben  ist  und  die  Verticalprojection  der  in  der 
Hauptebene  ■>]  liegenden  Parabel  vorstellt,  parallel  zur  Verticalpro- 
jection g  eine  Tangente  t,.  Der  Berührungspunkt  der  letzteren  ergibt 
sieh  in  p,.  Besagte  Tangente  repräsentiert  sodann  gleichzeitig  die 
Verticaltrace  einer  vertical-projicierenden,  zur  Geraden  (g,g')  paralleleu 
Tangentialebene  (ümrisstangentialebene)  des  Paraboloides,  während 
deren  Berührungspunkt  p,  die  Verticalprojection  des  in  der  Haupt- 
ebene ij  liegenden  Berührungspunktes  (j),,  p,')  dieser  Tangentialebene 
darstellt.  Es  wird  sonach  der  Punkt  (i>,,  j>',)  der  Berührungscurve 
angehören. 
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Legen  wir  ferner  durch  die  Acbse  (Z,  Z')  des  Paraboloides 
parallel  zur  Geraden  (g.g-)  die  Ebene  P„Py,,  so  sehneidet  diese  das 
Paraboloid  in  einer  Parabel  {S,2-),  welche  die  Gerade  {Z,  Z')  als 
Achse,  den  Punkt  {A,A')  als  Scheitel  besitzt,  und  durch  jene  beiden 
Punkte  {«,,«',}  und  (6,,&',)  geht,  in  weichen  die  Horizontaltrace  P,, 
die  Horizontal  spur  (Ellipse)  {a'h',c'd')  schneidet. 

Führt  man  an  die  so  bestimmte  Parabel  {S.iy),  parallel  zur 
Geraden  {g,g')  eine  Tangente,  so  ist  diese  offenbar  auch  eine  Tangente 
des  Paraboloides,  deren  Beröbrungspunkt  aleo  ein  Punkt  der  Ber«h- 
rungscurve. 

Um  besagte  Tangeute  mit  Bequemlichkeit  zu  construieren,  ziehen 
wir  in  der  Ebene  I'„P,,  irgend  eine  Parallele  (s,  s')  zur  gegebenen 
Geraden  (p,£f')  und  projieieren  vernoittelst  der  zu  («,«,  a'^af)  parallelen 
Strahlen  die  Parabel  {E,  Z')  und  die  Gerade  (s,s')  auf  die  Haupt- 
ebone  13.  beziehungsweise  in  die  Hauptparabei  {F,A)  und  in  die  Ge- 
rade s„.  Ermitteln  wir  weiters  den  Berührungspunkt  p^  der  zu  s„ 
parallelen  Tangente  t^  der  Parabel  [F,  A)  und  projieieren  wir  den- 
selben in  die  Ebene  F^Fh  zurück,  so  wird  {p,p')  daselbst  den  ge- 
suchten Berührungspunkt  {p,  p')  der  zu  {g,  g')  parallelen  Tangente 
der  Parabel  {E,  S')  darstellen,  und  mithin  einen  Punkt  der  Beruh- 
mngscurve  repräsentieren. 

Die  durch  die  beiden  Punkte  ip.p')  und  {Pi,p\)  gehende  hori- 
zontal-projicierende  Ebene .B,B/,  stellt  sodann  die  geforderte  Ebene 
der  Berührungscurve  dar. 

Die  Berührungscurve  selbst  ergibt  sich  als  Schnitt  des 
Paraboloides  mit  der  Ebene  B^B,,.  Da  die  Ebenem, Sa  eine  Durcb- 
mcsserebene  des  Paraboloides  darstellt,  so  ist  die  Berührungscurve 
eine  Parabel. 

Nebstbei  sei  hier  noch  erwähnt,  dass  sich  die  Bestimmung  des 
Punktes  {p„p\),  wie  wir  uns  sofort  überzeugen  können,  als  über- 
flüssig erweisen  werde.  Die  gefundene  Ebene  B^Bh  ist  nämlich,  als 
die  Ebene  der  Berührungscurve  des  parallel  zur  Geraden  {g,g')  um- 
schriebenen Cjiinders,  die  Polarebene  des  unendlich  fernen  Punktes  Ug 
dieser  Geraden  (g,  g'). 

Ferner  schneidet  die  Ebene  B^B,,  das  Paraboloid  in  einer  Pa- 
rabel {TI,  11'},  deren  Achse  zur  Achse  (Z,  Z')  der  Fläche  parallel  läuft, 
und  deren  Scheiteltangente  mithin  eine  zur  horizontalen  Projections- 
ebene    (mit  der  Horizontalprojection  Bh)   parallele  Gerade  sein  muss. 

Legen  wir  demnach  durch  die  Achse  {Z,Z')  des  Paraboloides, 
parallel  zu  {g,g')  die  Ebene  F^Fi,,  so  sind  die  dieser  Ebene  conju- 
gierten  Sehnen  und  Tangenten  des  Paraboloides  einerseits  senkrecht  zur 
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Achse  {Z,Z'),  mithin  tioriaontal;  andererseits  müssen  dieselben,  da 
die  Ebene  P„Pa  den  Pol  TJg  der  Ebene  B,Sk  enthält,  io  der  Ebene 
B^B^  seihst  liegen,  oder  zu  derselben  parallel  sein.  Hieraus  folgt 
unmittelbar,  dass  die  Scheiteltangente  der  in  der  Ebene  B„Bi, 
liegenden  Parabel  eine  Gerade  sein  müsse,  welche  der  Ebene  FeBk 
conjugiert  ist.  Da  weiters  diese  Scheiteltangente  auch  das  Paraboloid 
berührt,  so  muss  deren  Berührungspunkt  nothwendig  auf  der  Sehnitt- 
parabel  (2^,2:')  der  Ebene  P^P^  liegen,  und  kann  dieser  somit  liein 
anderer,  als  der  vorgefundene  Punkt  (p.,p')  sein. 

Dieses  Ergebnis  führt  somit  zu  dem  Schlüsse,  dass  der  Punkt 
(2>,j)')  den  Scheitel  der  Parabel  CJ7,J7')  darstelle. 

Berücksichtigen  wir  ferner,  dass  alle  horizontalen  Tangenten  des 
in  den  Punkten  von  {2,  U-)  zu  den  Tangenten  i  der 
Ellipse  im  Punkte  a',  parallel  sind  (Aufgabe  315),  so  wird  dasselbe 
von  der  Scheiteltangente  der  Parabel  (77,  77')  und  offenbar  auch  von 
der  Horizontaltrace  B,,  der  Ebene  B^Bh  gelten. 

Wenn  also  parallel  zu  eiaer  gegebenen  Geraden  [g,g'),  einem 
elliptischen  Paraboloide,  ein  Cylinder  umschrieben  wird,  so  kann  man 
die  Ebene  B^B,.  der  Berührun^scurve  (77,  77'),  sowie  die  Curve  (77, /3') 
selbst,  in  nachstehender  Weise  construieren. 

Man  legt  durch  die  Ach?e  [Z,  Z')  des  Paraboloides  eine  Ebene 
P„Pa  parallel  zu  der  Geraden  {g,  g").  Diese  Ebene  F^Ph  schneidet 
das  Paraboloid  in  einer  Parabel  (2;,  2^).  Der  Berührungspunkt  {p,p') 
dieser  Parabel  mit  der  au  (g.  g')  parallelen  Tangente  repräsentiert 
bereits  den  Scheitel  der  gesuchten  Berührungsparabel  (77,  77'). 

Die  Parabel  {S,  L')  sehneidet  ferner  die  Ellipse  {a'b\c'ä')  m 
zwei  Punkten  («,,  a\)  und  (6,,  l\).  Die  Tans;enten  r,  und  Tj  der 
Ellipse  {a'l'jC'd')  in  diesen  beiden  Punkten  a\  und  l\  bestimmen 
die  Richtung    der  Scheiteltangente    der  Berührungscurve    im  Scheitel 

Die  Ebene  B^Bii  der  Berührungscurve  ist  daher  jene  horizontal- 
proji eierende,  durch  {p,p')  gebende  Ebene,  welche  zu  den  Tangenten 
r,  und  T(  parallel  läuft.  Die  HoriKontaltrace  Bh  der  genannten  Ebene 
wird  somit  die  durch  p'  parallel  zu   t,   und  Tj  geaogeae  Gerade   sein. 

Nachdem  die  Berührungscurve  (77,  77')  durch  den  Scheitel  und 
die  Seh  eitel  tan  gen  te,  also  auch  durch  die  Achse  dargestellt  ist,  genügt 
zu  ihrer  vollständigen  Constructiou  ein  einziger  weiterer  Punkt, 
als  welchen  man  allenfalls  den  einen  der  beiden  Schnittpunkte  vou 
-Ca  mit  der  Ellipse  {a'h',c'd')  betrachten  kaun. 
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§.  705. 
316.  Aufgabe.    Dureli  eine  Gerade  {g,  g')    sind  an  ein  ellip- 
tisches Paraboloid  Berührebenen  zu  legen  nnd   deren  Berührangs- 
punkte  zu  constmieren. 

Wir  bestimmen  diesfalls  deo  Schnittpunkt  {P,P')  (Taf.  XXXXI, 
Fig.  283)  der  Geraden  (g,g')  mit  der  zur  vetticalen  Projeetionsebene 
parallelen  Hauptebeüe  ij  des  Paiaboloides,  und  ermitteln  hierauf  einer- 
seits die  Ebene  ^B^ft  der  Bertthrungscurve  des  Paraboloides  mit  dem 
dem  letzteren  aus  dem  Scheitel  (P,  P')  umschriebenen  Kegel ,  so  wie 
andererseits  auch  die  in  der  besagten  Ebene  JS^Bh  liegende  Beruh- 
ruDgscurve  selbst  (Aufgabe  312),  wobei  wir  die  letztere  direct  durch 
ihre  ichsen  {a,l„a\'b\)  und  (c, d[,  c'id',)  darstellen. 

Diese  Curve  wird  insoküge  reell  sein,  als  die  zu  bestimmen- 
den Tangentialebenen  es  sind.  Iq  diesem  Falle  ist  eine  nothwendige 
Bedingung  die,  dass  die  Gerade  (g,g')  ganz  außerhalb  des  Paraboloides 
liegt,  das  Paraboloid  also  in  keinen  reellen  Punkten  schneidet. 

Es  ist  hiernach  einleuchtend,  dass  die  gesuchten,  durch  die 
Gerade  {g,g')  gehenden  Tangentialebenen,  da  sie  den  Kegelacheitel 
(P,  P')  enthalten,  auch  den  dem  Paraboloide  (aus  P,P')  umschrie- 
benen Kegel  berühren,  uod  dass  ihre  Berührungspunkte  mit  dem  Para- 
boloide auf  der  eben  construiertenBerührungsenrve(a,6|,Ci(?,!a',&'|,c',(^,) 
liegen  müssen. 

Hieraus  ist  auch  unschwer  zu  erkennen,  dass  sich  die  gestellte 
Aufgabe  auf  die  „durch  die  Gerade  (g,g')  an  den  Kegel  {P,a,i,c,d,; 
P,  «',&',  c',(i',)  die  beiden  Berührebenen  zu  legen",  reduciere. 

Bestimmen  wir  au  diesem  Zwecke  den  Darchstoßpunkt  (s,s')  der 
Geraden  {g,g')  mit  der  Ebene  B„Bh  der  Ellipse  {a,b^,Cid,).  Von  s' 
aus  ziehen  wir  an  die  Ellipse  (ra',fe',,  c',  (?',)  die  Tangenten  t\  und  (', 
und  stellen  deren  Berührungspunkte  p',  und  p',,  mittelst  des  über 
a\  6',  beschriebenen  Äffinkreises  K'g  fest.  Die  Verticalprojeetionen  t, 
und  ij  dieser  Tangenten,  sowie  auch  die  Verticalprojeetionen  ^^  undiJ^ 
ihrer  Berührungspunkte  fallen  in  die  Trace  B„  der  Berührebene  B„Si„ 
da  letztere  vertical-projicierend  ist. 

Die  beiden  Ebenen  T'„r'ft  und  T^^fh,  welche  durch  die  Gerade 
{g,g')  und  durch  die  Tangente  {t^,t'^),  beziehungsweise  {t^,t'^  gelegt 
werden,  sind  demnach  die  darch  {g,g')  gehenden  Tangentialebenen 
des  umschriebenen  Kegels,  und  folglich,  auf  Gnind  der  an- 
gestellten Betrachtungen,  gleichzeitig  auch  des  Paraboloides. 

Die  Berührungspunkte  besagter  Tangentialebenen  mit  dem  letz- 
teren werden  durch  die  der  Berühr ungscurve  [a^h^,c^d^\  a\h\.,c\d\) 
angehörenden  Punkte  (p,,p',)  und  (pa,;>'a)  dargestellt. 
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§.  706. 

319.  Aufgabe.  Es  ist  die  Polare  einer  Geraden  in  Bezug  anf 
ein  elliptisclies  Faraboloid  zn  ermitteln. 

a)  Die  Gerade  schneidet  das  Paraboloid  in  keinen  reellen 
Punkten. 

Ist  {g,  g')  (Taf.  XXSXI,  Fig.  283)  die  gegebene  Gerade,  so 
lassen  sich  durch  dieselbe,  der  gemachten  Yoranssetzung  gemäß,  stets 
zwei  reelle  Berührebenen  an  das  Paraboloid  legen.  Die  Berührungs- 
punkte dieser  Ebenen  sind  (nach  Satz  409,  Band  II)  gleichzeitig  auch 
jene  Punkte,  in  welchen  die  Polare  der  Geraden  {g,g')  das  Paraboloid 
schneidet. 

Man  hat  daher  diesfalls  nichts  anderes  zu  thun,  als  (wie  in  der 
vorhergehenden  Aufgabe)  die  beiden  Berührungspunkte  (ß,,  p\)  und 
{_Pj,  jj'b)  der  durch  die  Gerade  {g,  g')  an  das  Paraboloid  gebenden 
Berührebenen  zu  construieren,  und  dieselben  durch  eine  Gerade  (g,,g\) 
zu  verbiüdeo.  Letztere  wird  sodann  die  verlangte  Polare  der  Ge- 
raden {g,g')  repräsentieren. 

h)  Die  Gerade  {g,g')  sebaeidet  das  Paraboloid  in  zwei  reellen 
Punkten  {p,,  p\)  und  {p^,  p'^). 

In  diesem  Falle,  welcher  mit  der  ümkehrung  des  früheren 
gleichbedeutend  ist,  wird  die  Polare  (g^,  g\)  als  die  Schnittgerade  der 
beiden  Tangentialebenen  des  Paraboloides  in  den  Punkten  (p„  p\) 
und  (pj,  p'g)  zu  construieren  sein.  Letzteres  folgt  unmittelbar  aus 
dem  Satze  409,  Band  II). 

c)  Die  gegebene  Gerade  (g,  g'j  berührt  das  Paraboloid  in 
eiaem  Punkte  {p,  p'). 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  die  Polare  (g,,  g',)  der  Geraden 
(g,  g')  gleichfalls  eine  Tangeute  des  Paraboloides  in  dem  nämlichen 
Punkte  {p,p').  Construiert  man  daher  die  Tangentialebene  T^Ti,  des 
Paraboloides  im  Punkte  {p,  p'),  so  muss  die  zu  bestimmende  Polare 
'i'i' ^'i)  ii  dieser  Berührebene  liegen. 

Da  ferner  bei  einer  Tangente  einer  Fläche  zweiten  Grades  alle 
Punkte  derselben  außerhalb  der  Fläche  liegen,  so  ist  auch  der  Schnitt- 
punkt (P,  P*)  der  gegebenen  Geraden  {g,  g')  mit  der  zur  verticalen 
Projectionsebene  parallelen  Hauptebeae  tj  außerhalb  der  Fläche  gelegen. 
Es  ist  daher  leicht  die  Polarebene  dieses  Punktes  (P,  P*)  in  Bezug 
auf  das  Paraboloid  zu  construieren  (siebe  Aufgabe  312). 

Mit  BeaiehuBg  auf  den  Satz  407,  Band  II)  muss  aber  die 
Polarebene  BsBi,,  da  deren  Pol  auf  (g,  g')  liegt,  durch  die  Polare 
{9\,9'i)  Ton  {g,g')  gehen. 
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Die  gesuchte  Polare  (g, ,  g\ )  wird  sich  mitbin  als  die  Schnitt- 
gerade der  Ebene  B,  Bk  mit  der  vorher  gefundeuen  Tangentialebene 
T,Ti,  ergeben. 

d)  Die  gegebene  Gerade  g  liegt  in  unendlicher  Entfernung, 
wird  also,  wie  bereits  bekannt,  durcb  die  unendlich  ferne  Gerade 
einer  gegebenen  Ebene  dargestellt. 

In  diesem  Falle  sind  die  durch  die  Gerade  g  gehenden  BerOhr- 
ebenen  des  Paraboloides  einerseits  die  unendlich  ferne  Ebene  selbst 
und  andererseits  die  zu  der  gegebenen  Ebene  (Richtebene)  parallele 
Ebene.  Die  Polare  der  unendlich  fernen  Geraden  g  ist  demnach  (§,  702) 
jener  Durchmesser  des  Paraboloides,  welcher  durch  den  Be- 
rührpunkt der  genannten  Tangentialebene  geht. 

§.  707. 

320.  Aufgabe.  Es  ist  eine  Ebene  aufzufinden,  welche  ein  ellip- 
tisches  Parabolold  in  einem  Kreise  schneidet. 

Da  ein  elliptisches  Paraboloid  keine  Achse  von  endlicher  Länge 
besitzt,  so  hat  dasselbe  auch  keine  „Kreisebenen",  d.  i.  keine 
Kreisachnittsebenen,  welche  durch  eine  der  Achsen  der  Fläche 
gehen. 

Trotz  dieser  hervorgehobenen  Eigenthümlichkeit  besitzt  aber  die 
genannte  Fläche  dennoch  Kreisschnittsebenen. 

Dasjenige  Verfahren,  welches  bei  den  Flächen  zweiten  Grades 
„mit  einem  Mittelpunkte"  nur  Auffindung  der  Kreisebenen 
benutat  wurde,  kann  daher  im  vorliegenden  Falle  nicht  angewendet 
werden. 

Es  gibt  jedoch  zwei  verschiedene  Methoden,  welche  zur 
Construction  der  Kreisschnitts  ebenen  des  elliptischen 
Paraboloides  führen.  Die  eine  dieser  Methoden  wollen  wir  hier 
bloß  erwähnen,  ohne  auf  deren  constructive  Durchführung  näher  ein- 
zugehen. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Behufe  das  Paraboloid  wie  gewöhnlich 
wieder  durch  die  horizontal-projl  Gierende  Achse  (Z,  Z')  (Taf.  XXSXI, 
Fig.  284),  den  Scheitel  {A,  A')  und  die  Ellipse  {a'i-,  c'd'),  in 
welcher  dasselbe  die  horizontale  Projectionsebene  schneidet,  dai^estellt. 

Construieren  wir  in  den  Endpunkten  (a,  a')  und  (p,  h')  der 
großen  Achse  der  letztgenannten  Ellipse  die  Tangentialebenen  des 
Paraboloides ,  so  sind  diese  offenbar  symmetrisch  gegen  die  durch  die 
kleine  Achse  {cd,  c'd')  der  Ellipse  gehende  Hauptebene  itv^k.  Das- 
selbe gilt  offenbar  auch  von  den  zugehörigen  Berührungspunkten  (»,«'} 
und  (&,  b'). 
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Es  wird  hiernach  auch  möglich  sein,  eine  Kugel  (S,  S')  au  eon- 
strnieren,  welche  die  beiden  vorerwähnten  Tangentialebenen  und 
folglich  auch  das  Paraboloid  in  den  beiden  Punkten  (o,  o')  und  (b.b-) 
berührt.  Diese  Kngel  wird  (nach  Salü  449,  Band  E)  das  Paraboloid  in 
zwei  ebenen,  dnrch  die  Punkte  (a,  a')  und  (S,  !>■)  gehenden  Cnrven 
schneiden. 

Nachdem  aber  .ebene  Curvon"  auf  einer  Kugel  nnr  Kreis«  sein 
können,  so  folgt,  dass  die  vorgenannten  ebenen  Schnitte  des  Parabo- 
loides  „Kreissohnitte'  dieser  lotjtbezeichneten  Pläohe  darstellen  werden. 
Was  die  Lage  ihrer  Ebenen  anbelangt,  so  sind  dieselben 
folgendermaßen  zn  finden.  Dieselben  gehen  vor  allem  durch  die  beiden 
Punkte,  in  welchen  die  Kugel  (ß,  S')  das  Paraboloid  berührt,  d.  i. 
dnrch  die  große  Achse  der  Ellipse  (o'i',  c'd'j.  Denken  wir  uns  forner 
die  Kugel  und  das  Paraboloid  mit  der  zur  Grundlinie  senkrechten 
Hauptebene  rc,5r^' geschnitten,  so  ergeben  sieh  als  Schnitte  bezie- 
hungsweise ein  größter  Kugelkrois  und  eine  Parabel,  deren 
Achse  den  Kreismittelpnnkt  enthält. 

Verbinden  wir  diagonal  paarweise  die  vier  Schnittpunkte 
dieser  beiden  Curven,  so  erhält  man  zwei  Geraden,  deren  jede  einem 
der  gesuchten  Kreisschnitte,  welche  hiedurch  vollkommen  bestimmt 
sind,  angehört. 

Dieser  Methode  jedoch  dürfte  man  sich  im  allgemeinen  wohl 
kaum  bedienen,  da  die  Bestimmung  der  Schnittpunkte  des  Kreises  mit 
der  Parabel  gewisse  compliciertere  Eilfscoastructionen  erfordert,  die 
man  jederzeit  gerne  und  mit  Recht  zu  vermeiden  sucht. 

§.  708. 
Zweite  Methode. 

Das  Paraboloid  stellen  wir  durch  seine  (horizontal-projicierende) 
Achse  (Z,  Z')  (Tat  XXXXI,  Fig.  285),  durch  seinen  Scheitel  {A,  A") 
und  durch  die  Schnittellipse  (a'6',  c'ii')  mit  der  horizontalen  Projec- 
tionsebene  dar.  Hierbei  werden  wir  uns  jedoch  die  besondere  Vor- 
aussetzung erlauben,  dass  die  große  Achse  a'h'  dieser  Ellipse 
auf  der  Grundlinie  senkrecht  stehe,  die  kleine  Achse  c'i' 
mithin  eine  zur  Grundlinie  parallele  Lage  habe. 

Die  horizontale»  Projectionen  aller  ebenen  Schnitte,  also  auch 
aller  Ereissobnitte,  sind  aber  (nach  Satz  388)  ähnlich  gelegene  Ellipsen 
und  zwar  sämmtiich  ähnlich  gelegen  mit  der  Ellipse  (a'Ä',  c'd'). 

Weiters  wissen  wir  auch  bereits,  dass,  wenn  eine  Ellipse  die 
orthogonale  Projection  eines  Kreises  repräsentiert,  jene  Kreisebene, 
deren  Trace  auf  der  botreffenden  Projectionsebene  zur  kleinen  Achse 
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der  besagten  Ellipse  senkrecht  steht,  mit.  dieser  Projectionsebene  einen 
Winkel  einschließen  müsse,  dessen  Cosinus  durch  das  Verhältnis  der 
kleinen  Achse  zur  großen  Achse  der  gegebenen  Ellipse  ausgedrückt 
erscheint. 

Denken  wir  uns  demnach  eine  Ebene  E,  welche  das  Paraboloid 
in  einem  Kreise  schneidet,  so  wird  —  da  die  große  Achse  der  hori- 
aontalen  Projeetion  des  Schoittkreises  parallel  zu  a'b'  sein  muss,  die 
horizontale  Trace  Eh  der  Kreissehnittsebene  folglich  gleichfalls  zu 
a'b'  parallel,  d.  i.  zur  Grundlinie  senkrecht  ist  —  die  vorerwähnte 
Ebene  E  eine  vertical-projicierende  sein  müssen. 

Die  Ebene  E  selbst  schließt  sodann  mit  der  horizontalen  Projec- 
tionsebene, oder  was  dasselbe  ist,  ihre  Vertiealtrace  E„  mit  der 
Grundlinie  XX  einen  Winkel  a  ein,  dessen  Cosinus,  den  früheren  Be- 
trachtungen gemäß,  dem  Ächsenverhältnisse  -^  gleich  ist. 

Sehneidet  daher  die  an  willkürlicher  Stelle  angenommene  Horizon- 
taltrace  Et  die  Grundlinie  XX  im  Punkte  a,  so  hat  man  auf  der  Grund- 
linie von  ff  aus  zu  beiden  Seiten  die  Strecke  c'd'  =  gm  =  0n  auf- 
zutragen, in  den  sich  so  ergebenden  Endpunkten  m  und  n  dieser 
Strecken  Senkrechte  auf  die  Grundlinie  XX  zu  errichten  und  diese  mit 
einem  Kreise  K  aus  dem  Mittelpunkte  ff  und  einem  Kadius  r  =  a'b' 
in  den  Punkten  »»,  und  Hj  zu  durchsehneiden. 

Der  gestellten  Forderung  entsprechend,  ist  sodann: 

am  qw_ Cd' 

<7»»j        ow,        a'b'' 
Betrachtet   man    also  die  Geraden    ff»»,  =  E,   und    an,  =  E'v 
als  die  Vertiealtraeen   von   Ebenen,   so    sind    die    Kroisschnitts- 
ebenen    ihrer   Stellung  nach  unmittelbar  durch  die  beiden  Ebenen 
E,Eh  und  Et' Eh   dargestellt. 

Nachdem  parallel  zu  irgend  einer  Ebene  nur  eine  einaige 
Tangentialebene  an  ein  Paraboloid  gelegt  werden  kann,  so  gibt 
es  auf  der  genannten  Fläche  selbstverständlich  auch  bloß  zwei 
eigentliche  „Kreis-"  oder  „Nabelpunkte",  d.  s.  die  Berüh- 
rungspunkte der  zn  E,Eh  und  E',E'h  parallelen  Tangen- 
tialebenen. 

Als  Anwendung  dieses  Ergebnissen  wollen  wir  nachstehendes 
Problem  lösen. 

§.  709. 
321.  Aufgabe.  Ein  elliptisches  Paraboloid  ist  nach  einem  Kreise 
von  gegebenem  Radius  zu  schneiden. 
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Sei  wieder  {Z,  Z')  (Taf.  XKXXII,  Fig.  286)  die  horizontal-pro- 
jicierende  Gerade,  welche  die  Achse  des  Paraboloides  vorstellt,  {A,A') 
der  Scheitel  des  Paraboloides  auf  derseibea,  und  {a'b\c'd')  jene  Ellipse, 
in  weicher  das  Paraboloid  die  horizontale  Projectionsehene  schneidet. 
Hierbei  setzen  wir  voraus,  dass  die  große  Achse  a'h'  dieser  Ellipse  senk- 
recht, die  kleine  Achse  c'd'  dagegen  parallel  an  der  Grundlinie  X  sei. 

Ermitteln  wir  vor  allem,  in  Ubereinstinimu&g  mit  der  vorigen 
Aufgabe,  die  Lage  der  einen  Kreisschoittssehar  durch  eine 
beliebige,  der  genaDnten  Schar  angehörende  Ebene  C,Ch  und  führen 
wir  sodann,  parallel  zu  dieser  Ebene,  an  das  Paraboloid  eine  Berüh- 
rungsebene. 

Nachdem  besagte  Beröhrebene,  ebenso  wie  die  Ebene  Cp  0*,  ver- 
tical-projicierend  ist,  so  liegt  der  Berührungspunkt  in  der  zur  verti- 
ealen  Projectionsehene  parallelen  Hauptebeae  )j.  Die  Verticalprojection 
N  desselben  ergibt  sich  demgemäß  als  Berührungspunkt  der  au  C, 
parallelen  Tangente  Ts  an  die  Verticalprojection  {F,  A)  der  in  der 
Hauptehene  ij  liegenden  Hauptparabel.  Die  horizontale  Projection  N' 
dieses  Punktes  liegt  selbstverständlich  in  der  Horizontaltraee  ri„  der 
genannten  Hauptebene. 

Der  Punkt  {N,  N')  stellt  sonach  den  der  Parallelschar  C,Ch 
entsprechenden  Kreis- oder  Nabelpunkt  des  Paraboloides  dar. 
Die  durch  denselben  gehende  horizontal-projicierende  Gerade  ist  be- 
kanntlich der  der  Parallelebenenschar  C,Ch  eonjugierte 
Durehmesser  des  Paraboloides. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  die  Mittelpunkte  aller  zur  Ebene 
CvGh  parallelen  Kreisschnitte  auf  dieser  Geraden  liegen,  oder  mit  an- 
deren Worten,  dass  die  Horizontalprojectionen  aller  zur  Ebene  C„Ch 
parallelen  Kreisschnitte  Ellipsen  seien,  welche  der  Ellipse  (a'b',c'd') 
ähnlich  sind  und  deren  Mittelpunkte  sämmtlieh  mit  der  Projection  N' 
zusammenfallen. 

Construiert  man  umgekehrt  eine  beliebige  Ellipse,  welche  ihren 
Mittelpunkt  in  N'  hat  und  mit  der  Ellipse  {a'h',  Cd')  ähnlich  gelegen 
ist,  so  repräsentiert  dieselbe  stets  die  Horizontalprojection  eines  zur 
Ebene  0^0^  parallelen  Kreissehnittes ,  nie  aber  die  Horizontalprojec- 
tion eines  anderen  ebenen  Schnittes. 

Von  diesen  Eigenschaften  machen  wir  behufs  Lösung  der  ge- 
stellten Aufgabe  in  nachstehender  Weise  Gebrauch. 

Wir  betrachten  die  Horizontalprojection  iV',  als  den  Mittelpunkt 
o'  einer  mit  (a'b',  c'd')  ähnlich  gelegenen  Ellipse  (a',h'^,  c',d',),  deren 
große  Achse  a',  h',  (parallel  zu  a'  h')  dem  gegebenen  Durchmesser  2  r 
des  zu  bestimmenden  Kreisschnittes    gleich   angenommen  wird.     Die 
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Endpunkte  C,  und  d',  der  kleinen  Achse  ergeben  sieh  sodana  offenbar 
mit  Hilfe  der  zu  a'd'  parallelen  Geraden  a\d\  und  h\c\. 

Die  so  construierte  Ellipse  {a\b'„  c\ä',}  repräsentiert  nun,  den 
gepflogenen  Erörterungen  gemäß,  die  horizontale  Projection  eines  zu 
CtCh  parallelen  Ereissehnittes  des  Paraboloides. 

Da  aber  gleichzeitig  die  große  Achse  a',l}\  dieser  Ellipse  dem 
gegebenen  Durchmesser  2r  gleich  ist  und  diese  große  Achse  die  Pro- 
jection des  zur  Projeetionsebene  parallelen,  also  iu  wahrer  Größe  er- 
scheinenden Kreisdurchmessers  darstellt,  so  folgt,  dass  der  Kreis 
auf  dem  Paraboloide,  dessen  Projection  die  Ellipse  ia\f'',,c\d\) 
ist,  den  Durchmesser  2r  besitzen,  also  den  gesuchten  Kreis  reprä- 
sentieren müsse. 

Es  erübrigt  jetzt  nur  noch,  die  Lage  der  betreffenden 
Kreisschnittsebene  zu  bestimmeu. 

Da  die  letztere  zur  Ebene  G„Ch  parallel  sein  mnss,  so  wird  zu 
ihrer  Construction  die  Kenntnis  eines  einzigen  Punktes  hinreichen. 
Ein  solcher  Punkt  ist  höchst  einfach  festzustellen. 

Die  Punkte  c\  und  d\  sind  die  Horizontalprojectionen  jener 
Punkte  des  zu  construierenden  Kreises,  welche  gleichzeitig  in  der 
Hauptebene  -rm  liegen  und  der  in  der  letzteren  sich  vorfindenden 
Hauptparabel  angehören. 

Construieren  wir  demnach  deren  Verticalprojectionen  c,  iind  d, 
als  die  Schnittpunkte  der  Parabel  (F,  Ä)  mit  den  durch  c\  und  d\ 
senkrecht  zur  Grundlinie  XX  gezogenen  Geraden.  Die  Punkte  {c,,  c\) 
und  (di,d\)  werden  nun  der  gesuchten  Kreisschnittsebene  E,Eh, 
deren  Vertiealtrace  E,  sieh  sofort  als  die  Verbinduugsgerade  von  c, 
und  d,   ergibt,  angehören. 

Der  Umstand ,  dass  c^  d,  =  E,  parallel  zu  (7,  sein  müsse,  kann 
diesbezüglich  als  Controle  für  die  Genauigkeit  der  durchgeführten  Con- 
struction  benütat   werden. 

§.  710. 

Bestimmung  des  Paraboloides  aus  verschiedenen  Elementen. 

Übergehen  wir  nun  schließlich  noch  darauf,  die  Haupthestim- 
mungsstücke  eines  elliptischen  Paraboloides  festzustellen,  wenn  das- 
selbe durch  verschiedene  Elemente  (Hauptehenen,  Scheitel,  Achse, 
Punkte,  Tangenten  oder  TaugentialebeiieQ)  gegeben  ist.  Gelegentlich 
der  Besprechung  des  Hyperboloides  haben  wir  die  Lösung  derlei  Auf- 
gaben stillschweigend  übergangen,  da  die  Lösungen  und  Durchführungen 
dem  Principe  nach  in  voller  Übereinstimmung  mit  jenen    des  Elhp- 
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soides  sind;  das  Paraboloid  biugegen  bildet  eine  besondere  Fläche 
zweiten  Grades  und  muss  demgemäß  in  dieser  Hinsiebt  auch  besonders 
besprochen  werden 

§.  711. 
322.  Aufgabe.  Es  sind  drei  wechselseitig  aaf  einander  senk- 
recht  stehende  Ebenen  und  zwei  Pnnkte  gegeben;  die  ersteren  zwei 
Ebenen  sind  als  die  beiden  Hauptebeaen,  die  dritte  dagegen  ist  als 
die  Scbeiteltangentialebene  eines  elliptischen  Paraboloides  aufzufassen, 
während  die  beiden  gegebenen  Punkte  als  Punkte  der  Fläche  zu  be- 
trachten sind;  das  Paraboloid  ist  zu  oonstraieren. 

Wir  ordnen  diesfalls  die  Projectionsebeneu  derart  an,  dass  die 
Yertieale  Projectionsebene  parallel  zur  Hauptebeno  t;  (Taf.  XXXXII, 
Fig.  287)  und  die  horizontale  Projectionsebene  parallel  zur  Seheitel- 
tangentialebene  Ta  sei.  Die  zweite  Hauptebene  stellt  sich  sodann  als 
eine  zur  Grundlinie  XX  senkrechte  Ebene  ^«sIä  dar.  unter  diesen 
Voraussetzungen  mögen  ferner  (p^,  p\)  und  (p^,  p'-i)  die  gegebenen 
Punkte  darstellen. 

Die  Achse  {Z,  Z')  des  Paraboloides  ergibt  sich  unmittelbar  als 
Schnitt  der  beiden  Hauptebenen  j;  und  it,%i,^  während  der  Scheitel 
{A,  A')  im  Schnitte  von  {Z,  Z')  mit  der  gegebenen  Scheiteltangential- 
ebene Ti  erhalten  wird. 

Das  Paraboloid  wird  wieder  in  der  für  die  Vornahme  von  Con- 
structionen  zweckmäßigsten  Weise  dann  dargestellt  sein,  wenn  wir 
jene  Ellipse  {a'h',c'd')  kennen,  in  welcher  dasselbe  die  horizontale 
Projectionsebene  sehneidet. 

Unsere  Aufgabe  wird  daher  einfach  darin  bestehen,  „aus  den 
gegebenen  Punkten  (jy,  p\)  und  (p^,  p\)  die  Achsenendpunkte  a',l>', 
c'  und  d'  auf  ija  und  tt/,  zu  finden". 

Legen  wir  zu  diesem  Behufe  durch  die  Achse  {Z,  Z')  und  durch 
den  Punkt  {Pi^iP't)  die  honzontal-projicierende  Ebene  P'^P'/,.  Die- 
selbe schneidet  daii  Paraboloid  in  einer  Parabel  {2^,  Z',),  welche  die 
Achse  {Z,  Z')  und  den  bcheitel  {A,  A')  besitzt  und  durch  den  Punkt 
teii^'i)  gobt.  Die  Vertioalprojection  2^  ist  daher  eine  durch  j), 
geführte  Parabel  mit  der  Achse  Z  und  dem  Scheitel  A.  Die  bezeich- 
neten Stücke  bestimmen  die  Parabel  z:^  vollständig  and  kann  auch 
deren  Brennpunkt  P,  leicht  festgestellt  werden. 

Ziehen  wir  durch  p^  eine  Senkrechte  zu  Z,  welche  diese  letztere 
im  Punkte  n,  treffen  möge  und  bestimmen  wir  weiters  den  dem  Punkte 
%^  in  Bezug  auf  A  symmetrisch  gelegenen  Punkt  (w,),  so  ist  be- 
kanntlich (?rj^,  die  Tangente  Ts  der  Parabel  2?,  im  Punkte  j;;. 
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Fällt  man  von  dem  Scbnittpnnkte  «,  dieser  Tangente  mit  der 
Scheiteltangente  Ta  eine  Senkrechte  auf  die  erstere  Tangente  Tu,  so 
sehneidet  dieselbe,  wie  wir  aus  Früherem  wissen,  die  Achse  Z  im 
Brennpunkte  F^  der  Parabel  2^.  Es  wird  üunmebr  auch  keinem 
Anstände  unterliegen,  die  Schnittpunkte  m^  und  %  dieser  Parabel  ZJ, 
mit  der  Grundlinie  (vermittelst  des  Brennpunktes  und  der  üirectrix) 
zu  ermitteln. 

Diese  beiden  Schnittpunkte  »*,  uad  «,  sind  die  Verticalprojec- 
tionen  jener  Punkte  der  horizontalen  Projectionsebene,  in  welchen  diese 
von  der  Parabel  (27,2;')  getroffen  wird;  die  Horizontalprojectioneu  ni\ 
und  «.',  dieser  Punkte,  welche  sich  in  der  Trace  P'*  vorfinden,  reprä- 
sentieren mithin  zwei  diametral  gegenüberliegende  Punkte  der  zu 
bestimmenden  Ellipse  {a'h',  c'd'). 

Zwei  weitere  diametral  gegenüberliegende  Punkte  m'^  und  n'^ 
erhält  man,  wenn  man  bezüglich  des  Punktes  {p^,  p\)  die  nämlichen 
Constructionen  wie  soeben  für  den  Punkt  (Pi,  p',)  vollzieht. 

Die  zu  suchende  Ellipse  {a'h',c'd')  ist  somit  durch  die  Lage  der 
Achsen  (ijh  und  stk)  und  durch  zwei  von  einander  unabhängige  Punkte 
»M,  und  »»5  (oder  %  und  n^)  gegeben  und  können  demnach  anstandslos 
vermittelst  eines  affinen  Kreises  die  Achsenendpunkte  bestimmt  werden. 

§.  712. 

323.  Aufgabe.  Ein  elliptisches  Paraboloid  ist  durch  die  beiden 
Hatiptebeiien,  eine  Tangentialebene  und  deren  Berülurnngspunkt  ge- 
geben; es  ist  der  Soheitel  nnd  die  Horizontalspur  des  Parabololdes 
zu  oonstruieren. 

Als  horizontale  Projectionsebene  wählen  wir  diesfalls  eine  Ebene, 
welche  durch  den  gegebenen  Berührungspunkt  p  (Taf.  XXXXl.  Fig.  288) 
geht  und  auf  den  beiden  Hauptebenen  t]  und  n  senkrecht  steht:  als 
Terticale  Projectionsebene  dagegen  eine  Ebene,  welche  zur  Hauptebene 
tj  parallel  ist. 

Diesen  Voraussetzungen  entsprechend,  ist  die  Hanptebene  ij  durch 
eine  zur  vertiealen  Projectionsebene  parallele  Ebene  und  die  Haupt- 
ebene ir  durch  eine  aur  Grundlinie  senkrechte  Ebene  re„  m,  dargestellt. 
Der  gegebene  Punkt  (p,  p')  liegt  in  der  horizontalen  Projectionsebene, 
während  der  Tangentialebene  T^Ts  desselben  eine  Horizontaltrace  T/, 
entspricht,  welche  durch  p'  geht. 

Nach  dieser  eben  getroffenen  Vorbereitung  unterliegt  es  auch 
keinerlei  Schwierigkeit,  den  Scheitel  {Ä,  A'),  sowie  die  Horizontalspur 
(a'h',c'd')  des  Parabololdes  m  coostruieren. 
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Die  horiaoütal-projiciereQde  Schnitfcgerade  {Z,Z')  der  beideD  ge- 
gebenen Hauptebenen  jj*  und  x^^h  stellt  bereits  die  Aohse  des  Para- 
boloides  dar.  Besagte  Achse  wird  von  der  gegebenen  Tangentialebene 
T^Tk  in  einem  Punkte  (s,s')  getroffen,  dessen  Polarebene  auf  (Z, Z") 
senkrecht  steht,  «nd  durch  den  Berührungspunkt  {p,p')  der  Ebene 
T,Th  geht,  naithin  nnmittelbar  durch  die  horizontale  Projeetionsebeno 
repräsentiert  erscheint. 

Mit  Zugrundelegung  des  Gesagten  muss  aber  hnkanutlich  der 
Seheitel  {A,A')  des  Paraboloides  der  Mittelpunkt  jener  Strecke  sein, 
welche  von  dem  Punkte  (s,  s')  und  dem  Horizontal-Durchstofipunkte 
(w, «')  der  Achse  (Z,  Z')  begrenzt  wird. 

Was  die  Ellipse  {a'h\c'd')  anbelangt,  in  welcher  das  Paraboloid 
die  horizontale  Projectionsebeae  schneidet,  so  repräsentieren  die  Hori- 
KOntaltraeen  t]h  und  iih  der  beiden  Hauptebeoeo  die  Achsen  derselben ; 
js'  ist  bereits  ein  Punkt  der  Ellipse,  und  die  horizontale  Traee  T*  der 
gegebenen  Tangentialebeue  T^Th  repräsentiert  die  EUipsentangente  injp'. 
Aus  diesen  Bestimmungsstücken  kann  man  ohneweiters  mittelst  eines 
affinen  Kreises  K^,  die  Achsenendpunkte  a',  b',  c',  und  d'  fest- 
stellen. 

§.  713. 

334.  Aufgabe.  Ein  elliptisches  Paraboloid  ist  durcli  die  Achse, 
zwei  Punkte  und  die  Tangentialebene  in  einem  dieser  Punkte  ge- 
geben; es  ist  der  Scheitel  und  die  Horizontalspnr  des  Paraboloides 
zn  bestimmen. 

Die  gegebene  Achse  sei  Z,  die  beiden  gegebenen  Punkte  seien 
p,   und  j3,,  und  die  Tangentialebene  in  p^   sei  T,. 

Diese  letztere  schneidet  die  Achse  Z  in  einem  Punkte  h.  Die 
Polarebene  dieses  Punktes  ist,  wie  man  leicht  findet,  diejenige  Ebene  H, 
welche  durch  den  augehSrigen  Berührungspunkt  Pi  senkrecht  zu  Z 
gelegt  werden  kann. 

Nennen  wir  jenen  Punkt,  in  welchem  die  besagte  Polarebene  // 
die  Achse  Z  trifft,  0,  so  erhält  man  bekanntlich  den  Scheitel  des 
Paraboloides  als  Mittelpunkt  A  der  Strecke  Os. 

Die  Polarebene  H  wollen  wir  weiters  als  die  horizontale 
Projeetionsebeno  betrachten.  Das  Paraboloid  sehneidet  dieselbe 
sodann  in  der  zu  bestimmenden  Ellipse,  von  welcher  bereits  der  Mittel- 
punkt 0,  (als  Schnittpunkt  mit  der  Achse  Z) ,  ein  Punkt  p,  und  die 
Tangente  t,  in  demselben  (die  letztere  als  Sehnittgerade  der  Eiiene  II 
mit  der  gegebenen  Tangentialebene  T,)  als  bekannt  vorliegen. 
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Einen  weiteren  Punkt  erhalten  wir  folgeudermaßen.  Denken  wir 
uns  durch  die  Achse  Z  und  durch  den  zweiten  gegebenen  Punkt  p„ 
eine  Ebene  P  gelegt,  so  schneidet  diese  das  Paraboloid  in  einer  Parabel, 
welche  einerseits  die  Achse  Z  und  den  Scheitel  s  besitzt  und  anderer- 
seits durch  den  Punkt  j*3  geht. 

Durch  diese  Stucke  ist  die  Parabel  vollkommen  bestimmt,  und 
man  kann  sonach  auch  leicht  deren  Brennpunkt  und  die  Direetrix 
und  hierauf  auch  die  Schnittpunkte  m  und  n  derselben  mit  der  Ebene  jH" 
(oder,  was  dasselbe  ist,  mit  der  Schnittgeraden  der  beiden  Ebenen  P 
und  B)  bestimmen.  Die  eben  genannten  Punkte  m  und  n  sind  gleich- 
zeitig aucii  zwei  einander  diametral  gegenüberliegende 
Punkte  der  zu  bestimmenden  Ellipse  in  H. 

Besagte  Ellipse  ist  also  durch  den  Mittelpunkt  0,  durch  zwei 
Punkte  pi  und  m,  und  die  Tangente  ^,  in  dem  Punkte  y^  gegeben. 
Aus  diesen  Bestimmungsstüeken  kann  man  vorerst  ein  Paar  conju- 
gierter  Durchmesser  und  sodann,  wie  in  Früherem  besprochen,  die 
Achsen  der  Ellipse  selbst  bestimmen. 

§.  714. 

HM.  Aufgabe.  Ein  elliptisches  Paraboloid  ist  durch  die  beiden 
Hanptebenen ,  die  Scheiteltangentialebene,  eine  Tangente  und  deren 
Berührungspunkt  gegeben;  es  ist  die  Horizontalellipse  desselben  zu 
construieren. 

Die  beiden  gegebenen  Hauptebenen  ij  und  tc  schneiden  sieh  in 
der  Achse  Z  des  Paraboloides,  und  diese  trifft  die  gegebene  Scheitel- 
tangentialebene im  Scheitel  Ä  der  Fläche. 

Nehmen  wir  ferner  die  durch  den  Berührungspunkt  p  der  ge- 
gebenen Tangente  t  senkrecht  zur  Achse  Z  geführte  Ebene  H  als 
Horiaontalebene  an.  Dieselbe  trifft  die  Achse  Z  in  einem  Punkte  0, 
welcher  den  Mittelpunkt  der  in  dieser  Ebene  liegenden  Ellipse  des 
Paraboloides  repräsentiert.  Die  Achsen  der  Ellipse  sind  jene  Geraden,  in 
weichen  die  Ebene  H  von  den  beiden  Hauptebenen  si  und  i;  geschnitten 
wird.   Endlich  geht  die  Ellipse  auch  durch  den  gegebenen  Punkt  p. 

Um  die  Acbsenendpunkte  derselben  construieren  zu  können,  ist 
honach  noch  irgend  ein  Bestimmungsstöck  festzustellen.  Als  solches 
betrachten  wir  die  Ellipsentangente  f,  im  Punkte  p.  Diese  lässt  sich 
wie  folgt  construieren.  Der  Pol  s  der  Ebene  H,  in  Bezug  auf  das 
Paraboloid,  liegt,  da  diese  Ebene  auf  der  Achse  Z  senkrecht  steht,  auf 
dieser  Achse,  und  ist  von  dem  Seheitel  A  ebenso  weit  entfernt,  wie 
der  letztere  von  der  Ebene  M. 
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Durch  den  Punkt  s  müssen  aber  die  Tangentialebenen  des  Para- 
boloides  in  allen  Punkten  der  Ellipse,  somit  also  auch  die  Tangential- 
ebene in  dem  gegebenen  Punkte  p  gehen.  Weitera  muss  diese  Tan- 
gentialebene auch  die  gegebene  Fläehentangente  t  enthalten.  Besagte 
Tangentialebene  ist  mithin  die  durch  s  und  t  bestimmte  Ebene.  Die- 
selbe wird  offenbar  die  Ebene  R  in  der  Tangente  (,  der  fraglichea 
Ellipse  im  Punkte  p  schneidea. 

Die  Ellipse  ist  demnach  dufch  die  beiden  Achsen,  einen  Punkt  p 
und  die  Tangente  (,  in  diesem  Punkte  gegeben;  aus  diesen  Stücken 
lassen  sich,  durch  Zuhilfenahme  eines  affinen  Kreises  leicht  die 
Achsenendpunkte  der  Ellipse  finden. 

§.  715. 

326.  Aufgabe.  Ein  elliptisches  Paraboloid  ist  durch  den  Scheitel, 
eine  Hanptehene,  zwei  Punkte  und  die  Tangentialebene  in  einem  dieser 
Punkte  gegeben;  es  ist  die  Achse,  sowie  ein  zur  Achse  senkrechter 
Ellipsenschnitt  zu  bestimmen. 

Die  gegebene  Hauptebene  sei  wieder  jj  und  der  Scheitel  des 
Paraboioides  in  derselben  sei  .4;  ferner  seien  j>|  und  ß,  die  beiden 
gegebenen  Punkte,  und  1\  die  Tangentialebene  in  p^. 

Denken  wir  uns  für  einen  Augenblick  die  Hauptebene  tj  als  Pro- 
jectionsebeue  angenommen,  und  setzen  wit  gleichzeitig  voraus,  dass  n^ 
die  orthogonale  Projeetion  des  Punktes  p^  auf  diese  Ebene,  und  i, 
(Taf.  XXXSI,  Fig.  289)  der  Schnitt  der  Ebene  T,  mit  derselben 
Ebene  i]  sei. 

Die  Ebene  tj  schneidet  das  Paraboloia  m  einer  Hauptparabel  .£, 
welche  den  Scheitelt,  besitzt  und  für  welche  (nach  Satz  379)  jt,  und  f, 
beziehungsweise  Pol  und  Polare  repräsentieren. 

Verbinden  wir  den  Scheitelt  mit  dem  Punkte  je,.  Diese  Ver- 
bindungsgerade schneide  die  Gerade  t^  im  Punkte  s.  Dies  voraus- 
gesetzt ist  ofl'enbar  der  vierte  harmonische  Punkt  B  zu  den  drei 
Punkten  s ,  stf  und  Ä  der  zweite  Schnittpunkt  der  Geraden  je,  A  mit 
der  Parabel  S. 

Die  Tangenten  der  Parabel  2  in  den  Punkten  A  und  B  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  P,  welcher  den  Pol  der  Geraden  ABn^  dar- 
stellt. Nachdem  diese  Gerade  durch  ar,  geht,  so  liegt  der  Pol  P  der- 
selben auf  der  Polare  t^  von  n^. 

Wenn  wir  ferner  den  Pol  P  mit  dem  Mittelpunkte  o  der  Sehne 
AB  verbinden,   so   stellt  diese  Gerade  Bo,    wie  bekannt,    den  der 
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Sehne  AB  conjugierten  Durchmesser  d  der  Parabel  S  dar, 
welcher  als  solcher  auf  der  Scheiteltaügente  Ä  P  senkrecht  stehen  muss. 

Hieraus  folgt  unmittelbar  die  Construction  für  den  Punkt  P. 

Derselbe  ergibt  sich  nämlich  im  Schnitte  von  (,  mit  dem  über 
oA  als  Durchmesser  beschiiebeneu  Kreise.  Da  zwei  solche  Schnitt- 
punkte existieren,  so  gibt  es  selbstverständlich  auch  zwei  Parabeln 
2J,  welche  den  gestellten  Bedingungen  entsprechen. 

Die  Gerade  PA  ist  demnach  die  Scheiteltangente  der  Pa- 
rabel £,  während  die  durch  A  zu.  PA  senkrecht  gezogene  Gerade  Z 
die  Achse  der  Parabel,  und  mithin  auch  jene  der  Fläche  darstellt. 

Denken  wir  uns  nun  durch  den  zweiten  gegebenen  Punkt  p.^ 
eine  Ebene  .ff  senkrecht  ku  der  Achse  Z  gelegt,  so  wird  diese  das 
Paraboloid  in  einer  Ellipse  schneiden,  welche  durch  jj,  geht,  und 
deren  eine  Achse  jene  Sehne  ist,  welche  die  Ebene  H  auf  der  soeben 
ermittelten  Hauptparabel  2  bestimmt. 

Aus  dieser  Achse  und  dem  Punkte  p^  lässt  sich  nun,  mit  Hilfe 
des  über  der  ersteren  beschriebenen  Affinkreises,  ohne  jedwede  Schwie- 
rigkeit, die  zweite  Achse  der  Ellipse  construieren ,  die  gestellte  Auf- 
gabe also  anstandslos  durchführen. 


XXX.    Capitel. 
Gegenseitiger  Schnitt  der  Flächen  zweiten  Grades. 

§.  716. 

Der  Schnitt  zweier  Flächen  zweiten  Grades  ist  stets 
eine  Curve  vierter  Ordnung. 

Denn  eine  beliebige  Ebene  hat  mit  der  Schnittcurve  nicht  mehr 
und  nicht  weniger  als  vier  Punkte,  d.  i.  jene  vier  (reellen  oder  ima- 
ginären) Schnittpunkte  der  beiden  Kegelschnitte  gemein,  in  welchen  die 


besagte  Ebene  di 

Die  obbezei 

der 


die  beiden  Flächen  schneidet. 

eichnete  Schnittcurve  kann  aber  bei  einer  beson- 
Lage  der  beiden  Flächen  aus  Curven  niederer 
Ordnung  bestehen. 

So  haben  wir  gelegentlieh  früherer  Untersuchungen  gefunden 
(Satz  449,  Band  II),  dass  die  beiden  Flächen,  falls  sie  sieh  in  zwei 
Punkten  berühren,  oder  was  auf  dasselbe  hinausläuft,  falls  sie  eiaem 
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und  demselben  Kegel  zweiten  Grades  eingeseb rieben  sind,  sich  in  einer 
Cnrve  vierter  Ordnung  sehneiden,  welche  in  zwei  ebene  Curven,  d.  h. 
in  zwei  Kegelschnitte  zerfällt,  welche  durch  die  beiden  Berühnings- 
puakte  dieser  Flächen  gehen. 

Untersuchen  wir,  ob  als  Schnitt  zweier  Flächen  zweiten  Grade,s 
auch  eine  Raumcurve  dritter  Ordnung  auftreten  könne. 

Da  der  vollständige  Durchschnitt  zweier  Flächen  zweiten  Grades 
eine  Curve  vierter  Ordnung  ist,  so  muss,  sobald  ein  Theil  davon  eine 
Raumcurve  dritter  Ordnung  repräsentieren  soll,  der  Rest  des  Schnittes 
eine  Curve  erster  Ordnung,  d.  i.  eine  gerade  Linie  sein. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  ein  solcher  Fall  nur  dann  ein- 
treten kann ,  wenn  beide  Flächen  gerade  Linien  enthalten ,  also  ent- 
weder Kegelfläehen  (Cylinderflächen)  zweiten  Grades,  oder  aber  wind- 
schiefe Flächen  zweiten  Grades  sind. 

§■  717. 

Betrachten  wir  den  Schnitt  zweier  Kegel  zweiten  Grades 
unter  der  Voraussetzung,  dass  beide  eine  gemeinschaftliche 
Erzeugende  besitzen. 

Besagte  Flächen  haben,  außer  der  vorausgesetzten  Erzeugenden, 
noch  eine  Curve  dritter  Ordnung  gemein  und  sind  diesbezöglicb  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden. 

a)  Die  beiden  Kegelscheitel   fallen   nicht  zusammen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  stellt  die  Verbindungsgerade  ihrer 
Seheitel  die  gemeinschaftliche  Erzeugende  der  beiden 
Flächen  dar. 

Eine  beliebige  Ebene  schneidet  sodann  die  beiden  Kegel  in  zwei 
Kegelschnitten,  welche  vier  Punkte  gemein  haben.  Einer  derselben 
ist  der  Schnittpunkt  mit  der  gemeinschaftlichen  Erzeu- 
genden, während  die  drei  übrigen  der  restliehen  Durohschnitts- 
curve   dritter    Ordnung    angehören. 

Besitzen  insbesondere  die  beiden  Kegel  längs  der  gemeinschaft- 
lichen Erzeugenden  die  Dämliche  Tangentialebene,  80  berühren 
sich  auch  die  beiden  Kegelschnitte  in  jenem  Punkte,  welcher  dieser 
Erzeugenden  angehört  und  es  existieren  demnach  nur  noch  zwei,  von 
diesem  Punkte  verschiedene  Schnittpunkte;  der  Rest  der  Schnittcurve 
beider  Kegel  ist  also  ein  Kegelschnitt.  Aus  dieser  einfachen  Betrach- 
tung folgen  sofort  die  beiden  Sätze: 

389.  „Ist  die  Verbindungsgerade  der  Seheitel  zweier  Kegel 
zweiten  Grades  eine  gemeinschaßUi^e  Erzeugende  derselben,  so  schnei- 
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den  sich  die  Kegel  außer  in  dieser  Erzeugenden  noch  in  einer  Itaum- 

curve  dritter  Ordnung"; 

und: 

390.  „Ist  die  Verbindungsgerade  der  Seheitel  zweier  Kegel 
gweiten  Grades  eine  gemeinschaßliche  Erzeugende  beider  Flächen 
und  besitzen  die  beiden  Kegel  längs  dieser  Eremgendmi  die  nämliche 
Berukrebene,  so  schneiden  sich  dieselben  außer  in  dieser  doppelt 
zählenden  Erzeugenden  noch  in  einem  Kegelschnitte.^ 

b)  Die  beiden  Kegel  besitz  en  eiaen  gemeiEschaft- 
lichen  Scheitel. 

Denken  wir  uns  diese  beiden  Kegel  durch  eine  beliebige  Ebene 
geschnitten,  so  ergeben  sich  zwei  Kegelschnitte,  welch  letztere  vier 
(reelle  oder  imaginäre)  gemeinsame  Punkte  besitzen. 

Verbindet  man  die  bezeichneteü  Punkte  mit  dem  gemeinschaft- 
lichen Eegelsch eitel,  so  erbält  man  vier  Geraden,  welche  sowohl  Er- 
zeugenden des  einen  als  auch  des  anderen  Kegels  darstellen. 

Nachdem  aber  diese  Erzeugenden  zusammengenommen  bereits 
einen  Ort  der  vierten  Ordnung  repräsentieren,  so  können  die  beiden 
Kegel,  außer  denselben,  keine  weiteren  Punkte  mehr  gemein  haben; 
es  folgt  sonach  unmittelbar  der  Satz: 

391.  „Zwei  Kegel  gweiten  Qrades,  welche  einen  gemeinschaft- 
lichen Scheitel  besitzen,  schneiden  sicJi  stets  in  vier  (reellen  oder  ima- 
ginären) Erzeugenden.'^ 

§-  718. 

Da  ein  Cylinder  zweiten  Grades  als  ein  Kegel  mit  unendlich 
fernem  Scheitel  zu  betrachten  ist,  so  kann  sich  eine  Raumcurve 
dritter  Ordnung  wohl  als  Schnitt  eines  solchen  Cylinders 
mit  einem  Kegel  zweiten  Grades,  nie  aber  als  Schnitt 
mit  einem  zweiten  Cylinder  ergeben. 

Haben  nämlich  zwei  Cylinder  eine  Erzeugende  gemein,  so  haben 
sie  nothwendig  auch  den  (unendlich  fernen)  Scheitel  gemeinsam;  der 
Kest  des  Schnittes  ist  daher  keine  eigentliche  Curve  dritter  Ord- 
nung, sondern  besteht  aus  drei  weiteren  Erzeugenden  beider  Cylinder- 
fllchen.  Ist  jedoch  eine  der  beiden  Flächen  ein  Kegel  zweiten 
Grades,  so  wird  das  Gesagte  offeubar  nicht  stattfinden.  Wir  erhalten 
mithin  den  Satz: 

392.  „Eine  Maumcurve  dritter  Ordnung  kann  nie  als  Schnitt 
zweier  Cylinder  eweiten  Grades  erhaUen  werden.'' 
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Oder  auch: 

393.  „Haben  zwei  Cylinäer  gweiten  Grades  ei«e  Erzeugende 
gemein,  so  werden  dieselben  glmchzeitig  noch  drei  weitere  Erzeugenden 
gemeinsam  iesitgen." 

§■  719. 

Setzen  wir  voraus,  zwei  Regelflächen  zweilen  Gradea 
B^  und  -R'j  hätten  eine  gerade  Erzeugende  g^  gemein, 
besäßen  ah  er  sonst  eine  ganz  beliebige  gegenseitige 
Lage. 

Besagte  Flächen  werden  außer  der  Geraden  g,  noch  einen  Ort 
dritter  Ordnung  gemein  haben  müssen,  und  wir  haben  demgemäß  zu 
untersuchen,  ob  dieser  Ort  eine  eigentliche  Curve  dritter  Ordnung 
sei  oder  nicht. 

Nehmen  wir  za  diesem  Zwecke  an,  es  seien  g^  und  g^  zwei 
anderweitige  beliebige  Erzeugenden  der  einen  Regelfläche  JJj  und  zwar 
solche,  welche  dem  nämlichen  Systeme  wie  die  gegebene  gemein- 
sehaftiiche  Erzeugende  g,  angehören.  Ebenso  mögen  g'^  und  g'^  zwei 
beliebige  zum  Systeme  g,  gehörende  Erzeugenden  der  zweiten  Regel- 
fläehe  vorstellen. 

Infolge  der  beliebigen  gegenseitigen  Lage  der  beiden  Regelflächen 
haben  auch  die  fünf  Geraden  g,,  g^,  g^,  g\  und  g\  eine  allgemeine 
gegenseitige  Lage. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  beiden  Regelflächen  JJ,  und 
.K'a,  außer  der  Geraden  ^,,  keine  weitere  Erzeugende,  weder  des 
einen  noch  des  anderen  Systems  gemein  haben  können 

Eine  Erzeugende  l,  welche  nicht  zum  Systeme  g  gehört,  müsste, 
als  gemeinschaftliehe  Erzeugende  \on  i?j  und  JJ'j,  sowohl  die  Geraden 
3,,  g^  und  ^3,  als  auch  die  Geraden  (/,,  g\  und  q\,  mithin  alle  fünf 
Geraden  schneiden,  was  aber,  infolge  der  allgemeinen  Lage  der  letz- 
teren, ganz  unmöglich  ist,  woraus  unmittelbar  hervorgeht,  dass  die 
beiden  Regelflächen  keine  Erzeugende  gemein  haben  können,  welche 
dem  von  den  Geraden  g  verschiedenen  Systeme  angehören  würde. 

Die  genannten  Flächen  können  aber  auch,  wie  sieh  leicht  nach- 
weisen lässt,  keine  Erzeugenden  gemeinsam  besitzen,  welche  zum 
Systeme  g  gehören. 

Wäre  allenfalls  (^)  eine  derartige  Erzeugende,  so  würde  jede 
von  den  beiden  Geraden  I,  und  l^,  welche  die  vier  Geraden  g^, 
(g)<  g^  und  g'^  schneidet,  sowohl  eine  Erzeugende  von  B^  repräsen- 
tieren (da  von  derselben  g,,  (g)  und  g^  geschnitten  werden),  als  auch    ■ 
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eine  Erzeugende  von  iJ'j  (nachdem  dieselbe  g,,  (g)  und  5',  schneidet) 
darstellen  müssen. 

,  Die  teiden  Kegelflächen  würden  also,  dieser  Voraussetzung  zu- 
folge, wenn  sie  zulässig  wäre,  dennoch  zwei  Erzeugenden  gemein 
haben,  welche  dem  Systeme  g  nicht  angehören.  Nachdem  dies  aber, 
wie  eben  nachgewiesen  wurde,  unmöglich  ist,  so  ist  auch  die  letztere 
Annahme,  als  dem  Früheren  widersprechend,  zu  verwerfen. 

Aus  diesen  Betrachtungen  folgt  somit,  dass  die  beiden  Regel- 
flächen, außer  der  Geraden  jr,,  keine  weitere  Gerade  gemein  haben. 

Weiters  geht  aber  aus  diesen  Erörtemngen  gleichzeitig  hervor, 
dass  die  besagten  Fläeben  auch  keinen  Kegelschnitt  gemeinschaftlich 
besitzen  können.  Denn,  wäre  letzteres  denkbar,  so  würde  derselbe 
mit  g,  einen  Ort  dritter  Ordnung  repräsentieren;  der  Kest  müsste 
demnach  von  der  ersten  Ordnung  sein,  oder  mit  anderen  Worten,  die 
beiden  Regelflächen  müssten,  außer  dem  Kegelschnitte  und  der  Geraden 
g^.  noch  eine  zweite  Gerade  gemein  haben,  welche  Annahme  gleich- 
falls unzulässig  erscheint. 

Hiernach  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  zwei  Regelflächen 
zweiten  Grades,  welche  eine  gemeinschaftliche  Erzeugende  besitzen, 
sonst  aber  eine  beliebige  gegenseitige  Lage  haben,  sieh  außer  in  dieser 
Geraden,  nur  noch  in  einer  eigentlichen  Raumcurve  dritter  Ordnung 
schneiden  können.    Es  gilt  sonaeh  der  Satz: 

394.  ^Zwei  Regelfiächen  zweiten  Grades,  welche  eine  gemein- 
schafUiche  Erseugende  besitzen,  sonst  aber  eine  beliebige  gegenseitige 
Lage  haben,  schneiden  sich,  außer  in  dieser  Erseugenden,  unter  allen 
Umständen  immer  noch  in  einer  eigenilichen  Raumcurve  dritter 
Ordnung.'^ 

§.  720. 

Untersueben  wir  weiters  das  Vetbalten  der  Erzeugenden 
«iner  Regetfläche  gegen  eine  auf  der  letzteren  liegende 
Raumcurve  C  dritter  Ordnung. 

Diese  Curve  C^  sei  der  Schnitt  der  Regelfläche  R^  mit  einer 
anderen  Regelfläche  R\,  welche  mit  iJ,  eine  Erzeugende  g,  gemein 
habe. 

Betrachten  wir  eine  beliebige  zum  System  g,  gehörende  Erzeu- 
gende g^  der  Kegelfläehe  R^,  so  schneidet  dieselbe  die  zweite  Segel- 
fläche ü'a  in  zwei  Punkten,  welche  offenbar  dem  Schnitte  beider 
Begeißächen  R,  und  B\  angehören  müssen.  Da  aber  die  Erzeugende 
g^  die  zu  dem  nämlichen  Systeme  gehörende  Erzeugende  g,  nicht 
schneidet,  so  müssen  die  beiden  Schnittpunkte  auf  der  Curve  C"  liegen . 
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Jede  zum  Systeme  ^,  gehörende  Erzeugende  schneidet  demnach  die 
Curve  C  in  zwei  Punkten,  oder  jede  der  genannten  Erzeugenden  ist 
eine  7.weipunktige  Secante  dieser  Raumcurve. 

Betrachten  wir  hingegen  eine  Erzeugende  der  Regelfläche  M^, 
welche  nicht  zum  Systeme  g,  gehört,  so  wird  dieselbe  gleichfalls 
die  zweite  Regelfläche  R^  in  zwei  Punkten  trefl'en,  welche  dem  Schnitte 
beider  Regelflächen  angehören.  Einer  dieser  Paakte  ist  selbstverständ- 
lich der  Schnittpunkt  der  betrachteten  Erzeugenden  mit  der  dem  an- 
deren Systeme  angehörenden  Erzeugenden  g^. 

Auf  die  Curve  C  entfällt  mithin  nur  ein  Schnittpunkt. 
Hiernach  schneiden  die  nicht  zum  Systeme  5,  gehörenden  Erzeugenden 
die  Raumeurve  dritter  Ordnung  G^  nur  in  einem  Punkte,  oder  mit 
anderen  Worten ,  die  besagten  Erzeugenden  sind  einpunktige 
Seeanten   dieser  Curve.    Wir  ge!angen  mithm  zu  dem  Satze 

S95.  „Jede  Raumeurve  dritter  Oidming  auf  einer  Rtgelfiucla 
sweiten  Grades  hesitgt  die  Erzeugenden  dei  einen  Sy^ems  ah  swei- 
punktige  Seeanten,  die  Erzeugenden  des  zweiten  Systems  dagegin 
als   einpunktige  Seeanten." 

Ebenso  einfach  kann  auch  die  Richtigkeit  des  nachstehenden 
Satzes  bewiesen  werden : 

396.  „Eine  durch  eine  gegebene  Eaumrurve  dnttet  Otdnung 
gfJtende  Regelfläehe  sweiten  Grades  ist  bestimmt,  sobald  man  zwei 
beliebige  Gerade,  deren  jede  mit  der  genannten  Gtirve  zwei  FunMe 
gemein  hat,  als  Erzeugende  der  Begelfläclie  betrachtet." 

Denn  die  Erzeugenden  des  zweiten  Systems  sind  sodann,  dem 
vorstehenden  Satze  gemäß,  jene  Geraden,  welche  sowohl  die  beiden 
angenommenen  Erzeugenden,  als  auch  die  Raumeurve  in  je  einem 
Punkte  schneiden. 

§■  721. 

Setzen  wir  voraus,  zwei  RegelflSehen  zweiten  Grades 
hätten  zwei  Erzeugende  g,  und  ^3,  welche  dem  nämlichen 
Systeme  angehören,  gemein. 

Wäre  ferner  g^  noch  irgend  eine  beliebige  Erzeugende  desselben 
Systems  für  die  Regelfläehe  M^  und  g'^  eine  gleichfalls  willkürliche 
Erzeugende  desselben  Systems  für  die  zweite  Regelfläehe  R\,  so  wird 
es  zwei  Geraden  l,  und  Ij  gehen,  welche  die  vier  Geraden  g„  g^,  g„ 
und  g'^  schneiden  werden. 

Jede  dieser  genannten  Geraden  ist  sodann,  da  sie  g^,  g^  und  g^ 
schneidet,  eine  Erzeugende  der  Fläche  M^  und,  nachdem  dieselbe   g^,. 
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g^  und  g\  schneidet,  auch  eine  Erzeugende  der  Fläche  R'^.  Die  beiden 
Geraden  r,  und  L  sind  demnach  zwei  gemeinschaftliche  Erzeu- 
gende beider  Regelflächen. 

Die  besagten  Erzeugenden  \  und  l^  repräsentieren  sonach  mit 
g^  und  g^  einen  gemeinschaftlichen  Ort  vierter  Ordnung  beider 
Fläeheü,  und  können  die  letzteren  somit,  außer  diesen  Tier  Geraden, 
keine  Punkte  mehr  gemein  haben.     Es  besteht  sonach  der  Satz: 

397.  „Haben  zwei  Ecgelflächen  zweiten  Grades  swet  demselben 
Systeme  angehörende  ErBeugenden  gemein,  so  besitzen  dieselben  stets 
noch  zwei  dem  anderen  Systeme  angehörende  gemeinschaftliche  Er- 
sengenden,   haben   aber  sonst  keine  weiteren  Punkte  mehr  gemein." 

Haben  zwei  Regelfläehea  drei  demselben  Sjatome  an- 
gehörende Erzeugende»  gemein,  so  sind  dieselben  nothwendig 
identisch,  da  durch  diese  drei  Erzeugenden  nur  ein  einziges  Hyper- 
boloid gelegt  werden  kann. 


Endlich  ist  noch  der  Fall  zu  untersuchen,  wenn  zwei  Regel- 
flächen zweiten  Grades  zwei  Erzeugenden  g^  und  l,  gemein 
haben,  welche  verschiedenen  Systemen  angehören.  Diese 
Regelfläehen  mögen  sonst  aber  eine  ganz  beliebige  gegen- 
seitige Lage  besitzen. 

Nehmen  wir  auf  ^i  irgend  zwei  Punkte  a  und  b  an,  und  ziehen 
wir  durch  jeden  dieser  Punkte  zwei  Geraden  g^  und  g\;  g^  und  g\, 
welche  die  gegebene  Erzeugende  g,  nicht  schneiden,  so  kann  man  g^, 
g^  und  ffa  als  die  Leitgeraden  für  die  eine  Kegelfläche  E^ ,  und  g, , 
g\  und  g'^  als  die  Leitgeradeu  für  die  zweite  ßegelfläche  betrachten. 

Nachdem  die  beiden  Regelfläehen  zwar  die  gemein  schaftiichen 
ErKeugenden  ^,  und  (,  besitzen,  sonst  aber  eine  beliebige  gegenseitige 
Lage  einnehmen,  so  folgt,  dass  auch  die  vier  Geraden  g^,  q^,  g',^  und 
g\  weder  in  Bezug  auf  einander,  noch  in  Bezug  auf  ^,  einer  beson- 
deren Bedingung  zu  genügen  haben. 

Es  ist  nun  einleuchtend,  dass  wenn  beide  Eegelflächen  noch  eine 
zweite,  dem  Systeme  l  angehörende  Erzeugende  gemein  hätten",  diese 
auch  die  fünf  Geraden  g^,  g^,  g^,  g\  und  g'^  schneiden  müsste,  oder 
mit  anderen  Worten,  die  Schaittgerade  der  Ebenen  fs^,g'^  und  (g3,g'3) 
(d.  i.  eine  Gerade,  welche  g^,  g\,  g^,  g'^  schneidet),  müsste  die  ge- 
gebene Gerade  g^  schneiden.  Letzteres  ist  jedoch,  infolge  der  all- 
gemeinen Lage  von  g^,  g'^,,  g^  und  ^'3,  offenbar  nicht  der  Fall. 
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Kömmt  aber  den  beiden  Eegelflächeo  B^  und  E'^  keine  zweite 
i3  Systems  l  gemeinschaftlieh  zu  ,  so  können  dieselben 
auch  keine  zweite  Erzeugende  des  Systems  g  gemein  habea. 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  die  beiden  vorgenannten  FläeheUj  außer 
den  ErzeugendeQ  s'i  und  ?,,  nur  eine  eigentliche  Curve  zweiter  Ord- 
nung, d.i.  eiaeo  Kegelschnitt  gemein  haben  können.  Dieses  Ergebnis 
führt  zu  dem  Satze: 

398.  „Haben  mcei  Begelfläcken  zweiten  Grades  ewei  Erzeugende 
gemein,  welche  verschiedenen  Systemen  angehören,  und  hesiteen  diese 
Flächen  eine  sonst  allgemeine  gegenseitige  Lage,  so  schneiden  sich 
dieselben  noch  in  einem  eigentlichen  Kegelschnitte." 

§.  723. 

Eine  Eegelfläche  zweiten  Grades  kann  mit  einer 
Kegelfläche  zweiten  Grades  nicht  mehr  als  zwei  Er- 
zeugenden gemein  haben,  da  es  auf  der  ßegelfläche  keinen 
Punkt  gibt,  durch  welchen  mehr  als  zwei  der  Fläche  angehörende 
Geraden  gehen. 

Man  erhält  daher  ohneweiters  die  Sätze: 

399.  „Hat  eine  Eegelfläche  zweiten  Grades  mit  einer  Kegelfläche 
gweiten  Grades  eine  Erzeugende  gem^n,  so  schneiden  sich  die  beiden 
Flächen  außer  in  dieser  Erzeugenden  stets  noch  in  einer  eigentlichen 
Raumcurve  dritter  Ordnung." 

Und: 

400.  „Geht  ein  Kegel  zweiten  Grades  durch  zwei  Erzeugende 
verschiedener  Systeme  einer  Regelfläche  zweiten  Grades,  so  schneidet 
der  Kegel  die  letztere  Fläche  noch  in  einem  eigentlichen  Kegelschnitte." 

§.  724. 

Der  Schnitt  zweier  Flächen  zweiten  Grades  kann,  sobald  auch 
nur  eine  von  ihnen  eine  Nichtregelfläehe  ist,  nie  theilweise 
aus  einer  Raumcurve  dritter  Ordnung  bestehen,  da  der 
Kest  eine  gerade  Linie  sein  mUsste,  was,  nachdem  eine  solche  auf  der 
Nichtregelfläche  nicht  existiert,  offeabar  unmöglich  ist. 

Früher  schon  wurde  nachgewiesen ,  dass  der  Schnitt  zweier 
Flächen  zweiten  Grades,  einerlei,  ob  dieselben  Kegelflächen,  Kegel- 
fläehen  oder  nicht  geradlinige  Flächen  sind,  stets  in  zwei  Kegel- 
schnitte zerfällt,  sobald  sich  dieselben  in  zwei  Punkten  berühren, 
und  dass  insbesondere   diese  beiden  Kegelschnitte   unendlich  nahe  an- 
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einander  rücken  können,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  diese  Flächen 
längs  eines  Kegelschnittes  eine  Berührung  eingehen. 
Sind  überdies  beide  Flächen  Kegelflächen  zweiten  Grades,  so  werden 
isammenfaliea. 


§.  725. 

Ramncnrven  vierter  Ordnung  als  vollständiger  Schnitt  zweier  Flächen 

zweiten  Grades. 

Es  erübrigt  nunmehr  noch  die  Untersuchung  jenes  Falles,  in 
welchem  die  beiden  Piäeheu  zweiten  Grades  eine  ganz  all- 
gemeine, gegenseitige  Lage  haben,  der  Schnitt  derselben 
also  eine  eigentliche  Curve  vierter  Ordnung  ist.  Hierbei 
wollen  wir  vorderhand  voraussetzen ,  dass  keine  der  vorliegenden 
Flächen  eine  Kegelfläche  sei. 

Vor  allem  wird  der  „Eang"  der  Schnittcurve,  d.  i.  die 
Anzahl  ihrer  Tangenten,  welche  eine  beliebige  Gerade  schneiden,  zu 
bestimmen  sein. 

Die  beiden  Flächen  seien  F-^  und  F'.^,  deren  Durchsehniltseurve 
vierter  Ordnung  werde  durch  C*  repräsentiert.  Nehmen  wir  eine  be- 
liebige Gerade  g  im  Räume  an,  und  suchen  wir  die  Zahl  jener  Tan- 
genten von  C*,  welche  diese  Gerade  g  schneiden. 

Jede  Tangente  der  Curve  C  ist  der  Schnitt  zweier  Tangential- 
ebenen der  beiden  Flächen  F,  und  F'^,  und  zwar  jener  beiden  Tan- 
gentialebenen, welche  diese  Flächen  in  dem  nämlichen  Punkte  der 
Curve  6'*  berühren,  in  welchen  die  letztere  auch  mit  der  fraglichen 
Tangente  eine  Berührung  eingeht. 

Es  ist  an  und  für  sich  klar,  dass,  sobald  die  Tangentialebenen 
von  F^  und  F\  in  einem  Punkte  |  der  Cnrve  C*  die  Gerade  g  in 
einem  und  demselben  Punkte  x  treffen,  durch  diesen  Punkt  auch  die 
Tangente  der  Curve  C*  im  Punkte  |,  als  Schnitt  dieser  beiden  Ebenen, 
gehen  müsse. 

unsere  Aufgabe  wird  also,  in  anderen  Worten  ausgedrückt,  darin 
bestehen,  zu  ermitteln,  wie  oft  es  vorkömmt,  dass  die  Ebenen, 
welche  die  Flächen  F^  und  F\  in  einem  und  demselben 
Punkte  l  der  Curve  C*  berühren,  die  Gerade  g  in  einem 
und  demselben  Punkte  treffen. 

Nehmen  wir  auf  g  einen  beliebigen  Punkt  x  an,  und  sehen  wir 
nach,  wie  viele  Ebenen,  welche  die  Fläche  F^  in  Punkten  der  Curve 
G*  berühren,  durch  denselben  gehen. 
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Der  Ort  der  BerflhrungspuDkte  aller  durch  x  gehenden  Berühr- 
ebenen  der  Fläche  F^  ist  ein  Kegelschnitt.  Der  letztere  trifft  die 
zweite  Fläche  F\  in  vier  Punkten,  welche  der  Curve  C*  angehören 
müssen  ,  während  die  Tangentialebenen  der  Fläche  F\  in  diesen 
Punkten  die  Gerade  3  in  vier  Punkten  x\,  x\,  x\  und  x\  ächneiden 
werden. 

Betrachten  wir  demgemäß  die  Gerade  g  als  Träger  zweier 
Punktreihen,  und  nehmen  wir  als  entsprechende  Punkte  x  und  x' 
dieser  Keihen  solche  an,  welche  von  den  in  einem  und  demselben  Punkte 
von  C*  gelegten  Tangentialebenen  der  Flächen  F^  und  F"^  herrühren, 
so  ergibt  sich  aus  der  vorstehenden  Betrachtung,  dass  einem  Punkte  x 
der  einen  Reihe  vier  Punkte  x'  der  zweiten  Eeihe  entsprechen.  Da 
aber  beide  Flächen  vom  zweiten  Grade  sind,  so  folgt,  dass  auch  um- 
gekehrt jedem  Punkte  x'  der  zweiten  Reibe  vier  Punkte  x  der  ersten 
Reihe  entsprechen  müssen. 

Nach  dem  Ghasles'sehen  Correspondenzprincipe  wird  es  nun 
im  ganzen  4  +  4  =:  8mal  vorkommen,  dass  zwei  entsprechende  Punkte 
X  und  X'  zusammenfallen  ,  d.  h.  dass  zwei  ia  dem  nämlichen  Punkte 
von  6"*  geführte  Tangentialebenen  von  F^  und  F'^  die  Gerade  g  in 
einem  und  demselben  Punkte  treffen. 

Die  aciit  Sehaittgeraden  dieser  acht  Paare  von  Tangentialebenen 
sind  sodann  die  gesuchten  Tangenten  der  Curve  C*.  Es  folgt  mithin 
der  Satz: 

401.  „Die  SchnÜtcurve  zweier  Flächen  zweiten  Grades  ist  im 
1  eine  Curve  achten  j 


%.  726. 

Die  Durchdringungscurve  zweier  Flächen  zweiten  Grades 
besitzt  keine  wirklichen  Doppelpunkte,  da  einerseits  die  ge- 
nannten Flächen  keine  Doppelenrven  besitzen,  und  andererseits  voraus- 
gesetzt wurde,  dass  dieselben  eine  ganz  allgemeine  gegenseitige  Lage 
haben,  sich  also  ia  keinem  Punkte  berühren. 

Zu  bemerken  ist  jedoch,  dass  obbesagte  Durchdringungscurve 
eine  gewisse  Anzahl  scheinbarer  Doppelpunkte  (Doppelpunkte  ihrer 
Protection  auf  eine  Ebene)  besitze,  mit  deren  Ermittelung  wir  uns  an 
späterer  Stelle  beschäftigen. 

Da  ferner  die  Flächen  zweiten  Grades  weder  stationäre 
Curven,  noch  stationäre  Punkte  (Cuspidalcurven  und  Cuspidal- 
punkte)  besitzen,  so  werden  sieh  auch  keine  derartigen  Punkte  in 
deren  Schnittcurven  vorfinden. 
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Bisher  kennen  wir  somit  drei  Charaktere  der  Durchachnittscurve 
zweier  Flächen  Eweifcen  Grades,  und  zwar  die  Ordnung  m  =  4- 
den  Kang  »-  =  8  und  die  Anzahl  der  stationären  Punkte 
^  =  0. 

Hieraus  ergeben  sieh,  nait  Hilfe  der  Plttcker-Cayley'sehen 
Gleichungen,  anstandslos  alle  übrigen  Charaktere  und  Singulari- 
täten. 

Man  findet  hiernach  die  Anzahl  h  der  scheinbaren  Doppei- 
p unkte  aus  der  Gleichung: 

r  =  m  (m  — 1)  —  27»  —  3j3, 
d.  i.  ft  =  2. 

Ferner  aus  der  Gleichung 

n  =  dm(m  —  2)—Gh  —  Sß 
die  Classe  der  Curve  (Classe  ihrer  Developpablen) 

n  =  12; 
aus  der  Gleichung: 

m  =  »-(r  — 1)~22/  -  3n 

die  Classe  der  doppelt   beröhrenden  Developpablen  dieser 
Curve: 

y  =  S; 
weiters  aus  der  Gleichung: 

n  =  r  (r  ~  l)  —  2x  —  Sm 
die  Ordnung  x  der  Doppelcurve   ihrer  Tangentendevelop- 
pablen: 

X  =  16; 

ferner  aus  der  Gleichnng: 

m  —  a  =  Zir—n) 
die  Anzahl   a   ihrer  stationären  Tangentialebenen: 

«  =  16; 
und  endlich  aus  der  Gleichung: 

r  =^  n  {n  —  1)  —  2g  —  3a 
die  Anzahl  g  der  Doppeltangenten  des    ebenen    Schnittes 
ihrer  Developpablen: 


Zu  weiteren  Eigenschaften  der  Durcbschnittscurve  zweier  Flächen 
zweiten  Grades  führt  folgende  Betrachtung. 
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Denken  wir  uns  zwei  Flächen  zweiten  Grades,  welche  gemein- 
schaftliche Achsenehenen,  also  auch  gemeinschaftliche 
Achsen  und  einen  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  besitzen. 
Diese  beiden  Flächen  F^  und  F\  mögen  eich  in  einer  Raumcurve 
C*  der  vierten  Ordnung  schneiden. 

Da  jede  der  drei  Haupt-  oder  Achsenebenen  eine  Symmetrie- 
ebene für  die  beiden  Flächen  F^  und  F\  vorstellt,  so  ist  besagte 
Ebene  auch  eine  Symmetrieebene  für  deren  Schuitteurve  C*. 

Es  lassen  sich  somit  durch  diese  Durchschuittseurve  drei  Cylinder 
legen,  deren  Erzeugenden  zu  den  drei  Achsen  parallel  sind. 

Jeder  dieser  Cylinder  hat  mit  der  Fläche  F^  (oder  auch  mit  der 
Fläche  J^j)  nur  die  Curfo  G*,  sonst  aber  keine  weitereu  Punkte 
gemein. 

Wäre  nämlich  außer  der  Curve  C*  noch  ein  anderweitiger 
Schnitt  vorbanden,  so  müsste  ein  beliebiger  Punkt  desselben  auf  irgend 
einer  Erzeugenden  des  Cylinders  liegen.  Diese  Erzeugende  würde  daher 
mit  Einschluss  der  beiden  Punkte  der  Curve  C*,  welche  auf  der 
ersteren  liegen,  drei  Punkte  mit  der  Fläche  F^  gemein  haben,  was, 
vorausgeschickten  Erörterungen  zufolge,  unmöglich  ist, 

Hieraus  ist  weiters  unschwer  zu  erkennen,  dass  die  Curve  C* 
vierter  Ordnung,  als  vollständiger  Durchsehriitt  der  Fläche  F^ 
zweiten  Grades  mit  einem  zu  einer  Achse  der  letztbezeichueten  Fläche 
parallelen  Cylinder  betrachtet  werden  kann,  was  offeubar  wieder  nur 
dann  möglich  ist,  wenn  dieser  Cylinder  selbst  vom  zweiten  Grade  ist. 

Hiernach  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  durch  die  Dureh- 
driogungscurve  C*  der  vierten  Ordnung  der  beiden  Flächen  F^  und 
F^  zweiten  Grades,  stets  drei  Cylinder  zweiten  Grades  gelegt 
werden  können ,  deren  Erzeugenden  zu  den  drei  gemein- 
schaftlichen Achsen  dieser  beiden  Flächen  parallel  sind. 

Weil  ferner  die  beiden  Flächen  zweiten  Grades  i^j  und  F\,  in 
Bezug  auf  ihren  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  centrisch  sym- 
metrisch sind,  folgt,  dass  jeder  Durchmesser  dieser  beiden  Flächen, 
welcher  durch  einen  Punkt  der  Curve  C*  geht,  auch  noch  einen  zweiten, 
dena  ersteren  diametral  entgegengesetzten  Funkt  dieser  Curve  enthält. 

Alle  diese  Durchmesser  bilden  einen  Kegel,  welcher  durch  die 
Curve  C*  geht  und  dessen  Scheitel  der  Mittelpunkt  der  beiden  Flächen 
Fj  und  F'^  ist. 

Jede  Erzeugende  dieses  Kegels  enthält  zwei  gegen  den  Scheitel 
(Mittelpunkt)  symmetrisch  gelegene  Punkte  der  Curve  0*,  welche 
gleichzeitig  dessen  Schnittpunkte  mit  der  Fläche  F^  (oder  mit  der 
Fläche  F',)  darstellen. 
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Hieraus  folgt,  dass  die  Curve  C*  als  der  vollständige  Durch- 
sehaitt  der  Fläche  F,  (oder  der  Fläche  F'^)  mit  dem  genannten  Kegel 
anzusehen  ist,  und  dass  mithin  dieser  Kegel,  ebenso  wie  die  vorher 
erwähnten  drei  durch  die  Curve  C*  gehenden  Cjlinder  nothwendig  vom 
zweiten  Grade  sein  müsse. 

§.  728. 

Denken  wir  uns  die  beiden  Flachen  F,  und  F'^  zweiten  Grades 
sammt  ihrer  Durchschnittseurve  vierter  Ordnung,  den  drei  die  letzt- 
genannte Curve  projieierenden  Cjlindern  und  dem  Kegel  beliebig  ool- 
linear  transformiert,  so  übergehen  diese  Flächen  wieder  in  zwei 
Flachen  zweiten  Grades,  während  die  Durchschnittseurve  G*  der  ersteren 
in  die  Durchschnittseurve  der  letzteren  übergeht.  Ferner  werden  die 
drei  Cjlinder  und  der  Kegel  zweiten  Grades,  welche  die  Curve  C* 
enthalten,  in  vier  Kegel  zweiten  Grades  überfflhrt,  welche  die  collinear- 
transformierte  Gurve  C*  enthalten. 

Die  ursprünglichen  zwei  Flächen  hatten  gemeinschaftliehe  Achsen ; 
ferner  repräsentierten  der  Mittelpunkt  und  die  unendlich  fernen  Punkte 
der  drei  Achsen  die  Eckpunkte  eines  besonderen  Polartetraeders 
beider  Flächen. 

Nachdem  nun  einerseits  polare  Eigenschaften  durch  CoUineation 
nicht  geändert  werden  und  nachdem  andererseits  die  Achsen  parallel 
an  den  Cjlindererzeugenden  waren,  während  der  Mittelpunkt  den 
Scheitel  des  durch  O*  gehenden  Kegels  darstellte,  so  ist  klar,  dass 
das  obenvähnte  besondere  Polartetraeder  durch  die  coUineare  Trans- 
formation in  ein  allgenaeines  gemeinschaftliches  Polartetraeder  der 
transformierten  Flächen  zweiten  Grades  übergehen  wird  und  dass  die 
Eckpunkte  dieses  Tetraeders  gleichzeitig  die  Scheitel  jener  vier  Kegel 
zweiten  Grades  repräsentieren  werden,  welche  durch  die  Durchschnitts- 
eurve vierter  Ordnung  gelegt  werden  können. 

Diesen  Ergebnissen  zufolge  kann  demnach  jetzt  schon  das  eine 
behauptet  werden,  dass,  wenn  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
ein  gemeinschaftliches  Polarfcetraeder  besitzen,  durch  die 
Schnittcurve  derselben,  welche  von  der  vierten  Ordnung  ist,  stets  vier 
Kegel  zweiten  Grades  gelegt  werden  können,  deren 
Scheitel  die  Eckpunkte  des  genannten  Polartetraeders 
sind. 

Es  wird  sich  übrigens  zeigen,  dass  diese  Eigenschaft  zwei  belie- 
bigen Flächen  zweiten  Grades  überhaupt  zukömmt,  da  nachgewiesen 
werden    kann,    dass    zwei    Flächen   zweiten  Grades  stets  ein  getqein- 
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schaftliches  Polartetraeder  besitzen,  welche  Lage  immer  die  besagten 
Flächen  auch  gegen  einander  haben  mögen. 

Dieser  Beweis  kann  allenfalls  in  folgender  Weise  geführt  werden. 

Seien  diesbezüglich  F'.^  nud  F^"  zwei  beliebige  Flächen  zweiten 
Grades  und  g,,  g^,  g^  drei  beliebige  Geraden  im  Räume,  welche  durch 
den  nämlichen  Punkt  a  gehen. 

Die  Polaren  dieser  drei  Geraden  in  BeKUg  auf  die  Flächen  F^' 
und  F^"  seien  beziehungsweise  (//,  g^',  g^'  und  ;?,",  Sa"- ffa"- 

Denken  wir  uns  weiters,  dass  ein  Punkt  a,  die  Gerade  g^  durch- 
laufe; die  Polarebenen  desselben,  in  Bezug  auf  die  beiden  obbezeieh- 
neten  Flächen  drehen  sich  sodana  um  die  Polaren  g^'  und  ff/'  dieser 
Geraden  j/,,  d.  h.  sie  erzeugen  zwei  Ebenenbüschel,  welche  zur  Reihe 
«,,..,  also  auch  unter  einander  pröjectiTisch  sind.  Entsprechende 
Ebenen  dieser  beiden  Büschel,  d.  h.  Ebenen,  welche  als  Polarebenen 
desselben  Punktes  a^  auf  g^  erscheinen,  schneiden  sich  mithin  in  Ge- 
raden ;,...,  welche  ein  windschiefes  Hyperboloid  erzeugen.  Jede  Er- 
zeugende \  dieses  Hyperboloides  repräsentiert  die  Schnittgerade  der 
beiden  Polarebenen  irgend  eines  Punktes  a,  von  g^.  Nennen  wir  von 
diesen  Erzeugenden  jene,  welche  als  Schnitt  der  beiden  Polarebenen 
des  Punktes  a  (gemeinschaftlichen  Punkt  der  drei  gewählten  Geraden 
q^,  g„  und  g^  auftritt,  kurz  l^. 

Ebenso  entsprechen  dei  Punktreihe  «j  luf  der  Geraden  g^ 
die  Erzeugen  ien  i„  eines  zweiten  Hyperboloidps  welches  sich  als 
Erzeugais  der  beiden  piojeitwischen  Ebenenbuscbel  g^'  und  g^"  ergibt, 
die  \on  den  Pohrebenen  dei  Punkte  a,  auf  g^  gebildet  werden. 
Die  voigenannte  Gerade  l  ist,  di  der  Punkt  a  anoh  der  Reihe  a,... 
auf  33  angehört    gleichzeitig  eme  Erzeugende  dieses  Hyperboloides. 

Fernei  ent'jpiecben  der  Punktreiht  a^  duf  der  dritten  Geraden 
^3  die  Erzeugenden  ]^  eines  Hyperboloides,  welch  letzteres  sich  als 
Erzeugnis  jener  beiden  projectivischen  Ebenenbüschel  g^'  und  g^"  ergibt, 
die  von  den  Polarebenen  der  Punkte  a^...  auf  i/g  in  Bezug  auf  die 
beiden  gegebenen  Flächen  gebildet  werden.  Auch  dieses  Hyperboloid 
enthält  die  Gerade  la- 

Die  drei  so  entstandenen  Hyperboloide  achneiden  sich,  da 
sie  die  Erzeugende  Z„  gemein  haben,  paarweise  in  drei  ßaumcurven 
dritter  Ordnung,  welche  eine  gewisse  Zahl  von  Punkten  gemein 
haben  werden.  Ist  eiuer  dieser  Punkte,  beispielsweise  P,,  so  gehen 
durch  denselben  drei  Geraden  (,,  \  und  ^3,  welche  Erzeugenden 
der  drei  Hyperboloide  sind.  Diesen  drei  Geraden  Z,,  \,  l^  entsprechen 
weise  auf  g^,  g^  und  g^  die  Punkte  «j,  «,  und  a^. 
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Der  Ell tstebungs weise  gemäß  gehen  durch  die  Geraden  l,,  l^  und 
l^ ,  also  aucli  durch  deren  gemeinschaftlichen  Punkt  P^ ,  die  Polar- 
ebenen  der  drei  Punkte  a^,  a^  und  a^,  sowohl  in  Bezug  auf  die  Fläche 
i^j,  als  auch  in  Bezug  auf  die  Fläche  F'\.    , 

Hieraus  folgt  (nach  Satz  405,  Band  II),  dass  die  dnrch  die  drei 
Punkte  o,,  a^  uad  a^  gehende  Ebene  j?,,  die  Polarebene  des  Punktes  P, 
sowohl  in  Bezug  auf  die  Fläche  F'^,  als  auch  in  Bezug  auf  die  Fläche 
F",  sei. 

Ein  Gleiches  gilt  von  den  übrigen  Schnittpunkten  der  drei  ßaum- 
curven  dritter  Ordnung,  deren  Zahl,  früheren  Erörterungen  gemäß, 
gleich  vier  sein  muss.  Diese  vier  Punkte  P,,  P^,  F^  und  P^  sind 
sodann  die  Eckpunkte  des  den  beiden  Flächen  F\  und  F"^  gemein- 
sehafüichec  Polartetraeders.  Dies  Ergebnis  liefert  somit  die  Sätze : 

402.  „Zwei  Flächen  sweüen  Grades  besitzen  hei  jeder  beliebigen 
gegenseitigen  Lage  ein  gemeinschaftliches  Folartetraeder." 

Und: 

403.  „Die  ScJmittcurve  zweier  Flächen  zweiten  Grades  ist,  bei 
dllgemeiner  Lage  der  letzteren,  immer  eine  Curve  vierter  Ordnung, 
durch  welche  sich  stets  vier  Kegel  zweiten  Grades  legen  lassen.  Die 
Scheitel  dieser  vier  Kegel  sind  die  EckpunMe  des  den  beiden  Flächen 
gemeinschaßlichen  Polartetraeders," 

Betrachten  wir  einen  derartigeö  Kegel,  so  finden  wir,  dass,  nach- 
dem jede  Erzeugende  desselben  zwei  Punkte  der  Schaittcurve  C^  beider 
Flächen  enthält,  jede  Tangentialebene  desselben  die  besagte 
Curve  in  zwei  Punkten  berührt.  Hiernach  isit  weiters  unmittelbar  zu 
entnehmen,  dass  die  der  Curve  doppeltumschriebeae  Develop- 
pable,  welche  vorher  (§.  726)  als  von  der  achten  Classe  ge- 
funden wurde,  durch  die  vier  obgenannten  Kegel  repräsentiert  werde, 

§.  729. 

Die  Betrachtung  des  speciellen  Falles ,  wenn  die  beiden 
Flächen  zweiten  Grades  gemeinschaftliche  Achsen,  also 
auch  gemeinschaftliche  Mittelpunkte  und  gemeinschaftliche  Haupt- 
ebenen besitzen,  fQhrt  noch  zu  einem  weiteren  Resultate. 

Da  nämlich  die  Schnittcurve  C*  dieser  beiden  Flächen  eine  gegen 
die  drei  Hauptehenen  sowohl ,  als  auch  gegen  den  Mittelpunkt  der 
Flächen  symmetrische  Lage  hat,  so  folgt  einerseits,  dass  durch 
den  Schnittpunkt  einer  Tangente  der  Curve  C*  mit  einer  der  Haupt- 
ebenen noch  eine  zweite  Tangente,  d.  i.  die  mit  der  ersteren  gegen 
diese  Hauptebene  symmetrisch  liegende,  gehe,   und  andererseits ,  dass 
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die  Tangenten  der  Curve  C* ,  deren  Berührungspunkte  in  Bezug  auf 
den  gemeiüschaftUchen  Mittelpuokt  der  beiden  Flächen  symmetrisch 
liegen,  untereinander  paarweise  parallel  sind,  oder  mit  anderen  Worten, 
dass  die  developpable  Tangentenfläche  der  Schnittcurve  C* 
sowohi  in  jeder  der  drei  gemeinschaftlichen  Hauptebenen, 
als  auch  in  der  unendlich  fernen  Ebene  eine  Doppelcurve 
besitze. 

In  einer  Hauptebeiie  kann  keine  Tangente  der  Curve  C*  liegen. 
Denn,  wäre  dies  denkbar,  so  mQsste  deren  Berührungspunkt  mit  einem 
jener  vier  Punkte  zusammeafallen,  in  welchen  sieh  die  in  dieser  Haupt- 
ebene liegenden  Eauptkegelschnitte  der  beiden  Flächen  schneiden.  In 
jedem  dieser  vier  Punkte  ist  aber  sowohl  die  Tangentialebene  der 
einen,  als  auch  jene  der  anderen  Fläche  auf  der  betreffenden  Ebene 
senkrecht;  es  ist  mithin  auch  die  Schnittgerade  dieser  Tan- 
gential ebenen,  d.  i.  die  Tangente  der  Ourve  C*  in  dem  bezeich- 
neten Punkte  zur  Hauptebene  senkrecht. 

Nachdem  keine  Tangente  der  Curve  C^  in  einer  der  Hauptebenen 
sich  vorfinden  kann,  so  wird  umsoweniger  die  Tangente  eines  der 
Hauptehene  nicht  angehörenden  Punktes  der  Curve  C*  in  der  Haupt- 
ebene liegen  können. 

Hieraus  folgt  somit,  dass  der  Schnitt  der  developpablen  Tan- 
gentenfläche der  Curve  C  mit  einer  der  Hauptebenen,  nur  aus  der  in 
der  letzteren  liegenden  Doppelcurve  besteht,  und  dass  mithin  die  letzt- 
genannte Curve,  weil  der  ebene  Schnitt  der  Tangentendeveloppablen 
von  der  achten  Ordnung  ist  (Satz  401),  eine  Curve  vierter  Ord- 
nung sein  müsse. 

Das  Gleiche  gilt  offenbar  auch  von  den  beiden  anderen  Haupt- 
ebenen  und  den  in  denselben  liegenden  Doppeleurven,  sowie  endlich 
auch,  da  die  Sehnittcurve  C*  keine  Tangenten  in  unendlicher  Ent- 
fernung besitzt,  von  der  in  der  unendlich  fernen  Ebene  liegenden 
Doppelcurve. 

Die  vier  Doppeleurven  vierter  Ordnung  in  diesen  Ebenen  bilden 
demnach  zusammen  einen  Ort  der  sechzehnten  Ordnung, 
welcher  Umstand,  mit  Röcksicht  auf  das  früher  gefundene  Resultat 
a:=l6  (§.  726)  beweist,  dass  außer  diesen  vier  Doppeleurven  vierter 
Ordnung,  die  Tangen  tenfläche  keine  weitere  Doppelcurve  mehr 
besitze. 

Transformieren  wir  colliuear,  so  übergehen  die  Flächen  zweiten 
Grades  wieder  in  zwei  Flächen  zweiten  Grades;  die  Schnittlinie  und 
deren  Tangentende veloppable    der   ersteren   Flächen    übergehen   bezie- 
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hungsweise  ia  die  Schnittcurve  und  deren  Tangentendeveloppable  der 
letzteren,  während  die  drei  Hauptebenen  und  die  unendlich  ferne  Ebene 
in  die  vier  Seitenebeuen  des  den  transformierten  Flachen  gemeinschaft- 
lichen Polartetraeders  überführt  werden.  Man  erhält  hiernach  den  Satz: 
40i.  „Die  developpäble  Tangentenfläche  der  Schnittcurve  sweier 
Flächen  aweiten  Grades  hesitst  vier  ebene  I>oppelcurven  vierter  Ord- 
nung, welche  in  den  vier  Seitenelenen  des  den  beiden  Flächen  gemein- 
schaftlichen Folartetraeders  liegen."^ 

§.  730. 

Denken  wir  uns  eine  Fläche  zweiten  Grades  und  eine 
mit  ihr  concentrische  Kugel,  so  ist  die  Durchschnittscurve 
beider  wieder  eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  gegen  jede  der  drei 
Hauptebenen  sowohl,  als  auch  gegnn  den  den  beiden  Flächen  gemein- 
schaftlichen Mittelpunkt  sjmmetriäch  ist. 

Besagte  Curve  ist  denonach  (Satz  403)  gleichzeitig  auch  der 
Schnitt  der  Kugel  mit  einem  Kegel,  dessen  Seheitel  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  ist,  oder  mit  anderen  Worten:  die  vorbezeichnete  Durch- 
schnittscurve ist  ein  sphärischer  Kegelschnitt. 

Als  Speeialfall  des  Satzes  403)   erhalten  wir  sonach   den  Satz: 

405.  „Die  Schnittcurve  einer  Fläche  siveiten  Grades  mit  einer 
ihr  concentrischen  Kugel  ist  stets  ein  sphärischer  Kegelschiiüt." 

§■  731. 

Denken  wir  uns  weiters  eine  Kaumeurve  C*  vierter  Ordnung, 
als  Schnitt  zweier  Flächen  F'^  und  F"^  zweiten  Grades, 
und  außerdem  einen  beliebigen  Punkt  p  im  Räume. 

Durch  p  legen  wir  eine  beliebige  Ebene  e ,  welche  diese  Raum- 
curve  in  den  vier  Punkten  a,  b,  c  und  d  sehneiden  wird.  Die  fünf 
Punkte  p,  a,  b,  c  und  d  bestimmen  somit  eindeutig  einen 
Kegelschnitt  K. 

Verändern  wir  stetig  in  irgend  einer  Weise  die  Lage  der  Ebene  e, 
so  wird  hierbei  der  Kegelschnitt  K  eine  Fläche  erzeugen,  welche  selbst- 
veratändlieh  durch  den  Punkt  p  und  durcb  die  Curve  C*  geht.  Es  ist 
nun  leicht  zu  zeigen,  dass  diese  Fläche  eine  Fläche  zweiten  Grades  sei. 

Zum  Zwecke  dieses  Nachweises  wird  es  genügen,  zu  zeigen,  dass 
diese  Fläche  mit  der  einen  oder  der  anderen  der  beiden  Flächen  F\ 
und  jf'j  außer  der  Cnrve  C*  keine  weiteren  Punkte  gemein  haben 
könne. 
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Setzen  wir  diesbezQglieh  voraus,    es  wäre  s  ein  solcher  Punkt, 

und  legen  wir  durch  s  und  durch  ^j  eine  Ebene  e,  so  wird  diese  die 

Fläche  F'„    in   eiirem  Kegelschnitte  K'    und    die   fragliche  Fläche    in 

inem   Kegelschnitte   K   treffen.      Diese    beiden  Kegelschnitte    haben 

eits  diejenigen  vier  Punkte  a,  h,  e  und  d,  in  welchen  die  Ebene  e 
ie  Kaumcurve  C*  trifft,  und  andererseits  den  als  beiden  Flächen  ge- 
meinschaftlich vorausgesetKten  Punkt  s  gemein;  es  mlissten  also  die 
Kegelschnitte  K  und  K'  identisch  sein. 

Wäre  dies  wirklich  der  Fall,  so  müsste  der  Punkt  p,  da  er  auf 
dem  Kegelschnitte  X  liegt,  auch  auf  der  Fläche  F',  liegen,  was,  bei 
der  allgemeinen  Annahme  desselben,  von  vornherein  ausgeschlossen  ist. 
Hieraas  erhellt  also,  da?s  die  fragliche  Fläche  mit  der  Fläche  F',^, 
außer  der  Curve  C*,  keine  Punkte  gemein  haben  könne,  dass  die- 
selbe also  nothweiidig  eine  Fläche  zweiten  Grades  sein  müsse. 

Wir  sehen  hiernach,  dass  durch  die  Schnittcurve  zweier  Flächen 
zweiten  Grades  unendlich  viele  derartige  Flächen  gelegt  werden 
können,  nnd  dass  weiters  durch  jeden  beliebigen  Punkt  im  Kaume 
nur  eine  solche  Fläche  gehe,  dass  diese  Flächen  also  Fiächen- 
büsehel  (zweiten  Grades)  bilden.  Dieses  Ergebnis  führt,  im  Vereine 
mit  dem  schon  früher  gefundenen  Satze  403)  zu  der  Eigenschaft: 

406.  „Durch  die  Durehschnittscurve  vierter  Ordnung,  welche  ais 
Schnitt  zweier  Flächen  zweiten  Grades  erhalten  wird,  gehen  stets 
unendlich  viele  Flächen  zweiten  Grades,  welche  ein  Flächenbüschel 
etoeUen  Grades  hilden.  Unter  den  Flächen  dieses  Büschels  gibt  es 
immer  vier  Kegelflächen." 

§.  732. 

Sei  C*  wieder  die  Schnittcurve  zweier  Flächen  zweiten  Grades. 
Nehmen  wir  einen  beliebigen  Punkt  F  im  Kaume  an ,  so  lassen  sich 
durch  denselben  stets  zwei,  aber  auch  nur  zwei  Geraden  ziehen, 
von  welchen  jede  derselben  die  Curve  C*  in  zwei  Punkten  a„  a^  und 
6„  b,  schneidet.  [Siehe  Ergebnis  (§.  726)  h  =  2,] 

Suchen  wir  zu  den  drei  Punkten  P,  a^,  a^  den  vierten  harmo- 
nischen Punkt  a ,  wobei  a,  und  a,  als  conjugierte  Punkte  zu  be- 
trachten sind,  bestimmen  wir  ferner  ebenso  den  vierten  harmonischen 
Punkt  ß  zu  P,  h„  ig  (wobei  l\  und  b^  conjugiert  sind),  und  ziehen 
wir  endlich  die  Gerade  p  =:  aß. 

Denken  wir  uns  nun  eine  beliebige  Fläche  F^  zweiten  Grades, 
in  jenem  Büschel,  welches  durch  die  Curve  C*  bestimmt  ist,  construiert. 
so  ist  einleuchtend,  dass  die  Polarebene  des  Punktes  F,  iu  Bezug  auf 
diese  Fläche  F^,   durch  die  Punkte  «  und  ß,   also    auch    durch  die- 
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Gerade  p  gehen  müsse.  Dasselbe  gilt  offenbar  auch  von  der  Polar- 
ebene  des  Punktes  F  in  Bezug  auf  jede  andere  Flache  des  Plächen- 
büschels  zweiten  Grades. 

Die  Polarebeneii  des  Punktes  P  in  Benug  auf  alle  Flächen 
des  Büschels  bilden  daher  ein  Ebenenhüschel ,  dessen  Achse  die 
Gerade  p  ist,  welche  nunmehr  als  Schnitt  zweier  solcher  Polar- 
ebenen  anstandslos  construiert  werden  kann.  Mithin  ergibt  sich, 
der  Satz: 

407.  ^Die  Folarebenen  eines  Punktes  in  Bezug  auf  alle  Flächen 
eines  Flächenbüschels  zweiten  Grades  hilden  ein  Ebenenhüschel."- 


%.  733, 

Denken  wir  uns  eine  beliebige  Gerade  g  im  Räume,  so  entspricht 
jedem  Punkte  F  derselben  im  vorgenannten  Flächenhöschel,  als  Schnitt 
aller  Polarebenen  dieses  Punktes  F,  eine  Gerade  p.  Diese  Gerade  p 
wird  sich  als  der  Schnitt  der  Folarebenen  jt'  und  ir"  des  Punktes  F, 
in  Bezug  auf  irgend  zwei  Flächen  F'^  und  F'\  des  Flächenbüschels, 
ergeben. 

Durchläuft  der  Punkt  P  die  Gerade  g,  so  erzeugen  (Satz  414, 
Band  II)  dessen  Folarebenen  jt'  und  si"  zwei  zu  der  Keihe  P. . .,  also 
auch  untereinander  projectivische  Ebenenbüschel,  deren 
Achsen  die  Polaren  g'  und  g"  von  g  in  Bezug  auf  die  Flächen  F^ 
und  F"„   sind. 

Die  Schnittgeraden  p....  entsprechender  Ebenen  dieser 
beiden  Büschel  erzeugen  daher  ein  Hyperboloid,  welchem  die 
Polaren  g'  und  g",  als  Erzeugende  des  zweiten  Systems,  angehören. 

Das  Hyperboloid  bleibt,  als  Ort  der  Geraden  p,  dasselbe,  von 
welchem  Paare  F'„  und  F"^  von  Flächen  des  Büschels  man  auch 
immer  ausgehen  mag. 

Sind  demnach  F"'^  und  F^''^  zwei  beliebige  andere  Flächen  des 
Büschels,  so  werden  die  Geraden  p  ...  wieder  das  nämliche  Hyper- 
boloid erzeugen.  Auf  demselben  werden  sich  sodann  gleichfalls  auch 
die  Polaren  g^^^  und  g^^  der  Geraden  g  in  Bezug  auf  F^^^  und  F^'',^ 
vorfinden. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  überhaupt  alle  Polaren  5',  5". . .  sämmt- 
licher  Flächen  -F'^,  F"^...  des  Büschels  dem  Hyperboloide,  welches 
von  den  Geraden  p  gebildet  wird,  angehi5ren,  und  dass  dieselben  die 
Erzeugenden  des  einen  Systems,  die  Geraden  p  hingegen  die  Erzeu- 
genden des  zweiten  Systems  desselben  repräsentieren. 
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Dieser  Beweis  kaon  allenfalls  auch  in  folgender  Form  geführt 
werden. 

Sei  g  die  gegebene  Gerade.  Wählen  wir  auf  derselben  drei  be- 
liebige Punkte  P,,  P,,  P3.  Die  Polarebenen  eines  jeden  dieser  Punkte, 
in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büscheis  schneiden  sich  in  je  einer 
Geraden  j>,,  p^,  p^. 

Bestimmen  wir  die  Polare  der  Geraden  g  in  Bezug  auf  eine  be- 
liebige Fläche  des  Büschels,  so  muss  (Satz  405,  Band  ü)  diese 
Polare  die  Schnittgerade  der  Polarebenen  der  drei  Punkte  Pj,  P,,  Pj, 
in  Bezug  auf  diese  Fläche  des  Büschels  sein. 

Nachdem  aber  diese  Polarebenen  durch  die  drei  Geraden  p^,  p^ 
und  pj  gehen,  so  müssen  diese  letzteren  Ton  der  gesucbten  Polare 
geschnitten  werden.  Dies  beweist  aber,  dass  die  Polaren  der  Geraden  g, 
in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels  C*,  die  drei  Geraden  p^,  p^ 
und  p^  sehneidea,  also  die  Erzeugenden  eines  Hyperboloides  darstellen 
müssen,  dessen  zweites  System  von  Erzeugenden  die  Geraden  j»  reprä- 
sentieren.   Daher  der  Satz: 

i08.  „Die  Volaren  einer  Geraden  in  Bezug  <mf  alle  Flackert 
eiwes  Fläckenbüschels  zweiten  Grades  sind  die  Erzeugenden  eines  und 
desselben  Systems  eines  Hyperboloides.  Die  Erseugenden  des  sw}eUen 
Systems  sind  jene  Geraden,  welche  die  AcJtsen  der  Ebene)^>üschel 
repi-äsentieren,  die  von  den  Folarebenen  der  Funkte  der  gegebenen 
Geraden,    in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Büsdiels,  erzeugt  werden.'^ 

§-  734. 

Es  erübrigt  noch,  den  geometrischen  Ort  der  Pole  einer 
Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen  eines  Flächenbüschels 
zu  ermitteln. 

Die  gegebene  Ebene  sei  II.  Nehmen  wir  in  dieser  Ebene  zwei 
beliebige  Geraden  g^  und  g^  an. 

Die  Polaren  dieser  Geraden  ,  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des 
Büschels,  gehören  zwei  windschiefen  Hyperboloiden  als  Erzeugende  an. 
Diese  Hyperboloide  haben  eine  ErKeugende  p,  d,  i.  die  Achse  jenes 
Ebenenbüschels  gemein,  welches  von  den  Polarebenen  des  gemein- 
schaftlichen Punktes  P  von  g^  und  g^  in  Bezug  auf  die  Flächeu  des 
Systems  gebildet  wird;  dieselben  schneiden  sich  daher  noch  in  einer 
Kaumciirve  dritter  Ordnung. 

Denken  wir  uns  den  Pol  der  Ebene  JZ,  in  Bezug  auf  irgend  eine 
Fläche  Z'j  des  Büschels,  bestimmt.  Besagter  Pol  muss  (nach  Satz  407, 
Band  II)  sowohl  auf  der  Polare  der  Geraden    3,,    als  aucb    auf  der 
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Polare  der  Geraden  g^  in  Bezug  auf  diese  Fläche  F^,  also  auf  zwei 
Erzeugenden  der  beiden  Hyperboloide  liegen,  was  nur  dann  möglich 
ist,  wenn  derselbe  der  vorgenannten  Kaumeurve  dritter  Ordnung  an- 
gehört. Diese  letztere  ist  daher  der  geometrische  Ort  der  Pole  der 
Ebene  n,  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels.  Hieraus  folgt 
der  Satz: 

409.  „Die  Pole  einer  beliebigen  Ebene,  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  eines  Büschels  zweiten  Grades,  bilden  eine  Baumcurve  dritter 
Ordnung.'^ 

Speciell  für  die  unendlich  ferne  Ebene  folgt  aus  dem  vor- 
stehenden Satze  : 

410.  y,Die  MittdpimUe  aller  Flächen  eines  Flächenbüschels 
zweiten  Grades  bilden  eine  Eaumcurve  dritte)-  Ordnung."' 

§.  735. 

Wir  wissen,  dass  eine  Kaumeurve  dritter  Ordnung  drei  un- 
endlich ferne  Punkte  besitae,  weiche  alle  reell  sein  können,  von 
denen  aber  einer  stets  reell  sein  muss.  Da  aber  eine  Fläche 
zweiten  Grades,  welche  einen  unendlich  fernen  Mittelpunkt  besitzt, 
ein  Paraboloid  ist,  so  folgt,  auf  Grund  des  eben  bewiesenen  Sataes 
der  nachstehende: 

411.  y^ln  einem  Flächenbmchel  zweiten  Grades  gibt  es  drei 
Faraboloide,  welche  alle  reell  sein  können,  deren  eines  aber  stets  reell 
sein  muss." 


Wir  haben  nachgewiesen,  dass  zwei  Flächen  zweiten  Grades  stets 
ein  gemeinschaftliches  Polartetraeder  entspreche,  und  dass  die  vier 
Ecken  desselben  die  Scheitel  von  vier  Keg6ln  zweiten  Grades  seien, 
welche  durch  die  Sehnittcurve  C*  dieser  beiden  Flächen  gehen. 

Es  lässt  sich  leicht  aeigen,  dass  dieses  Tetraeder  auch  ein  Polar- 
tetraeder für  alle  Flächen  des  durch  diese  zwei  Flächen 
bestimmten  Flächenbüschels  zweiter  Ordnung  ist. 

Ein  Eckpunkt  dieses  Tetraeders  sei  P,.  Denken  wir  uns  drei 
Eraeugende  P,a^a^,  F^lfb^  und  i*iC,Cj  jenes  Kegels  zweiten  Grades 
construiert,  welcher  P,  zum  Seheitel  hat  und  durch  die  Curve  C* 
geht.  Die  drei  Paare  voa  Schnittpunkten  der  genannten  drei  Erzeu- 
genden mit  der  Curve  C*  seien  o,,«,;  b„b^  und  c,,g,.  Die  bezeich- 
neten Punkte  gehören  sämmtliehen  Flächen  des  Flächenbüschels  an, 
da  alle  Flächen  durch  die  Curve  C*  gehen. 
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Bestimmt  man  daher  zu  P,,  a„  «„;  P,,  6,,  &„;  P[,  c,,  c,  die 
vierten  barnionisehen  Punkte  a,  ß,  y  und  legt  man  durch  diese  letz- 
teren eine  Ebene  /7,,  so  ist  einleuchtend,  dass  dieselbe  die  Polar- 
ebene des  Punlrtes  P,  in  Bezug  auf  irgend  eine  beliebige  dem  Büschel 
angehörende  Fläche,  also  überhaupt  die  Polarebene  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  des  Büschels  repräsentiere.  Dasselbe  gilt  von  den  übrigen 
drei  Eckpunkten  des  Tetraeders.     Mithin  besteht  der  Satz: 

413.  „Die  sämmÜichen  Flächen  eines  Flächenbüschejs  zweiten 
Grades  hesitsen  ein  gemeinschaftliches  Polartetraeder.  Die  Eckpunkte 
dieses  Polartetraeders  sind  die  Scheitel  jener  vier  Kegelfläche»  eweiten 
Grades,  ivelche  dem  FlacMtibüschel  angehören." 

§.  737. 

Seien  P^,  P^,  Pg  und  P^  die  Ecken  des  gemeinschaftlichen  Polar- 
tetraeders der  Flächen  des  Flächenbüschels  zweiten  Grades. 

Denken  wir  uns  dieses  Flächenliäschel  coUinear  transfor- 
miert, wobei  wir  die  eine  Ebene  des  Tetraeders,  etwa  die  Ebeae 
P^P^P^,  als  Gegenebene  und  als  Oollineationseentrum  C 
jenen  Punkt  wählen,  welcher  mit  den  in  dieser  Ebene  liegenden 
drei  Tetraedereckpunkten  Pj,  P^,  P^  verbunden,  drei  auf  einander 
senkrecht  stehende  Geraden  ergibt,  so  entspricht  collinear  der 
Ebene  P^P3P^  die  unendlich  ferne  Ebene  und  dem  oberwähnten 
Flächenbüschel  ein  aweites  Fläciieubüschel,  dessen  Flächen  denselben 
Mittelpunkt  und  die  nämlichen  Achsen  besitzen. 

Der  Mittelpunkt  ist  nämlich  der  dem  Punkte  P,  collinear  ent- 
sprechende Punkt,  während  die  Achsen  der  Büschel  durch  die  den 
Geraden  PiPn  P1P3  "iid  P,P4  collinear  entsprechenden  Geraden 
repräsentiert  erscheinen. 

In  gleicher  "Weise  kann  man  auch  jede  andere  Seitenebeue  des 
gemeinschaftlichen  Polartetraeders  als  Gegenebene  betrachten.  Hiedurch 
kann  das  obgenannte  Flächenbüschel  auf  vierfache  "Weise  collinear 
in  ein  „centrisehes"  verwandelt  werden.  Wir  gelangen  hiermit  au 
dem  Satze: 

413.  j,Jedes  beliebige  Flachenbüschel  guetten  Grades  kann  col- 
linear auf  vierfache  Wetse  tn  ein  eentrisches  Flächenbüschel,  d.  i.  in 
ein  solches  verwandelt  uerden,  dessen  sammtliche  Flächen  dieselben 
Hauptachsen  besitzen.  Es  genügt  su  diesem  Zwecke,  die  eine  Ebene 
des  gemeinschaftlichen  Polartet}  aedeis  als  Gegenebene  und  den  Punkt, 
von  welchem  aus  die  Seiten  des  tn  diese)  Ebene  liegenden  Polardrei- 
eckes unter  rechten   WinMn  enichnnen,  aJi  CoUineationscentritm  an- 
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§.  738. 

I  Arten  toe  Fläehenbüscheln  zweiteu  Grades  sind  jene, 
welche  durch  eine  degenerierte  Curve  vierter  Ordnung 
gehen. 

Schneiden  sich  nämlich  zwei  Flächen  zweiten  Grades  in  zwei 
Kegelschnitten,  so  kann  man  durch  die  letzteren  noch  unendlich 
viele  derartige  Flächen  legen.  Durch  jeden  Punkt  im  Räume  wird 
stets  nur  eine  einzige  solche  Fläche  gehen.  Dieses  Ergebnis  kann 
dorch  nachstehenden  Satz  zum  Ausdrucke  gebracht  werden: 

414.  „Durch  gwei  auf  einer  Fläche  eweiten  Grades  liegende 
Kegelschnitte  kann  man  stets  unendlich  viele  Flächen  zweiten  Grades 
legen,  welche  ein  Flächenbüschel  gweiten  Grades  hilden.  In  diesem 
Süschd  gibt  es  zwei  Kegelflächen  Zimten  Grades.  Die  Scheitel  der- 
selben sind  ewd  Eckpunkte  des  gemeinschaftlichen  Polartetraeders. 
Die  Ebenen,  welche  beziehungsweise  durch  diese  Scheitel  und  die 
Schnittgerade  der  Ebenen  jener  Kegdschnitle  gehen,  sind  zwei  Seiten- 
ebenen des  Polartetraeders.'^ 

Fallen  die  beiden  Kegelschnitte  unendlich  nahe  anein- 
ander, so  folgt  unmittelbar  der  Satz: 

415.  „Sämmtliche  Flächen  zweiten  Grades,  welche  sich  längs 
eines  Kegelschnittes  bertiJiren,  bilden  ein  Flächenbüschel  zweiten 
Grades.  Der  diesen  Flächen  gemeinschaftlich  umschriebene  Kegel 
zweiten  Grades  gehört  dem  Büschel  an.  Der  Scheitel  des  Kegels  ist 
ein  Eckpunkt  des  gemeinschaftlichen  Folartetraeders ;  die  Ebene  des 
Berührungskegdscknittes  ist  die  demselben  conjugierte  Seitenebene  des 
Polartetraeders. " 

§.  739. 

Als  Folge  der  angfestellten  Betrachtungen  gelangen  wir  hier 
nebstbei  sehr  einfach  zu  einem  merkwürdigen  Resultate. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  Ebene  J7,  des  Berübrungskegel- 
schnittes  K  und  den  Pol  P,  dieser  Ebene,  das  ist  den  Seheitel  jenes 
Kegels  bestimmt,  welcher  sämmtlichen  Flächen  des  Büschels  längs 
des  Kegelschnittes  K  umsehrieben  ist,  und  nehmen  wir  weiters 
in  der  Ebene  J^  ein  beliebiges  Polardreieek  des  Kegel- 
schnittes K  an.  Sind  die  Ecken  desselljen  Pj,  P,  und  P^,  so 
stellt  P3P4  die  Polare  von  P^  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  K  dar. 

Die  Polarebene  JJj  des  Punktes  P^  in  Bezug  auf  irgend  eine 
Fläche  des  Büschels,  also  auch  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Büschels 
muss  (nach  Satz  406,  Band  II)  durch  den  Punkt  P,  und  (infolge  des 


Hosted  by 


Google 


769 

Satzes  407,  Baud  D)  durch  die  Polare  P,P,  geben.  Besagte  Polar- 
ebene  ist  daber  die  Ebene  der  drei  Punkte  P^,  F^,  P.. 

In  gleicher  Weise  findet  man,  dass  Pj  der  Pol  der  Ebene 
FiF^^A  Mßd  P^  der  Pol  der  Ebene  PiP^P^  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  des  Büschels  ist,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  P,P^F^F. 
ein  allen  Flächen  des  Büschels  gemeinschaftliches  Polar- 
tetraeder  repräsentiere. 

Zu  gleichem  Resultate  gelangt  man  auch,  wenn  irgend  ein  be- 
liebiges anderes  Potardreieck  des  Kegelschnittes  K  angenommen  wird. 
Hiernach  gilt  der  Satz: 

416.  „Das  Flächenhüschel,  welches  von  allen  Flächen  0weiten 
Grades  gebildet  wird,  die  einen  und  denselben  Kegelschnitt  berühren, 
besitzt  unendlich  viele  Polarletraeder.  Diese  Polartetraeder  haheti 
den  Scheitel  des  dem  Büschel  angehörenden  Kegels  sum  gemeinschaft- 
lichen Kcipunkt.  Die  übrigen  drei  Eckpunkte  sind  jedesmal  Eck- 
punkte eines  Polardreieckes  des  Berührungskegelsehniües. 


XXXI.  Capitel. 

Die  zwei  Flächen  zweiten  Grades  gemeinschaftlich   umschriebene 

Oeveloppable.    Scharen   von  Flächen   zweiten  Grades.    Confocale 

Flächen   zweiten  Grades. 

§.  740. 

Denken  wir  uns  zwei  beliebige  Flächen  F^'  und  F^"  zweiten 
Grades,  sowie  auch  deren  Sehnittcurve  C*  polarreciprok  trans- 
formiert, wobei  wir  eine  beliebige  dritte  Fläche  zweiten  Grades, 
etwa  eine  Kugel,  aJs  Diveetrix  der  Beciprocität  annehmen. 

Hierbei  verwandeln  sich  die  Flächen  F^'  und  F„"  in  zwei  ander« 
Flächen  zweiten  Grades,  die  wir  S./  und  S^"  nennen  wollen,  während 
die  Scbuittcurve  C*  von  F,'  und  F^"  in  die  den  transformierten  Flä- 
chen S^'  und  Sj"  gemeinschaftlich  umschriebene  Deveiop- 
pable  D^  übergeht. 

Bezüglich  dieser  Developpablen  kann  sofort  eine  Eeihe  von 
Sätzen  aufgestellt  werden,  zu  deren  Kechtfertiguag  nicht  ersi;  eine 
besondere  Beweisführung  notbwendig  sein  wird,  da  diese  bloß  die  den 
Sätzen    „über    die    Schnitteurye    zweier    Flächen    zweiten 
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Grades"  reciprok  entspreclienden  Sätze  sind;  es  wird  demnach  ge- 
nügen, diese  Sätze  kurz  anzuführen,  eventuell  einigermaßen  zu  er- 
läutern. 

Zunächst  ergibt  sich,  mit  Kucksicht  auf  die  Resultate  der  in 
§.  725)  und  726)  angestellten  Betrachtungen  der  Satz: 

417.  Die  gwei  Flächen  zweiten  Grades  gemeins^aftUch  um- 
schriebene Developpable  ist  von  der  vierten  Glosse  und  vom  achten 
Range;  die  Cwspidalcurve  derselben  ist  eine  Bawmcurve  mölßer 
Ordnung. 

Die  DeveloppaUe  besitzt  eine  Doppelcurve  achter  Ordnung.  Dem 
ebmm  Schnitt  derselien  hmmen  mei  Doppeltangenten  eu.  Die  ihrer 
Mckkehrcurve  doppelt  umschriebene  Developpable  ist  von  der  sech- 
zehnten Classe,  besitzt  achtunddreißig  scheinbm-e  DoppelpunUe  und 
sechzehn  stationäre  Funkte." 

§.  741. 
Fasst  man  eine  Fläche  zweiten  Grades  als  einen  zwei-stufigen 
Ort  von  Punkten  auf,  so  muss  die  ihr  reciprok  entsprechende 
Fläche  zweiten  Grades  als  Enveloppe  eines  zwei-stufigen  Sy- 
stems von  Ebenen  —  der  Polarebenen  jenes  Punktes  aufgefasst 
werden. 

Degeneriert  die  eine  dieser  Flächen  in  einen  Kegel  zweiten 
Grades,  so  artet  die  ihr  polarreeiprok  entsprechende  Fläche  in  einen 
ebenen  Kegelschnitt  aus. 

Je  nachdem  man  den  Kegel  als  das  Erzeugnis  von  Punkten, 
Geraden  oder  Tangentialebenen  betrachtet,  hat  man  den  reciproken 
Kegelschnitt  als  das  Erzeugnis  von  Tangentialebenen,  Tangenten  oder 
Punkten  aufzufassen.  Ferner  entspricht  dem  Scheitel  des  Kegels 
reciprock  die  Ebene  des  Kegelschnittes. 

Hierauf  gestützt,  erhält  man,  da  polare  Eigenschaften  durch 
Keciprocität  erhalten  bleiben,  den  dem  Satze  403)  reciprok  entspre- 
chenden yatz : 

418.  „Die  Ebenen  des  gemeinschaftlichen  Polartetraeders  sweier 
Flächen  zweiten  Grades  schneiden  die  diesen  Flächen  gemeinschafl- 
lich  umschri^ene,  Developp(^le  in  vier  Kegelschnitten,  welche  zu- 
sammen die  Doppelcurve  achter  Ordnung  dieser  Developpablen  reprä- 
sentieren." 

Der  letzte  Theil  dieses  Satzes  ist  an  und  für  sich  evident,  wenn 
man  berücksichtigt,  dass  diese  Kegelschnitte  polarreeiprok  jenen  vier 
Kegeln    zweiten  Grades   entsprechen,    welche  durch  die  Schnitteurve 
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zweier   Flächen    Kweiteo   Grades   gehen,    und    dass   diese   Kegel  die 
doppelt  umschriebene  Developpable  der  letztgeuannten  Schnittourve  sind. 

§.  742. 

Nachdem  die  gemeinschaftlieh  umschriebene  Developpable  zweier 
Flächen  zweiten  Grades  der  Sehnittcurve  zweier  Flächen  zweiten 
Grades  entspricht,  so  werden  den  unendlich  vielen  Flächen  eines 
Flächenbüschela  zweiten  Grades  reciprok  unendlich  viele  Flächen  zweiten 
Grades  entsprechen,  welche  sämmtlich  einer  und  derselben  Develop- 
pablen  und  zwar  jener  eingeschrieben  sind,  welche  der  Grundcurve, 
d.  i.  der  gemeinsamen  Curve  aller  Flächen  des  Büschels  polarreciprok 
entspricht. 

Jede  Fläche  ist  diesfalls  durch  die  Bedingung,  „eine  gegebene 
Ebene  zu  berühren«,  ein-deutig  bestimmt,  da  die  ihr  reciproke 
Fläche  durch  die  Angabe  eines  Punktes  festgestellt  ist. 

Alle  diese  Flächen  zusammen  pflegt  man  eine  Flächensehar 
zweiten  Grades  zu  nennen. 

Dies  liefert  den,  dem  Satze  406)  reciproken  Satz: 

419.  „Einer  developpablen  Fläche  meiten  Grades,  welche  ewei, 
Flächen  sweiten  Grades  umschrieben  ist,  lassen  sich  noch  unendlich 
viele  derartige  Flächen  einschreiben,  welche  zusammen  eine  Flächen- 
schar zweiten  Grades  bilden.  In  dieser  FläcJwnschar  gibt  es  ins- 
besondere vier  Kegelschnitte,  deren  Ebenen  die  Seitenebenen  des  den 
beiden  ursprunglichen  Flächen  zweiten  Grades  gemeinschaftlichen 
Polartetraeders  sind  und  welche  degenerierte  Flächen  zweiten  Grades 
repräsentieren." 

§.  743. 
Ferner  entspricht  dem  Satze  407)  reciprok  der  Satz: 

420.  y^Bie  Pole  einer  Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen  einer 
Flächenschar  zweiten  Graden  liegen  auf  einer  geraden  Linie." 

Ist  die  Ebene  insbesondere  die  „unendlich  ferne  Ebene" 
so  ergibt  sich  unmittelbar  der  Speeialsatz : 

421.  „Der  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Flächen  einer  Flächen- 
schar zweiten  Grades  ist  eine  gerade  Linie." 

Diese  Gerade  enthält  sodann  selbstveratändiich  auch  die  Mittel- 
punkte der  vier  Doppelkegelschnitte  der  umschriebenen 
Developpablen,  da  diese,  wie  früher  gezeigt  wurde,  als  degenerierte, 
der  Developpablen  eingeschriebene,  also  der  Flächenschar  angehörende 
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I-lächen  Bweilen  örades   zu    betrachten  sind.     Es  bestellt   daher  der 

Sat!:  „ 

i2a.  „Bie  Mütelpunkte  der  vier  BoppeVcegelschmtte  einer  Veve- 
loppable«  vierler  Olasse  und  aeitet,  Sanges  liegen  auf  einer  und  der- 
selben Geraden,  aelehe  meh  die  Mittelpuntle  aller  dieser  Devehp- 
päblen  eingeschriebenen  Flaehen  zweien  Grades  enthält.'' 

§.  '«. 
Da  weiters  jede  gerade  Linie  einerseits  einen  reellen  un- 
endliob  fernen  Punltl  besitat  nnd  andererseits  eine  Fläche 
jweiten  Grades  mit  einem  unendlich  fernen  Mittelpnnkte, 
™  bekannt,  ein  Paraboloid  ist,  so  ergibt  sich  als  unmittelbare 
Folge  der  beiden  letzten  Sätze  der  Satz: 

423.  „Unter  den  Flächen  äner  Flächenschar  meiten  Grades 
gibt  es  stets  ein,  aber  auch  «»•-  ein  reelles  Paraboloid,  dessen  Achse 
m  der  Geraden,  welche  du  Mitlelpunlde  aller  Flächen  enthalt, 
parallel  ist." 

Ebenso  ergibt  sich  aus  dem  Satze  408)  der  reeiproke  Satz: 
i2i.  „Die  Polaren  einer  Geraden  in  Besug  auf  alle  Flicken 
einer  Fläehenschar  zweien  Grades  erieugm  ein  windschiefes  Hgper- 
boloid" ; 
und  aus  dem  Satze  409)  der  folgende: 

4ä6  Die  Polarebener,  eines  PunUes  i»  Beiug  auf  alle  Flächen 
einer  Fläehenschar  meiten  Grades  sind  Schmiegnngsebenen  einer 
Eaumeurve  dritter  Ordnung.'' 

Bndlich  folgt  aus  dem  Satze  412)  der  nachstehende: 
iS6  Das  Polartetraeder',  wdches  swei  Flächen  meiten  Grades 
gemeinschaftlich  ist,  stellt  aulh  ein  Polartctraeder  ßr  alle  Flächen 
jener  FläAenschar  meiten  Grades  dar,  welche  durch  die  beiden 
Flächen  meiten  Grades  bestimmt  wird,  oder  mit  anderen  Worten, 
alle«  Flächen  der  erwähnten  Schar  ist  ein  gewisses  Polartetraeder, 
gemeinschaftlich. " 

§.  745. 
Ebenso  wie  die  Scbnittcurve  vierter  Ordnung,  TOn  zwei 
Flächen  zweiten  Grades  herrührend,  in  zwei  Kegelschnitte  dege- 
nerieren kann,  so  wird  reciprok  auch  die  zwei  Fliehen 
zweiten  Grades  gemeinschaftlich  umschriebene  Deveiop- 
pable  in  zwei  diesen  Flächen  gemeinschaftlich  umscbrie. 
bene  Kegel  degenerieren  können. 
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Sind  also  einer  Fläche  zweiten  Grades  zwei  Kegel  umschrieben, 
oder  was,  da  sich  dieselben  in  den  beiden  Schnittpunkten  ihrer 
Berührungskegelschuitte  berühren,  gleichbedeutend  ist,  sehneiden  sich 
zwei  Kegel  zweiten  Grades  in  awei  Kegelschnitten,  so  kann  man  den- 
selben unendlich  viele  Flächen  zweiten  Grades  einschreiben,  welche 
eine  besondere  Fläeheiischar  zweiten  Grades  repräsentieren. 

Die  beiden  Kegelschnitte ,  welche  die  umschriebenen  Kegel 
gemein  haben ,  sind  als  zwei  degenerierte  Flächen  der  erwähnten 
Flächeuschar  zu  betrachten. 

Die  Kegelschnittsehenen  sind  zwei  Ebenen  des  der  Schar  gemein- 
schaftlichen Polartetraeders.  Die  denselben  gegenüber  liegenden  Eck- 
punkte sind  deren  Schnittpuakte  mit  der  Verbindungsgeraden  der  beiden 
Kegelscheitel.  Fassen  wir  das  Erörterte  kurz  zusammen,  so  erhalten 
wir  den  Satz: 

457.  „Schneiden  sich  mvei  Kegel  zweiten  Grades  in  swei  Kegel- 
schnitten, so  hann  man  ihnen  gemeinschaftlich  unendlich  viele 
Flächen  sweiten  Grades  einschreiben,  su  welchen,  als  degenerierte 
Flächen,  auch  die  ieiden  Kegelschnitte  gehören.  Die  Ebenen  der 
letzteren  sind  swei  Seitenebenen  des  gemeinschaftlichen  Polartetraeders. 
Die  Schnittpunfde  dieser  Seitenebenen  mit  der  Yerbindungsgeraden 
der  beiden  Kegelscheitel  repräsenüeren  swei  Eckpunkte  dieses  Tetra- 
eders.^ 

§.  746. 

Fallen  die  beiden  Kegel,  also  auch  die  beiden  Kegelschnitte, 
welche  diese  letzteren  gemein  haben,  zusammen,  so  wird  die  Flächen- 
schar eine  noch  speciellere ;  dieselbe  übergebt  nämlich  in  jene,  welche 
von  allen  Flächen  zweiten  Grades  gebildet  wird,  die  den 
Kegel  längs  jenes  Kegelschnittes  berühren.  Der  letztere  selbst  reprä- 
sentiert sodann  eine  degenerierte  Fläche  der  Schar,  während  die  Ebene 
desselben  eine  Ebene  des  Polartetraeders  und  der  Kegelscheitel  den 
gegenüber  liegenden  Eckpunkt  dieses  Tetraeders  darstellt.  Hiernach 
der  Satz: 

428.  „Sämmtliche  Flächen  eweiten  Grades,  wel(3ie  einen  und 
denselben  Kegel  zweiten  Grades  längs  eines  und  desselben  Kegel- 
schnittes berühren,  bilden  eine  besondere  Fläckenschar  eweiten  Grades. 
Der  gemeinschaftliche  Berührungshegdschnitt  repräsentiert  sodann  eine 
degenerierte  Fläche  der  Schar.  Die  Ebene  dieser  degenerierten  Fläche 
ist  eine  Seitenelene  des  gemeinschaftlichen  Folart^traeders.  Der  Kegel- 
scheitel ist  der  dieser  Ebene  gegenüber  liegende  Eckpunkt  des  Tetra- 
eders, " 
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§.  747. 

Aas  vorhergegangenen  Betrachtuagen  erhellte,  dass  die  Flächen 
zweiten  Grades,  welche  sich  längs  eines  Kegelschnittes  berühren,  ein 
tiesonderes  Fläch enbüschel  aweiten  Grades  bilden. 

Die  eben  hervorgehobene  Eigenschaft  ist  das  räumliche  Ana- 
logon  2U  dem  „ebenen  System  von  Kegelschnitten",  welche 
zwei  feste  Geraden  in  zwei  festen  Punkten  berühren,  da  man  dieses 
System  mit  derselben  Berechtigucg  als  Kegelsebüittsbflschel, 
wie  als  Kegelschnittsscbar  betrachten  kann. 

Wir  haben  weiters  gefunden,  daas  die  zwei  Flächen  zweiten 
Grades  gemeinschaftlich  umschriebene  Developpable  vier  Doppelkegel- 
Echnitte  besitze. 

Dieselbe  ist  demnach  identisch  mit  jener  Developpablen, 
weiche  durch  zwei  beliebig  im  Räume  gegebene  Kegelschnitte  bestimmt 
ist,  oder  mit  anderen  Worten:  identisch  mit  der  Enveloppe  all 
jener  Ebenen,  welche  diese  beiden  Kegelschnitte  be- 
rühren. 

Ferner  haben  wir,  als  die  allgemeinen  Eigenschaften  dieser 
Deyeloppableu  untersucht  wurden  (§.  529 — 540,  Band  II)  gezeigt, 
dasa  die  beiden  gegebenen  Leitkegelscbuitte  Doppelcurven  besagter 
Developpablen  sind,  und  dass  dieselbe  noch  awei  weitere  Doppelkegel- 
achnitte  besitze. 

Aus  der  Identität  der  dort  behandelten  Fläche  mit  der  eben 
untersuchten  Developpablen  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  Satz  529, 
Baudll)  der  folgende: 

429.  „Der  developpablen  Fläche,  welche  zwei  Kegelschnitten  (von 
allgemeiner  gegenseitiger  Lage)  gemeinschaftlich  umschrieben  ist, 
können  unendlich  viele  Flächen  gweiten  Grades  eingeschrieben  werden. 
Die  Ebenen  der  beiden  Leitiegelschnitte,  sowie  die  Ebenen  der  sich 
weiterhin  noch  erg^enden  gwei  Doppelkegelschnitte  der  Developpablen 
bilden  eusammeri  ein  Tetraeder,  welches  ein  gemem-ichaftUches  Polar- 
tetraeder für  alle  eingeschriebenen  Fluchen  ^UPiten  Grades  reprä- 
sentiert.^ 

§■  148. 
Confocale  Flächen  zweiten  Grades. 

Setzen  wir  nun  insbesondere  voraus,  dass  der  eine  der  vier 
Doppelkegelschnifcte  der  imaginäre  unendlich  ferne 
Kreis  Z.-  sei. 
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In  diesem  Falle  ist  die  unendlich  ferne  Ebene  eine  Seiten- 
ebene P^PyP^  des  gemeinschaftliehen  Polartetraeders  P^P^P^P^  aller 
der  Developpablen  eingeschriebenen  Flächen  zweiten  Grades,  und  der 
ihr  gegenüber  liegende  Eckpunkt  P„  als  Pol  der  unendlich  fernen 
Ebene,  der  Mittelpunkt  all  dieser  Flächen  zweiten  Grades. 

Nachdem  ferner  das  Dreieck  P^P^P^  in  der  unendlich  fernen 
Ebene,  welches  von  den  drei  übrigen  Eckpunkten  des  Polartetraeders 
gebildet  wird,  ein  Polardreieck  in  Bezug  auf  den  in  dieser  Ebene  lie- 
genden Doppelkegelschnitt,  im  vorliegenden  Falle  also,  in  Bezug  auf 
den  imaginären  Kreis  Z",  ist,  so  folgt  {nach  Satz  140),  dass  die  drei 
Geraden  P|Pi,  PtP^  und  P^P^  wechselseitig  auf  einander  senkrecht 
stehen,  dass  also  diesfalls  alle  der  Developpablen  eingeschriebenen 
Flächen  zweiten  Grades  die  nämlichen  Hauptachsen  besitzen. 
Hiernach  ergibt  sich  der  Satz; 

430.  „Ist  eimr  der  vier  Doppelkegelschnitte  einer  Developpablen 
vierter  Classe  und  achten  Ranges  der  unenälich  ferne  imaginäre 
Kreis,  so  sind  alle  Flächen  zweiten  Grades,  ivelche  dieser  Develop- 
pablen eingeschrieben  werden  Mnnen,  concentrisch  und  iesitsen  die- 
selben Achsen." 

§.  749. 

Der  eben  besprochenen,  besonderen  Flächenschar  zweiten  Grades 
kömmt  überdies  eine  große  Zahl  wichtiger  und  interessanter  Eigen- 
schaften zu,  von  welchen  wir  die  für  unsere  Zwecke  wichtigsten  hier 
näher  erörtern  wollen. 

Hier  wird  in  erster  Liuie  zu  berücksichtigen  sein,  dass  der  ima- 
ginäre, unendlich  ferne  Kreis,  als  Doppelcurve  der  Deve- 
loppablen, eine  der  letzteren  ebenfalls  eingeschriebene  (degenerierte) 
Fläche  zweiten  Grades  darstelle. 

Zufolge  des  Satzes  420)  liegen  die  Pole  einer  beliebigen  Ebene  s 
in  Bezug  auf  alle  Flächen  zweiten  Grades ,  welche  der  betreffenden 
Schar  angehören  auf  einer  Geraden.  Das  Gleiche  gilt  aber  auch,  nach 
der  vorstehenden  Bemerkung,  von  dem  Pole  dieser  Ebene  iu  Bezug 
auf  den  imaginären  Kreis  Kt. 

Die  eben  genannte  Gerade,  auf  welcher  der  besagte  Pol  liegt, 
ist  daher  der  Ebene  e,  in  Bezug  auf  den  Kreis  K^,  eonjugiert  und 
muss  daher  (nach  Satz  139)  auf  dieser  Ebene  E  senkrecht  stehen. 
Demnach  gilt  der  Satz: 

431.  „Der  Ort  der  Pole  einer  beliebigen  Ebene  in  Bemg  auf 
alle  Flächen  der  in  Rede  stehenden  Flächenschar  zweiten  Grades  ist 
eine  Gerade,  welche  auf  der  Ebene  senhecht  stehf^ 
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§.  750. 

Sämmtliche  Flächen  der  Schar  besitzen,  wie  wir  gesehen  haben, 
dieselben  Achsen  und  folglicb  auch  die  nämlichen  Haupt- 
ebenen. 

Nehmen  wir  daher  eine  beliebige,  zu  einer  dieser  Hauptebenen 
senkrechte  Ebene  E  an,  so  werden  die  Pole  dieser  Ebene  in  Bezug 
auf  alle  Flächen  der  Schar  in  dieser  Hauptebene  liegen,  und  zwar,  mit 
Kücksiobt  auf  den  eben  bewiesenen  Satz,  in  einer  Geraden,  welche  auf 
der  Ebene  E,  also  auch  auf  deren  Schnittgeradeu  e  mit  der  Haupt- 
ebene  senkrecht  steht. 

Die  Hauptebene  schneidet  sämmtliche  Flächen  der  Schar  in  deren 
Hauptschnitteu. 

Die  Polare  irgend  eines  Punktes  der  Hauptebene,  in  Bezug  auf 
einen  solchen  Hauptschnitt,  ist  {nach  Satz  399,  Band  II)  der  Schnitt 
der  letzteren  mit  der  Polarebene  des  Punktes  in  Bezug  auf  die  durch 
diesen  Hauptsehnitt  gebende  Fläche  zweiten  firades.  Diese  Betrach- 
tung führt  zu  dem  Satz: 

433.  „Die  Pole  einer  Geraden  m  einer  Hauplebene.  in  Bezug 
auf  die  in  dieser  Ebene  Hegenden  Sauptschmüe  aller  Flächen  der 
Schar,  Hegen  in  einer  su  dieser  Geraden  senkrechten  Geraden." 

§.  751. 

Aus  dem  eben  angeführten  Satze  kann  ohne  jedwede  Schwierig- 
keit eine  charakteristische  Eigenschaft  der  in  Eede  stehenden 
Flächensehar  zweiten  Grades  abgeleitet  werden. 

Die  in  einer  der  Hauptebenen  liegenden  Hauptschnitte 
der  Flächenschar  seien  H^,  jH,,  Hg Diesen  Hauptschnitteu  ent- 
sprechen, da  (nach  Satz  430)  die  sämmtlichen  Flächen  concentriscb 
sind  und  dieselben  Achsen  besitzen,  ein  gemeinschaftlicher 
Mittelpunkt  M  und  die  gemeinsamen  Achsen  X  und  J". 

Eine  beliebige  Gerade  in  der  genannten  Ebene  sei  p;  deren  Pole 
in  Bezug  auf  die  Hauptschnitte  H„  H^,  H^...  seien  P,,  Pj,  Pg.... 
Nach  dem  vorher  bewiesenen  Satze  liegen  diese  Pole  säramtlich  in 
einer  zur  Geraden  p  senkrechten  Geraden  r.  Diese  Gerade  r  möge 
die  eine  der  Hauptachsen,  etwa  X,  in  dem  Punkte  F  treffen. 

Wir  wissen,  dass  die  Senkrechte  von  einem  Punkte  auf  dessen 
Polare,  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt,  die  Brennpunktachse  in 
dem  Brennpunkte  dieses  Kegelschnittes  trifft. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  r  die  Senkrechte  von  P,  >uf  die 
Polare  p  iö  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  B,,  und  ebenso  auch  die  Senk- 
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rechte  von  dem  Punkte  P^  auf  dessen  Polare  ^i,  ia  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  jHJ,  u.  s.  w.  ;  es  wird  demaaeh  der  Puukt  F,  m  welchem 
die  Gerade  r  die  gemeinschaftliche  Achse  X  trifft,  ein  gemein- 
schaftlicher Brennpunkt  für  alle  Hauptschnitfce  H^,  H^, 
H^...  sein.  Nachdem  diese  Hauptsehnitte  gleichzeitig  concentrisch 
sind,  so  ist  all  denselben  auch  der  zweite  Brennpunkt  gemein- 
schaftiich. 

Ein  Gleiches  gilt  bezüglich  aller  drei  Systeme  von 
Hauptschnitten. 

Wir  erhalten  daher  den  für  die  zu  untersuchende  Flächenschar 
charakteristischen  Satz: 

433.  ^Jeäes  System  von  Hattptschnitten  einer  Fläclienscliar 
Bwe'den  Grades,  welcher  Schar  selbskerständlich  auch  der  imaginäre 
Kreis  im  Unendlichen  als  (degenerierte)  Fläche  angehört,  hesitst  dieselben 
SrennpnnJde,  repräsentiert  also  ein  Sf/stem  eonfocaler  Kegelschnitte." 

§.  752. 

Die  bezeichnete  Schar  von  Flächen  zweiten  Grades  wird  daher 
eine  „Schar  eonfocaler  Flächen  zweiten  Grades"  genannt. 

Die  Doppelkegelschnifcte  der  gemeinschaftlich  umschriebenen 
Developpablen ,  welche  diesfalls  in  den  drei  Hauptebeneu  liegen  uud 
von  welchen  einer  imaginär  ist  (die  Doppelkegelschnitte  bSnuea  offenbar 
nur  paarweise  imaginär  werden)  pflegt  man  die  „Focalcurven"  oder 
„Focalkegelschnitte"  dieser  Flächenschar  sowohl,  als  auch  die 
ihrer  einzelnen  Flächen  zu  neanen. 

Jede  dieser  Foealcutven  ist  mit  den  in  der  nämlichen  Haupt- 
ebene, der  die  besagte  Curve  angehört,  liegenden  Kegelschnitten 
(Hauptschnitten)  confocal,  da  dieselbe  gleichzeitig  als  degenerierte 
Mäche  der  Schar  und  mitbin  auch  als  ihr  eigener  Hauptsehnitt  zu 
betrachten  ist. 

Die  Scheitel  der  Focalcurven  sind  leicht  zu  bestimmen. 

Seien  nämlich  Pj  und  Pj  zwei  Hauptebenen  der  Schar  eon- 
focaler Flächen  und  X  die  Achse  dieser  Schar,  ia  welcher  sie  sich 
schneiden. 

Die  Brennpunkte  der  Schar  von  confocalen  Hauptschnitten  in  der 
Ebene  P,,  also  auch  die  Brennpunkte  der  iu  P,  liegenden  Focaicurve 
^,  seien  F,^  und  P„V  während  die  Brennpunkte  der  confocalen  Schar 
in  der  Ebene  P,^  und  folglich  auch  die  der  Focaicurve  ^j  in  der  näm- 
lichen Ebene  durch  F^^  und  P'j'  dargestellt  werden.  AVeiters  wollen 
wir  voraussetzen,    dass  die  vier  Brennpunkte  Pj',  F^';  P,',  F^^  auf 
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der  Achse  X  liegen.  Um  diesbeaüglich  die  Vorstellung  dessen ,  was 
hier  augedeutet  wurde,  zu  unterstützen,  braucht  mau  nur  anzunehmen, 
dass  X  die  längste  Achse  eines  der  vorerwähnten  Schar  angehörenden 


Die  Scheitel  des  Focalkegelschnittes  ^,  in  der  Ebene  P,  liegen 
auf  der  Achse  X. 

Denken  wir  uns  in  einem  dieser  Seheitel,  den  wir  vorderhand 
S,  nennen,  die  Scheiteltangente  (,  gezogen,  so  ist  diese  offenbar  die 
Polare  des  Scheitels  S^  in  Bezug  auf  den  roealkegelschnitt  0,  und 
daher  die  durch  dieselbe  gehende,  zur  Achse  X  senkrechte  Ebene  ff, 
die  Polarehene  des  Scheitels  S,  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  0^, 
wenn  dieser  als  Fläche  der  confocalen  Schar  aufgefasst  wird. 

Die  Torbezeichnete  Ebene  a  steht  aber  auch  auf  der  Ebene  Pj 
senkrecht  und  schueidet  dieselbe  in  einer  durch  S,  gehenden  zu  X 
senkrechten  Geraden  (j. 

Berücksichtigt  man  nun  den  Satz  420),  so  wird  man  finden, 
dass  X  der  Ort  der  Pole  von  t^  in  Bezug  auf  alle  in  der  Ebene  i*^ 
liegenden  Hauptschnitfce  sei.  Infolge  dessen  ist  der  Punkt  5",,  in 
welchem  t^  von  X  getroffen  wird,  identisch  mit  dem  Brenn- 
punkte F,^  (oder  F„^}  der  in  Pj  liegenden  Hauptsehnitte,  also  auch 
des  Focalkegelschnittes  ^j.     Hiernach  ergibt  sich   der  Satz: 

434.  „Die  Focalcurve  in  einer  Hauptebene  ist  confocal  mit  den 
in  dieser  Hauptebene  liegenden  HauptschnUten  und  die  Scheitel  der- 
selben sind  die  Brennpunkte  der  beiden  anderen  Focaicurven." 

§.  753. 

Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  425)  können  wir  als  bekannt 
voraussetzen, dass  die  Polarebenen  eines  Punktes  P  im  Räume, 
in  Bezug  auf  alle  Flächen  einer  Flächensehar  zweiten  Grades,  also 
auch  in  Bezug  auf  eine  Schar  eonfocaler  Flächen,  eine  Developpable 
dritter  Classe  umhüllen. 

■  Durch  den  Punkt  P  im  Räume  selbst  gehen  drei  Tangential- 
ebenen dieser  Developpablen.  Diese  Ebenen  sind,  wie  aa  und  für  sich 
klar,  auch  die  Folarebenen  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  drei  gewisse 
Flächen  der  vorerwähnten  Schar.  Da  besagte  Ebenen  den  Pol  P  selbst 
enthalten,  so  gehen  diese  drei  Flächen  durch  P  und  werden  daselbst 
von  den  genannten  drei  Ebenen  berührt. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  durch  einen  Punkt  P  im  Räume 
stets  drei  Fläehen  J",,  .F^,  F^  einer  confocalen  Schar  gehen. 
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Seien  T,,  1\  und  T^  die  Berührungeebenen  deraelben  im  Punkte 
P,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Polarebenen  des  Punktes  P  in  Bezug 
auf  diese  drei  Flächen  und  führen  wir  durch  P  eine  Gerade  g^  senk- 
recht aur  Ebene  T,,  so  enthält  diese  (nach  Satz  431)  die  Pole  der 
Ebene  in  Bezug  auf  alle  Flächen  der  Schar,  also  auch  in  Bezug  auf 
die  Flächen  F^  und  Fy 

Da  aber  diese  Pole  (nach  Satz  407,  Band  II)  auch  in  den  Ebenen 
Tj  und  T^  liegen  müssen,  aber  selbstverständlieh  von  P  verschieden 
sind,  so  folgt,  dass  die  beiden  Ebenen  T,  und  T^  die  Gerade  ß,  ent- 
halten, also  auf  Pi  senkrecht  stehen. 

In  gleicher  Weise  findet  man  auch ,  dass  T^  normal  zu  T,  und 
Tg  stehe,  oder  kurz,  -dass  die  drei  Ebenen  T,,  T^  und  T^  wechselseitig 
auf  einander  senkrecht  seien,  dass  sich  mithin  die,  diese  Ebenen  in 
P  tangierenden  Flächen  F^,  F^  und  P,  in  dem  Punkte  P  rechtwinklig 
durchschneiden.    Diese  Ergebnisse  zusammengefasst,  erhält  man  den 


A35.  ^Burch  jeden  Punkt  im  Räume  gehen  drei  Flächen  einer 
confocalen  Schar,  welche  sich  in  idemselien  rechüvinklig  durch- 
schneiden."' 

§.  754. 

Denken  wir  uns  der  einen  von  den  drei  Flächen,  längs  ihres 
Durchschnittes  mit  der  zweiten,  eine  Developpable  umschrieben,  so 
enthält  dieselbe  die  Normalen  der  letzteren. 

Hieraus  erkennt  man  aber  sofort,  dass  die  so  erhaltenen  Schnitt- 
ciirven  „Krümmungslinien"  der  Flächen  zweiten  Grades  sind, 
d.  b.  Curven  darstellen,  längs  welcher  die  Normalen  der  Fläche 
eine  Developpable  erzeugen.    Mithin  folgt  der  Satz: 

436.  „Die  Krümmungslinien  einer  Flüche  zweiten  Grades  sind 
die  leiden  Scharen  su  einander  rechtwinkliger  Schnittcurven  (vierter 
Ordnung)  dieser  Fläche  mit  der  Schar  der  ihr  confocalen  Fläche 
sweiten  Grades.'^ 

%.  755. 
Constrnction  der  Dnrclischnittsciirve  zweier  Flächen  zweiten  Grades. 


Sind  die  beiden  zum  Schnitte  gebrachten  Flächen  zweiten  Grades 
Kegelflächen,  80  ist,  wie  bereits  bekannt,  die  Construction  ihrer 
Schnittcurve  höchst  einfach  durchzuführen,  da  man  direct  vermittelst 
der  durch  die  beiden  (im  Endlichen  oder  Unendlichen  liegenden) 
Kegelscheitel  gehenden  Hilfsebenen  die  Schnittpunkte  einzelner  Erzeu- 
genden unter  einander,  ohne  jedwede  Schwierigkeit,  festzustellen  ver- 
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mag.  Wenn  auch  nicht  complieiert,  so  doch  weniger  einfach  gestaltet 
sieh  die  ConstrucÜon  der  Durchsehnittscurve  dann,  wenn  bloß  eine 
oder  gar  keine  der  sich  schneidenden  Flächen  eine  Kegelfläche  ist. 

Hätte  man  beispielsweise  den  Durchschnitt  eines  Kegels 
zweiten  Grades  mit  einer  Kugel  zu  construieren,  so  kann  man 
zweckmäßig  entweder  Hilfsebenen  benützen,  welche  durch  den  Scheitel 
des  Kegels  und  nebsthei  durch  den  Mittelpunkt  der  Kuget  gehen, 
oder  auch  von  Ebenen  Gebrauch  machen,  welche  durch  den  Kegel- 
scheitel gelegt,  gleichzeitig  auf  einer  Projectionsebeue  senkrecht  stehen. 
In  beiden  Fällen  werden  die  betrefl'enden  Hilfsebenen  die  Kugel  nach 
Kreisen,  den  Kegel  dagegen  iu  Erzeugenden  schneiden,  deren  jeweilige 
Schnittpunkte  der  gesuchten  Schnitteurve  aagehörea. 

Einfacher  jedoch  führt  nachstehender  Vorgang  zu  gleichem  Ziele. 
Man  ermittelt  eine  Kreisebene  des  Kegels  und  schneidet  beide  Flächen, 
die  Kugel  sowohl,  als  auch  den  Kegel  mit  Ebenen,  welche  dieser 
Kreisehene  parallel  sind.  Die  Hilfssehnitte  sind  sodann  beiderseits 
Kreise,  welche  im  gegenseitigen  Schnitte  Punkte  der  gesuchten  Schnitt- 
eurve ergeben. 

Tortheilhaft  wird  es  diesfalls  sein,  von  der  Transformation  der 
Projectionsebenen  Gebrauch  zu  machen,  indem  man  hierbei  so  trans- 
formiert, dass  die  genannten  Hilfsebenen  zu  einer  der  Projections- 
ebenen parallel  werden,  die  Eilfskreise  somit  in  ihrer  wahren  Gestalt 
erscheinen. 

Ist  die  eine  Fläche  irgend  eine  Kotatiousfläche,  die  andere 
dagegen  eine  Kugel,  so  wird  es  zweckdienlich  erscheinen,  die  Hilfs- 
ebenen so  zu  wählen,  dass  dieselben  zu  der  Rotationsachse  der 
erstgenannten  Fläche  senkrecht  stehen,  da  sich  in  diesem  Falle  die 
Hilfssehnitte  gleichfalls  beiderseits  als  Kreise  ergeben  und  darstellen 
werden. 

Sind  beide  Flächen  Eotationsflächen  mit  parallelen 
Achsen,  so  behält  das  eben  angedeutete  Verfahren  seine  volle 
Giltigkeit. 

Für  Rotationsflächen,  deren  Achsen  sich  sehneiden, 
werden  wir  an  späterer  Stelle  eine  überhaupt  auf  alle  Arten  von 
Eotationsflächen  anwendbare,  für  die  Scbnitfcbestimmung  derartiger 
Flächen  gemeinsame  Methode  kenneu  lernen, 

Ist  die  eine  Fläche  eine  Kugel,  die  andere  hingegen  eine 
allgemeine  Fläche  zweiten  Grades,  so  wird  man  natürlicher- 
weise als  Hilfsflächen,  resp.  Hilfsebenen,  zweckmäßig  die  Kreis- 
schnittsebenen der  letzteren  wählen,  indem  dadurch  wieder  erreicht 
wird,   dass   die   Hilfssehnitte   in    beiden    Flächen   Kreise    sind. 
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Hierbei  wird  man  behufs  Vereiafacbung  der  Construction  wieder  trans- 
formieren und  diese  Transformation  so  vollführen,  dass  die  erwähnten 
Hilfsebenen  au  eiaer  der  beiden  Projectionsebenen  parallel  werden. 

Was  den  allgemeinsten  Fall,  d,  i.  die  Bestimmung  des 
Schnittes  zweier  allgemeinen  Flächen  bei  beliebiger 
gegenseitiger  Lage  anbelangt,  so  siebt  man  sofort  ein,  dass  es 
keine  Hilfsebenen  gäbe,  welche  beide  Fläcben  in  gleich  leicht  con- 
struierbaren  Curven  schneiden,  da  infolge  der  allgemeinen  Lage  die 
Kreisschnittsebenen  der  einen  Fläche  nicht  auch  gleichzeitig  Kreis- 
schnittsebenen der  anderen  Flächen  sein  werden. 

Besagte  Schnittbestimmung  lässt  sich  jedoch  anstandslos  auf 
die  vorher  erörterten  vereinfachten  Construetiooea  reduoieren,  nach- 
dem wir  ohneweiters  die  eine  der  gegebenen  Flächen,  falls  dieselbe 
ein  Ellipsoid  ist,  durch  affine  Transformation  in  eine  Kugel  (Satz  387, 
§.643)  verwandeln  können.  Hierbei  übergeht  die  zweite  Fläche  selbstver- 
ständlich wieder  in  irgend  eine  Fläche  zweiten  Grades.  Man  bestimmt 
sodann  die  Durchsehnittscurve  der  letzteren  durch  Zuhilfenahme  ihrer 
Kreisschnittsebenen  mit  der  Kugel  und  transformiert  die  Schnittcurve 
beider  afün  zurüclc. 

Offenbar  kann  aber  der  Schnitt  der  beiden  Flächen  auch  in  der 
Weise  bestimmt  werden,  dass  man  die  nach  vorausgeschickten  Betrach- 
tungen (§.  728)  entwickelten  Operationen' thatsäehlich  constructiv  durch- 
führt, dass  mau  also  zwei  von  den  vier  Kegeln  zweiten  Grades,  welche 
durch  die  Schnittcurve  gehen,  wirklich  construiert.  Dabei  wird  man 
selbstverständlich  den  drei  Geraden  ^„  g^  und  g^,  als  auch  ihrem  ge- 
meinschaftlichem Punkte  a,  stets  solche  Lagen  zu  geben  bemüht 
sein,  welche  der  Construction  mögliehst  förderlich  sind  und  zu  dereu 
Vereinfachung  beitragen. 

Um  keine  der  üblichen  Projectionsarten  au  übergehen,  sei 
schließlieh  auch  noch  der  bereits  früher  (Capitel  XIV,  §.  230)  an- 
geführten stereographisehen  Projeetionsmethode  in  aller 
Kürze  Erwähnung  gethan  und  durch  bloße  Schlagworte  das  Eigen- 
thümliehe  derselben  angedeutet. 
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XXXn.  Gapitel. 

OiB  sfereographische  Projection,  Ihre  Verallgemeinerung  für  Flächen 
zweiten  Grades  und  ihre  specielle  Anwendung  als  Kartenprojection. 

§.  756. 

Denkt  man  sich  einen  Punkt  einer  Kugeloberfläche  als  Scheitel 
«Ines  projicierenden  Strahlenbändels,  so  können  durch  letz- 
teres sämmtliche  Punkte  der  Kugeloberfläche  auf  eine  beliebig 
gewählte  Ebene  eindeutig  bezogen,  die  Kugelfläcbe  also  auf 
■dieser  Ebene  „als  Bildebene"  abgebildet  werden.  Wählt  man  diese 
Bildebene  parallel  zur  Tangentialebene  der  Kugel  in  dem  obgenannten 
Projectionscentrum,  so  entsteht  die  „stereographiscbe  Projec- 
tion"  im  engeren  Sinne  des  Wortes. 

Wie  bereits  an  anderer  Stelle  (§.  230)  kurz  bemerkt  wurde,  ist 
4iese  Projectionsart  identisch  mit  der  inversen  Transformation 
■einer  Kugel  und  der  auf  ihr  liegenden  Gebitde  in  eine  Ebene. 

Dies  im  Auge  behaltend,  ergeben  sich  sofort  die  beiden  F  u  n  d  a- 
meutaleigensc haften  dieser  Äbbildungsmethode,  indem  sie  im 
Grunde  genommen  nnr  als  veränderte  Form  der  dort  abgeleiteten  Sätze, 
in  nachstehendem  Gewände  auftreten : 

437.  „Alle  Kreise  der  Kugeldberfläche  erscheinen  in  der  Äh- 
hüdung  wieder  als  Kreise.  Der  Mittelpunkt  des  Kreisbildes  ist  die 
Projection  der  Spitze  jenes  Kegels,  welcher  der  Kugel  längs  des 
■Originalkreises  umschrieben  werden  hann.'^ 

Und: 

438.  „Der  Winkel,  welchen  zwei  auf  der  Kugelfläche  liegende 
<Jurven  mit  einander  einschließen,  wird  durch  die  stereographische  Fro- 
jeetion  nicht  geändert,  d.  h.  das  auf  der  Kugel  liegende  Original 
und  seine  stereographische  Projection  sind  in  ihren  Ueinsten  Theilen 
■einander  ahnlieh;  die  Ahiildung  ist  daher  eine  conforme.'^ 

§.  757. 

Es  soll  nun  untersucht  werden,  inwieweit  sich  die  Eigen- 
-schaf ten  der  stereographi sehen  Projection  auf  allge- 
meine Flächen  zweiter  Ordnung  ausdehnen  lassen. 

Denkt  man  sich  wieder  einen  Punkt  einer  Flache  zweiter  Ord- 
nung als  Scheitel  eines  projicierenden  Bündels,  so  kann  durch  dieses, 
4a  jeder  Strahl  außer  dem  Projectionscentrum  nur  noch  einen  einzigen 
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Punkt  der  Fläche  enthalten  kann,  die  Fläche  wieder  auf  eine  beliebig 
gewählte  Ebene  ein-deutig  bezogen  werden. 

£o  wie  sich  in  der  stereographisehen  Projection  der  Engel  bei 
einet  gewissen  Stellung  der  Bildebene  sämmtliche  Kugelkreise  wieder 
in  Kreisen,  also  in  unter  sich  ähnlichen  Kegelschnitten  abbilden,  so  wird 
sich  auch  im  Laufe  der  Entwicklung  zeigen,  dass  es  bei  der  entspre- 
chenden Projection  allgemeiner  Flächen  zweiter  Ordnung  eine  Stellung 
der  Bildebene  gibt,  für  welche  alle  auf  der  Fläche  liegenden  ebenen 
Curven  in  unter  sieh  ähnlichen  Kegelschnitten  abgebildet  er- 
scheinen. 

Diese  besondere  Stellung  der  Bildebene  ist,  wie  bei  der 
Kugel,  die  der  tangierenden  Ebene  im  Projectionscentrum, 
und  die  Kegelschnitte,  als  welche  sieh  sodann  die  ebenen  Curyen  der 
Fläche  abbilden,  sind  sämmtlich  den  Schnitten  der  Fläche  mit  den 
zur  Bildebene  parallelen  Ebenen,  also  auch  untereinander  ähnlich. 

Schon  durch  die  affine  Transformation  der  für  eine  Kugel 
construierten  stereographischen  Projection  ließen  sich  gewisse  Schlüsse 
für  diese  Verallgemeinerung  ziehen.  Da  man  aber  durch  affine  Trans- 
formation der  Kugel  bloß  das  dreiachsige  Ellipsoid  erhalten  kann,  so 
soll,  als  für  alle  Flächen  zweiter  Ordnung  giltig,  die  allgemeine  Ab- 
leitung der  in  Rede  stehenden  Eigenschaft  gegeben  werden.  Hierzu 
dient  der  Satz  448,  Band  II),  welcher  lautet : 

„  Wenn  zwei  Fläcfien  eweiter  Ordnung  eine  Curve  zweiter  Ord- 
nung gemein  haben,  so  ist  der  Best  des  Schnittes  ebenfalls  eine  Curve 
zweiter  Ordnung." 

§.  758. 

Denken  wir  uns  einen  ebenen  Schnitt  s  (Taf.  XSXXII,  Fig.  290) 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  von  einem  Punkte  C  der  Fläche 
als  Centrum  projieiert,  so  ;liegt  der  vorerwähnte  Fall  des  Schnittes 
zweier  Flächen  zweiter  Ordnung  —  der  Fläche  F  und  des  Kegels 
(C,s)  —  vor.  Beide  Flächen  haben  den  ebenen  Schnitt  s  mit  einander 
gemein,  der  Kest  des  Schnittes  muss  daher  wieder  eine  ebene  Gurre  sein. 

In  dem  betrachteten  Falle  übergeht  die  letztgenannte  Curve 
in  den  Punkt  C,  die  Ebene  derselben  in  die  Tangentialebene  t  der 
Fläche,  die  Curve  selbst  dagegen  in  die  Indicatrix  des  Punktes  C,  d.  i. 
in  den  unendlich  kleinen  Schnitt  C  der  Fläche  mit  der  Ebene  t. 

Aus  dem  Satze,  dass  die  Schnitte  paralleler  Ebenen  mit  Flächen 
zweiter  Ordnung  ähnliche  Kegelschnitte  sind,  folgt,  dass,  wenn  man 
die  Fläche  F  und  den  Kegel  {C,  s)  mit  einer  zur  Tangentialebene  in 
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C  parallelen  Ebene  B,  aum  Schnitte  bringt,  beide  Schnitte  ähnlich  und 
ähnlich  gelegen  sein  müssen. 

Wählen  wir  nun  als  Bildebene  eine  zur  Tangentialebene^^  pa- 
rallele Ebene  B,,  so  wird  durch  dieselbe  der  die  Ourve  s  projicierende, 
sowie  überhaupt  jeder,  irgend  eine  ebene  Curve  der  Fläche  von  G 
aus,  als  Projectionscentrum,  projicierende  Kegel  in  einer  zu  der  vor- 
her genannten  Curve  C  ähnlichen  und  ähnlich  gelegenen  Curve  ge- 
schnitten. Die  so  erhaltenen  Bilder  säipmtlicher  ebenen  Curven  der 
Fläche  sind  mithin  untereinander  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Kegel- 
schnitte und  hängt  die  Gestalt  derselben  bloß  von  jener  der  unend- 
lich kleinen  Curve  C,  also  von  der  Wahl  des  Projectionscentrums  auf 
der  Fläche  ab. 

Der  Mittelpunkt  eines  solchen  Bildes  ist  auch  hier  die 
Projection  der  Spitze  desjenigen  Kegels,  welcher  der  Fläche 
längs  der  Originaleurve  umschrieben  erscheint. 

Der  diesbezügliche  Beweis  lässt  sich  auf  folgende  Weise  sehr 
einfach  herstellen. 

Der  Scheitel  M  (Taf.  XXXSII,  Fig.  291)  des  der  Fläche  längs 
der  Curve  s  umschriebenen  Kegels  ist  gleichzeitig  der  Pol  der  Ebene 
E  dieser  Curve  (Satz  401,  Band  II) ;  das  Projectionscentrum  C  dagegen  ist 
(nach  Satz  418,  Band  II)  der  Pol  der  ihm  entsprechenden  Tangential- 
ebene ;.  Der  Schnitt  F  der  beiden  Ebenen  E  und  t  ist  daher  die  Polare  der 
Verbindnngsgeraden  CM.  Mit  Zugrundelegung  des  Satzes  413,  Band  II) 
repräsentiert  sodann  der  Schnittpunkt  B  von  E  mit  MC  den  Pol  von 
P  in  Bezug  auf  die  Curve  s.  Eieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass 
CR  oder  C3I  der  der  Ebene  t  conjugierte  Durchmesser  derjenigen 
Kegelfläcbe  sei,  welche  s  zur  Leitlinie  besitzt,  und  dass  mithin  weiters 
jede  zu  (  parallele  Ebene,  also  auch  B^  den  Kegel  in  einer  Curve 
s'  sehneiden  müsse,  deren  Mittelpunkt  M'  der  Schnittpunkt  von  CM 
mit  .Be  ist- 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  sich  die  erst  angeführte  Eigenschaft 
der  stereographischen  Projection  in  allen  ihren  Consequenzen  für 
allgemeine  Flächen  zweiter  Ordnung  verfolgen  lasse. 

Was  die  zweit  angeführte  Eigenschaft  der  stereographischen 
Projection  —  die  der  Gleichheit  der  Winkel  zwischen  Bild  und  Ori- 
ginal —  anbelangt,  so  lässt  sich  dieselbe  nicht  verallgemeinern.  Letz- 
teres wird  unmittelbar  klar,  sobald  man  die  stereographische  Projec- 
tion einer  Kugel  affin  transformiert,  wobei  sich  bekanntlich  einander 
gleiche  Winkel  nur  bei  besonderer  Lage  wieder  in  gleiche  Winkel 
verwandeln. 
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§.  759. 

Verfolgen  wir  jedoeb  die  Consequeiizen  der  erst  angeführten 
Eigenschaft  für  die  stereographische  Projection  allgemeiner  Flächen 
zweiter  Ordnnug. 

Wie  wir  gesehen  haben,  hängt  die  Gestalt  der  stereographisehen 
Bilder  ebener  Curven  cur  von  der  Iiidicatris  der  Fläche  im  Projections- 
centruoi,  d.  i,  von  dem  unendlich  kleinen  Schnitte  der  Fläche  mit 
der  Tangentialebene  im  Centrnm  ab.  Für  Flächen  zweiter  Ordnung 
mit  elliptischen  Punkten,  d.i.  für  das  Ellipsoid,  das  elliptische  Para- 
boloid  und  das  zweischalige  oder  zweimantelige  Hyperboloid,  sind 
daher  die  stereographischen  Bilder  ebener  Curven  der  Flä- 
che sänimtlich  Ellipsen  und  sind  diese  der  Indicatrix  oder  dem  zur 
Indicatris  parallelen  Diaraetralab schnitte  —  folglich  auch  unterein- 
ander —  ähnlieh. 

Je  nach  der  Wahl  des  Projectionscentrums  auf  der  Fläche  wird 
sieh  die  Exeentricität  dieser  Bildeilipse  ändern.  Für  das  dreiachsige 
ElUpsoid  wird  beispielsweise  die  Exeentricität  dieser  Ellipsen  am 
größten,  wenn  das  Projectionscentrum  in  einem  der  Endpunkte  des 
mittleren  Hauptdurchmessers  angenommen  wird. 

Wird  dagegen  das  Projectionscentrum  C  in  einem  der  Nabel- 
punkte N  (Taf.  XXXXII,  Pig.  292),  deren  es  auf  jeder  Fläche 
zweiten  Grades  mit  elliptischen  Punkten  gibt,  angenommen,  so  pro- 
jicieren  sich,  weil  die  Indicatrix  des  Nabelpunktes  ein  Kreis  ist,  die 
sämmtlichen  ebenen  Curven  der  Fläche  in  Kreisen. 

Soleber  Nabelpunkte  gibt  es  für  das  Ellipsoid  und  das  zwei- 
schalige Hyperboloid  vier,  für  das  elliptische  Paraboloid  zwei.  Dieselben 
liegen  auf  dem  Hauptschnitte  des  kleinsten  Parameters  symmetrisch. 
Hierbei    ist   die  Abscisse  x  des  Nabelpunktes  iV  ausgedruckt   durch 


Sind  diese  Flächen  Eotationsftächen,  so  vereinigen  sich 
je  zwei  dieser  Nabelpunkte  in  den  Endpunkten  der  Botationsachse. 
(Siebe  Satz  368  und  §.  386). 

Für  die  Kugel  dagegen  ist  jeder  Punkt  ein  Nabelpunkt.  Hieraus 
ist  gleichzeitig  zu  entnehmen,  dass  sich  die  Eigenthümlichkeiten  der 
stereographisehen  Projection  einer  Kugel  als  Specialfälle  aus  diesen 
allgemeinen  Betrachtungen  anstandslos  ergeben. 

§.  760, 
Jener  Fall   der   stereographisehen   Projection ,   in    welchem  das 
Projectionscentrum  mit  einem   Nabelpunkte    zusammen- 
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fällt,  verdient  besoDders  hervorgshoben  zu  werden;  einerseits,  weil 
er  fQr  die  Kugel  Anwendung  findet,  anderseits  aber,  weil  sich  auf 
diese  Art  am  leichtesten  und  gcEauesten  ein  auf  der  Fläche  aus  ebenen 
Curven  gebildetes  Neta  auf  die  Bildebene  projicieren  lässt  und  weiters, 
weil  sich  diesfalls  Punkte  der  Fläche  mit  beliebiger  Genauigkeit  in 
dasselbe  eintragen  lassen. 

Zur  Bildung  dieses  Netzes  auf  der  Fläche  werden  zwei  Systeme 
ebener  Curven  angenommen,  die  in  zwei  Ebeuenbüscheln  liegen.  Ge- 
wöhnlich wird  als  Achse  eines  dieser  Ebenenbüschel  ein  Durch- 
messer der  Fläche,  als  Achse  des  andern  Büschels  dagegen  die  Polare 
dieses  Durchmessers  in  Bezug  auf  die  Fläche  angenommen.  Das  erste 
dieser  Systeme  ist  sodann  ein  System  von  Diametralschnitten,  das 
zweite  ein  System  von  zum  entsprechenden  Diameter  conjugierten 
Parallelschttitten  (Meridiane  und  Parallelkreise  bei  der  Kugel). 

Auf  der  Bildebene  erscheint  dieses  Netz  in  zwei  Kreisbßscheln 
projiciert,  deren  Potenzgeraden  die  bezüglichen  Centralprojectionen  der 
Achsen  der  erwähnten  Ebenenbüschel  sind. 

Die  Flächen  zweiter  Ordnung  mit  hyperbolischen  Punkten, 
(das  hyperbolische  Paraboloid  und  das  windschiefe  Hyperboloid)  be- 
sitzen keine  Nabelpunkte;  die  Indicatrix  besteht  dann  aus  den  zwei 
geraden  Erzeugenden  der  Fläche,  welche  durch  das  Projeetionscentrum 
gehen.  Die  stereographischen  Bilder  ebener  Curven  werden  also  in 
diesem  Falle  ähnliche  Hyperbeln  —  Hyperbeln  mit  eonstanter 
Asymptotenrichtung  —  werden.  Besagte  eonstante  Asymptoten- 
riehtung  ist  die  ßiehtung  der  beiden  Erzeugenden  der  Fläche,  welche 
durch  das  Projeetionscentrum  führen.  Diese  Bildbyperbeln  müssen 
jedoch  nicht  immer  in  demselben  Seheitelraum  der  Asymptoten  liegen, 
soüdern  können  auch  conjugierte  Hyperbeln  als  Bilder  auf- 
treten. 

Der  Vollständigkeit  halber  sei  noch  erwähnt,  dass  für  Flächen 
zweiter  Ordnung  mit  parabolischen  Punkten,  also  für  Kegel- 
fläehen,  die  stereographische  Projection  ebener  Curven,  weil  die  Indi- 
catrix parabolisch  ist,  Parabeln  sein  werden.  Letzteres  ist  übrigens 
von  vornherein  klar,  da  die  Bildebene  in  diesem  Falle  zu  einer  Er- 
zeugenden des  projieierendea  Kegels  parallel  ist,  der  Schnitt  daher 
eine  Parabel  sein  rauss.  Alle  Pai-abeln  aber  sind  ähnliehe  Figuren. 
Auch  der  Satz  bezüglich  des  Mittelpunktes  M  (Taf.  XXXXII,  Fig.  293) 
des  stereograpbischeii  Bildes  erweist  sich  hier  unmittelbar  als  richtig; 
derselbe  fallt  nämlich  in  unendliche  Entfernung. 
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§.  761. 

Anwendung*  der   stereographischen  Projection  auf  die  Abbildung  der 
Erdoberfläcbe.  Die  Kartenprojection- 

Wie  allgemem  betaunt,  kanu  mit  Außerachtlassung  eines  für 
gewöhnliche  Verhältnisse  äußerst  geringen  Fehlers  die  Erde  als  voll- 
kommene Kugelfläche  aufgefasst  und  unter  diesem  Gesichtspunkte 
das  die  Erdoberfläche  fiberspannende  Netz  der  Meridiane  und  Pa- 
rallelkreise leicht  dargestellt  werden.  Mit  Benützung  der  entwickelten 
Eigenscbaften  ist  dieses  Netz  in  der  Abbildung  leicht  au  construieren. 
Die  Meridiane  und  Parallelkreise  werden  sieh  in  zwei  Kreisbüscheln 
projicieren. 

Infolge  der  Eigenschaft  der  Winkelgleichheit  zwischen 
Original  und  Bild  wird  auch  im  Bilde  jeder  Parallelkreis  die 
sämmtlichen  Meridiane  rechtwinklig  durcbschueiden  und  um- 
gekehrt. Es  bilden  daher  (Taf.  XXXXII,  Fig.  294)  die  Parallelkreise 
und  die  Meridiane  im  Bilde  zwei  orthogonale  Systeme  von  Kreisen, 
resp.  von  Büscheln.  Die  Achse  des  einen  Büsohels  x  ist  die  gemein- 
same Potenzgerade  des  anderen  Büschels.  Besagte  Potenzgeraden 
sind ,  wie  bereits  früher  erwähnt  wurde,  die  stereographisehen  Projec- 
tionen  der  Achsen  der  zwei  Ebenenbüschel,  nach  welchen  die  Netz- 
eintheiluBg  der  Oberfläche  bewerkstelligt  wird,  für  das  Meridian- 
büschel demnach  die  Projeetion  der  allen  Meridianen  gemeinsamen 
Erdachse,  für  das  Parallelkreisbüschel  aber  die  Projeetion  der  den 
Parallelkreisebenen  gemeinsamen  unendlich  fernen  Geraden  oder  die 
Projeetion  des  durch  das  Centrum  gehenden  Parallelkreises, 

Das  Meridianbüsehel  im  Bilde  bat  awei  reelle  Schnittpunkte, 
es  sind  dies  die  Projeetionen  der  Punkte  JV,  S;  das  Parallelkreis- 
büschel dagegen  besitzt  imaginäre  Schnittpunkte,  d.  s.  die  Projee- 
tionen der  in  der  gemeinsamen  unendlich  fernen  Geraden  der  Parallel- 
kreisebenen gelegenen  imaginären  Kreispunkte.  Die  reellen  Schnitt- 
punkte des  Meridianböschels  sind  die  Nullkreise  für  das  Parallel- 
kreisbüsehel. 

Dieses  System  der  sich  in  allen  Punkten  rechtwinklig  durch- 
sehneidenden Kreise  wird  die  Bildebene  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
bedecken  und  somit  die  gesammte  Kugeloberfläche  darstellen.  Die 
unendlich  ferne  Gerade  der  Bildebene,  welche  auch  als  Kreis  auf- 
gefasst werden  kann,  wird  den  unendlich  kleinen  Kreis  der  Kugel  im 
Projeetionscentrum  repräsentieren;  alle  durch  das  Projectionsoentrum 
I  Kreise  der  Kugel  werden  sieh  in  Geraden  projicieren  u.  s.  w. 
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SelbstveratäQdlich  sind  dies  bloß  allgemeine  Gnindaätae  der  centralen 
Projection  iu  specieller  Auffassuug, 


Constrnctlon  der  Meridian-  niid  Parallelkreia netze  für  gegebene  Falle. 

Die  BildebeEe  werden  wir  diesfalls  stets  durch  den  Mittelpunkt 
der  Kugel  gehend,  dem  Projectionseentrum  conjugiert  (polar  gegen- 
überliegend} aunebmen. 

Man  unterscheidet,  je  nachdem  das  Projectionseentrum  iu  einem 
Pole,  in  einem  Paukte  des  Äquators  oder  iu  einem  beliebigen  Punkte 
der  Oberfläche  angeuommen  wird,  eine  stereographische  Polar-, 
Äquatorial-  oder  Horizoatalprojecfcion. 

Für  die  stereographische  Polai'projection  [Projections- 
ceotrum  im  Südpole  S  (Taf.  XXXXII,  Fig.  295)]  werden  die  Bilder  der 
Ifeiidiane  Gerade  sein,  welche  durch  den  Hauptpunkt  N  (Piojectiou 
des  Nordpoles)  gehen.  Die  Parallelkreise  erscheinen  diesfalls  als  con- 
centrische  Kreise.  Punkte  derselben  in  der  Achse  cc  erhält  man 
durch  Vermittlung  einer  Umlegung  des  Projectionseentruins  um  die 
besagte  Achse  nach  {C).  Der  Äquator  Q  ergibt  sich  im  Schnitte  der 
Kugel  mit  der  Bildebene. 

Bei  der  stereographisehen  Äquatorial-  oder  Meridian- 
piojectionjTäf.  XXXXII,  Fig.  296)  wird  das  Centrum  C  in  einem 
Punkte  des  Äquators  gedacht.  Der  Schnitt  der  Bildebene  mit  der 
Kugel  sei  der  Meridian  o.  Behufs  Construction  der  Meridiane  10, 
20,  30...  stützt  man  sicli  auf  die  Bestimmung,  dass  dieselben  durch 
die  Punkte  NS  gehen  und  mit  dem  Meridiane  o  bei  S,  beziehungs- 
weise bei  N  die  Winkel  von  10",  20",  30"...  einschließen.  Zieht 
man  daher  bei  S  eine  Gerade  t,,  welche  gegen  die  Tangente  t  um 
10"  geneigt  erseheint,  so  ist  dies  die  Tangente  für  den  Meridian  10; 
eine  Senkrechte  auf  die  bezeichnete  Tangente  gibt  im  Schnitte  mit  q 
den  Mittelpunkt  o,  des  ersten  Meridiankreises.  Besagte  Senkrechten 
auf  die  bezüglichen  Tangenten  schließen  wieder  ihrerseits  mit  der 
Geraden  NS  die  Winkel  10",  20",  30". . .  ein.  Dieselben  werden  ein- 
fach erhalten,  wenn  man  S  der  Reihe  nach  mit  den  Punkten  70,  50> 
30...  des  Meridianes  o  verbindet.  (Satz  über  Centri-  und  Peripherie- 
winkel, welche  auf  gleichen  Bögen  aufstehen.) 

Zur  Controle  kann  man  auch  die  Schnittpunkte  der  Meridiane 
mit  dem  Äquator  q  direct  bestimmen.  Bezeichnete  Punkte  liegen  in 
dem  Schnitte   derjenigen  Geraden    mit   q,   welche    von  S  nach  den 
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respectiven  Punkten  10,  20,  30  des  Meridianes  geiflhrl;  werden.  Die 
Erklärung  dieser  Construction  ergibt  sich  durch  Vermittlung  einer 
einfachen  Umlegung  des  Centrums  um  q  nach  S. 

Die  Parallelkreise  gehen  durch  die  Punkte  10,  20,  30. . .  des 
Hauptmeridanes.  Die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  sind  die  Projec- 
tionen  der  der  Kugel  längs  derselben  umschriebenen  Kegelscheitel.  Im 
vorliegenden  Falle  sind  es  die  Scheitel  ro,,  Oj,  ca^. . .  jener  Kegel, 
welche  in  der  Bildebene  auf  der  Geraden  NS  liegen. 

Bei  der  stereographischen  Horizontalprojeetion  (Taf. 
XXXSn,  Fig.  297)  wird  das  Centrum  in  irgend  einem  Punkte  der 
Erdoberfläche  gedacht. 

Die  Erdoberfläche  erscheint  demnach  als  auf  der  Horizontalebene 
des  dem  gewählten  Centrum  C  diametral  gegenüberstehenden  Punktes 
ß  abgebildet.  Dieser  letztere  Punkt  Sl  wird  sodann  Mittelpunkt  der 
Karte.  In  Flg.  297,  Taf.  XXXXII  ist  der  Punkt  Sl  von  der  nördlichen 
Breite  50  und  der  Östlichen  Länge  30  als  Mittelpunkt  der  Karte  an- 
genommen. 

Um  zunächst  den  Nord-  und  Südpol,  sowie  Punkte  der  Parallel- 
kreise zu  erhalten,  denken  wir  uns  den  durch  das  Projectionseentrum 
C  gebenden  Meridian  um  ß  Z  in  die  Bildebene  umgelegt  Hierbei 
gelangt  das  Centrum  C  nach  (C),  während  der  dem  Mittelpunkte  Sl 
der  Karte  entsprechende  Punkt  nach  (Sl)  fallt.  Theilt  man  nunmehr 
diesen  umgelegten  Meridian  in  Grade,  so  erhält  man  40  Grade  von 
dem  Punkte  (ß)  nach  aufwärts  den  umgelegten  Nordpol  (N),  während 
sich  diametral  gegenüber  liegend  der  umgelegte  Südpol  (S)  ergibt. 
Im  Schnitte  der  projicierenden  Geraden  {G)(N),  iG)(S)  mit  SlX  er- 
hält man  den  Nord-  und  Südpol  im  Bilde. 

In  der  Fig.  297,  Taf.  XXXXII  wurde  der  Parallelkreis  30  con- 
struiert.  Punkte  dieses  Parallelkreises  ergeben  sich  im  Schnitte  der 
projicierenden  Geraden  (30)  (C)  mit  SlX.  Der  Mittelpunkt  o.,  des 
besagten  Kreises  wird  durch  die  Projection  des  Scheitels  ffj  des  um- 
schriebenen Kegels  dargestellt.  Für  die  Meridiankreise  liegt  die 
Bestimmung  vor,  dass  sie  sämmtlieh  durch  NS  gehen,  dass  also  deren 
Mittelpunkte  in  der  Geraden  Y  liegen,  welche  die  Strecke  NS  ortho- 
gonal im  Ealbierungspuökte  durchschneidet.  Die  Mittelpunkte  der- 
selben können  nach  der  biefür  bestehenden  allgemeinen  Regel  eon- 
struiert  werden.  Die  umschriebenen  Kegel  übergehen  hierbei  selbst- 
Yerständlich  in  Cylinderflächen.  Die  Mittelpunkte  der  Meridianbilder 
sind  demnach  die  Schnitte  jener  projicierenden  Geraden,  welche  zu 
den  entsprechenden  Cylindererzeugenden  parallel,  also  zu  den  entspre- 
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